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Unidad 4. Estadistica. Conceptos basicos. Variables estadisticas.
Distribuciones de frecuencias. Tipos de frecuencias. Tablas

estadisticas. Representacion grafica.

4.1 Estadistica

La disponibilidad de informacién se hace necesaria para las empresas, las
administraciones publicas y los individuos de una poblacion a la hora de tomar
decisiones. El proceso para la obtencion de informacion abarca desde la recogida de los
datos de una poblacién o parte de ella, hasta la organizacion y procesamiento de los

mismos para convertirlos en informacién util para el usuario.

La Estadistica es la ciencia que se ocupa de desarrollar y estudiar métodos para
recoger, analizar, describir e interpretar los datos empiricos. Asimismo, la Estadistica,
resulta ser una herramienta multidisciplinar, ya que encuentra aplicacion en

practicamente todos los campos cientificos.
La ciencia Estadistica se divide en dos ramas principalmente:

e La Estadistica Descriptiva trata del recuento, ordenacién, clasificacién y
representacion de una serie de caracteristicas del conjunto de datos involucrados
en el estudio. El objetivo principal es proporcionar un resumen de los datos
obtenidos con objeto de caracterizarlos y clasificarlos, pero no nos permite
extraer conclusiones mas alld de los datos que hemos analizado, ni llegar a
soluciones sobre ninguna hipdtesis que pudiéramos haber formulado. Son

simplemente un conjunto de herramientas para describir nuestros datos.

e Inferencia estadistica comprende las distintas técnicas que permiten a partir
de un subconjunto de la poblacidén a estudio, hacer generalizaciones sobre las
caracteristicas de la poblacion total con un riesgo de error, el cual podemos medir
en términos de probabilidad. Los métodos de la inferencia estadistica se pueden
dividir en dos grupos principalmente: la estimacién de parametros y los

contrastes de hipotesis.
Vinculado a la Estadistica se encuentra el Calculo de Probabilidades

e Calculo de Probabilidades: tiene como objetivo central el estudio de métodos

de analisis del comportamiento de aquellos fendmenos que aunque se realizan en
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condiciones similares su resultado se atribuye al azar y no es posible predecir
cual va a ser el resultado con exactitud . Se conocen con el nombre de fendmenos

aleatorios y su estudio se incluye en el quinto moédulo.

Las Estadistica Descriptiva resulta de gran utilidad puesto que es dificil concebir
lo que muestran los datos, especialmente si estos son cuantiosos. Por ejemplo, si
obtuviéramos los resultados de los ingresos de 150.000 hogares del territorio
nacional, la lectura de dichos datos uno a uno no proporcionaria informacion de
interés. Por otro lado, si se resume la informacion exhaustiva de cada hogar puede
resultar util, el ingreso medio por hogar o el salario medio por persona, harian mas
facil entender la gran cantidad de datos a la que nos enfrentamos. En las unidades
gue integran este mdédulo vamos a introducir conceptos y procedimientos de esta

rama de la estadistica.

4.2 Conceptos basicos

Se define poblacion como el conjunto de unidades o elementos, pueden ser
individuos u objetos, sobre los que se pretende observar o medir una o varias

caracteristicas.

A cada uno de los componentes de la poblaciéon se le denomina elemento o
unidad estadistica de la poblacion. En un estudio estadistico, la informacion se obtiene

de los elementos, por lo que también se denominan unidades de analisis.

Por distintas razones, tales como el coste de la recogida, el tamano
excesivamente grande de la poblacién a estudio o la destruccién de las unidades en el
proceso de observacion, sera imposible investigar en algunas ocasiones, a todos y cada
uno de los elementos que conforman la poblacion. Por ello, tendremos que seleccionar
una parte de dicha poblacion, que denominaremos muestra y realizar nuestro estudio
mediante esta porcién de la poblacién. Parece ldgico pedir que la muestra que se
seleccione sea un buen espejo de la poblacion a estudio, es decir, pediremos que la

muestra sea representativa de la poblacion.
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4.3 Variables estadisticas

Dada una poblacién, habitualmente lo que nos interesa de ésta son algunas de
sus caracteristicas. Por ejemplo la nacionalidad, el color de pelo, la edad, el sexo, la
estatura o la profesidn, son caracteristicas que se pueden observar de los residentes en

el territorio nacional.

Definimos como variable estadistica unidimensional, X, a una caracteristica de
la poblacién que estamos estudiando y que posee varios grados, modalidades o valores
posibles. Para cada elemento de la poblacidon, dicha variable tomara uno y sélo uno de
los valores posibles o de las modalidades existentes. A dicho valor concreto, que

denotaremos por x, lo denominamos dato.

Las variables estadisticas pueden ser clasificadas en dos grupos: variables

cualitativas o variables cuantitativas.

a) Variable cualitativa: es cualquier cualidad o atributo de los elementos de una
poblaciéon que no puede expresarse numeéricamente. Las variables cualitativas
permiten clasificar los elementos de la poblacidon determinando si el elemento
pertenece o no a una modalidad, y dichas modalidades no son medibles, aunque

estas modalidades sean identificadas con un cédigo numérico para su tratamiento.

Ejemplo: La provincia de residencia de una persona es una variable cualitativa
aunque podria identificarse cada provincia con su coédigo correspondiente: 8
Barcelona, 15 A Corufia, 28 Madrid.

En el caso que el atributo objeto de estudio, presente dos modalidades se le

denomina dicotédmico y cuando presenta mas de dos modalidades, multiple.
Ejemplo:
e Variable cualitativa dicotdmica: el sexo de una persona presenta dos

modalidades, hombre o mujer.

e Variable cualitativa o atributo de modalidad multiple: Color favorito de una
persona, (rojo, azul, amarillo, verde...), nacionalidad de una persona (espafiola,

italiana, portuguesa,...).

A su vez pueden clasificarse atendiendo a las propiedades de su escala de medida como:
e Escala Nominal: cuando en las distintas categorias o modalidades de la variable
no resulta posible establecer una ordenacion, las variables se denominan

nominales. Generalmente, para su tratamiento, se suele asignar un nimero a
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cada posible valor, proceso que recibe el nombre de codificacion. Como ejemplos
podemos mencionar el estado civil o la religiéon de un individuo, como casos de

variables cualitativas nominales.

e Escala Ordinal: resulta cuando entre las modalidades de la variable cualitativa
puede establecerse algun orden, a diferencia de lo que ocurre con las variables
nominales. Por ejemplo: el nivel de estudios de un individuo, el grado de
satisfaccion de un producto o servicio recibido por un cliente en un

supermercado,...

b) Variable cuantitativa: es cualquier caracteristica de los elementos a la que se le
puede asignar un numero. Es decir, son medibles. Las variables cuantitativas se

clasifican en continuas o discretas:

e Discretas: cuando toman un numero finito de valores o un nimero infinito
numerable de valores. Por ejemplo, el nimero de alumnos en una clase o

numero de hijos (sera 0, 1, 2,3,...pero nunca 1,86).

e Continuas: son aquellas variables que pueden tomar infinitos valores dentro
de un cierto intervalo de la recta real. Por ejemplo, el peso de los alumnos de

una clase, la altura de los jugadores del equipo nacional de baloncesto,...

Definimos como dominio de una variable al conjunto de los posibles valores o

modalidades diferentes que puede tomar la variable.

Notacion: En general, dada una variable, X ,a los k posibles valores o modalidades
que puede tomar los representamos por xq, X3, ..., Xi, Siendo este conjunto el dominio
de la variable. En el caso de la poblaciéon “Provincias de Espana”, el dominio seria la

enumeracién de cada una de las 52 provincias espafiolas.

4.4 Distribuciones de frecuencias

Cuando se toma la informacién de una poblacion, ya sea en su totalidad o de una
muestra de la misma, se obtiene en la mayoria de ocasiones un gran volumen de datos
que resulta de dificil manejo. Por ello, se hace preciso disponer de una bateria de técnicas
gue permitan la ordenacién, presentacién y reduccién de los datos y asi facilitar el

analisis de los resultados obtenidos.

Denominamos tabulacion al procedimiento que implica realizar una ordenacion

y agrupacion de los datos o valores comunes de una variable. Por otro lado, hablamos
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de distribucion de frecuencias para aludir a las tablas con la disposicion final obtenida

para los datos.

Tanto con la tabulacién de los datos, asi como con la representacion grafica de
los mismos, que veremos en esta misma unidad, se pretende que el usuario pueda
hacerse una idea de las caracteristicas principales de la distribucidon de esos datos sin

necesidad de recurrir a la observacion de la enumeracién completa de los mismos.

Supongamos que tenemos una poblacién o muestra de una poblacién, compuesta
por N elementos. Sea X la variable de estudio y supongamos que X puede tomar un
numero k de valores distintos. Representamos dichos valores por xq,x3,...X;. De
manera general, se representara cada valor por Xx;, donde i tomara valores entre 1 vy

k.

4.4.1 Tipos de frecuencias

e Frecuencia absoluta de un valor x; ,es el numero de veces que aparece cada
valor o modalidad de la variable en la muestra tomada .Se suele representar por
n;.
o Evidentemente, n; es un nimero entero mayor o igual que cero.

o Lasuma total de todas las frecuencias absolutas de los k posibles valores
de la variable es el tamafio de la muestra de elementos observados. Se
denomina frecuencia total y se representa por N.

k — —
i1 Ny = ny+ny+nz+...... +n, =

e Frecuencia relativa de un valor x;, se obtiene al dividir la frecuencia absoluta

entre el nimero total de elementos observados en la poblacién (frecuencia total).

Se representa por

fi=t

YUON

Se verifica que:

a) El valor de la frecuencia relativa estard comprendido entre 0 y 1.

b) La suma de las frecuencias relativas de todos los valores de la variable
estadistica es siempre la unidad. Veamos a continuacion que efectivamente esto

es cierto:
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Frecuencia absoluta acumulada de un valor x; , es la suma de las frecuencias
absolutas de todos los valores que son menores o iguales que él. Se denota por

N;. Suponiendo que los valores de X estdn ordenados crecientemente, tal que

x; < x, < -+ < xi.La frecuencia absoluta acumulada de x; sera:
— — i
Ny =ni+n; + . 4n o +n = Yo

La frecuencia absoluta acumulada del ultimo valor de la variable tiene que
coincidir con la frecuencia total N, por ser la suma de todas las frecuencias

absolutas.

En el caso de variables cualitativas de escala nominal no tiene sentido calcularla
puesto que las modalidades de nuestra variable no son susceptibles de

ordenacion.

Frecuencia relativa acumulada de un valor x;, es igual a la suma de las
frecuencias relativas de todos los valores menores o iguales que x;. Se representa

por F; .

Es decir, suponiendo que los valores de X estan ordenados crecientemente, tal

que x; < x, < --- < Xy, la frecuencia absoluta acumulada de xi sera:
o Fi=Y_fi=fi+ fr+..+fiii +f;

o También se puede obtener como F; = Ni/N, i=1,..., k

4.4.2 Tablas estadisticas

El proceso que hemos visto hasta ahora, una vez son obtenidos los datos tras la

observaciéon, comprende la ordenacion de los mismos y la agrupacion de aquellos valores

que se repiten (frecuencias).

Las distribuciones de frecuencias se presentan mediante tablas estadisticas. A

grandes rasgos el formato de las tablas seria el siguiente: en una columna se disponen
los valores o modalidades de la variable en estudio y en otra/s la/s frecuencia/s
correspondiente/ a ese determinado valor. Si se observa un solo caracter de la poblacion,
sus datos se presentaran mediante una tabla denominada distribucion de frecuencias

unidimensional.
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Es conveniente recordar que a la hora de tabular, es necesario tener en cuenta el
numero de elementos observados asi como el nUmero de valores o modalidades distintos

que toma la variable.

Ejemplo: Se conoce que la distribucién de alumnos de ensefianza secundaria de un
centro de la Comunidad de Madrid por sexo, es de 295 mujeres y 215 hombres. El

tamafo de la poblacion seria 110 alumnos.

Numero de Frecuencias
Sexo alumnos relativas
Mujeres 295 295/510
Hombres 215 215/510

Vamos a realizar la exposicion de la construccion de tablas, tratando por separado
los casos en los que los datos estan agrupados, de aquellos en los que los datos no se

encuentran agrupados por existir algunas diferencias.
e Datos no agrupados en intervalos

Supongamos que el niumero de posibles valores o modalidades distintas que toma la
variable no es muy grande, a pesar de que se disponga de un gran volumen de
observaciones. En este caso, se presentan los datos en una distribucion de
frecuencias, de tal forma que en la tabla se reflejan en la primera columna los pocos
valores o modalidades del caracter o variable y, en las siguientes columnas, cada uno

de los diferentes tipos de frecuencias de cada dato.

El primer paso para realizar la tabulaciéon de los datos es contar los elementos con
igual valor o modalidad (frecuencia absoluta). Una vez obtenida la frecuencia

absoluta es facil determinar el resto de frecuencias.

La tabla tendria las siguientes cabeceras

Valores de la Frecuencia Frecuencia
variable ordenados absoluta Frecuencia relativa
de menor a Frecuencia |acumulada |relativa f; (o | acumulada F; (o
mayor(x;) absoluta (n;) en %) en %)

Mdédulo 2: Estadistica Basica
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¢ Datos agrupados en intervalos

Si el nUmero de posibles valores distintos o0 modalidades de la variable es elevado,

la tabla construida como se ha expuesto anteriormente, daria lugar a unas columnas

larguisimas, que carecerian de utilidad. Para ello se agrupan valores de la variable que

sean proximos en intervalos o clases, con la idea de simplificar el tamafio de la tabla, sin

perder demasiada informacién, obteniendo intervalos o clases homogéneos. Para la

agrupacion no existe criterio estandar.

(¢]

Clases: Cada una de las agrupaciones que surgen al unir los valores
consecutivos o proximos de una variable (cuantitativa o cualitativa), teniendo

en cuenta que las clases deben ser excluyentes y exhaustivas.

La frecuencia de la clase se obtendrd como suma de las frecuencias de los
valores que se han agrupado en una misma clase. No existe criterio estandar
para determinar el numero de clases pero lo ideal es trabajar con

distribuciones de entre 5 y 15 clases.

Limites de clase: corresponden a los valores inferior y superior de cada
clase. Denotaremos con L;_, al limite inferior de la i-ésima clase y L; al valor

mayor de la i-ésima clase.

Intervalo: manera de identificar una clase por los valores llamados limites
de clase o limites del intervalo. Los intervalos normalmente acaban en un
numero (limite superior) que es el mismo con el que empieza el intervalo
siguiente (limite inferior), y suelen ser de la forma (L;_;,L;] es decir abiertos
inferiormente y cerrados superiormente. Para establecer el numero
aproximado de clases no existe un criterio estandar, algunos autores como

Sturges proponen tomar como numero de intervalos k: k=1 + (3,3 log N)

Amplitud del intervalo: se define como la diferencia entre el limite superior

y el inferior de una clase. Se suele representar por a; =L; — L;_;.

La amplitud entre las distintas clases de un mismo conjunto de datos, puede
ser constante o no, en funciéon de las necesidades o requerimientos del
estudio, aunque es conveniente que todas las clases tengan la misma
amplitud. Existe una regla aproximada para determinar la anchura de cada

intervalo:
anchura = (valor maximo — valor minimo)/n2 de clases

Marca de clase: es el valor concreto representativo de cada clase, necesario

para el tratamiento numérico. Es habitual tomar el valor central del intervalo
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como marca de clase, para su calculo se realiza la media de los dos limites

del intervalo y se denota por ¢; = (L; + Li_1)/2.

Ya hemos comentado con anterioridad que la agrupaciéon de valores lleva
consigo asociado un coste, en lo que a pérdida de informacién se refiere. Al
tomar en nuestro estudio como valor representativo la marca de clase, la
informacion finalmente obtenida serd distinta de lo que se obtendria si no se

realizase la agrupacion de los datos.

La tabla obtenida tendria las siguientes columnas:

. Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia ]
Marcas absoluta . relativa
absoluta relativa
Intervalos de clase acumulada acumulada
(Li—1,Li] Ci n; N; fi E;

Ejercicio 16.1 La edad de los habitantes de un municipio de la provincia de Soria, viene

representada en la siguiente tabla:

0-9
404

10-19
490

20-29
484

30-35
330

36-49
994

50-59
778

60-69
529

70-100
801

Anos

Personas

Se pide:

o Enuna tabla, presentar la poblacion en cuatro grupos: menores de 20, de 20
a 35, de 36 a 59 y mayores de 59.

o Calcular el valor porcentual de cada grupo en forma simple y acumulada.
Nota: No existen individuos en el municipio con edad mayor a 100 afios.

Soluciéon 16.1: Nos dan la poblacion clasificada segin unos intervalos que no se
corresponden a los solicitados en el enunciado, y piden presentar la poblaciéon en una

tabla con cuatro clases. Por ello, los intervalos de clase serian:

o Menores de 20 afios: (0,19]: la Gltima edad que se cuenta es la de 19 afios

puesto que es un intervalo cerrado por la derecha.

o De20a 35: (19, 35] (la primera edad que se cuenta es 20, porque el intervalo

es abierto por la izquierda y la Ultima 35, porque esta cerrado por la derecha)

o De36ab59:(35,59] (laprimeraedad que se cuenta es 36, porque el intervalo

es abierto por la izquierda y la Gltima 59 por la derecha)
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o Mayores de 59: (59, 100] (la primera edad que se cuenta es 60, porque el

intervalo es abierto por la izquierda y la Ultima 100 por la derecha) -
Calculamos las marcas de clase para cada uno de los intervalos construidos:
o (0 +19)/2=9,5
o (19+435)/2= 27
o (35+59)/2=47
o (59+100)/2=79,5

Calculamos los diferentes tipos de frecuencia y lo presentamos en la siguiente tabla:

Marcas Frecuencia Frecuencia Frecuencia
de Frecuencia| absoluta relativa relativa

Intervalos clase absoluta |acumulada acumulada

(Li—1,Li] Ci n; N; fi E;
(0,19] 9,5 894 894 0,18 0,18
(19,35 ] 27 814 1.708 0,17 0,35
(35, 59] 47 1772 3.480 0,37 0,72
(59,100] 79,5 1330 4810 0,28 1

A la vista de los resultados obtenidos podemos decir, por ejemplo, que el 72% de
la poblacién objeto de estudio tiene menos de 60 afos o que algo mas de la cuarta parte

de la poblacién es mayor de 59 afios.

4.5 Representacion grafica

Acabamos de ver que la tabla de frecuencias de un conjunto de datos proporciona
una forma organizada de los mismos, que permite que se analicen los resultados
obtenidos de manera mas sencilla. Ahora bien, la representacién grafica de los datos
contenidos en una tabla estadistica seria un recurso adicional del que dispondriamos y
que puede ofrecer una vision mas clara y rapida que la observacion de los datos

numeéricos, asi como ayudar detectar pautas en los datos.
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No olvidemos que la representacién grafica en cualquier ambito resulta ser un
recurso potente puesto que produce mayor impacto en los usuarios que la tabulacion de

resultados.
1. Graficos para representar variables cuantitativas

Presentamos a continuacion los graficos mas comunmente utilizados para representar
este tipo de distribuciones. Observemos que para la obtencion de los mismos se pueden

utilizar las frecuencias relativas o absolutas y las acumuladas.

e Diagrama de barras: Se usa para variables cuantitativas discretas. Se considera un
sistema de ejes cartesianos. El eje horizontal (abscisas) indica los valores de la
variable por x1,X2,...X; Yy €l eje vertical (ordenadas) indica las frecuencias. Con la

longitud de la barra vertical se representa su frecuencia absoluta o relativa.

Diagrama de barras

[=3]

1 2 3 4

Valores de |la variable

e Histograma: resulta ser uno de los graficos mas usados para variables cuantitativas
continuas. Sobre el eje de abscisas se representan los intervalos en los que han sido
agrupados los datos y sobre cada uno de los intervalos se construye un rectangulo
cuya base es la anchura del intervalo y de tal forma que las areas de las barras son

proporcionales a las frecuencias correspondientes.

Los histogramas ayudan a conocer donde se concentran los datos, cuales son los
extremos y si existen valores atipicos; en definitiva, mostrar la forma de la

distribucion de los datos.

Es posible obtener lo que se conoce con el nombre de poligono de frecuencias si
se unen los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos. El poligono de
frecuencias tiene como objetivo dar una vision aproximada de la curva que define la

distribucion de los datos.
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Histograma de frecuencias

=0

0-25 25-50 50-75 T5-00

2. Graficos para variables cualitativas

Recordamos que los atributos no se expresan numéricamente sino por sus
modalidades. Para su representacion grafica se puede utilizar el mismo método que para
las variables cuantitativas discretas de pocos datos diferentes situando en abscisas las

modalidades y en ordenadas las frecuencias.

e Diagrama de rectangulos o barras: nuestra variable a estudio tiene
distintas modalidades, para cada una de ellas se representa una barra vertical
de amplitud constante y cuya altura correspondera con su frecuencia absoluta
o relativa. Cada una de las barras no se representan unidas para no dar la
sensacion de continuidad en las distintos valores que toma nuestra variable

cualitativa.

Ejemplo: En una clase de Andlisis Matematico de la Facultad de Matematicas
se han matriculado 102 hombres y 105 mujeres. Representar en un diagrama

de rectangulos la poblacién clasificada segun la variable sexo.
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Diagrama de rectangulos

Hombres Mujeras

Poblacion segun sexo

3. Otras representaciones graficas

i Diagrama de sectores: sirve para representar variables tanto cuantitativas
como cualitativas y resulta ser uno de los graficos mas utilizados. Cada sector o
porcién del circulo representa un valor de la variable. La amplitud de las porciones
0 sectores tiene que ser proporcional al valor de la frecuencia correspondiente.
En los casos en los que la variable a estudio tome muchos valores o tenga muchas

modalidades distintas, no resulta 6ptimo su uso.

Ejemplo: Imagen obtenida de la publicacién “Espana en cifras 2019” de INE

PIBpm segun componentes

2018 (%)

Impuestos
Agricultura, ganaderia, netos sobre los
silvicultura y pesca productos
2,6 95
Construccion
58
Industria
16,1

Servicios

66,0
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Pictogramas: se basan en la repeticion de una figura cuyo tamafio es

proporcional a las frecuencias absolutas.

Ejemplo: Imagen obtenida del Boletin Cifras INE: La salud de los espafioles
2/2005 Fuente INE

Personas que fuman diariamente. 2003
% de cada grupo de edad

40,2%
36,5%

N 336%
x 2 9.
16,9%
- 97%
= 3099

-

Afos
15224 25834 ELE- 45 a 54 55084 B5aT4 75y mas

Piramide de poblacion: consiste en dos histogramas, uno para hombres y otro
para mujeres, correspondientes a los habitantes de una cierta comunidad,
repartidos por edades. Este tipo de graficos resultan de utilidad para el estudio

de la situaciéon demogriéfica.

Ejemplo: Imagen obtenida de la publicacion “Espafia en cifras 2018” de INE
(Fuente: INE)

Piramide de poblacion de Espaina. A 1 de enero 2017

90 y mas
85-89
80-84
75-79
70-74
65-69
60-64
55-59
50-54
45-49
40-44
35-39
30-34
25-29
20-24
15-19
10-14

5-9
0-4

M Espanoles Extranjeros [l
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iv. Cartogramas: es una representacion grafica que muestra asociado a areas
geograficas datos referidos a variables cuantitativas. Los datos pueden
representarse en cada area asignando distintos colores o simbolos con puntos o
rayas. En otras ocasiones lo que se hace es modificar la superficie real del area

ajustandolo proporcionalmente a la variable que se esta representando.

Ejemplo: Imagen obtenida de la Nota de Prensa de Defunciones segun causa de
muerte del afio 2017. (Fuente: INE)

Tasas brutas de mortalidad Tasas estandarizadas de mortalidad
Fallecidos por 100.000 habitantes Fallecidos por 100.000 habitantes
wy ‘ -
L 4
Do 706.1 28500 e De 770138300
De 8501 2 1.000,0 " & I Baaz ¥ At
De 1.000,1 a 1.150,0 ol \1a ,
De1.150,1a1.2780 De 850,1a 1.021,0
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Unidad 5. Medidas descriptivas de una variable estadistica.
Medidas de posicion y de dispersion. Medidas de forma vy

concentracion.

5.1 Medidas descriptivas de una variable estadistica

En la Unidad anterior hemos presentado las tablas y las distintas representaciones
graficas, como posibles recursos para ver de una manera organizada y de un vistazo las
principales caracteristicas de la distribucion de los datos de una variable a estudio. Pero
en ocasiones resulta complicado, o poco factible, hacerse una idea de que valores tiene

una variable.

Asi pues, una vez que recopilemos un conjunto de datos, no solo debemos
tabularlos y obtener su distribucién de frecuencias, sino que resultaria util sustituir todos
los valores observados por uno sélo que sintetizara e informara del algin aspecto
relevante de la distribucion. Estas medidas representaran al conjunto de valores y nos
facilitardn la comparabilidad con otros conjuntos de datos, sin tener que recordar las

frecuencias absolutas y relativas de cada uno de ellos.

Estas medidas que condensan la informacion pueden ser de varios tipos: medidas
de posicién, medidas de dispersién, de forma y de concentracién. A continuacion

pasamos a ver cada una de éstas de manera detallada.

5.2 Medidas de posicién

Las medidas de posicion son expresiones que resumen la informacion relativa a la
variable de estudio de un conjunto completo de datos, a través de un Unico valor que

refleja el centro de la distribucion de los datos.

Las medidas de posicion mas utilizadas y que vamos a ver son: la media aritmética,

la mediana, la moda y los cuantiles.
1. Media Aritmética

Cualquier individuo experto o no en estadistica piensa en la media como medida resumen
de un conjunto de datos. Esta es la primera medida de posicion que vamos a ver, la

media aritmética o simplemente media.
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Definicion: se define la media aritmética como la suma de todos los valores de dicha

variable dividida por el por el nUmero total de observaciones, y lo denotaremos porx.

yN
= i=1" . ;. .
X = ———— donde x; es el valor i — ésimo de la variable

Si los datos se encuentran ordenados y organizados en una tabla de frecuencias,

la media aritmética se calcula de la siguiente forma

k
7= D=1 Xl
N
En el caso de que estemos trabajando con datos agrupados, debemos trabajar
con marcas de clase (c;). Lo que no debemos obviar es que la media variard
“ligeramente” si consideramos los datos agrupados frente a no agrupados. La expresién

en este caso para la media seria la que sigue:

k

TN

Cuando calculamos la media aritmética de una serie de datos, en la férmula
sumamos todos ellos, dando de esta forma la misma importancia a cada valor. Pero en
ocasiones queremos dar mas “peso” a alguno de los valores sobre el resto porque lo
podemos considerar mas importante. Es decir, hablamos de otorgar a cada valor de la
variable x; una ponderacién o peso distinto de la frecuencia de repeticidn. En este caso

la media se denomina ponderada y se definiria como

Z{V XiW; _ Z{( xXiw; n;

X ==y = " donde w; son las ponderaciones respectivas
Zi Wi ﬂ Zi w;
En caso de
distribucién de

frecuencias

Propiedades de la media aritmética

e El valor de la media aritmética es un nimero comprendido entre el minimo y

el maximo de los valores que toma la variable.

e La media aritmética representa el centro de gravedad de un conjunto de
datos. Esto quiere decir que si calculamos las distancias de cada uno de los
valores respecto a la media, la suma de los que estan por encima de ella es

igual a la suma de los que son menores.
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Zn:(xi —xX)n; =0

e No es robusta porque se ve claramente afectada por valores extremos. Es
decir, que si uno de los valores del conjunto de datos es muy elevado con
respecto a los demas, hara subir la media comparada con el resto de valores.
Y viceversa, si uno de los datos es demasiado pequeno en relacion con el
resto, la media aritmética se ve afectada hacia abajo. Por este motivo cuando
se calculan las medias hay que observar que no haya valoras anormalmente
distanciados del resto. Es lo que se denominan valores outliers o valores
anomalos. Si se detecta la presencia de éstos, para evitar que alteren la media
resultante a veces se suelen eliminar en el calculo. En ese caso hablamos de

la media truncada.

e La media se ve afectada por cambios de origen. Sea X la variable de estudio
y supongamos que X puede tomar un numero N de valores distintos.
Representamos dichos valores por Xx1,Xx,...Xy. Si aplicamos un cambio de
origen (b) los nuevos valores seran x; + b,x, + b, ...xy + b. Entonces la

media de los nuevos valores es

X+b

N N
7= i=1(x; +b) i=1xi+N_b_
N N N
e La media aritmética se ve afectada por cambios de escala. Si los valores de

una variable los multiplicamos a todos por una constante(a), la media de los

nuevos datos queda también multiplicada por dicha constante a.

ZIiV=1(axi) _ aZIiV=1 Xi _
N N

X =

Ejercicio 5.1: Supongamos que queremos calcular la renta media de cinco paises, cada

uno de los cudles tiene una poblacién diferente:

Renta per
Pais capita Poblacién
Suiza 85.160 8.714.514
Francia 43.500 65.626.338
Reino Unido 42.040 66.447.024
Italia 34.780 59.992.606
Espafia 31.910 45.743.867
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Se pide calcular la renta media. éSeria posible calcular una media ponderada?

Solucioén 5.1: Si calculamos la renta media como la media aritmética de las rentas,

sumariamos la de los 5 paises y lo dividiriamos por cinco:

_85.160 + --- + 34.780
X = z = 47.478

Es decir que diriamos que la renta media de los 276 millones de personas que viven en
estos 5 paises estad entorno a los 47 mil euros. Pero para calcular la media de las rentas
estamos “valorando” la renta de Suiza, que no llega a los diez millones de habitantes,
de la misma manera que la renta de Francia que tiene 66 millones de habitantes.
Tendriamos que utilizar otro mecanismo que no otorgara la misma relevancia a cada uno
de los paises. Por ello, parece que la media ponderada puede ajustarse mas a nuestras
necesidades, donde sumaremos las rentas, pero cada una ponderada por el peso de su

poblacion:

Yioiwi.X;  8.714.514x85.160 + --- + 45.743.867x31.910
Y5 wp 8.714.514 + -+ + 45.743.867

X = = 40.306,51

Segun esta férmula la renta media de los 246 millones de personas de estos paises es
menor que la que nos salia con la media aritmética. Y es razonable, puesto que de esos
246 millones, mas de 100 millones de individuos(los residentes en Espafia e Italia) no
superan los 35 mil euros, con lo parece que la medida de centralizacion mas adecuada

en la media ponderada y asi situar el dato medio en los 40.306.
2 Media geométrica

La media geométrica se maneja para calcular valores medios de cualquier
magnitud que suponga variaciones entre distintos puntos en el tiempo como las tasas,

tipos de interés a lo largo de varios periodos, etc.
Definicion: Sea X la variable de estudio y supongamos que X puede tomar un nimero
k de valores distintos xq,x,,..Xx; , cuyas frecuencias absolutas son nq,n,,..ng

respectivamente y tal que N =Y"n; es el nUmero total de observaciones. Se define la

media geométrica como:
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Al igual que la media aritmética se ve afectada por los cambios de escala.

Como inconvenientes de esta medida de posicion podriamos sefialar los siguientes:

e Silos valores son negativos no siempre es posible calcular la raiz cuadrada. O si
uno de los valores es cero, entonces la media siempre sera cero, lo que no tendria

sentido.
e El significado estadistico es menos intuitivo que el de la media aritmética.

Por otro lado, la media geométrica de diferentes tasas de varios periodos se puede
interpretar como la tasa media constante que deberia tener cada periodo para obtener
la misma variacién global desde el momento inicial al final que nos dan los valores de

los que calculamos la media. Veamoslo con un ejemplo.

Ejercicio 5.2 El tipo de interés de depésito a plazo estd referenciado al Euribor, por lo
gue cada afo se obtienen unas ganancias diferentes. Los ultimos 5 afios han sido: 3,4%

4,5%, 2,3%, 2,1%, 1,7%. Calcular la media geométrica
Solucioén 5.2:

La tasa asociada para cada uno de los cinco ultimos afios serian 1,034; 1,045; 1,023;

1,021; 1,017. Si calculamos la media geométrica de estos valores obtenemos:

Xy = i/1,034 .1,045. 1,023. 1,021.1,017 = 1,02794

La media geométrica de las rentabilidades seria 2,794%. Es decir, que si cada afio el
tipo de interés hubiera sido constante en este valor, la rentabilidad del depédsito hubiera
sido la misma que la que nos ha dado estos cinco valores. Esto es facil de comprobar:
Si el depdsito inicial es de 100 euros y el tipo de interés primero es de 3,4%, el primer
ano tendriamos 3,4 euros de ganancia. Supongamos que dejamos invertido en el mismo
depdsito este beneficio, y aplicamos el tipo de interés del segundo afio (4,5%). Entonces
la rentabilidad que se obtendria seria ahora la cantidad depositada (103,4 euros) por el
tipo de interés: 103,4*4,5%=4,65 euros. Asi aplicando los tipos de interés
sucesivamente durante los cinco periodos, tendriamos al final de cinco afios que nuestro
deposito seria de 114,78 euros. Pues bien, si durante los cinco afios el tipo de interés
hubiera sido en todos ellos la media geométrica (2,794%), los 100 euros también se
hubieran convertido en 114,78 euros. Por ese motivo se dice que es un valor medio. Si
hubiéramos calculado la media aritmética de los cinco tipos de interés, el valor resultante

no hubiera cumplido esta propiedad.

3 Otras medidas de posicion
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No siempre la media es la mejor de las opciones como medida de posicién, veamos
una situacién que refleja esto. Por ejemplo, consideremos la distribucion de las
distintas categorias de nivel de estudios de los residentes en una urbanizacién de un
municipio, ¢se podria obtener una medida que fuese una categoria media? Es obvio
gue no con una media aritmética. Pero si que podriamos decir cudl es la categoria
del nivel de estudios de la mayoria de los residentes en la citada urbanizaciéon. O
también podriamos ordenar las categorias de menor a mayor, y ver cual es la

categoria que tiene al menos la mitad de los residentes.

Las medidas que vamos a ver a continuacién, también reflejan de alguna manera
una posicién dentro de los posibles valores que toma la variable, por lo tanto son también

medidas de posicién. Vamos a ver tres de ellas: Moda, Mediana y Cuantiles.
3.1 Moda

La moda de una variable estadistica discreta es el valor de la variable que mas
veces aparece (el que tiene una mayor frecuencia absoluta). Se representa por las letras
Mo.

En el caso que tuviéramos una variable estadistica continua agrupada en
intervalos, hablariamos del intervalo o clase modal, que seria aquella clase que presente

la mayor frecuencia.

En el caso en el que estemos tratando con una variable estadistica en escala
nominal, la moda resulta ser la medida mas representativa de dicha distribucion, ya que

en estos casos no se pueden calcular otras medidas al no poderse establecer un orden.
3.1.1 Propiedades de la moda

e Al igual que ocurria con la media, la moda queda afectada tanto por cambios de

origen como de escala.

e z; =ax;+b dondeayb sonconstantes Mo, = aMo, +b

e La moda de una variable estadistica no tiene por qué ser Unica. Hablamos de

distribucion unimodal cuando es Unica, multimodal cuando existe mas de una.
3.2 Mediana

Si recordamos, uno de los principales problemas que plantea el uso de la media
aritmética como media de posicién central es que resulta muy sensible a la presencia de
valores extremos. Por ello, es necesario establecer otras medidas de localizaciéon que no

presenten este inconveniente y sean mas estables a la presencia de valores atipicos.
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Definicion: Si se ordenan los datos de una distribucion de menor a mayor, la mediana
de dichos datos es el valor que ocupa el lugar central de todos ellos, es decir, la mediana

seria el que deja a su izquierda y a su derecha el 50% de los datos. Se denota por Me.
La expresion para calcular la mediana depende si el nimero de datos es par o impar:

e El nimero de observaciones es impar, la Me="valor que ocupa la posicién
(N+1)/2 ™.

e El nimero de observaciones es par: la Me="media aritmética de los dos valores

centrales, es decir, de los que ocupan las posiciones (N/2) y (N/2)+1"

3.2.1 Propiedades de la mediana

e Al depender la mediana sélo del orden de las observaciones, no se ve afectada
por valores extremos.

e La mediana queda afectada por los cambios de origen y de escala, al igual que
ocurre con la media aritmética y la moda.

z; =ax; +b donde ay b son constantes Me, = aMe, + b
3.3 Cuantiles

Definiciéon: Sea X la variable de estudio y supongamos que X puede tomar un nimero

k de valores distintos xq,x,,...X;, cuyas frecuencias absolutas son mnq,n,,..ng
respectivamente y tal que N =XYIn;. Los cuantiles son en una distribucién aquellos

valores que la dividen en partes que contienen el mismo nimero de observaciones.
Dentro de los cuantiles vamos a mencionar aquellos cuyo uso es mas habitual:

e Cuartiles: Son tres puntos o valores que consiguen dividir en cuatro partes en
las que hay un 25% de observaciones en cada una de ellas. Se denotan por Qi
i=1,2,3).

e Deciles: dividen a la distribucion en 10 partes iguales. Resulta ser nueve valores
que denotaremos por Dii=1,2,...9.

e Percentiles: son noventa y nueve valores que dividen a la distribucion en partes
iguales. La mediana es el Percentil 50 y los cuartiles son los Percentiles 25, 50 y
75.

Para su obtencidn se procede en primer lugar a obtener las frecuencias acumuladas

y a continuacion se busca el valor de la distribucién que ocupe el lugar EN. Donde s

es el cuantil que se desea calcular y r las partes en que se divide la distribucion. Si

desearamos calcular el tercer cuartil, s=3 y r=4.
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Cuando los datos se encuentran agrupados, el primer paso es identificar el intervalo

de clase al que pertenece el cuantil. De un total de N datos, el cuantil ocupara la
posicion (;)N Observaremos en la columna de frecuencias acumuladas, en que

intervalo se encuentra
El calculo se realiza como se indica
S
7N =Ny
Cs = Li—l + E— A

n;
Donde C; es el valor del cuantil que se busca, s el nUmero de cuantil que se busca,
r el nUmero de partes en que se divide la distribucidon , a; la amplitud del intervalo

al que pertenece el cuantil y Li-1 el limite inferior del intervalo de clase.

5.3 Medidas de dispersion

Hemos visto un conjunto de medidas que nos ofrecen una idea de la localizacion
de los datos muestrales, como por ejemplo su “centro de gravedad” (media aritmética)
o su “punto medio” (mediana), entre otros. Pero es posible que dichas medidas no sean

suficientes para la descripcion de un conjunto de datos.

Por ejemplo, si en una clase de cuarto de primaria todos los alumnos obtienen una
calificacion de 7 en la asignatura de lengua, la nota media de todos los alumnos también
sera 7 y este dato seria una medida representativa de las notas de los alumnos. Ahora
bien, supongamos otra clase de cuarto de primaria donde hay 20 personas, 10 de ellas
obtienen un 4 y otras 10 sacan un 10. Aunque la nota media en esta segunda clase seria
la misma, no resultaria representativa puesto que es una clase en la que suspenden la

mitad de los individuos y la otra mitad son alumnos de matricula de honor.

Por lo tanto necesitamos introducir algunas nuevas medidas que nos indiquen hasta
qué punto las medidas de posicidén son valores distintivos del conjunto de los datos. Esta
claro que si los valores de la variable estuvieran en torno a las medidas de posicidn,
éstas serian lo suficientemente representativas. Ahora bien, en el caso de existir
dispersion en los valores del conjunto de datos a estudio, disminuiria la representatividad

y tendriamos que buscar otras expresiones que minimizaran esto.

En este epigrafe nos vamos a centrar en el estudio de la dispersion de los datos y su

representacion mediante alguna medida resumen de la misma.

1. Rango o Recorrido
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Se define por rango o recorrido de un conjunto de datos, a la diferencia entre el
mayor y el menor de los valores. Resulta de utilidad cuando la variable estudiada esta

uniformemente distribuida.
2. Recorrido Intercuartilico

Se define por recorrido intercuartilico a la diferencia entre el tercer y el primer cuartil.

Es una medida de dispersién cuyo intervalo contiene al 50% de los datos.

3. Varianza
Dado un conjunto de datos x4,.., xy, se define su varianza como:

N =) 2 N 2
2 i=1(xi — X) i=1Xi -2
sP=TE =g

Si los datos estan agrupados en una tabla, la varianza se obtendra con la siguiente

expresion:

v (-%)2%n; TR xPng o _ _
§2 ==i=t Lt = S %2, donde N=ni+n2+...+nk y siendo xy,..,xy, los valores

que puede tomar la variable X, cuyas frecuencias absolutas son mnq,n,,...n

respectivamente.
Propiedades de la varianza
e La varianza toma valores positivos o cero.
e Al igual que la media se ve afectada por la presencia de valores extremos.

e No se ve afectada por los cambios de origen
z; =x;+b donde b es una constante S?, = 5%,
e Si se ve afectada por los cambios de escala

z; = x;a donde a es una constante S%, = a*S?%,

4. Desviacion tipica

Hemos visto como la varianza es una medida de dispersidn que se calcula al agregar
las distancias elevadas al cuadrado. Por lo tanto si ponemos unidades a esta dispersion
seria “unidades al cuadrado”. Si queremos que se empleen las unidades de partida de
los datos, podemos obtener una nueva medida de dispersion haciendo uso de la raiz

cuadrada positiva de la varianza, a la que se denomina desviacion tipica.
S =+ s
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5. El Coeficiente de variacion

Como hemos visto para calcular la varianza y la desviacion tipica se consideran las
magnitudes en que vienen expresados los datos. Esto puede hacer que los datos
obtenidos estén “contaminados” por la magnitud de estas unidades y para comparar dos

conjuntos de datos distintos perdamos la perspectiva de cual esta mas disperso.

Por esa razon se define una medida de dispersion relativa: el coeficiente de

variacion. Se define éste como el cociente entre la desviacion tipica y la media aritmética:

CV =

Xl Wn

Tiene la ventaja de que permite comparar distribuciones de datos medidos en
unidades distintas. Ahora bien, su inconveniente principal resulta cuando la media
aritmética de los datos muestrales vale cero y por ello dicho coeficiente no estaria
definido.

5.4 Medidas de forma

A parte de las medidas vistas en los epigrafes anteriores, existen otras que miden
y describen la forma de la distribucién de los datos, sin necesidad de recurrir a la

representacion grafica de los mismos.
1. Medidas de asimetria

Las medidas de asimetria (o simetria) permiten conocer si los datos estan
dispuestos de manera simétrica o asimétrica con respecto a un valor central (media

aritmética).

Uno de los posibles indices de simetria es el que se encuentra a continuacién, que
es el coeficiente de asimetria de Fisher. Este mide el nivel de asimetria de la distribucion
de los datos respecto a la media aritmética. Su expresion es la que sigue en el caso que
los datos se encuentren agrupados:

T4 (6 — %)3
e
3

Y1 =

Analizando el coeficiente podemos decir:

e Si toma valores negativos(y; < 0) la distribucidn serd asimétrica negativa
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e Siesigual a cero(y; = 0) serd simétrica

e Si toma valores positivos (y; > 0) diremos que es asimétrica positiva.

2. Medidas de curtosis

El coeficiente de curtosis o aplastamiento mide el grado de concentracion que

presentan los datos en torno a la media. Tomamos a la distribucion normal como

distribuciéon de referencia para medir la curtosis. La expresion del coeficiente es la

siguiente:

k . — 74
-t
54

Y2 = -3

La clasificacidon de las variables estadisticas segun dicho coeficiente seria:

e Siy, > 0 ladistribucion es leptoctrtica o mas apuntada que la normal.

e Si y, = 0 tiene el mismo nivel de apuntamiento que la normal

e Siy, <0 es platicurtica o menos apuntada que la normal

Mdédulo 2: Estadistica Basica

29



Leptocurtica

Mezoedrtica

APIQ‘N‘: urtica

Resulta ser un coeficiente adimensional y la constante que se resta (3) se ha

elegido para que en la distribucion normal el coeficiente valga cero.

5.5 Medidas de concentracion

En este epigrafe vamos a introducir lo que se conoce con el nombre de medidas
de concentracion, con ellas se evalla el mayor o menor grado de igualdad en el reparto

del total de los valores de la variable.
1. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz es la forma grafica de visualizar concentraciones. Como
ejemplo resulta util en casos como el de representar |la desigualdad del reparto de la

renta existente en un determinado territorio.

Definicion: Sea X la variable de estudio y supongamos que X puede tomar un
numero k de valores distintos Xxq,X,,...X; ordenados de manera creciente, cuyas

frecuencias absolutas son nq, n,, ... n, respectivamente, entonces definimos

D _'N
_Zixn

qi =
X5 xmn

Denominamos Curva de Lorenz a la poligonal L(p) que une los puntos {(p;,q;) i =1..k}
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En la figura superior la Curva de Lorenz seria la linea naranja. Hacemos notar que
la curva se encuentra siempre por debajo de la diagonal del cuadrante y el area que
queda entre la diagonal y la curva de indica el grado de concentracidén. A mayor area,

mayor es la concentracion.
Veamos los casos extremos que se presentan:

e Todas las unidades menos una de la poblacion no poseen nada de la variable
a estudiar (renta, cuota de mercado, etc), y solo una tiene el 100%. Entonces
la grafica queda pegada a los lados del recuadro inferior. Seria un caso de

maxima concentracion.

e Todas las unidades acumulan de forma equitativa la variable investigada.
Entonces la grafica quedaria en la diagonal. Estariamos ante un caso de

maxima homogeneidad.
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2. Indice de Gini

Esta misma expresién de medida de desigualdad (o concentracion) también puede
expresarse numéricamente. La medida se define a través del indice de Gini, que compara

los valores acumulados de las unidades de la poblacién y de la magnitud objetivo.

Partiendo de la notacion anterior, la expresién del indice de Gini es:

_ISmi-e) _, EiEa

I =
k-1 k-1

Este indice toma valores entre 0 a 1 y es proporcional al area que queda entre la

diagonal y la curva de Lorenz.

e Sil; =0 entonces hay una concentracién minima, es decir un reparto

totalmente equitativo de la magnitud observada entre las unidades

e Sil, =1 entonces hay una concentracion maxima, es decir todo queda

concentrado en una Unica unidad o grupo de unidades.
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Unidad 6. Distribuciones bidimensionales. Tablas de correlacién y
contingencia. Distribuciones marginales y condicionadas.

Independencia estadistica.

En la Unidad 5, hemos estudiado el comportamiento de una Unica variable X
medida sobre cada elemento de una misma poblacién o muestra. En las Unidades 6 y 7,
vamos a desarrollar una serie de conceptos necesarios cuando se esta interesado en el
estudio simultaneo de dos variables para evaluar la posible existencia de relaciones entre

ellas.

Un ejemplo basico en el que nos podria interesar el estudio simultaneo de dos
caracteristicas en una poblacion o muestra, seria la relacion entre el ingreso y el gasto

de las familias en el territorio nacional.

6.1 Distribuciones bidimensionales

Supongamos que sobre una misma poblacion (o muestra de una poblacion) de N
individuos se estudian dos variables que denotaremos por X e Y, donde la variable X

presenta k valores distintos xq,X,,...X; y la variable Y presenta m valores distintos,
Y Y2, Ym-

Denominaremos distribucién bidimensional de frecuencias (X ,Y) al conjunto de ternas
{(xl-,yj,nij) i=1..k,j=1 ....m)}, donde m;; denota la frecuencia absoluta

conjunta, que es el numero de veces que se presenta en la muestra el valor x; de la

variable X con el valor y; de la variable Y. La frecuencia absoluta conjunta verifica:

k m
0<n; <N,i€(,..k),je(,..m) y ZZnU =N
i j
Tal y como ocurria en el caso unidimensional, hablamos de frecuencia relativa,

que denotaremos por fl-j, | cociente entre la frecuencia absoluta conjunta y el numero

total de observaciones

k m
n..
fy="0<fy<1ie,.k),je,..m yZZfU:1
5
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6.2 Tablas de correlacidén y contingencia

Cuando abordamos el caso unidimensional, se hablé de la necesidad de presentar
la informacion de la caracteristica a estudio de manera organizada y para ello
introdujimos las tablas de distribuciones de frecuencias. Las tablas de doble entrada

son el recurso disponible para la organizacién de los datos en el caso bidimensional.

La tabla de doble entrada se construye de la siguiente manera: en la primera
columna se sitlan los diferentes valores observados para la variable X y en la primera
fila se disponen los diferentes valores para la variable Y que han sido observados. Y en
el interior se colocan los valores correspondientes a las frecuencias conjuntas, que
pueden ser tanto absolutas como relativas dependiendo de los objetivos y fines del

estudio.

En el caso de que las variables a estudio sean cuantitativas hablamos de tabla
de correlacion y si son cualitativas de tabla de contingencia.
18.2.1 Tablas de correlacion

Supongamos una poblacién con un total de N individuos, en la que se estudian
simultaneamente dos variables cuantitativas, X eY, que nos definen una variable

estadistica bidimensional. La tabla de correlacion tendria el siguiente aspecto:
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y
n

ny j 1m
@l Ym
Ny Nkm
. . - n.i . . - n.m

Donde N = Z{-‘zlz}-":lnij nuimero total de observaciones

k

=

j= Z n;; frecuenciamarginaldey;,j € (1,..m)
i=1

m

S

i = Z n;; frecuenciamarginalde x; ,i € (1,..k)
j=1

La suma de las frecuencias marginales es igual a N

k m k m
i=1j=1 i=1 j=1

Una serie de observaciones antes de terminar el epigrafe:

nq

ny

ng.

Si trabajamos con datos agrupados, tanto para una como para las dos variables,

sustituimos en la tabla anterior el valor de la variable por la marca de clase.

Si queremos pasar de tener una tabla con frecuencias absolutas a una con

frecuencias relativas, so6lo es preciso dividir toda frecuencia absoluta por el
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numero total de observaciones, obteniendo asi la de frecuencias relativas que es

la que se precisaba.

6.2.2 Tablas de contingencia

Hablamos de tabla de contingencia cuando las variables objeto de estudio son

cualitativas.

Resulta ser una tabla como la anterior, salvo que en la que la primera columna
y en la primera fila se expresan modalidades de los atributos en vez de los valores

numeéricos de las variables cuantitativas.

Hacemos notar que es posible elaborar tablas de contingencia combinando
variables cualitativas y cuantitativas.

6.3 Distribuciones marginales y condicionadas

18.3.1 Distribuciones marginales

Las distribuciones marginales de una distribucion bidimensional aparecen del

estudio por separado de cada una de las variables implicadas.
Dada una distribucién bidimensional {(xi,yj,nij) i=1.k,j=1 ....m)}yN =
?:1 Z}n=1 n;;.

e Llamaremos distribucién marginal de X, al conjunto de pares {(x;,n;) i =
1..k} donde n; =3¥7.;n;; es la frecuencia marginal de x; paratodoi €
(1,..k) yque verifica 0<mn; <Nparatodoi€ (1,..k)y Y., n, =N

e Analogamente, llamaremos distribucion marginal de Y, al conjunto de pares
{(yj,n_j) i=1 m} donde n; = Zi‘zlnij es la frecuencia marginal de
yjparatodo j € (1,..m) y que verifica 0<n; <Nparatodoj€

A,.m)y Xlin;=N

Si en vez de frecuencias absolutas consideramos frecuencias relativas, las

frecuencias relativas marginales de X e Y son respectivamente:
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n;, . n; )
fi=q Vi€EQ.k)  fj=5 VjE(..m)

k

Zﬁ-.=if.j=1
j=1

i=1

Resulta de utilidad presentar la distribucién de frecuencias marginales en una
tabla de manera separada y pueden obtenerse todas las medidas estudiadas para el caso

unidimensional.

6.3.2 Distribuciones condicionadas

Las distribuciones condicionadas dicen como se distribuye una de las variables sobre
un conjunto de elementos de una poblaciéon que toman un determinado valor de los

posibles de la otra variable.
Dada una distribucidn bidimensional{(xi,yj,nl-j) i=1.k,j=1 ....m)}yN =
{'(=1 Z;n=1 nij.
e Llamaremos distribucion de X condicionadaa Y (X/Y = ¥j), al conjunto de pares
{(xi,nij) i=1..ky parajdado } donden; =3 ,n; es la frecuencia

marginal X.

e Analogamente, llamaremos distribucion de Y condicionada a X (Y/X = x;), al
conjunto de pares al conjunto de pares {(yj,nij) j=1..m yparaidado}

donde n; = Y7L n;; es la frecuencia marginal Y.

En el caso de las distribuciones condicionadas se suele trabajar con frecuencias

relativas en vez de absolutas.

e Frecuencia relativa condicionada para X dado que Y = y; es

fi = ﬂ paratodoi=1..kyparaj fijo
J n_]
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La tabla correspondiente a la distribucién X /Y = y; es la siguiente:

X/Y =y; ngj fi, = M
/j n;

X1 nlj fl/]

Xy lej fk/j

e Frecuencia relativa condicionada para Y dado que X = x; es

ff/_

4

n..
= Tl] paratodoj=1..myparaifijo
i

La tabla correspondiente a la distribucién Y /X = x; es la siguiente:

Y/X = x ngj My
f]/ i n
Y1 Njy f 1,
Ym Nim fmyi
n; 1

Puesto que las distribuciones condicionadas son unidimensionales, es posible

obtener las medidas unidimensionales estudiadas para su descripcion.

6.4 Independencia estadistica

Diremos que dos variables son independientes una de la otra, cuando los valores

que tome una de ellas no afectan a la otra y viceversa.
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Entonces diremos que la variable Y se distribuye independientemente de la

variable X, si y solo si la frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las

frecuencias relativas marginales, es decir,
_ e My oy _mn; o
fij = fifj Yivj (:)W_WW VLV](:)nl-j—T Vivj

En este caso, las frecuencias relativas condicionadas seran

ni]- _ ni.n.j . n;

fisj =n—j— N, =y = fi¥

nig mn; n; .

Py = — = — = — = . VL
f)/l n; NTLi_ N f]

Es decir, las frecuencias relativas condicionales son iguales a sus

correspondientes frecuencias relativas marginales.
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Unidad 7. Medidas descriptivas de variables bidimensionales:
Covarianza y coeficiente de correlacion lineal. La recta de

regresion.

7.1 Medidas descriptivas de variables bidimensionales

Tal y como hemos comentado en la Unidad anterior, resulta de interés el estudio
de manera simultanea de dos variables para poder ver la posible existencia de relacién

entre ellas.

Como primera aproximacién al estudio de dicha relacién entre dos variables,

X eY, podriamos hacer uso de la representacion grafica. En concreto el grafico que se

usa se conoce con el nombre de diagrama de dispersién o nube de puntos. Otra forma
es través de medidas que reducen los datos bidimensionales permitiendo tener una idea
general de la distribucion conjunta sin tener que recordar todos los pares de valores con
sus frecuencias. En particular, vamos a estudiar dos medidas: la covarianza y el

coeficiente de correlacion lineal.

7.1.1 Covarianza

La covarianza mide la asociacion lineal de dos variables, cuyo signo nos indica el
sentido de la variacion conjunta de las dos variables consideradas.

Definicion: Partimos de una poblaciéon de N individuos, en la que se estudian
simultaneamente dos variables XeY que nos definen una variable estadistica
bidimensional. Cada individuo vendra dado por el par de valores {(x;,y;),i =1..N}.
Supongamos que la variable X presenta k valores distintos x1, x5, ... X Yy la variable Y

presenta m valores distintos, y;, ¥, ... ¥ - La covarianza presenta la siguiente expresién:

e Silos datos no estan agrupados

n

Z —x)(yl y) NZ 5

i=1
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e Silos datos estan agrupados, tal que la distribucion bidimensional viene dada por
{(xl-,yj,nij) ,i =1 k, ] = 1, ,m}

kK m kK m
Syzzzn i — X)(yj _ %ZExiyf — %5

i=1j=1 i=1j=1

Si la covarianza presenta un valor positivo se observa una asociacién lineal
creciente, mientras que si el signo de la covarianza es negativo, la relacién sera
decreciente. El indicativo de que no existe relacién entre las variables es que la

covarianza sea nula.

Sin embargo, la covarianza presenta un inconveniente, y es que su valor depende
de las unidades de medida de las variables. Esto hace necesario un coeficiente
adimensional que permita medir la intensidad de la relacién entre variables y comparar

el grado de asociacidn lineal entre distintos pares de variables.

Observacion: Cuando las variables son independientes la covarianza vale cero, sin
embargo el reciproco no es necesariamente cierto. Puede suceder que la covarianza sea

cero y que las variables a estudio no sean independientes.

19.1.2 Coeficiente de correlacion lineal

El coeficiente de correlacion lineal es una medida del grado de dependencia lineal

mutua entre variables adimensional. Su expresién es la siguiente:

Sxy

Txy = SxSy

Donde Sy, es la covarianza de las variables X e Y
Sxy Sy sonlas desviaciones tipicas de X e Y respectivamente

Algunas consideraciones sobre el coeficiente de correlacién lineal:

e Su signo viene determinado por el de la covarianza.

e FEl valor de este coeficiente estd comprendido entre -1 y 1. Si el valor es -1 o
proximo, indica una fuerte asociacién negativa, y si es 1 o préoximo a 1 indica una

asociacién lineal positiva.
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e En el caso de que su valor sea 0, las dos variables no tienen ningln tipo de

correlacion lineal, por lo que seran linealmente independientes.

7.2 Recta de regresion

En los epigrafes anteriores de la Unidad, hemos mencionado algunas expresiones
matematicas que nos permiten medir el grado de asociacion lineal entre pares de
variables. Ahora bien, en el caso de que dicha asociacion existiera, lo que nos interesa
es poder establecer una relaciéon entre ambas que permita predecir los valores de una

en funcion de la otra.

Para este propodsito estan las técnicas de regresién, que pretenden establecer
previsiones de futuro sobre la evolucién de una variable haciendo supuestos o

conociendo la evolucion de otras variables que explican su comportamiento.

En nuestro caso vamos a ver la regresién lineal, es decir, partimos de una nube
de puntos en una distribuciéon bidimensional y queremos determinar la recta que mejor

se ajuste a esta nube de puntos.

Recta de regresion
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7.2.1 Ajuste por minimos cuadrados

Sean X eY dos variables cuya distribucidn conjunta de frecuencias es (xl-,yj;nl-]-).

Para determinar las rectas de regresion procedemos por el método de minimos
cuadrados.

El propdsito es hallar la recta que mejor exprese el comportamiento de Y en funcién
de X , de tal forma que se consiga predecir con el minimo error los valores en Y para
valores dados en X. La recta tendra una expresion del tipo Y = a + bX , donde es preciso

encontrar los valores de a y b.
De esta forma hay:

e Un valor observado o real, que denomino y;
e Un valor tedrico y}‘ que es el obtenido al sustituir x; en la recta de regresion.

Asi, cada punto tiene una distancia a la recta, y esta distancia es el error de cada
punto. El error cometido en la prediccién en este caso vendria dado por la siguiente

j— *

El método de minimos cuadrados busca determinar los parametros a y b, de forma

que los errores sean minimos. Los valores de a y b que minimizan el error son:

s L Sy
b=% a=y—bx=y—%x
X X

, . — S _
Asi la recta de regresién de Y sobre X es: y =y + g(x - %)
X
En el caso de que sea la regresion de X/Y, (Y explicativa y X a explicar), se

formularia de manera analoga obteniendo la siguiente expresién de la recta
— Sxy _
x=X + F(y -y)
y

Para medir el ajuste y por lo tanto la fiabilidad de las estimaciones, se puede
hacer uso del coeficiente de correlacion r. Cuanto mas se aproxime éste a 1 o -1, mayor
sera la asociacion lineal entre las variables, el ajuste de la recta a la nube de puntos sera
mejor, y las predicciones que se realicen a través de la recta de regresiéon seran mas

fiables.
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Unidad 8. Tasas de variacién. Numeros indices simples. indices

complejos. indices de precios y de cantidad.

Es frecuente cuando se trata con datos que surja la necesidad de comparar los
valores de la variable entre dos periodos de tiempo (exportaciones de naranjas en mayo
de 2016 y mayo de 2019) o dos referentes de espacio (exportaciones de naranjas de
Marruecos y de Espafia). Asimismo, también puede ser de interés el analisis a lo largo

de una serie temporal o entre una serie de regiones.

En lo que sigue nos vamos a centrar en definir conceptos que nos permiten llevar
a cabo este andlisis de los valores que una variable toma en distintos puntos del tiempo

0 espacio.

8.1 Tasas de variacion

Siempre que estudiamos algun dato estadistico, resulta interesante hacer una
comparativa para que sea mas rica la informacion. El dato de poblacién de Espafia a 1
de Enero de un afio cualquiera, por si mismo no aporta gran informacién sobre la
evolucién del tamafio y composicion de la misma. Por ello, lo habitual es comparar este

dato con el del afio previo para medir los posibles incrementos o disminuciones.

Asi para llevar a cabo un analisis de un dato de la variable, necesitamos
compararlo con otros datos anteriores y a veces no solo con respecto al valor
inmediatamente anterior. Para hacer estas comparaciones se usa lo que conocemos con
el nombre de tasas de variaciéon que proporcionan una medida de la evolucién de una

magnitud entre dos instantes temporales.

Definicion: Se define tasa de variacion de una variable X en el punto t respecto al punto

t—1 como

Esta tasa representa la variacion en tanto por uno desde t-1 a t de la variable. Si

multiplicamos por 100 expresaremos la variacion en términos porcentuales:
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Xt — Xiq ( Xt
2t 71,100 =
X

Tt—l —
‘ Xeos

- 1) * 100

t—1

Observacion: no debemos confundir el concepto de tasa con el de tasa de variacion. El
concepto de tasa se define como la relacion entre dos magnitudes aunque medidas en
el mismo momento del tiempo. Por ejemplo, podemos hablar de tasa de desempleo como
la relacién entre desempleados y poblacién activa (ambas medidas en el mismo instante
del tiempo). En cambio la tasa de variacion es la relacién de la misma magnitud pero

entre dos momentos diferentes del tiempo.

La ventaja de las tasas de variacidon es que son adimensionales, por lo que se
puede comparar la evoluciéon de dos variables con magnitudes diferentes. Por ejemplo,
si queremos medir el cambio de poblacién entre 2017 y 2018 de dos paises como India

y Arabia Saudi, tendriamos los datos siguientes:

2018 2017 Var.absoluta Tasa
India 1.352.617.328 1.338.658.835 13.958.493 1,04%
Arabia Saudi 33.699.947 32.552.000 1.147.947 3,52%

Se aprecia que la poblacién de India aumentd en un afio casi 14 millones de
personas mientras que la poblacion de Arabia Saudi aumentd en poco mas de un millén.
Pero calculando la tasa de variacion, por cada 100 personas de India, crecid en un
habitante, mientras que por cada 100 residentes en Arabia Saudi hubo 3 habitantes
nuevos en 2018 respecto al ano anterior. Es decir en términos relativos, el incremento

de poblacion en arabia Saudi triplicé al de India.
1. Tipos de tasas de variacion

El concepto de tasa de variaciéon se puede generalizar considerando la variacion
de un punto t respecto a otro punto t’, no teniendo que ser entre dos puntos

consecutivos, como:

Tt’_Xt_Xt’_ﬁ_l

E X X
A partir de esta definicion general, vamos a definir distintos conceptos de tasas
de variacion segun:
e el tiempo transcurrido entre dos puntos

e la acumulacion de la magnitud
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1. Tasa de variacion intermensual (o mensual)
Cuando se comparan los valores de una variable entre un mes y el siguiente.
2. Tasa de variacion intertrimestral (trimestral)

Cuando se disponen de los datos en periodos trimestrales, la evolucién de la variable

se mide entre dos trimestres consecutivos y la tasa se denomina intertrimestral.

Ttrim—l _ Xtrim - Xtrim—l _ Xtrim
trim -

= -1
Xtrim— 1 Xtrim—l

3. Tasa de variacion interanual

Cuando se mide la tasa de variacién entre dos momentos iguales de dos afos

consecutivos.

4. Tasas de datos acumulados.

En ciertos casos querremos comparar la evolucion del acumulado de varios periodos
dentro de un afio respecto al afio anterior. Con esta medida se suavizan posibles datos
anomalos o de dificil comparabilidad entre varios afios. Por ejemplo, el nimero de
viajeros transportados puede depender de los fines de semana, por lo que si en un mes
tiene 5 fines de semana en un afo y el mismo mes del afio anterior dispone de solo 4,
estos meses no son comparables, con lo que la tasa de variacion interanual no
proporciona una informacion fiable. O por ejemplo, 2012 fue bisiesto, con lo que el mes
de febrero tiene un dia mas y obviamente habra mas viajeros que en febrero de 2011.
Para conseguir ganar en comparabilidad se puede ir agrupando los meses de un ano y
comparandolos con los mismos del afio anterior, de esta manera disponemos de series
de datos mas “suavizadas” ya que las anomalias de un mes se compensan con las de

otros, o se “diluyen” en la suma de varios meses.

Tasa interanual acumulada hasta el mes k

k k k

Tmeska~o t—-1 _ i=1Xmesiaﬁot B i=1Xmesiaﬁo t—1 i=1Xmesiaﬁot -1
mes k aiio t - k X o Yk X o
i=1“mesiafot-1 i=1“mesiafot-1

Ejercicio 20.1: El nUmero de vehiculos matriculados en Espafia durante los afios 2017
y 2018 son:
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I [
Ano | Enero |Febrero| Marzo | Abril Mayo | Junio Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre
2017 1100.716 | 114.344 | 147.472 1 118.651 | 147.608 | 153.237 | 130.230 | 86.908 100.861| 115.262 125.635 121.306
2018 [ 120.327 | 129.990 [ 149.639 | 134.895 | 158.494 | 165.741 | 152.457 | 124.802 85.008 | 109.337 111.256 118.886
Se pide:

a) Calcular la tasa interanual acumulada del primer semestre
b) Calcular la tasa interanual acumulada

Soluciéon 20.1: Para calcular las tasas acumuladas primero se obtienen los datos

acumulados de vehiculos matriculados en ambos periodos (frecuencia acumulada):

ARo Ao Acumulado Afo | Acumulado

2017 2018 2017 Afio 2018
Enero 100.716 | 120.327 100.716 120.327
Febrero 114.344 | 129.990 215.060 250.317
Marzo 147.472| 149.639 362.532 399.956
Abril 118.651| 134.895 481.183 534.851
Mayo 147.608 | 158.494 628.791 693.345
Junio 153.237| 165.741 782.028 859.086
Julio 130.230 | 152.457 912.258 | 1.011.543
Agosto 86.908 | 124.802 999.166 | 1.136.345
Septiembre 100.861 85.008 1.100.027 | 1.221.353
Octubre 115.262| 109.337 1.215.289| 1.330.690
Noviembre 125.635| 111.256 1.340.924 | 1.441.946
Diciembre 121.306| 118.886 1.462.230| 1.560.832

Finalmente se van calculando las tasas de variacidon de los acumulados:

La tasa interanual acumulada del primer semestre seria comparar los datos acumulados

de los 6 primeros meses del afio:

06/2018 _ 859.086 — 782.028

06/2017 = 782.028 *100 = 9.85%

La tasa interanual acumulada (es decir, sin explicitar meses que se acumulan) se referiria

a la tasa del acumulado de todo el aho:

712/2018 _ 1.560.832 — 1.462.230

12/2017 = 1.462.230 *100 = 6.74%
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8.2 Numeros indices

Los indices son una expresion cuantitativa que permite comparar una variable a

lo largo del tiempo o el espacio, es decir, estudiar la variacién relativa.

Para su construccion se procede dividiendo una magnitud en un momento
cualquiera del tiempo entre el valor de la variable en el momento o periodo inicial que
Ilamaremos periodo base o de referencia. Generalmente el momento base, como ocurre
con los indicadores mas conocidos: IPC, IPI, IPRI,..., es un ano. Observemos que los

indices son adimensionales, no tienen unidades de medida.

Segun su composicion y forma de construccion, se puede hablar de ndmeros
indices simples y numeros indices complejos. Desarrollemos todas estas ideas a

continuacion.

8.2.1 Numeros indices simples

Los indices simples son una expresién matematica que proporciona la variacion
sufrida por una magnitud entre dos periodos. Lo que les caracteriza es que no se pueden

desagregar mas aquellos componentes que integran su calculo.

Definicion: Consideramos X; una magnitud, y sean X? y X} los valores que toman en los
periodos base y actual. Definimos el indice simple como:
Xt
. l
I6() =—5
0 0
Xi
Habitualmente el indice se expresa en tanto por ciento, esto es
t
ILG) = i 100
oll) = Xo

l
Vamos a mencionar algunas de las propiedades de los indices simples:

o Identidad: si los periodos base y actual son coincidentes, el valor del indice es

la unidad (o 100, si estd multiplicado por 100)
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X0
If(i)=-5=1
0() Xio

e Reversibilidad: Si se intercambian los periodos base y actual, los indices

deben ser los valores reciprocos.

try —
RN
¢ Homogeneidad: no queda afectado por un cambio en las unidades de medida.
e Proporcionalidad: si en el periodo actual sufre una variacion proporcional k, el
numero indice debe quedar afectado por k.
e Circularidad: El producto de indices que tienen sucesivamente como base la
situacidon objeto del anterior, debe ser igual al indice con base la del primero y

objeto la del ultimo.

1@ = 11 (D) * Q) * o I3(0)

8.2.2 Numeros indices complejos

En la mayoria de situaciones, el fendmeno cuya evolucion se quiere medir
requiere la integracion de varios indices simples, porque no sélo estamos interesados en
comparar el precio o la cantidad de un bien individual, sino comparar dichas magnitudes

para un conjunto de ellos.

Los indices complejos, o indices agregados, se calculan como agregaciones de
indices simples. Para obtener dicha agregacion se utilizan féormulas variadas

(generalmente medias simples o medias ponderadas)
Un indice complejo tiene la siguiente expresién matematica:
Iy = f(ie, W)

Se trata, pues, de una funciéon de indices simples en el momento t y sus
respectivas ponderaciones W; (éstas pueden estar referidas o no al mismo momento t).

Se dice que son indices complejos no ponderados cuando la ponderacién es la misma

para todos ellos

Entre los indices complejos no ponderados se pueden considerar varios tipos

segln sea la férmula general utilizada para agregar:

e Medias aritméticas de indices simples.
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B +15@) + -+ IEN) X 15G)
le = N - TN

Donde I, es el indice agregado en el momento t, I, es el indice simple del elemento i en

el momento t y N es el nimero de elementos que se agregan.

e Medias geométricas de indices simples.

I; = 11/16(1) * 16(2) *, % Ié(N) =

Cuando se asignan ponderaciones a cada elemento y cada una de ellas diferentes

las formulas toman las siguientes formas:

e Medias aritméticas ponderadas.

_ Ii(Mwy + 52wy + -+ IG(Dw; + -+ + IG(N)wy
B Wi+ wy + b wp e+ wy

I*

Donde I* es el indice agregado, IS(I) es el indice simple del elemento i en el

momento t y w; es la ponderacién del elemento i

8.3 indices de precios y de cantidad

Segun la variable objeto de estudio, se distingue entre tres tipos de indices

o 1Indices de precios: miden la evolucidn en los precios, ya sea de uno o varios

bienes.

e Indices de cantidad: miden la evolucién del consumo de uno o varios bienes

o de la produccion.

e 1Indices de valor: miden la evolucién del valor de uno o varios bienes.

1. Indices Simples:
e 1Indices de precios: definido como la razén entre el precio de un bien en el

periodo actual, y el precio del mismo en el periodo base.
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t

) p;
) =—
0 p?

e 1Indices de cantidad: definido como la razdn entre la cantidad consumida (o
producida) de cierto producto en el periodo actual y la cantidad consumida (o

producida) del mismo en el periodo base.
t
. q;
t —
I(i) = )
q;

e 1Indices de valor: es la razén entre el valor del bien en el periodo actual y el

valor del mismo en el periodo base.

t

v.

IEH(i) = =
0() U?

2. iIndices Complejos ponderados:

Existen diversas formulas para calcular los indices de precios y cantidad complejos
ponderados.

2.1 Precios

Dados dos periodos, t y 0 (periodo base), los precios Pi en ambas situaciones y

las cantidades Qi que determinan la estructura de consumo dada, el indice agregativo

sera:
QiPio
LW, donde W; = ————
Zi t bY Qi Py
, %1; Qi Pio
Es decir: [, ==—/—
a Y QiPio
, PitQ;
Que también puede expresarse como: [, = 2Pui
X PipQ;

lo que nos permite definir el indice agregativo como la relacion de los costes de una
determinada estructura de consumo a precios de la situacion objeto respecto de la

situacion base.

La diferente definicién del conjunto { Q;} (conjunto de ponderaciones) da lugar a las

numerosas férmulas existentes en la literatura de indices. A destacar los siguientes
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e Foérmula de LASPEYRES:media agregativa de precios ponderados por las
2 PitQio

cantidades del periodo base [} = S PO
ioQio

e Férmula de PAASCHE: media agregativa de precios ponderados por las

Ip= 2Py Qy

cantidades del periodo corriente.
2PipQy

2.2 Cantidades:

Realizando un razonamiento analogo que el utilizado para determinar las distintas
expresiones de indices complejos de cantidad ponderados, obtenemos los de cantidad.

Algunos de los mas conocidos son:

e Foérmula de LASPEYRES:media agregativa de cantidades ponderados por los
2 QitPio

precios del periodo base IL = S QP
ioPio

e Foérmula de PAASCHE: media agregativa de cantidades ponderados por los

. . . P
precios del periodo corriente.  [p = %
ioPit
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Anexo ejercicios

Ejercicio 1. Se ha entrevistado a 300 familias y se ha recogido entre otras

caracteristicas el nUmero de unidades adquiridas de cierto producto y obteniendo la

siguiente distribucién:

Se pide:

Li_,—L; n;
(10,20] 25
(20,30] 36
(30,40] 42
(40,50] 18
(50,60] 27
(60,70] 43
(70,80] 31
(80,90] 37
(90,100] 41

a) Hallar las frecuencias acumuladas, frecuencias relativas y frecuencias relativas

acumuladas de la distribucion anterior.

b) Obtener la media de adquisiciones de este producto por familia, la mediana y la

moda.

Solucién 1:

a) En primer lugar, obtenemos la tabla de distribucién de frecuencias

(Li-y = Li] | x n; xin; N; fi F;
(10,20] 15 25 375 25 0,08 0,08
(20,30] 25 36 900 61 0,12 0,20
(30,40] 35 42 1470 | 103 0,14 0,34
(40,50] 45 18 810 | 121 0,06 0,40
(50,60] 55 27 1485 | 148 0,09 0,49
(60,70] 65 43 2795 | 191 0,14 0,64
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(70,80] 75 31 2325 | 222| 0,10| 0,74

(80,90] 85 37 3145| 259 | 0,12 0,86

(90,100] 90 41 3690 | 300 | 0,14 | 1,00
N=300 | ¥ x;n; =16995 1,00

Nota: x; es la marca de clase de los intervalos

- La media aritmética la obtenemos de la siguiente forma:
% ==Y x;n, = —*16995=56,65
TONATET T 300 e

- Para obtener la mediana

° E=ﬂ=150
2 2

. . N
e Se busca la primera frecuencia absoluta acumulada que supere a oY

que este caso es Ny = 191, luego la mediana pertenece al intervalo

(60,70].
De acuerdo con la féormula:
Me=60+((150-148)/43)*10=60,47

e Se pide la moda que es el valor mas frecuente de la variable. Se observa

que el intervalo modal es el (30,40]

Ejercicio 2. En un equipo de futbol infantil la altura (X) y peso (Y) de 20 componentes

del equipo son los siguientes, donde la variable X viene expresa en metros y la Y en

kilogramos:
X/y (60,65] (65,70] (70,75] (75,80] (80,85]
(1.65,1.70] 1 2 4
(1.70,1.75] 1 4 2 1 1
(1.75,1.80] 1 3
Total 2 7 9 1 1

Obtener la media y la desviacidn de las distribuciones marginales.
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Solucidn 2:

Partimos de la tabla de contingencia

Xy (60,65] (65,70] | (70,751 | (75,80] | (80,85] | Total

(1.65,1.70] 1 2 4 7
(1.70,1.75] 1 4 2 1 1 9
(1.75,1.80] 1 3 4
Total 2 7 9 1 1 20

La distribucién marginal de Y, seria la que sigue a continuacién que contiene ademas

todos los calculos necesarios para obtener la media y la desviacion:

(Li-1,L;] n; Vi yin; yin

7 1,675 11,725 | 19,639375
(1.65,1.70]

9 1,725 15,525 | 26,780625
(1.70,1.75]

4 1,775 7,1 12,6025
(1.75,1.80]

20 34,35 59,0225

e Lamediay = %Z yn; = 3%5 = 1,7175
e Lavarianza S} = %Zyiznl- -y = 59;;23 —( 34'23050)2 =0,0013

e Ladesviacion tipica Sy, = 4+/0,0013 = 0,037

La distribucion marginal de X, seria la que sigue a continuaciéon que contiene ademas

todos los calculos necesarios para obtener la media y la desviacién:

(Li—1,Lg] n X xin; xZ.my
(60,65] 2 62,5 125 7812,5
(65,70] 7 67,5 472,5 31893,75
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e Ladesviacion tipica S,=v21=4,58

[ I
(70,75] 9 72,5 652,5 47306,25
(75,80] 1 77,5 77,5 6006,25
(80,85] 1 82,5 82,5 6806,25
20 1410 99825
e Lamediax = 12 xin; = 0 = 70,50
N 20
: 1 5 99.825 1410
e Lavarianza S2 = > x;’n; —x% = T (7)2 =21

Ejercicio 3. En una encuesta se han recogido los datos relativos a los ingresos de las
familias en un afio en relacién con el tamarfo del hogar en el que residen. Sea la variable
X :“ndimero de personas que residen en el hogar” y la variable Y: “ingresos en el hogar

en miles de euros”:

X/
Y
(0,201 (20,40] (40,60] (60,801
1 100 130
2 180 110
3 170 120 60 30
4 140 120 80 40
5 10 20 60 30

a) Obtenga un modelo lineal que permita predecir los ingresos de las familias a partir

del tamafio del hogar.

b) Juzgue la bondad del modelo estimado y de la prediccion realizada.
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Solucidn 3:

a) Para obtener el modelo lineal que permita explicar los ingresos anuales de las

familias ( variable Y) en funcién del tamafio del hogar ( variable X), recurrimos al

ajuste por minimos cuadrados de la recta de regresion:

Y =a+bX

donde b = S:_)%y y

a=y—bx=y—

Sxy

—.X
2
Sx

Transformamos la tabla de doble entrada, sustituyendo los intervalos por marcas

de clase y obtenernos en la tabla todas las operaciones que nos van a ser de

utilidad

X Vi n; m.c(x;) | yin xn; X;Yin yin, xfn;
1 0-20 100 10 1000 100 1000 10000 100
1 20-40 130 30 3900 130 3900 117000 130
2 0-20 180 10 1800 360 3600 18000 720
2 20-40 110 30 3300 220 6600 99000 440
3 0-20 170 10 1700 510 5100 17000 1530
3 20-40 120 30 3600 360 10800 108000 1080
3 40-60 60 50 3000 180 9000 150000 540
3 60-80 30 70 2100 90 6300 147000 270
4 0-20 140 10 1400 560 5600 14000 2240
4 20-40 120 30 3600 480 14400 108000 1920
4 40-60 80 50 4000 320 16000 200000 1280
4 60-80 40 70 2800 160 11200 196000 640
5 0-20 10 10 100 50 500 1000 250
5 20-40 20 30 600 100 3000 18000 500
5 40-60 60 50 3000 300 15000 150000 1500
5 60-80 30 70 2100 150 10500 147000 750

1400 38000 4070 | 122500 1500000 13890
ot
7= Zlle Xi*n; =4.070 =291

N

1.400
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vk yZn, _ 1.500.000 ,38.000
S2 =t M y2 - ((2-5)? = 334,70
1.400

N 1.400
o Yk x?n; _, 13890 ,4.070.,
Sy === —-x" = - (50)7 = 1,47
N 1.400 1.400
YK xieypmg  _ 122,500
Spy === sy = — 2714 2,91 = 8,526
N 1.400

S 8,526
b==2= —===58
2 1,47

a=y—bx =27,14—-58+ 291 =10,26
La recta de regresion es:
y=10.26+5.8x

b) Obtenemos el coeficiente de correlacion

Sw _ 8526
=58, T21+1829 0384

r

Concluimos que el ajuste realizado explica un 38% de la varianza de la variable
dependiente.

Ejercicio 4. Las cifras de ventas de una compafia de coches en millones de euros
es la siguiente.

Afio Ventas
2000 12
2001 14
2002 15
2003 16
2004 18
2005 20
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i) Hallar los indices de ventas tomando como base el afio 2000

ii) Hallar los indices de ventas tomando como base el afio 2003

Solucién 4:

El afio 2000 se toma como base del indice 100, para calcular los otros afios hay que

dividir las ventas de un afio entre las del afio base y multiplicar por 100.

o 3308 ==+ 100 = 100

o 12004 =24100 =1166

o 13388 ==+100 = 125
2000 — 12 -

o 2003 =224100 = 133,33
2000 — 12 - §

o 2382100 = 150

o 3305 =2+ 100 = 166,67

Ano Ventas 1(2000 = 100)

2000 12 100,00
2001 14 116,67
2002 15 125,00
2003 16 133,33
2004 18 150,00
2005 20 166,67
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ii. En este caso el afio 2003 se toma como base del indice 100, para calcular los
otros afnos hay que dividir las ventas de un afio entre las del aflo base y multiplicar
por 100

o 2009 = 1—2* 100 =75

o 3003 = =+100 = 87,50
2002 _ 15

o 3% =100 = 100

o 3% =22+100 = 1125

o 2005 =2+100 =125

Ventas 1(2003 = 100)

Afio

2000 12 75,00
2001 14 87,50
2002 15 93,75
2003 16 100,00
2004 18 112,50
2005 20 125,00
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