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Tema 1

Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados II. Mues-
treo de conglomerados con submuestreo: definicién, estimadores, va-
rianza y estimador de la varianza.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

1.1 Introduccidon

En el tema 7' del bloque “Produccion Estadistica Oficial: Principios bésicos del ciclo de
produccién de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes se introdujo el
muestreo de conglomerados monoetapico® o sin submuestreo. Este tipo de muestreo
surge especialmente en encuestas de tamafio medio o grande cuando las unidades
muestrales no son los elementos de la poblaciéon (unidades de analisis). El muestreo
directo de elementos no se usa por una de las siguientes razones o ambas:

* No existe un marco muestral que identifique todos y cada uno de los elementos
de la poblacién y el coste de producir un marco muestral asi es prohibitivo o
practicamente imposible.

* Los elementos de la poblacién se encuentran tan dispersos que el proceso de
medida (recogida de datos) presenta un coste prohibitivo debido a la logistica
necesaria (desplazamientos para administrar entrevistas, supervisiéon del trabajo
de campo, etc.). Estas dificultades, ademads, suelen conllevar errores ajenos al
muestreo (como errores de medida o falta de respuesta).

ITema 7. Estimacion insesgada en disefios muestrales por conglomerados I. Muestreo por conglome-
rados sin submuestreo: definicién, estimadores, varianza y estimador de la varianza.
2One-stage cluster sampling.
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Ejemplo 1. Supdngase que quieren estimarse el ntiimero de tablets electrénicas por resi-
dente en un pais. No existe un listado de todos estos dispositivos vendidos y el muestreo
directo sobre personas conducirfa a una muestra dispersa cuya recogida de datos supe-
raria nuestras restricciones presupuestarias. Por tanto, no puede plantearse un muestreo
directo sobre las personas. En su lugar, puede considerarse un listado de secciones
censales, seleccionarlas bajo un disefio muestral probabilistico, como se introdujo en el
tema 7, y entrevistar a todos los residentes de cada seccién censal seleccionada. Esto es
el muestreo de conglomerados monoetapico. Las unidades de analisis son las personas
residentes y las unidades muestrales son las secciones censales. |

En este segundo tema sobre muestreo de conglomerados se introducirdn posteriores
etapas de seleccion de unidades dentro de cada conglomerado. Para ello, retomamos
las mismas definiciones anteriores:

Definicion 1

Una unidad muestral primaria® (a veces también unidad primaria de muestreo) es un
subconjunto U; de elementos de la poblacion de una particién disjunta de la pobla-
cion U = vazflUi, con U; NU; = () para todo i # j, donde N; denota el namero total
(conocido) de conglomerados.

Primary Sampling Unit — PSU.

En el muestreo bietdpico o polietdpico (mds de dos etapas de seleccién muestral), se
seleccionan (sub)conglomerados o unidades en cada conglomerado.

Definicién 2

Una unidad muestral secundaria® (a veces también unidad secundaria de muestreo) es
cualquier tipo de unidad seleccionada dentro de cada PSU. Si las SSUs son elemen-
tos de la poblacién, hablamos de muestreo bietdpico de elementos y si las SSUs son
(sub)conglomerados, hablamos de muestreo bietdpico de conglomerados, en cuyo caso
todos los elementos de cada SSU son seleccionados.

“Secondary Sampling Unit — SSU.

Por extension, se define de manera anédloga el muestreo polietdpico (tanto de elementos
como de conglomerados) surgiendo, por tanto, las unidades muestrales terciarias, cua-
ternarias, etc. Las unidades seleccionadas en la tltima etapa se denominan las unidades
muestrales iltimas® o unidades muestrales finales.

Comentario 1. Conglomerados vs. estratos (1/2).
La agrupaciéon de elementos de la poblacién en subconjuntos de la poblaciéon no es
novedoso en el muestreo por conglomerados, pues en la estratificaciéon de la poblacién

SUltimate sampling units.

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados II.
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para los disefios muestrales estratificados que se ve en el tema 6 * del bloque “Pro-
duccién Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de produccién de operaciones
estadisticas” del grupo de materias comunes también se realizan agrupaciones de las
unidades de anélisis. De hecho, desde el punto de vista estrictamente matemaético, las
definiciones de PSU y estrato son idénticas (particiones disjuntas de la poblacién). La
diferencia estriba en el uso que se hace de estas agrupaciones en el disefio de la muestra.
Como veremos mas adelante, mientras que todos los estratos se muestrean (algunos
incluso exhaustivamente), los conglomerados son seleccionados de acuerdo con un
disefio muestral. Esto tiene consecuencias en la estimacién de la varianza y, por tanto,
en la precision de las estimaciones. |

Al igual que indicamos en el tema 7 sobre muestreo por conglomerados monoetépico,
para la construccion de estimadores debemos distinguir entre la estimacion de totales
poblacionales Y = >, ., ¥ y de medias poblacionales Yy, = % > rew Yk Enlos disefios

muestrales de elementos, la construcciéon del estimador Horvitz-Thompson de la media
poblacional Y, , de su varianza V {YU ] y del estimador de Horvitz-Thompson de

~

~ T
ésta VHT {YU } se reduce a dividir por N en el primer caso y por N? en los dos tltimos
casos las correspondientes expresiones para los totales poblacionales. En los disefios
muestrales por conglomerados, cuando el total de ntimero de elementos N de la pobla-

cién no se conoce (p.ej. porque el marco muestral no puede construirse), este método de

construccion no puede aplicarse y debe construirse también un estimador para N, lo
~Rat OHT
. . Y, )
que conduce al uso de estimadores de razén Y, = i (véase el tema 3).

1.2 Definiciéon y notacién

Mantenemos la misma notacién que el tema 7 sobre muestreo por conglomerados sin

submuestreo del grupo de materias comunes. La poblacién finita U = {1,..., k..., N}
se divide en una particién disjunta de conglomerados U = U; U...U; U ---UUy,, donde
el conjunto de conglomerados se denota por U; = {1,...,4,..., N;}. De este modo, el

subindice / denota las entidades asociadas con la primera etapa en el muestreo. El
tamafio de cada conglomerado U; se denotara por Ny, o, simplemente, V;. Adviértase

que se cumple
v=Ju N=> N

i€eUr €Uy
Para la muestra, de modo similar, se denotara por n,, o, simplemente, n; el tamafio de

la submuestra del conglomerado U;.

En el muestreo por conglomerados monoetdpico sucede en general que la varianza del
estimador HT es mayor que en el caso de un muestreo aleatorio simple sin repeticién.

*Tema 6. Estimacion insesgada en disefios muestrales sobre unidades elementales IV. Muestreo
estratificado: definicién, estimadores, varianza y estimador de la varianza. Afijacién muestral 6ptima.
Otras afijaciones bajo muestreo aleatorio simple.

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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Esto se debe a (i) la tendencia habitual de que los elementos de un mismo conglomerado
son parecidos entre ellos’ y (ii) la variacion en el tamafo de los conglomerados. La
varianza del estimador HT bajo muestreo de conglomerados monoetépico siempre se
puede reducir seleccionando mds y mds conglomerados. Sin embargo, esto conlleva
un mayor coste de recogida de datos por ser una muestra mayor resultando a menudo
inadmisible debido a las restricciones presupuestarias.

Para mantener bajo control el coste y, al mismo tiempo, aumentar el ntimero de con-
glomerados seleccionados, podemos extraer una submuestra en los conglomerados
seleccionados en lugar de entrevistar a todas las unidades de los conglomerados se-
leccionados. En tal caso, a continuacién debemos estimar el total poblacional de cada
conglomerado Yy, a partir de las submuestras. Si la variacion dentro del conglomerado
es pequefia, las estimaciones }Afl}jT tendran una varianza pequefia, incluso para tamafios
de submuestras relativamente moderados. En tal caso, merece la pena usar muestreo
bietapico en lugar de muestreo unietépico.

Empezamos con una categoria muy general de disefios muestrales de elementos bieta-
picos:

Definicion 3. Muestreo bietapico

Un disefio muestral de elementos bietdpico se define mediante dos etapas de mues-
treo:

Primera etapa: Se selecciona una muestra s; de PSUs de U; (s; C Ur) de acuerdo con
el disefo p;(-).

Segunda etapa: Para cada ¢ € s, se selecciona una muestra de s; elementos de U;
(s; C U;) de acuerdo con un disefio p;(-|s;) invariante e independiente.

Comentario 2. La invarianza de los disefios de segunda etapa p;(:|s;) quiere decir que,
para cada ¢ € Uy y cada s; C Uy, se cumple

pi(|sr) = pi(+).

En otras palabras, cada vez que un conglomerado U; es seleccionado en la primera
etapa, debe emplearse el mismo disefio de submuestreo p;(-). Por ejemplo, se puede
establecer que se realice un muestreo aleatorio simple de tamafio muestral n; cada vez
que el conglomerado U; es seleccionado. |

Comentario 3. La independencia de los disefios de segunda etapa p;(-|s;) quiere decir
que, para cada cada s; C Uj, se cumple

P U silsr | = HIP’(si]sI).

iGS[ 1€ES;

°Por ejemplo, porque las personas que viven en un mismo &rea tienen caracteristicas similares.

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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En otras palabras, el submuestreo en cada conglomerado se efecttia independientemente
del submuestreo en el resto de conglomerados. |

Comentario 4. Cuando las propiedades de invarianza y de independencia no se cum-
plen, nos encontramos en una situacién mas general y deben aplicarse entonces los
métodos de muestreo bifasico (o multifasico).

La muestra de elementos resultante, denotada por s, esta compuesta por n; = |s I|
submuestras s = UZ.ESI s; y, por tanto, el tamafio muestral final sera la suma de los

tamafios muestrales de cada submuestran = ) ;.. n;.

Debemos fijar también la notacién para las probabilidades de inclusién asociadas al
muestreo de elementos bietdpico. Para el disefio de primera etapa p;(-) denotaremos las
probabilidades de inclusién como 7y; y, 7y;;. Denotaremos también Ay;; = my;; — 77y,

~ AI
con Ay = (1 — ), y Apj = =22,

De modo similar, para el disefio de segunda etapa p;(-), usaremos la notacién ; y
Tryi- Las cantidades A son Ay = i — Tgjimjs, cOn Apgps = i (1 — m3) 'y, finalmente,
< Ao

App = 22

1.3 Estimadores, varianza y estimador de la varianza

Para obtener el estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza podemos
usar el resultado general sobre la construccién del estimador HT con las probabilidades
de inclusién 7, y i, particulares del muestreo bietdpico. Se sigue de las propiedades de
invarianza y de independencia que las probabilidades de inclusién de los elementos
son

T = T Tk sikeU; (11&1)
y
TIiTk|i Si/{?IZEUi,
Tl = § T1i Tkl si k),l S Ui, k 7é l, (11b)

T Iig Tk|i T sikeU; yl € Uj.

El estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza para un muestreo
de elementos bietdpico estdan dados por

s VHT _ Yk
1. YU —_— ZkGU ﬂ__k,

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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.. O HT o . Yk YL
i v [YU ] = Zk’,leU (ﬂ-kl 7Tk7Tl) e
s+ SUHT |{HT| _ TRl =Tk Yk YL
ii. V [YU ] = D ktev

TRy TR T

donde las probabilidades de inclusiéon estdan dados por (1.1).

Demostracion 1

Es una aplicacion directa del Teorema de Horvitz-Thompson. u

Aunque este resultado nos permite computar directamente las estimaciones derivadas
de este disefio muestral, el Teorema 1 no nos permite comprender cémo influye cada
etapa en la construccion de las estimaciones. Para ello, debemos recurrir a un resultado
general de la teoria de probabilidad (véase p.ej. Grimmet y Stirzaker 2004, pag. 69). Sean
X, Y variables aleatorias. Se cumplen:

* E[X]=Ey [E[X]Y]].
* VIX]=Vy [E[X]Y]]+Ey [V[X[Y]].

En el muestreo bietdpico, condicionamos sobre el suceso de que la muestra s; se selec-
' ' o = Yk 6
cione en la primera fase. Sea g, = AL

Y= ik (12)

kEs;

el estimador HT con respecto a la segunda etapa del total poblacional de la PSU Yy, =
> keu, Yk- En caso de submuestrear U; repetidamente de acuerdo con el disefio p;(-), Y(}IE
es un estimador insesgado de Y7, esto es, es insesgado condicionalmente a seleccionar

s; en la primera etapa. La varianza con respecto a la segunda etapa es
Vi=V [ U; \Z] Z ZA’C”Z Ukli Yili (1.3)
keU; LeU;
cuyo estimador insesgado es

V VHT |V, [ U ‘Z] Z Z Akl|z Ukli Yuji- (1.4)

ke€s; les;

Como sucede con el muestreo directo de elementos, se pueden emplear férmulas
alternativas para disefios de tamafo muestral fijo. Si el disefio p;(-) es de tamafio fijo, V;
también se puede escribir como

Vi = —% Z Z A (Grgi — i) (1.5)

keU,; leU;

6 Adviértase la diferencia entre Y/ y Yl?lTZ El primero es el estimador HT del total poblacional de
la variable y en el conglomerado U;, que se construye con las probabilidades de inclusién 7, k € s;. El
segundo es el estimador HT del total poblacional de la variable y en el conglomerado U;, condicionado a
que se ha escogido el conglomerado U; en la primera etapa, por tanto, se construye con las probabilidades
inclusion ;.

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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cuyo estimador insesgado viene dado por

—% Z Z Awaji (i — i) (1.6)

kes; les;

Para las estimaciones HT en el muestreo bietdpico, deben combinarse las aportaciones
de ambas etapas:

En el muestreo de elementos bietdpico, el estimador HT del total poblacional Y, =
> wew Uk Viene dado por

VHT

S };LI' - Z Yk 1.7)

7T
1EST ¢ 1EST ki

La varianza de Y} se puede escribir como la suma de dos componentes,

Vost =V [?z}{ T] = Vpsv + Vssu (1.8)
donde
Vesu = Z Z ANy };U —j (1.9a)
zeU”eUI I WIJ
Vesy = Z — = Z Z Z Apji Yrli Yy (1.9b)
i€y ! keu; leU;

El estimador HT de la varianza V5, se construye estimando cada componente por
separado de modo insesgado:

W _ A y&jﬁy&j‘Tj 1 1 1)V
v = DD A ED Dl Gl g R

7T .
i€sy jEsT 13 i€sy
VHT 7HT
A YU |2 YU \]
Iij
T Trj

1€EST JEST

1
- Z ™ (W_h - 1> Z Z Awaii Ui Tjis (1.10a)

i€EST kes; les;

Vesy = Z KQ Z Z E Apaji Ui Uiji- (1.10b)

iesy It kes; IZ kEs; l€s;

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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El estimador HT de Y} estd dado por:

R o yHT PHT
Voo = VAT [Y(}{T] Vosu + Vssy = Z Z ‘ UZ‘ WUJ A Z — (1.11)
Ij Ii

1EST JEST 1EST

Comentario 5. Para construir la demostracion del Teorema 2 simplificamos la notacion,
permitiendo asi su generalizacion al caso multietapico:

E[E]} _/Y\'[EIT_ = Ep[ _]E, _?I}{T‘SI_- s
V[E[[ ?UHT = VPI E ?UHT|S[ y
E[V[[ )/}[I]_IT = ]EPI \Y% )/}[I]_IT|S]

Es decir, el subindice / indica la esperanza o la varianza con respecto al disefio p;(-) usa-
do en la primera fase y /7 indica la esperanza condicionada o la varianza condicionada
con respecto al conjunto de disefios p;(-), i € sy, usado en la segunda fase, dado s;. W

Demostracion 2

La ecuacion (1.7) equivale al estimador de Horvitz-Thompson toda vez que recono-
cemos las probabilidades de inclusién de primer orden de cada unidad k£ € U de la
poblacién (véase la ecuacion (1.1a)):

Y Yk
Z Z TriTk|s

keg i€sy kE€s;
YU

_ (Z’“esl “klz) _ ZUili.
= =

1€ST 1EST

Sin embargo, también es conveniente saber como influye cada etapa en la insesgadez
del estimador:

]E]E[] [?[}—IT} = Em E[?EHS{H
= K
T T |
€S
1 Yk
= EPI ZT(_ME ZEHLS’[
IEST k€Es;
1 Yy,
- B | Y| =,
iesy 1 Lkeu, iesy 1t

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados II.
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— Z Yo,

eUr

= > =Y

keU

Para la varianza, usamos los momentos condicionales calculados gracias a las pro-
piedades de invarianza e independencia:

yHT yHT Y,
% U U; U; U;
B |V7] = W] = YB, [ 0s| = 3B, | =30
ics; Ii T i€sy Ii i€sy Ii
—
mvarianza
(1.12a)
?HT }’}HT v
U > U1', Uz
Vi [Y(}*T]:V[Y[}”ysl] = Yv|Phy ]l = Y, [ A =y
T i€sy i T i€sy i iesy 1t
independencia invarianza
(1.12b)

De este modo, la varianza se escribe inmediatamente como
{HT
Vau =V [7417]

— V,E,; [ffgﬂ] Y E Yy [?UHT}

1EST 1EST
Yu, Yu, Vi
:ZZAIUWZWJ—F T
icU; jeU; ity ey, M

que demuestra la expresion de la varianza (1.8).

Ahora debemos demostrar las expresiones para la estimacién insesgada de la va-
rianza. Procedemos nuevamente analizando cada componente. Por la propiedad de
independencia y la definicién de V;, se cumple

Y24V, sii=j,

Err (VAT VAT =
LU Yo Y, sid £

ili

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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Ahora tenemos
HT {HT
(S B - o [y, 2
Iz] - I Iij
i€sy jEsg Tre TIj | i€srjest I
- & [y g A
c 7TIz 7TIJ : T,
Li€Esy JEST LiEST
S 3D IPVRCELIG b ek %
€Uy jeUy Tri ﬂ-IJ €Uy Tri
= Vet Y (_ - 1) (113a)
1€Ur
y
1 /1 - — 1 (1 -
E-S"—(——-1)V| = -E ———1E[V]
; Tri (Wh; ) ! Z Ii (7T1¢ ) & )
1ES8T 1EST
1 1
= —E ——-1)V
! _; Ii (7T1¢ )
1
= -> (— — 1) 1% (1.13b)
: Tri
€Uy
La suma de (1.13a) y (1.13b) implica que E [XA/pSU] = Vpsu.
A continuacién demostramos que ‘A/SSU es insesgado para Vggsy:
_ [ Ei [V]
E[Vosu] = B > —
_1651
(— Vi V;
= E — | = — = :
LiEST ? ZGU]
Recopilando tenemos que
B [ [77)] = B [Trsw + Toso] = Vs + Vs =¥ [721]
La demostracién queda completada. |

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por

conglomerados II.
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Es importante remarcar que el Teorema 2 es valido independientemente de la igualdad
de los tamafios de los conglomerados y de los tipos de muestreo de ambas etapas
(aleatorio simple, Bernoulli, Poisson, sistematico, etc.).

La descomposicion de la varianza y su estimador no solo tiene interés tedrico. En muchas
aplicaciones, como en los estudios piloto previos a una encuesta o en la planificaciéon
y mejora de una encuesta en curso (véase la siguiente seccion), puede resultar de
interés tener una idea de la contribucién a la varianza de cada una de las dos etapas de
muestreo. Es decir, es necesario estimar Vpgsy y Vssy de forma separada. Los estimadores
proporcionados en (1.10a) y en (1.10b) son ttiles para este propodsito. Téngase en cuenta
que (1.10a) no siempre proporciona estimaciones positivas.

Ejemplo 2. Consideremos el disefio bietdpico en el que se usa el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento en ambas etapas. En la primera etapa se toma una muestra
sy de n; conglomerados a partir de los N; conglomerados y, a continuacién, para cada
conglomerado i € sy, se selecciona una muestra de tamafio n; sobre los N; elementos del
conglomerado. Aplicando el Teorema 2 obtenemos el estimador HT del total poblacional
Yy que puede escribirse como

?,}*T:Z it = ZNySZ (1.14)

1EST 1EST
La varianza es f N i
I I 2 : 2 z
ZEU] "
donde

* fr =zt eslafracciéon d i ;

fr= ~, ©s la fraccion de muestreo en primera etapa;

* fi = % esla fraccion de muestreo en segunda etapa;

2 _ 1 — 2 e :
* SYu, = w1 2iew, Yu,— v, )” esla cuasivarianza en U; de los totales poblacionales

. _ Yo
Yy, de los conglomerados i, con gu, = >_,cyy, w5

° Sk = ﬁ > kev, Wk — Guv,)? es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el
conglomerado U;, con §jy, = » .y A&
3 K3

El estimador insesgado de la varianza es

> 1 fi f
Vot = N? 52 NP — 21 LS 1.16
donde
2
. 812/31 = mfl Zzeﬂ [ U, |l (nil D ics; Y ‘Zﬂ es la cuasivarianza en s; de los totales
estimados Y, | = N,ys, de los conglomerados i;

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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° 52, = nil_l > kes,(Uk — Ts;)? es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el

= _ 1
conglomerado U;, con g, = - > kes, Y-

Ejemplo 3. Conglomerados de igual tamafio y probabilidades iguales

En la literatura de muestreo (véase p.ej. Kish 1965; Cochran 1977; Lehtonen y Pahkinen
2004; Lohr 2010) a menudo se singulariza el caso de conglomerados de igual tamafio
seleccionados con probabilidades iguales en ambas etapas. Supongamos, por tanto,
N; = N/Np, ni =m para todo i € Uy, de rnodo que las probabilidades de inclusion
de primer orden 7;; = = frymy = = fir paratodoi € Uy y todo k € U se
reducen a las fracciones de muestreo en pr1mera y en segunda etapa, respectivamente.
Las probabilidades de inclusion de segundo orden equivalen respectivamente a las
obtenidas por muestreo aleatorio simple, de modo que nos encontramos en el mismo
caso que el Ejemplo 2.

En estas condiciones, el estimador HT del total poblacional se reduce a

par _ N Z N/NI S _Y .

1651 kes;

La varianza (1.15) se reduce a

1—fr 1 —fu
— 2 2 2
‘/23t = N |i n SyB+ mny SyW ) (117)
donde

° Sip= ﬁ vazfl (Ju, — Ju)’ es la cuasivarianza poblacional entre” los conglome-

rados.
* Sty = v it ken, Wk — )’ = v iy (N = 1) | 5 Eer, 0k — G0)’

yW = N-N; Zui=1 Zukeu; \Yk T YU = SV (N, 1) Si=t Y Ni—1 2<keU; \Yk — YU,

es la cuasivarianza poblacional combinada dentro® de los conglomerados.

Estas expresiones permiten expresar el efecto de disefio en términos del coeficiente de
correlacién intraconglomerados poblacional p (Lohr 2010). Adviértase que

N1 N _,  N-— NI

2 2
Sy N, N—1SyB N — Syw
de modo que, sip=1- 25 SQ y o =1-S2,/52, podemos escribir
N -1
Siw = T(l_p)S;Uv

7Between, de ahi el subindice B.
8Within, de ahi el subindice W.

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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NA\? N -1 N — N,
S2., = [ = 1+ ——— "5 92
yB (N) NI_1|: + N[ p:| yU»

Nil—fi N — Np L— fir
Vo ~ NS, {W o (1+ N p)—i—nl‘m(l—p) . (1.18)

El efecto de disefio del disefio bietapico con conglomerados de igual tamafio y probabi-
lidades iguales serd, por tanto,

deff,,, = VVQ“
f}l(l_fl) ( N — Ny ) 1— fir
ARSI e =) —— (1 ), 1.19
I i N )T (119)

donde V,, gpor = N221LI11 G2

nrm )

Obsérvese:

* Si fi; = 1, esto es, en muestreo de conglomerados monoetédpico, sera deff,,, =

(1 + N&—%p), recuperando el resultado conocido.

* Sip > 0, esto es, si los elementos de la poblacién dentro de un conglomerado
tienden a ser similares, entonces el muestreo monoetdpico es menos eficiente
que el muestreo aleatorio simple. Por ello, es conveniente introducir la segunda
etapa de seleccion, lo que se observa con el segundo término del lado derecho
de la ec. (1.19). Esto suele suceder cuando los conglomerados se han formado
de manera natural en la poblacién, puesto que los elementos similares tienden a
agruparse (mismas areas geograficas como barrios, ciudades, etc.). El mecanismo
de interaccion entre los elementos de la poblacién originan la similaridad entre
ellos y, por tanto, la construccién de conglomerados naturales con p > 0. En el
caso usualmente genérico en que f; ~ 0, se obtiene deffy;; ~ 1+ p(m — 1) y la
afirmacion es evidente.

* Sip = 0, esto es, si la variabilidad dentro de los conglomerados es similar a
la variabilidad de los conglomerados en la poblacién, entonces deff;,, ~ 1y el
muestreo de conglomerados es similar al muestreo aleatorio simple, como cabe
esperar.

* Sip < 0, esto es, si los elementos dentro de cada conglomerado presentan maés
variabilidad que un grupo de elementos elegidos al azar, entonces el muestreo
monoetdpico es mds eficiente que el muestreo aleatorio simple. Esto ocurre rara
vez en los conglomerados formados de modo natural, pero si puede suceder si se
construyen artificialmente. Para el muestreo bietdpico, también sucede asi cuando
fr = 0, aunque en general para este caso los costes constituyen un factor muy
importante.

El coeficiente de correlaciéon intraconglomerados solo se define para conglomerados
de igual tamafio. Una medida alternativa de homogeneidad es el coeficiente de homo-

Tema 1. Estimacién insesgada en disefios muestrales por conglomerados IL
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Siw
S2u
ajustado (Lohr 2010)). El andlisis anterior puede repetirse en términos de 4. u

geneidad 0 =1 — (Sdrndal, Swensson y Wretman 1992) de los conglomerados (R?

Comentario 6. Es ilustrativo sefialar las condiciones bajo las cuales cada componente
de la varianza es cero:

(a) si s; = U; con probabilidad 1, entonces 7;; = 7;;; = 1 para todo ¢ y todo j. En-
tonces, Vpsy = 0y Vssy = ZieUi V;. Esto es la varianza del estimador HT en el
muestreo estratificado, donde los N; PSUs constituyen el conjunto de estratos;

(b) sis; = U; con probabilidad 1 para todo i, entonces Vssy = 0. En este caso, Vpsy es
la varianza del estimador HT del total poblacional en muestreo unietdpico (véase
el tema 7 de Produccién Estadistica Oficial del grupo de materias comunes).

Comentario 7. En la practica muchas encuestas con disefio bietdpico o multietapico
hacen uso de los llamados disefios autoponderados’. Un disefio bietdpico autoponderado
consiste en lo siguiente. Sea u; una medida del tamafio de la PSU i-ésima. En primera
etapa se escoge un disefio muestral proporcional al tamafio de cada PSU de modo que
T X u; y, en segunda etapa, se escoge un muestreo aleatorio simple con fraccién de
muestreo en cada conglomerado dada por 3+ = ui Si en la primera etapa se emplea un
disefio de tamafio muestral fijo n;, entonces

Us

ZZEUI Ui

T = *Nnr.

Las probabilidades de inclusiéon de los elementos de la poblacién se reducen entonces a

U; n; nr

(]
Wk:WIiWk\i:—'nI'—:—.
D ier, Wi Ni o Yiey, i

El estimador HT se simplifica notablemente:

VHT Yk _ Qicv, Wi 2 iev; i

Yy kzes - . kzesyk - Y,
esto es, el estimador es proporcional al total muestral de la variable a estimar. Aparte
de la simplificacién computacional, este tipo de disefios permite un mayor control
del trabajo de campo, pues si % ~ K, siendo K una constante para todo i, entonces
n; = K y el nimero de entrevistas a realizar en cada conglomerado es basicamente el
mismo. Esto permite un mayor control de la logistica de la fase de recogida de datos
(por ejemplo, asignando un entrevistador por conglomerado de modo que todos tengan
la misma carga de trabajo). u

9Self-weighting design.
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Comentario 8. Conglomerados vs. estratos (2/2).

Visto el efecto que tiene en la varianza el muestreo de conglomerados, podemos ofrecer
ahora una perspectiva mas amplia de sus diferencias con el muestreo estratificado
observando asi las diferencias practicas entre conglomerados y estratos. En el muestreo
estratificado se seleccionan elementos de la poblacién de todos los estratos mientras que
en el muestreo de conglomerados se seleccionan elementos de una muestra de conglo-
merados. El objetivo fundamental del muestreo estratificado es aumentar la acuracidad
de los estimadores mientras que del muestreo de conglomerados es reducir el coste y
aumentar la eficiencia. En este sentido, los estratos se construyen artificialmente por el
estadistico mientras que los conglomerados suelen formarse por mecanismos naturales
de interaccion entre los elementos de la poblacién. Por este motivo, en el muestreo estra-
tificado se observa un alto grado de homogeneidad entre los elementos de la poblacién
mientras que en el muestreo de conglomerados se observa homogeneidad entre los
conglomerados. Andlogamente, en el muestreo estratificado existe heterogeneidad entre
los estratos mientras que en el muestreo de conglomerados esta heterogeneidad se da
dentro de los conglomerados. |

1.4 El disefio de una muestra de conglomerados

En la planificaciéon y disefio de una estrategia muestral con conglomerados deben
tomarse decisiones sobre cuatro cuestiones fundamentales (Lohr 2010):

1. ;Qué precision (acuracidad) quiere alcanzarse?
2. ¢De qué tamafio deben ser los conglomerados (PSUs)?

3. ¢Cudantas SSUs deben ser seleccionadas en segunda etapa en cada PSU selecciona-
da en primera etapa?

4. ;Cuéntas PSUs deben seleccionarse en primera etapa?

La cuestion 1 debe abordarse en cualquier disefio de una encuesta y, en particular, en su
disefio muestral. El resto de cuestiones, como veremos, estd muy asociado al coste de
muestrear PSUs, al coste de muestrear SSUs en cada PSU y al grado de homogeneidad
de los conglomerados (p o 6).

1.4.1 Tamaio de las PSUs

Dependiendo de la poblacién de analisis, se pueden presentar dos tipos de conglo-
merados. Por un lado, aquellas poblaciones donde los conglomerados aparecen de
modo natural, como, por ejemplo, en una encuesta de educacién a estudiantes los
conglomerados naturales pueden ser los colegios o en una encuesta agraria pueden las
explotaciones agricolas. Por otro lado, también existen poblaciones donde el estadistico
tiene la oportunidad de escoger una variedad de conglomerados. Por ejemplo, en una
encuesta sobre hédbitos alimentarios los conglomerados pueden ser barrios, distritos
municipales, municipios, etc.

Un principio general en encuestas en dreas geogréficas es que a mayor tamfio de las
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PSUs, mayor variabilidad dentro de cada PSU. Por tanto, tendremos menor valor del
coeficiente de correlacién intraconglomerados p y del coeficiente de homogeneidad 6.
Pero si el tamafio es demasiado grande, perdemos entonces el ahorro en costes asociado
al muestreo por conglomerados.

Antes de escoger un valor para el tamarfio de los conglomerados, es recomendable
realizar estudios previos con informacién preliminar o auxiliar sobre la poblacion.
Es recomendable postular algiin modelo que relaciona 6 o p con el tamafio de los
conglomerados.

1.4.2 Tamarfio de las SSUs

Para escoger el tamafio de las SSUs debe establecerse un criterio. Como en todas las
encuestas, el objetivo es obtener el maximo de informacién con el menor coste posible
(en sentido amplio, esto es, no solo monetario, sino con menor carga de respuesta a los
informantes o en el menor tiempo de difusién posible). Para ello, por tanto, es necesario
considerar una funciéon de coste. Para ser concretos, consideremos el caso del muestreo
bietdpico con conglomerados de igual tamafio y probabilidades iguales. Denotaremos
por M = N/N; el tamafio de los conglomerados, respetando el resto de la notacién
introducida en el Ejemplo 3. El primer paso es considerar una funcién de coste. Por
simplicidad, consideramos una funcién de coste lineal dada por

C(n;,m) = cng + crynym, (1.20)

de modo que c; expresa el coste por PSU (sin considerar sus unidades secundarias)
y i1 es el coste de medir cada SSU. Un criterio habitual similar a algunas afijaciones
en muestreo estratificado es escoger n; y m de modo que se minimice la varianza
(maxima acuracidad) sujeto al coste expresado por la ec. (1.20). El problema, por tanto,
formalmente se plantea como

... L— /1 L—fir
minim Vas = N? | —=5%, + —SQW
1n1[7 izar Vog(ng,m) [ - B e

sujeto a C(nr,m) = Cy.

La solucién a este problema de optimizacién estd dada por

TL* . Co m* . C[M(N[ — 1)(1 — 5)
r— C]—l-C]]'m*’ N CH(N— 1)(5 '

El valor del coeficiente de homogeneidad § suele estimarse a través de una encuesta
. . . M(N;—1)
piloto. Nétese que en poblaciones muy grandes, —75~

simplificar m*:

~ 1, por tanto, podemos

S cr(1—9)

-~

011'6
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donde § es el valor estimado mediante la encuesta piloto.

Aunque el razonamiento anterior se ha realizado para el sencillo ejemplo de conglo-
merados de igual tamafio y con probabilidades iguales, también pueden plantearse
situaciones mds complejas de manera andloga permitiendo tamafios de conglomerados
diferentes, asi como tamafios muestrales en segunda etapa también diferentes.

1.4.3 Ntumero de PSUs

Para estimar un ndmero adecuado de PSUs nuevamente necesitamos fijar un criterio.
Como en otros disefios muestrales, lo méas adecuado es relacionar el tamano muestral
con la precisién del estimador. Esto puede abordarse de dos modos. En primer lugar, de
modo directo, consideremos la expresion (1.17) para la varianza en muestreo bietdpico
de conglomerados de igual tamafio y con probabilidades iguales. Podemos entonces

acotar

1 N2 v
Vas < — |N2S%, 4+ —82 | = —.
ast(nr) < n yB T+ o Puw -

Entonces, una medida del radio del intervalo de confianza para el estimador sera
Za/24/ 7= Por tanto, si fijamos la precision mediante un valor e para este radio, el tamafio

muestral en primera etapa sera

2
Za/2V

nr =
e2

Como es evidente, este enfoque supone tener conocimiento del valor de v, normalmente
a través de una encuesta piloto o de encuestas anteriores.

En segundo lugar, de modo algo més indirecto, la estrategia puede ser relacionar el
tamafio muestral, la precision y el efecto de disefio deff. Para ello, teniendo en mente el
significado del efecto de disefio, podemos estimar el tamafio muestral 1,5, Si el disefio
fuese aleatorio simple y, posteriormente, multiplicar este valor por el valor deff.

1.5 La estimacién de la media poblacional

Como se adelant6 anteriormente, en el caso de muestreo bietapico la estimacién de la
media poblacional gy = Y7 /N no puede abordarse directamente a partir del Teorema 1
dividiendo el estimador HT por N, puesto que por las condiciones del muestreo N no
es conocido.

Tanto para la media como el total poblacional, la construccién de estimadores puede
variar dependiendo de la informacién auxiliar disponible, que puede ser a nivel de
los conglomerados, a nivel de los elementos de la poblaciéon o ambas. El estimador
generalizado de regresion y la calibracién de pesos de muestreo son técnicas habituales
para la incorporacién de esta informacién auxiliar dependiendo de cada circunstancia.
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En lo que sigue, tan solo asumiremos que conocemos el tamafio de los conglomerados
Ny, para todo i € S;. La media poblacional es gy = %N , donde tanto Y;; como N pueden
considerarse totales poblacionales a estimar. En estas condiciones, puede demostrarse
el siguiente resultado:

En un muestreo bietdpico de elementos, un estimador aproximadamente insesgado
estd dado por

~Rat ?[}_IT
Y = = (121)
NHT
donde
)
ZkGSi ﬂkk\:z

. . ~Rat
La varianza aproximada de y;; es

~Ra (g — ¥r7) Ny (g, — @ f
A\ [371; t] S % (Z Z Arij No (?J?(fh bu) Ui (?J;{J yo) + Z ;) (1.22)

i€U; jeU; 1j ieu,

El estimador aproximadamente insesgado de la varianza es

i}, [@_\Iéat} ~_ ) (Z Z - ]YU @I;at Y(}_]I.T NU /y\léat 4 Z E) ’

I : I
(ZlGSI I vess JESI

1EST
(1.23)
donde V; esta dado por (1.3) y V; estd dado por (1.4).

Demostracion 3

La demostracién es una aplicacion directa del estimador de razén aplicado a los
estimadores YT y N}IT (véase el tema 3). u

Las consideraciones realizadas anteriormente para la estimacién de totales poblacio-
nales siguen vigentes para la estimaciéon de medias poblacionales. El Teorema anterior
también puede demostrarse empleando resultados generales de estimadores generali-
zados de regresion (GREG) cuando se dispone de informacién auxiliar u; para todos
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los conglomerados muestreados i € sy y del valor poblacional ), ;; u; (véase Sérndal,
Swensson y Wretman 1992, pag. 313).

1.6 Simplificacién de la estimacién de la varianza

Histéricamente existen resultados teéricos para simplificar el calculo de la estimacion
de la varianza debido a su complejidad computacional cuando estos recursos en las
décadas antes de los noventa. El cdlculo de la estimacién de la varianza a partir de la
férmula (1.11) resultaba complicado, especialmente debido a que hay que calcular la
estimacion de la varianza IA/Z para cada i € s;. Por ello, a veces era deseable disponer de
una estimacion de la varianza més sencilla. Estas simplificaciones hoy dia estdin menos
justificadas desde el punto de vista computacional, pero siguen siendo interesantes
desde la perspectiva tedrica para ilustrar cémo la introduccién de un pequefio sesgo de
manera controlada en los estimadores es a menudo beneficioso.

Consideremos tan solo el primer término de (1.11), es decir,

/Y\'HT VHT

~ YR
Ve = Agy; Gt _0l 1.24

1€ST JES;

Las cantidades Ay;; vienen determinadas por el disefio de primera etapa y la otra tinica
informacion necesaria para este estimador simplificado de la varianza son los totales
estimados de los PSU. Tenemos, a partir de (1.13a) en la demostraciéon del Teorema

2
E|V*] = V=Y Vi
ieU;
Por tanto, el sesgo de V* viene dado por
B [f/] --Y v (1.25)
i€U;

lo que significa que V* subestima la varianza desconocida de Y. Esta propiedad no
deseable puede llevar a un excesivo optimismo al juzgar la precision de la estimacion.
Sin embargo, un vistazo al sesgo relativo del estimador de la varianza

B || Siet, Vi
‘/2515 B v v

_ = (1.26)
U;li " Ujli Vi
ZiEUI ZjEU] AIU 7r11iZ 7rIJ]~ + ZiEU} W;i

muestra que la subestimacion obtenida de & puede, en muchos casos, no ser impor-
tante. El numerador en la expresién (1.26) a menudo serd pequefia comparada con el
denominador si las probabilidades 7;; son pequefias y, en consecuencia, la subestimacion
serd despreciable. Por ejemplo, supongamos que los conglomerados se seleccionan con
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muestreo aleatorio simple con fraccion de muestreo en primera etapa & = 10% = 7y;.

Si % = 4, entonces el sesgo relativo obtenido de la ecuacién (1.26) es sélo — % = —0,02.

1.7 Muestreo con reemplazamiento en primera etapa

Ademas de la simplificacion directa de la varianza considerada en la seccién anterior,
otro procedimiento para rebajar los costes computacionales relacionados con la estima-
cién de la varianza es emplear disefios muestrales con reemplazamiento en primera
etapa. Esto produce ciertamente cierta disminucién de la eficiencia del muestreo (por
seleccionar conglomerados repetidos), pero conlleva también una reduccién de la carga
computacional.

Para ello consideremos el siguiente tipo de disefio muestral:

i. Enla primera etapa de muestreo, se selecciona una muestra ordenada de conglo-

merados (PSUs)

osr ={i1,. . lpy e yin, }
siguiendo un esquema de muestreo con reemplazamiento tal que, en cada ex-
traccion'?, la probabilidad de seleccionar el conglomerado i, i € {1,..., N/}, es
Di-

ii. En la segunda etapa, se satisfacen las mismas propiedades de invarianza e inde-
pendencia que en las secciones anteriores.

iii. 5i un conglomerado (PSU) es seleccionado més de una vez, se submuestrea inde-
pendientemente tantas veces como haya sido seleccionado.

Denotemos por S;LE-IT|05[ el estimador HT del total poblacional Y7;, en el conglomerado

. _ VHT : ; VHT
U,,porV, =V [YUiU|OSI’08 1} la varianza del estimador YUiu\osI

glomerado seleccionado en primera etapa. Entonces, podemos demostrar el siguiente
resultado.

En un muestreo bietdpico bajo las condiciones i, ii y iii anteriores, un estimador
insesgado para el total poblacional Y7, estd dado por

condicionada al con-

R 1 ny }’}[}—IT|
YHH — — 0\ 2w 1.27

La varianza de Y /¥ esta dada por

VDraw.
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Ny 2 Nj
~ 1 Yo 1 Vi
V[YHH}:—E:i< l—Y)Jr—E Zi 1.28
v nr P\ 7Y nr <~ p; (1.28)

Un estimador insesgado para esta varianza estd dado por

[ 1 nr [yHT N
Y [YJIH] — > [ Uilosr _ yprH (1.29)

ni(ng—1) <= | p,

Demostracion 4

Al tratarse de una muestra ordenada en primera etapa podemos definir las variables
g
Y: U . . . .
oLy Z, = e Puesto que son variables aleatorias independientes
(3 w
e idénticamente distribuidas con funcién de masa de probabilidad p;, se cumplen

aleatorias 7, =

E [Z} ~E [E [2V|031H —E[Z,] =Yy

V[Z,} - V[E [/Z\,,‘OSIH—I—]E[V [Z,\OSIH

Vi
= VI[Z, +E{ ’”}
2/ P2

Ny 2 Ni
Yo, V:
= E Di < pU,l - YU) + > —.

7

Como ?Jf H es la media de n; variables aleatorias Z, independientes distribuidas
idénticamente, el Teorema se sigue de resultados genéricos de la media de este tipo
de variables aleatorias. [ |

El muestreo bietdpico con reemplazamiento presenta la ventaja de que resulta facil
seleccionar la muestra y obtener estimaciones para el total poblacional y su varianza.
Sin embargo, si el ntimero de estratos es pequefio (como sucede en muchas encuestas
complejas altamente estratificadas donde cada estrato tiene pocos conglomerados), el
muestreo con reemplazamiento puede ser mucho menos eficiente que el muestreo sin
reemplazamiento.
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Tema 2

Disefios para encuestas a lo largo del tiempo. Encuestas repetidas. En-
cuestas de panel rotante. Encuestas de panel

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

G. Kalton, Designs for surveys over time, en D. Pfefferman y C.R. Rao (2009). Handbook
of Statistics 29A. North-Holland, Amsterdam: Elsevier, cap. 5, pp. 89-108

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

2.1 Diseios para encuestas a lo largo del tiempo

La mayoria de la literatura sobre metodologia de encuestas se centra en encuestas que
se disefian para producir una imagen de la poblacién en un momento de tiempo. Sin
embargo, en la préctica, los investigadores a menudo estan interesados en obtener un
video de los cambios que tienen lugar a lo largo del tiempo.

La dimensién temporal se puede introducir reproduciendo la encuesta en distintos
momentos de tiempo o usando alguna forma de disefio panel. En este tema veremos las
distintas opciones de disefio disponibles para las encuestas a lo largo del tiempo y una
breve descripcién de algunas dificultades que nos podemos encontrar.

Muchas operaciones estadisticas ! buscan estimar caracteristicas de una poblacién en
un instante especifico de tiempo. Por ejemplo, la operacion Cifras oficiales de pobla-
cion de los municipios espafioles: Revision del Padrén Municipal ? proporciona una
imagen de la poblacién con referencia a 1 de enero de cada afio. En la practica, las

1Aunque en la fuente utiliza se habla sobre surveys que son encuestas, nosotros nos referiremos a
operaciones estadisticas en general

’https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736177011&menu=resultados&idp=1254734710990
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operaciones necesarias para obtener la informacién sobre el Padrén no se pueden llevar
a cabo en un tnico dia, pero el objetivo es que represente a la poblacion en esa fecha.

A menudo los datos recogidos no se refieren a una fecha especifica sino a un periodo de
tiempo, por ejemplo la situaciéon laboral en una semana, las enfermedades sufridas el
mes pasado, o los gastos en los tltimos seis meses. Sin embargo, el objetivo de estas
encuestas trasversales es el de recoger los datos necesarios para describir y analizar carac-
teristicas de la poblacién en un instante de tiempo.

Este interés de las operaciones estadisticas trasversales en un determinado instante
de tiempo es importante porque tanto las caracteristicas como la composicién de una
poblacién cambian con el tiempo. Las estimaciones, por tanto, se refieren a un instante
especifico de tiempo, un rasgo que es particularmente importante en algunos contextos.
Por ejemplo, la tasa de desempleo es un indicador econémico fundamental que varia
en el tiempo; la tasa puede cambiar de un mes al siguiente debido a un cambio en la
economia (con empresas despidiendo a empleados o contratando nuevo personal) y/o
debido a un cambio en el mercado laboral (por ejemplo, al finalizar el curso académico,
que es cuando los graduados empiezan a buscar trabajo).

Los cambios en las caracteristicas de una poblacién a lo largo del tiempo plantean
cuestiones para el andlisis. Por un lado, los politicos necesitan estimar determinadas
caracteristicas de la poblacién de forma reiterada en el tiempo para obtener estima-
ciones lo mds recientes posibles. Pero también estdn interesados en conocer el cambio
que ha tenido lugar en la estimaciones a lo largo del tiempo: ;La tasa de desempleo
ha aumentado o ha disminuido desde la encuesta anterior? Este cambio se denomina
cambio neto y refleja los cambios tanto en las caracteristicas como en la composicién de
la poblacién.

Un anadlisis mds detallado implica conocer las componentes del cambio. ;Hasta qué
punto el cambio (o la ausencia de cambios) se debe a la dindmica de la poblacién, con
gente entrando en la poblacién mediante los "nacimientos’ (por ejemplo, con gente que
cumple los 16 afios o inmigrantes) y saliendo de la poblacién a través de las ‘'muertes’
(por ejemplo, gente que fallece, emigra o se jubila)? ;Hasta qué punto el cambio se debe
a cambios en los estados de las personas de la poblacién? Més atin, ;cémo funciona
el cambio en casos en los que hay un cambio de estado? Por ejemplo, asumiendo que
no hay dindmicas poblacionales, si la tasa de desempleo sufre un incremento neto del
1%, esto se debe a que un 1% de las personas previamente empleadas perdieron su
trabajo o a que, por ejemplo, un 10 % perdi6 su empleo y un 9 % de estos desempleados
encontraron trabajo?

La descomposicién del cambio neto en sus dos componentes lleva a medir el cambio
bruto. Mientras que el cambio neto se puede medir usando muestras separadas para las
dos ocasiones, medir el cambio bruto requiere medidas repetidas en la misma muestra,
o por lo menos en una submuestra representativa.
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Hay dos grandes clases de objetivos para las encuestas a lo largo del tiempo, y dan
lugar a distintos enfoques en el disefio de encuestas. En muchos casos, los objetivos se
restringen a estimar los pardmetros poblacionales o econémicos en distintos instantes de
tiempo asi como los cambios netos, tendencias o valores medios a lo largo de un periodo.
Ninguno de estos objetivos requiere mediciones repetidas sobre la misma muestra. En
particular, estos objetivos se pueden alcanzar con muestras totalmente independientes
en cada instante de tiempo. También con muestras que se construyen para minimizar el
solapamiento de la muestra a lo largo del tiempo y la carga de respuesta al informante.
Este tipo de encuestas repetidas se ven en la Seccién 2.2.

Algunos objetivos también se pueden alcanzar con disefios panel, que incluyen a algu-
nos o a todos los miembros de la muestra en distintos instantes de tiempo. De hecho,
la precision de las estimaciones transversales y los cambios netos se pueden mejorar
usando un disefio muestral de panel rotante que cree algtin grado de solapamiento en
la muestra a lo largo del tiempo. Los disefios de panel rotante también se pueden usar
para eliminar los efectos telescépicos o de memoria que ocurren cuando los informantes
proporcionan informacién errénea sobre cudndo tuvo lugar un evento. Los paneles
rotantes se discuten en la Seccién 2.3.

Otros objetivos se centran en la estimacién del cambio bruto y en otras componentes
de cambio individual, y en la agregacion de respuestas, por ejemplo, los gastos, de
individuos a lo largo del tiempo. Estos objetivos pueden satisfacerse s6lo con algunas
formas de encuestas panel que recogen datos de los mismos individuos para el periodo
de interés. Las encuestas panel o longitudinales se discuten en la Seccién 2.4.

Otros objetivos de las encuestas a lo largo del tiempo estan relacionados con la obtencién
de estimaciones para poblaciones raras (es decir, un subconjunto de la poblacién general
que tiene una caracteristica rara). Uno de esos objetivos es acumular una muestra de
casos con esa caracteristica rara a lo largo del tiempo. Si la caracteristica es un evento,
como divorciarse, entonces este objetivo puede satisfacerse con cualquiera de los di-
sefios. Sin embargo, si la caracteristica es estable, como por ejemplo pertenecer a un
determinado grupo étnico, la acumulacién sélo funciona cuando se incluyen nuevas
muestras a lo largo del tiempo. En cualquier caso, los analistas necesitan reconocer que
las caracteristicas de una poblacién rara puede variar a lo largo del tiempo.

Un objetivo distinto con una poblacién rara es la produccion de estimaciones para esa
poblacién en distintos instantes de tiempo. Si la caracteristica rara es estable, se puede
identificar una muestra de miembros de esa poblacion en un instante de tiempo y luego
volver a esa muestra de forma reiterada en un disefio de panel.

En la dltima seccién del tema, Seccion 2.5, se resumirdn los aspectos a considerar al
elegir el tipo de disefio a adoptar para encuestar una poblacién a lo largo del tiempo.
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También se resumirdn las dificultades metodolégicas que se encuentran al producir
conclusiones vélidas de encuestas a lo largo del tiempo.

2.2 Encuestas repetidas

En esta seccién se discuten varios aspectos y disefios para encuestas a lo largo del tiempo
cuando el andlisis se centra en la produccién de series de estimaciones transversales que
se pueden usar para analizar los cambios netos y las tendencias a nivel de agregados.
Los disefios que se consideran a continuacién no estdn estructurados de forma que
permitan andlisis longitudinales a nivel de las unidades elementales.

Una forma comiin de encuestas repetidas es aquélla en la que se seleccionan muestras
separadas de las dltimas unidades muestrales cada vez. Cuando el tiempo que transcu-
rre entre las rondas de una encuesta repetida es grande, digamos 5-10 afios, la seleccién
de muestras totalmente independientes puede ser una estrategia efectiva.

Sin embargo, en encuestas repetidas con disefios muestrales multietdpicos y con perio-
dos de tiempo més pequefios entre rondas se pueden lograr beneficios manteniendo
las mismas unidades muestrales de primera etapa (PSUs del inglés primary sampling
units), y quizds también unidades en etapas posteriores (pero no las unidades de dltima
etapa), en cada ronda °. Muestras maestras de PSUs son muy utilizadas para encuestas
a hogares, tanto en las encuestas repetidas sobre un determinado tema como para
encuestas que tratan diversos temas.

El solapamiento de unidades muestrales para niveles mas altos también da lugar a
estimaciones mas precisas del cambio neto a lo largo del tiempo. Sin embargo, una
muestra maestra deja de ser eficiente con el paso del tiempo, al cambiar la poblacién.
Cuando se dispone de un marco actualizado y se observa un cambio substancial en la
poblacion, es necesario modificar los tamafios de los PSUs y la estratificaciéon. Hay una
gran variedad de métodos para mantener tantos PSUs muestrales como sea posible en
la nueva muestra mientras se actualizan los tamafios y estratos.

En el caso de encuestas econdmicas repetidas, se puede usar una metodologia basada
en alguna forma de ntimeros aleatorios permanentes (PRNs del inglés permanent random
numbers). En esencia, la metodologia consiste en asignar un ntimero aleatorio entre
0 y 1 a cada elemento poblacional del marco. A continuacién, se puede seleccionar
tacilmente una muestra estratificada no proporcionada incluyendo todos los elementos
con nimeros aleatorios menores que la fraccién muestral en cada estrato. Los valores
aleatorios asignados no cambian con el tiempo, dando como resultado que un elemento
seleccionado en la muestra en una determinada ronda de una encuesta repetida se
mantendrd con una probabilidad bastante alta en las muestras de otras rondas para las
cuales la probabilidad de seleccién no es inferior que aquélla en la que se le asigné el

3waves se traducird por rondas
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valor aleatorio.

Este procedimiento flexible automaticamente incluye los cambios en los tamafios de los
estratos muestrales y de la muestra en general entre rondas, los elementos que cambian
de estratos, los nacimientos y las muertes. Estd pensado sobre todo para mejorar la
precision de las estimaciones de cambios entre rondas y a veces para facilitar la recogida
de datos, pero también se puede usar para generar una muestra panel para un periodo
dado. Los elementos en la muestra para todas las rondas de un periodo dado constitu-
yen la muestra probabilistica de elementos que existen a lo largo del periodo, siendo la
probabilidad de un elemento de estar en el panel el minimo de sus probabilidades de
seleccion entre las rondas.

La metodologia PRN también se puede modificar para proporcionar una rotacién mues-
tral que limite la carga de respuesta de las empresas de la muestra, de forma particular
para las pequefias empresas para las que las probabilidades de seleccién son pequefias.
Por ejemplo, el PRN de cada empresa se puede aumentar en, por ejemplo, 0,1 en cada
ronda y tomando la parte decimal si el resultado excede 1.

Un objetivo critico cuando se usan las encuestas repetidas es la produccién de estimacio-
nes de tendencias vélidas a lo largo del periodo de interés, de forma particular cambios
de una ronda a la siguiente. Sin embargo, los cambios en el disefio de la encuesta a
menudo son convenientes, y desgraciadamente incluso pequefios cambios de disefio
pueden afectar a las estimaciones.

Por tanto, los cambios en la redaccién de las preguntas o en el contenido del cuestionario,
modo de recogida, entrenamiento del encuestador, el marco muestral, procedimientos
de codificacién, imputacién o ponderacién pueden afectar y amenazar la validez de las
estimaciones de la tendencia.

Est4 bien documentado el hecho de que cambios en el contenido de un cuestionario
pueden implicar efectos en el contexto, que pueden distorsionar las estimaciones de las
tendencias (Biemer y col. 1991; Tourangeau, Rips y Rasinski 2000), e incluso el significa-
do de preguntas idénticas puede cambiar a lo largo del tiempo (Kulka 1982).

Incluso un incremento en el tamafio muestral puede afectar a las estimaciones debido a
la necesidad de disponer de nuevos entrevistadores y quiza porque sea necesario un
esfuerzo para obtener las respuestas. Los que realizan encuestas repetidas a menudo
se ven ante el dilema de si mejorar los procedimientos basandose en las experiencias
pasadas, en estudios metodolégicos, cambios en la poblacién y temas de interés, o no
hacer ningtin cambio y mantener las estimaciones validas.

Cuando resulta necesario hacer un cambio metodolégico significante, una practica
comun es realizar una encuesta puente para uno o mds periodos, es decir, realizar
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una parte de la encuesta usando los métodos antiguos y otra parte usando los nuevos
métodos de forma simultdnea. Por ejemplo, si se va a realizar un cambio de modo de
recogida para una operacion estadistica, se puede seleccionar una parte de la muestra
que conteste tanto con el antiguo, por ejemplo PAPI y presenciales, como con el nuevo,
por ejemplo, CAPI y CATL

A veces se combinan los datos recogidos en varias rondas de encuestas repetidas para
producir muestras més grandes y de esta forma reducir los errores de muestreo, en
particular para estimaciones de subgrupos de poblaciones pequefas (Kish 1999). Tam-
bién se puede repartir la recogida de datos de una encuesta a lo largo del tiempo para
facilitar el trabajo de campo. En este caso, la muestra de la encuesta se puede obtener
como un conjunto de repeticiones, cada una de las cuales puede producir estimaciones,
aunque menos precisas, para la poblacién completa.

2.3 Encuestas de panel rotante

Las encuestas repetidas a hogares pueden mantener el mismo conjunto de PSUs, unida-
des muestrales de segunda etapa y unidades en otras etapas de muestreo de una ronda
a la siguiente, pero seleccionando nuevas muestras de informantes en cada ocasion®.
Por contra, las encuestas de panel rotante se disefian para asegurar algtin grado de
solapamiento en las unidades muestrales finales en rondas especificas. Sin embargo, a
diferencia de las encuestas de panel, no todas las mismas unidades muestrales finales
se mantienen en todas las rondas. Con un diseno rotante, cada unidad muestral final se
mantiene en la muestra sélo durante un periodo limitado de tiempo.

Los disefios de panel rotante son muy utilizados en la encuestas de poblacién activa.
Por ejemplo, en la Encuesta de Poblacion Activa realizada por el INE °, una vez una
vivienda ha sido seleccionada para formar parte de la encuesta, permanece en la misma
durante seis trimestres consecutivos, al cabo de los cuales se sustituye por otra de la
misma seccién. Cada trimestre, un sexto de las viviendas entra a formar parte de la
muestra y un sexto sale de la misma.

La Tabla 2.1 muestra el esquema de rotacién durante un periodo de tres afios. La mues-
tra en el primer trimestre estd formada por seis grupos de rotacién, cada uno de los
cuales contiene un sexto del total de la muestra. El grupo de rotaciéon A ha estado en
la muestra los cinco trimestres anteriores y sale en el siguiente trimestre, el grupo de
rotacién B ha estado en la muestra los cuatro trimestres anteriores y permanecera en la
muestra dos trimestres mas antes de salir, etcétera.

Varios disefios de panel rotante se usan para encuestas de poblacién activa en distintos

De hecho, las encuestas repetidas se pueden disefiar de forma que minimicen la probabilidad de que
una unidad informante sea seleccionada en rondas muy cercanas en el tiempo.
Shttps:/ /ine.es/inebaseDYN/epa30308/docs/resumetepa.pdf
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T1A1 T2A1 T3A1 T4A1 T1A2 T2A2 T3A2 T4A2 T1A3 T2A3 T3A3 T4A3

A G G G G G G M M M M M
B B H H H H H H N N N N
C C C I I I I I I O O O
b D D D ] J J J J J P P
E E E E E K K K K K K Q
F F F F F F L L L L L L

Tabla 2.1: Ejemplo del esquema de rotaciéon de la EPA durante un periodo de 3 afios

paises. Por ejemplo, en la encuesta mensual de Poblacién Activa de Canadé cada vivien-
da permanece en la muestra durante seis meses consecutivos, la encuesta trimestral de
Poblacién Activa en Reino Unido usa un panel rotante en cinco etapas y la encuesta
mensual de Poblacién Activa de Estados Unidos usa un esquema de rotacion méds com-
plejo, cada unidad permanece en la muestra durante ocho meses, pero no consecutivos,
ya que esta en la muestra durante cuatro meses, sale ocho, y vuelve a entrar otros cuatro
meses consecutivos, es lo que se denomina un esquema de rotacién 4-8-4.

Los objetivos principales de estas encuestas de poblacién activa son las mismas que
las de las encuestas repetidas: producir estimaciones trasversales en cada momento
de tiempo y medir los cambios netos a lo largo del tiempo. Comparadas con muestras
independientes en cada ronda, un disefio rotante induce una correlacién entre estima-
ciones en rondas en las que hay algtn solapamiento. Puesto que esta correlacién es
casi siempre positiva, el solapamiento da como resultado una reduccién en el error de
muestreo de las estimaciones de cambio neto.

El patrén de rotacion 4-8-4 utilizado en la EPA de Estados Unidos, por ejemplo, esta
disefiado para proporcionar un solapamiento importante de un mes al siguiente y
también de un mes determinado en un afio con el mismo mes del afio siguiente. Es
mads, con un disefio de panel rotante, la precisién de las estimaciones del nivel actual y
del cambio neto pueden "tomar prestada fortaleza’ de los datos recogidos en todas las
rondas anteriores de la encuesta, usando la técnica de estimaciones compuestas.

Un disefio de panel rotante puede dar lugar no s6lo a mejoras en la precision de las
estimaciones sino también a una reduccién de coste ya que entrevistar a las mismas
unidades a menudo es mds barato que empezar de nuevo. En particular, mientras que
la primera entrevista puede ser necesario realizarla presencialmente, las entrevistas
posteriores se pueden realizar por teléfono. Esto es lo que ocurre en Espafia, Canadd y
Reino Unido.

Hay, sin embargo, una preocupacién que de las respuestas obtenidas por teléfono no
sean comparables con aquéllas obtenidas mediante entrevistas presenciales. Y, en gene-
ral, por los efectos de la recogida de datos usando distintos modos de recogida entre
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las etapas de la encuestas panel. Véase de Leeuw 2005 sobre los efectos de recogida de
datos con distintos modos en general y Dillman y Christian 2005 sobre el uso de varios
modos entre etapas de una encuesta panel.

Se han hecho estudios sobre este tema para analizar los efectos del cambio teniendo
también en cuenta el sesgo de los grupos de rotacién y se ha concluido que el cambio
en los métodos de recogida de datos tiene efectos transitorios en las estimaciones, pero
este efecto practicamente desparece hacia el final del periodo de transicién.

Incluso sin tener en cuenta los cambios de modo, hay cierta preocupacién de que las
respuestas obtenidas en entrevistas repetidas con el mismo informante puedan no ser
comparables. Este efecto, que se denomina condicionamiento de panel, ocurre cuando las
respuestas en etapas posteriores se ven afectadas por la participacién del informante en
etapas anteriores de la encuesta. Por ejemplo, los informantes pueden cambiar su actitud
al verse sensibilizados por el tema de la encuesta y quiza por aprender algo a lo largo
de la entrevista (por ejemplo, la existencia de un programa de ayuda social). Algunos
informantes pueden cambiar sus conductas de respuestas en entrevistas posteriores,
quizd demostrando una mejor memoria después de aprender més sobre los contenidos
de la encuesta, estando mds motivados a dar respuestas mas precisas, dando respuestas
menos consideradas por haber perdido interés, o respondiendo a las preguntas filtro de
forma que eviten conjuntos largos de preguntas de seguimiento.

Los informantes también pueden pretender ser excesivamente consistentes en las res-
puestas sobre items de opinién. Véase Waterton y Lievesley 1989 y Sturgis, Allum
y Brunton-Smith 2009 para una discusion sobre las posibles razones para los efectos
de condicionamiento de panel y Cantor 2007 para una revisién mds completa sobre el
condicionamiento de panel.

Otro asunto a tener en cuenta en los disefios panel, en general, es el cansancio por el
panel, ver también la Seccién 2.4. Mientras que, tanto las encuestas trasversales como las
panel estdn sujetas a falta de respuesta total en la ronda inicial de la recogida de datos,
una encuesta de panel también sufre bajas en rondas posteriores. Aunque los pesos de
ajuste por falta de respuesta puede ayudar a compensar el cansancio por el panel, las
estimaciones derivadas de un grupo de rotaciéon que ha estado en la muestra durante
varias rondas, con cansancio por el panel asociado, puede diferir por este motivo de
aquellas derivadas de grupos de rotaciéon que han estado en la muestra durante periodos
mas cortos.

Por dltimo, estd la combinacién de los efectos de condicionamiento de panel y de
cansancio por el panel, que se conoce como el sesgo por grupo de rotacion, el sesgo del
tiempo en muestra o el sesgo por mes en la muestra. La existencia de este sesgo implica
que la estimacién en un mes dado esta sesgada. Sin embargo, bajo un modelo aditivo
para el sesgo por grupo de rotacién, las estimaciones de los cambios mensuales estan
insesgadas ya que el patrén del grupo de rotacion estd compensado en cada instante
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de tiempo (Bailar 1975). Este balance no siempre se consigue; en cualquier caso, no se
consigue durante el periodo inicial del disefio de panel rotante. También hay que tener
en cuenta que las estimaciones estan sesgadas bajo un modelo que incluya un término
multiplicativo de sesgo.

Los disefios de panel rotante no se restringen a las encuestas de poblacién activa. Tam-
bién se usan para mejorar la eficiencia en la recogida y la precisiéon de las estimaciones
de cambio y nivel. Una razén importante para usar un disefio de panel rotante es para
solucionar el efecto telescopico. Este efecto tiene lugar cuando a los informantes se les
pregunta por sucesos que han ocurrido en un periodo determinado y proporcionan
informacién sobre algo ocurrido fuera del periodo de manera inconsciente. Véase Neter
y Waksberg 1964a y Neter y Waksberg 1964b para un estudio clasico tanto sobre el efecto
telescopico como sobre condicionamiento de panel. Este efecto se puede solucionar
con una encuesta de panel rotante, de hecho con cualquier encuesta panel en la cual
la muestra es entrevistada nuevamente en intervalos correspondientes con el periodo
de referencia: los eventos notificados en la ronda actual que también se modificaron en
rondas anteriores se pueden eliminar porque ocurrieron con antelacién al periodo de
referencia actual. Véase también en la Seccion 2.4 las entrevistas dependientes.

Otra aplicacion de los disefios de panel rotante es cuando no cabe esperar que los
informantes se acuerden de forma precisa de toda la informacién solicitada para un
periodo dado de referencia. Pueden volver a ser entrevistados en intervalos de tiempo
para proporcionar la informacién de periodos de referencia més cortos, siendo luego
agregada la informacién para proporcionar los datos necesarios para el periodo comple-
to.

Un disefio de panel rotante a veces puede proporcionar los datos necesarios para anali-
sis longitudinales durante un periodo de tiempo limitado. Y hay que tener en cuenta
la unidad muestral de la encuesta ya que, por ejemplo, en las encuestas de poblaciéon
activa la unidad muestral es la vivienda y no los miembros de la misma ni el hogar. De
esta forma, no es necesario entrevistar a los miembros del hogar ni usar los hogares
como unidades, pero por contra no sirve para estudios longitudinales de hogares ni de
personas.

Un aspecto general de las estimaciones trasversales de encuestas panel es que, a menos
que se tomen medidas especiales, la muestra en rondas posteriores no es representativa
de los elementos que han entrado en la poblaciéon después de que la muestra fue selec-
cionada para la ronda inicial. Raramente es esto un problema para los paneles rotantes
ya que la duracién de cada grupo de rotacion en el panel es relativamente corta.

Por otra parte, en cualquier momento de tiempo, la muestra puede incluir nuevas
unidades a través de grupos de rotacion mas recientes siempre y cuando la cobertura
muestral se actualice para cada grupo (por ejemplo, mediante la actualizacioén de las
listas de viviendas en el caso de disefios con varias etapas. De esta forma, pueden
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estar perfectamente representados en las estimaciones trasversales mediante el uso
de un esquema de ponderaciones adecuado que refleje el hecho de que han podido
ser seleccionados en alguno de los grupos de rotacién en los cuales las estimaciones
trasversales estan basadas.

2.4 Encuestas de panel

En esta seccién se consideran los disefios de encuesta en los cuales los mismos elementos
son encuestados a lo largo del tiempo. Estos disefios son conocidos como encuestas
panel o encuestas longitudinales. Para estos disefios se usa el término ‘encuesta panel’,
mientras que el término ‘longitudinal” se usa para describir los datos que se producen a
partir de dicho disefio.

La distincién entre encuestas panel y encuestas de panel rotante se vuelve borrosa en el
caso de encuestas panel de duracién fija, cuando se introducen paneles nuevos de forma
periddica; el nuevo panel se puede solapar con el vigente o puede empezar después
de que el actual haya terminado. La distincién que se hace aqui es entre encuestas
que se centran principalmente en estimaciones trasversales y estimaciones de cambio
neto, como en los paneles rotantes de las encuestas de poblacién activa y las encuestas
panel que se centran principalmente en los estudios longitudinales a nivel de unidad
individual (por ejemplo, cambio bruto).

En la Seccién 2.4.1 se describirdn algunos tipos de encuestas panel mientras que en la
Seccion 2.4.2 se revisardn los problemas metodolégicos que surgen con las encuestas
panel.

2.4.1 Tipos de encuestas panel

El beneficio de una encuesta panel es que produce los datos necesarios para estudios
longitudinales y, de esta forma, expande el potencial analitico de una encuesta trasversal.
Aunque las encuestas panel se realizan desde hace mucho tiempo, en los tltimos afios
ha aumentado el interés en ellas gracias al uso de ordenadores mds potentes necesarios
para manejar grandes ficheros de datos y realizar andlisis longitudinales. Hay muchas
encuestas panel realizdndose actualmente y mucha literatura sobre cémo realizarlas
(por ejemplo, Lynn 2009; Trivellato 1999).

Martin y col. 2006 describe de un gran nimero de encuestas panel sobre condiciones
sociales llevadas a cabo en varios paises. Estas encuestas abordan temas como la salud
fisica y mental y discapacidad; desarrollo fisico, social y educativo; historia laboral;
dindmicas familiares; efectos del divorcio; el cambio a la jubilacién y los efectos del
envejecimiento; y la integracion social y cultural de los inmigrantes. La mayoria se
centran inicialmente en dreas especificas pero, con el paso del tiempo, tienden a ampliar
los temas tratados. De hecho, una de las ventajas de los disefios de panel es que permiten
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la recogida de muchos temas en las distintas rondas de la encuesta.

Los datos longitudinales obtenidos a partir de encuestas panel ofrecen la oportunidad
de llevar a cabo una gran variedad de andlisis que no seria posible con datos trasversales.
Por ejemplo, andlisis de cambios brutos; la duracién de fases (por ejemplo, de pobreza);
trayectorias de crecimiento con modelos de curvas de crecimiento (como el desarrollo
fisico y cognitivo de los nifios); indicadores tempranos que predigan resultados posterio-
res (por ejemplo, resultados en la salud por exposiciones medioambientales en la nifiez);
y relaciones causales temporales entre ‘causas’ y efectos, usando la modelizacién de
ecuaciones estructurales longitudinales (la auto eficacia como mediador entre sucesos
en una vida estresante y sintomas depresivos entre otras).

A veces, los datos longitudinales necesarios se pueden obtener mediante una encuesta
retrospectiva o de registros administrativos. Sin embargo, cuando la calidad de la en-
cuesta retrospectiva es inadecuada y los datos administrativos no estan disponibles o
son insuficientes, se hace necesaria la recogida directa de datos mediante una encuesta
panel.

Aunque las encuestas panel se ocupan principalmente de producir los datos necesarios
para andlisis longitudinales a nivel de microdato, en la mayoria de los casos también se
pueden analizar trasversalmente en cada ronda. Un aspecto importante para el anélisis
trasversal es que la cobertura muestral sea adecuada en cada una: a no ser que se tomen
medidas de forma regular para ‘refrescar’ las muestras trasversales afladiendo muestras
de nuevos miembros de la poblacién desde la dltima actualizacién de la muestra, los
nuevos miembros no estardn representados en los andlisis trasversales. Los nuevos
miembros generalmente no estdn incluidos y por tanto no son necesarios para esos
andlisis longitudinales que empiezan con datos desde la primera ronda del panel.

Estudios de cohortes

Un tipo de encuestas panel es la que se conoce a menudo como un estudio de cohorte
(Bynner 2004). Muchos estudios de cohortes toman muestras de personas de una edad
particular y los siguen a través de importantes periodos de sus vidas. Una cohorte
puede ser seguida a lo largo de su vida y, de hecho, el estudio puede extenderse para
seguir a la descendencia de la cohorte original.

Aunque las cohortes de nacimiento proporcionan datos longitudinales muy valiosos
para examinar los efectos de experiencias en la salud a edades muy tempranas y otros
factores que aparecen mas tarde en la vida, también tiene algunas limitaciones. Los
miembros de un estudio de cohorte se ven afectados por los mismos sucesos histéricos,
o efectos temporales (por ejemplo, guerras y desastres medioambientales) que afectan
a la poblacién en ese momento. También se pueden ver afectados por esos eventos de
forma distinta debido a su susceptibilidad en la edad en que se ven afectados por los
sucesos (efectos de cohorte). Los datos de una tinica cohorte pueden confundir edad,
periodo y efecto de cohorte, y el resultado tiene que ser debidamente interpretado (Yang
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2007).

Encuestas panel a hogares

Una segunda categoria de encuestas panel son las encuestas panel a hogares (Rose 2000).
Este tipo de encuestas empieza con una muestra de hogares y sigue a sus miembros a
lo largo de la duracién del panel. Para reflejar las condiciones econémicas y sociales
de los hogares del panel en cada ronda, la encuesta también recoge datos sobre las
personas con las que los miembros del panel viven en rondas posteriores, denominadas
cohabitantes, personas externas a la muestra o personas asociadas. Estas encuestas son, en
realidad, muestras de personas méas que de hogares. Los hogares estdin cambiando
constantemente, con miembros entrando y saliendo, formandose nuevos hogares mien-
tras que otros desaparecen. Por eso, la definicién de un hogar longitudinal es bastante
problematica, a no ser que el periodo temporal sea muy corto. Son preferibles para
andlisis longitudinales los anélisis a nivel de persona con caracteristicas especificas de
cada ronda.

Algunos ejemplos son la European Community Household Panel (ECHP) (https://
www.eul.eu/Research/Library/ResearchGuides/Economics/Statistics/
DataPortal/ECHP) o la European Union Statistics on Income and Living Condi-
tions (EU-SILC) que susutituye a la ECHP. (https://ec.europa.eu/eurostat/
statistics—explained/index.php?title=EU_statistics_on_income_and_
living_conditions_ (EU-SILC)_methodology). Un rasgo distintivo de estas en-
cuestas es que estdn disefiadas para durar un periodo fijo de tiempo, por ejemplo la
EU-SILC sigue un disefio con rotacién de cuatro afios.

Una ventaja de paneles contiguos es que el tamafio muestral total estd disponible para
analisis longitudinales durante la duracién del panel. Sin embargo, los paneles con-
tiguos no pueden tratar los analisis longitudinales durante el periodo que abarcan
dos paneles. También hay que tener en cuenta que estimaciones vélidas de tendencias
de estaciones trasversales, como estimaciones anuales que son importantes para estas
encuestas, no se pueden obtener por los sesgos generados por el tiempo de pertenencia
en la muestra entre afios. Los disefios de rotacién con una rotacién anual puede producir
estimaciones aceptables de la tendencia debido al equilibrio del tiempo de pertenencia
en la muestra de entre rondas.

La eleccién de la duracién de las encuestas panel de hogares de duracién limitada
depende de una combinacién de objetivos analiticos y de consideraciones préacticas
sobre la recogida de datos, en particular sobre la carga al informante y su efecto en
la tasa de respuesta en las rondas posteriores. La tasa de respuesta y otros asuntos
practicos fueron los que influyeron en que se pasase de la ECHP a la EU-SIIC, con un
disefio rotante.
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Encuestas panel transnacionales

Un proyecto reciente y que es importante en la investigaciéon con encuestas es el uso de
datos para comparaciones internacionales, permitiendo la investigacién de los efectos
de condiciones sociales diferentes en la poblacién estudiada. Estos proyectos se aplican
por igual a varias encuestas panel. Algunos ejemplos notables son las encuestas panel
sobre el envejecimiento (HRS, ELSA, y SHARE) que se realizan de forma coordinada
entre varios paises y las encuestas panel sobre ingresos del hogar. Si bien la coordinacién
es util, es también necesaria la armonizacién de la recogida de datos en los distintos
paises.

2.4.2 Aspectos metodolégicos en encuestas panel

Muchos de los aspectos metodolégicos (desgaste de la muestra debido al cansancio,
condicionamiento de panel, sesgo por el tiempo de permanencia en la muestra, y
la necesidad de incluir nuevos miembros) se encuentran tanto en encuestas panel
como en encuestas de panel rotante. Sin embargo, los problemas sobre el cansancio o
desgaste muestral y la inclusién de nuevos miembros se incrementa con paneles de
mayor duracion, y los efectos de condicionamiento son un problema serio en el andlisis
longitudinal.

Mantener la participacion en el panel

Este es un asunto critico en una encuesta panel. Una encuesta panel estd sujeta a falta de
respuesta total, que ocurre cuando una unidad muestral no participa en ninguna de las
rondas del panel. Ademads, una encuesta panel esta sujeta a falta de respuesta por ronda,
que ocurre cuando una unidad muestral participa en alguna pero no en todas las rondas
de la encuesta.

La falta de respuesta por ronda puede consistir en la falta de respuesta por cansancio
(cuando la unidad abandona el panel en una de las rondas y nunca vuelve) o falta de
respuesta por una causa diferente (cuando una unidad muestral no responde en una
ronda pero responde en la siguiente o alguna posterior).

Por razones practicas, muchas encuestas no hacen ningtin intento de convertir la falta
de respuesta inicial en respuesta en la siguiente o posteriores etaoas. Por tanto, los no
informantes iniciales se convierten en no informantes totales. También, los informantes
que rotundamente rechazan participar o que no pueden ser localizados en una ronda
pueden ser seguidos en rondas posteriores y, por lo tanto, se convierten en casos faltan-
tes debidos al desgaste. Con frecuencia no se hace ningtin intento de seguir a aquellos
que no han contestado dos rondas consecutivas.

En general, las encuestas panel se enfrentan a la mayor tasa de pérdida en la ronda
inicial, después de la cual una alta proporcién de los informantes en cada ronda conse-
cutiva también proporciona datos en la siguiente ronda. Sin embargo, la acumulacién
de falta de respuesta a lo largo del tiempo a menudo da lugar a una tasa de falta de
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respuesta alta. En el caso de paneles de largo plazo, esta situaciéon plantea el dilema de
si continuar con el panel existente, con su potencial analitico creciente, o terminarlo y
empezar con uno nuevo.

Algunos panel, en particular aquellos con una alta tasa de respuesta, se disefian para
que tengan una duracién limitada por la preocupacion sobre el cansancio. Los posibles
efectos en el sesgo de la acumulacién de falta de respuesta son una seria preocupacion
en casi todas las encuestas panel. Véase, por ejemplo, el ntimero especial sobre cansancio
en encuestas longitudinales en Journal of Human Resources (Volume 33, Number 2, 1998).

Las principales causas de falta de respuesta por ronda son la falta de seguimiento
de los miembros del panel que se traslada y los rechazos a contestar por la carga al
informante. Se utiliza una gran variedad de métodos con el fin de minimizar la pérdida
del seguimiento, de forma particular en los paneles con intervalos grandes entre rondas.
Una forma es conseguir informacién de contacto como el mail o el teléfono mévil.

Prevenir la pérdida de miembros del panel que no quieren participar més es un reto. Lo
mismo que en encuestas trasversales, los incentivos pueden aumentar la participacion.
Con encuestas panel, se puede ofrecer incentivos a aquellos informantes que mostraron
reticencia en la ronda previa, es decir, aquellos que no respondieron a muchas de las
preguntas. Hay un debate sobre esta forma de proceder, ya que se puede premiar com-
portamientos que no son deseables.

Minimizar la carga al informante es otro enfoque que limita las negativas en rondas
posteriores de la encuesta panel. Una forma de reducir la carga al informante es enla-
zando con datos administrativos; esto también se puede utilizar si los miembros del
panel no puede responder de forma precisa. Por razones éticas, hay que pedir permiso
a los miembros del panel para enlazar los datos, y es necesario usar procedimientos
que aseguren que el enlace entre los daros no pueda perjudicar a los miembros del
panel.

Errores de medida

Los errores de medida son un problema en todas las encuestas, pero son especial-
mente problemaéticos para los andlisis longitudinales de los datos de las encuestas de
panel.

Kalton, Kasprzyk y McMillen 1989 proporciona una gran variedad de fuentes de errores
de medida pueden sesgar las estimaciones de los cambios brutos: los efectos de con-
dicionamiento del panel, cambios en los modos de recogida de datos, cambios en los
informantes entre rondas (incluyendo la posibilidad de proxys cuando no se puede
contactar con las unidades de la muestra), cambios en el personal (por ejemplo, en los
entrevistadores, codificadores de respuestas abiertas), cambios en el cuestionario (con
posibles efectos de contexto incluso cuando las preguntas no cambian), cambios en el
contenido del cuestionario, cambios en la interpretaciéon de una pregunta, imputacion
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de respuestas missing, y errores de grabacién. Los tipos de efectos que los errores de
medida tienen sobre los andlisis de los cambios brutos también afectan a muchas otras
formas de anélisis longitudinal.

Una forma de intentar reducir la sobreestimacién del cambio bruto es usar entrevistas
dependientes, en las que se recuerda a los informantes sus respuestas en rondas previas.
Un riesgo de las entrevistas dependientes es, por supuesto, la generacién de falsa con-
sistencia en las respuestas. Se han realizado muchos estudios para evaluar el efecto de
las entrevistas dependientes.

En general, se considera que las entrevistas dependientes reducen los errores de respues-
ta y la sobreestimacién del cambio bruto. Las entrevistas dependientes se pueden usar
de forma proactiva recordando al informante su estado en rondas previas (por ejemplo
que estaba trabajando) y después preguntando por el estado actual, o de forma reactiva
preguntando sobre el estado actual y las discrepancias desde la respuesta anterior. Las
entrevistas dependientes proactivas también pueden ser ttiles para reducir la carga
de respuesta. En situaciones en las que los informantes de un hogar pueden cambiar
entre rondas, las entrevistas dependientes pueden dar lugar a que se proporcionen
las respuestas de un informante a otro. Este problema de la confidencialidad debe ser
tratado con un consentimiento que permita compartir las respuestas entre miembros
del hogar (Pascale y Mayer 2004).

Ponderacién e imputacién

Los métodos de ajuste de ponderaciones usados para compensar la falta de respuesta
total en las encuestas trasversales se pueden usar también en el caso de falta de respues-
ta total en encuestas panel. Sin embargo, compensar las falta de respuesta por ronda
(particularmente, la falta de respuesta no causada por cansancio) y la falta de respuesta
parcial es mucho mas dificil.

Gran parte de la informacion se puede llegar a conocer a través de respuestas proporcio-
nadas en ronda(s) en las que participaron los informantes. Un enfoque para gestionar
los datos missing es imputar todos los items que son missing, incluyendo los items en
las rondas en las cuales las unidades muestrales no son informantes. Este enfoque tiene
la ventaja de conservar en los ficheros de analisis toda la informacién proporcionada por
las unidades muestrales. Sin embargo, la gran cantidad de imputacién necesaria plantea
dudas sobre los sesgos que los valores imputados pueden introducir en el analisis.

Otro enfoque alternativo es usar pesos de ajuste para tratar alguna o todas las rondas
de missings. Este enfoque limita el fichero de andlisis a las unidades muestrales que res-
ponden en todas las rondas. Usa un namero limitado de respuestas de la encuesta para
hacer los ajustes, pero se pierden las respuestas a otros items (Kalton 1986; Lepkowski
1989). La imputacion es la solucién natural cuando una unidad no responde a varios
items, pero la eleccion entre imputacion y ajustes con pesos es menos directa para la
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falta de respuesta por ronda.

Para conservar la estructura de la covarianza en el conjunto de datos, la imputacién
requiere que se usen todas las otras variables asociadas con la variable a imputar como
variables auxiliares en el modelo de imputacién. Satisfacer este requerimiento de forma
adecuada es muy dificil en el caso de encuestas trasversales, pero lo es incluso més en el
caso de encuestas panel porque el modelo tiene que incorporar variables de otras rondas
en la encuesta y variables de la ronda en cuestién. Si no se incluyen las respuestas a
la misma variable en otras rondas, el cambio bruto estara sobreestimado. Por tanto, es
necesario que el conjunto de datos incluya los datos de las rondas previas. Puesto que
en el momento de imputar los datos de la ronda actual no se dispone de los datos de
rondas futuras, se pueden producir imputaciones preliminares para cada ronda y luego
actualizarlas cuando se disponga de los datos de la siguiente ronda.

Las dudas sobre el sesgo que puede producir la imputacién masiva por la falta de
respuesta por ronda ha dado lugar a que se prefiera el uso de pesos en la imputaciéon. En
el caso de falta de respuesta por cansancio, una practica comun es calcular pesos para
que los que han informado en cada ronda, basados en los datos recogidos en rondas
anteriores (por la definicién de cansancio, todos los que han informado en la ronda en
curso han informado en rondas previas). Con la gran cantidad de datos disponibles
para los informantes y los no informantes por cansancio en una ronda determinada,
el célculo de pesos es més complejo que en encuestas trasversales, pero el proceso es
esencialmente el mismo.

Cuestiones sobre el muestreo

Hay muchas cuestiones sobre el muestreo que surgen con las encuestas panel. Una
cuestion trata sobre el grado de agrupamiento que se debe usar al seleccionar la muestra
en la primera ronda de un panel. La efectividad de agrupacién al reducir el tiempo de
viaje de los entrevistadores y facilitar las entrevistas personales desaparece en el tiempo
a medida que algunos miembros del panel se mudan. Ademds, una vez que la muestra
ha tenido sus primeras encuestas cara a cara se pueden usar otros métodos de recogida
de datos que no se benefician del agrupamiento (teléfono o web). Esto hace que el uso
de agrupamiento en la primera ronda de una encuesta panel no sea tan importante
como en el caso de encuestas trasversales.

La mayoria de las encuestas tienen como objetivo calcular estimaciones para ciertos
subgrupos de la poblacién asi como para el total poblacional. Subgrupos pequefios
a menudo estdn sobremuestreados para generar tamafios muestrales que produzcan
niveles adecuados de precision para las estimaciones de los subgrupos. Hay que eva-
luar cuidadosamente el uso del sobremuestreo en el caso de encuestas panel ya que
los objetivos y los subgrupos de interés pueden cambiar a lo largo del tiempo y el
sobremuestreo puede terminar siendo perjudicial. También hay que tener en cuenta
el tipo de subgrupo. La caracteristica del subgrupo puede ser estdtica, como el grupo
racial/étnico, pero también puede cambiar a lo largo del tiempo (por ejemplo, estar
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en situacion de pobreza o vivir en una determinada provincia). En este altimo caso el
sobremuestreo puede ser problematico ya que las unidades que se muevan de subgrupo
en rondas posteriores tendran pesos distintos a los iniciales de ese subgrupo, dando
lugar a una pérdida de precision de las estimaciones.

Un ejemplo extremo ocurre con paneles de empresas, a menudo se usan muestra de
empresas muy desproporcionadas (esto se debe a la asimetria en el tamarfio de las
empresas, suele haber pocas grandes y muchas medianas y pequefias), pero con el
paso del tiempo, algunas empresas pequefias pueden crecer. Estas empresas con gran
crecimiento pueden mantener los pesos grandes que tenian inicialmente, lo que puede
provocar una pérdida de precision en las estimaciones. Si el sobremuestreo se usa con
subgrupos no permanentes en una encuesta panel, se tienen que tener en cuenta algu-
nas consideraciones sobre mantener la variabilidad en las tasas de muestreo dentro de
limites razonables, para evitar la pérdida de precisién asociada con movimientos entre
subgrupos.

En los tipos de encuestas panel descritas aqui, el objetivo principal es el de proporcionar
los datos necesarios para anélisis longitudinales. Sin embargo, los datos de una encuesta
panel también se pueden usar para analisis trasversales con los datos de cada ronda.
Un aspecto importante para este tipo de andlisis es que el total de la poblacién esté
representado en el momento de la ronda en cuestion, es decir, que se tengan en cuenta
en la muestra unidades que han entrado en la poblacién después de que la muestra
para la primera ronda ha sido seleccionada. Este mismo problema surge en los anélisis
longitudinales cuando el punto de inicio de los andlisis son posteriores a la puesta
en marcha del panel. Hay que tener en cuenta las unidades nuevas de la poblacién y
también las pérdidas.

Cuestiones éticas y de confidencialidad

Para concluir esta seccién sobre los aspectos metodolégicos, es necesario comentar
la importancia de las cuestiones técnicas y de los problemas de confidencialidad. El
requisito de que los informantes estén informados sobre los motivos del estudio desde
el principio puede ser dificil de llevar a cabo en el caso de un estudio panel a largo
plazo ya que los motivos pueden cambiar a lo largo del panel. Por eso hay que tener
cuidado con estos temas al disefiar los documentos de consentimiento.

Las encuestas panel suelen ser caras de realizar, pero producen mucha informacién
muy valiosa para los andlisis de distintos temas. Por tanto, los datos deberian de estar
disponibles para tanta gente como sea posible, incluyendo investigadores y publico
general. Para ello hay que asegurarse de que se cumplen las condiciones de control del
secreto estadistico tanto la difusién del conjuntos de datos para el uso ptiblico como su
uso por parte de investigadores (Béland 1999). Aunque se pueden usar técnicas como la
supresion de datos (principalmente de datos geograficos detallados), intercambio de
datos, etc., para proteger los ficheros de microdatos que se proporcionen al publico en
general. En el caso de los investigadores se pueden utilizar otros métodos. Otro aspecto
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a tener en cuenta en la difusién de los datos de los estudios panel es que se debe de
proporcionar toda la documentacién desde el principio, para que se disponga de toda
la informacién necesaria.

2.5 Conclusiones

La recogida de datos en el tiempo permite elegir entre encuestas repetidas, como se
ha visto en la Seccién 2.2, encuestas de panel rotante Seccién en 2.3 y disefios de panel
completo visto en Seccién 2.4. Si los datos se van a usar para andlisis longitudinales,
entonces s6lo un disefio de panel sirve para este propdsito. Sin embargo, si los datos
se van a usar solo para analisis de tendencias, se puede usar cualquiera de los disefios,
teniendo en cuenta que hay que refrescar a muestra en cada ronda para incluir nuevos
miembros de la poblacién.

Las cuestiones de disefio para una serie de encuestas repetidas podrian parecer las
mismas que las de encuestas trasversales, pero de hecho son distintas. Si se quiere
realizar una serie de encuestas repetidas, necesitamos reflejar las necesidades de los
datos en el futuro con el fin de incluirlos desde el principio.

A lo largo de la serie de encuestas, sera necesario tomar decisiones sobre los aspectos
que cambiaran en el disefio con el fin de satisfacer las condiciones y de ajustarse a las
mejores précticas, o si es necesario no modificar el disefio con el fin de mantener las
estimaciones de las tendencias. Los analistas de encuestas repetidas deben de tener
informacién sobre cualquier cambio que se haga en el disefio que pueda alterar las
estimaciones de la tendencia.

Las encuestas panel son mds complejas de disefiar y analizar que las encuestas tras-
versales. Ademads de los aspectos generales del disefio de encuestas, los que disefian
encuestas panel tienen que prestar mucha atencién a asuntos como la cooperacién de
los miembros del panel, métodos de seguimiento, incluir nuevos miembros en la mues-
tra con el fin de proporcionar estimaciones trasversales validas, el uso de entrevistas
dependientes, y el uso de incentivos.

Los analistas deben de tener informacién sobre los errores de medida y las condiciones
del panel en sus analisis, asi como del posible deterioro de la muestra a lo largo del
tiempo.
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Tema 3

Introduccién a problemas de estimacién complejos. El efecto del sesgo
en intervalos de confianza de las estimaciones. Consistencia e insesga-
dez asintética. La técnica de linealizacién de Taylor para la estimacién
de la varianza. Estimador de una razén: varianza y sesgo.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

3.1 Introduccién a problemas de estimacién complejos.

Ademads de pardmetros como los totales o medias poblacionales, nos pueden interesar
otros pardmetros como las razones de totales, coeficientes de regresién, medianas y
otros cuantiles poblacionales. Estos pardmetros no estan estructurados de una manera
tan sencilla como el total poblacional y requieren un procedimiento algo mas complejo
de estimacion.

Como ejemplo, supongamos que queremos estimar la razén de dos totales poblacionales
desconocidos,

B DU %k  Zy
donde y y z son dos variables de anélisis. Por ejemplo, en una poblaciéon de individuos,
yr puede representar los ahorros y z; los ingresos del k-ésimo individuo. Por tanto, R es
la proporcién de ahorros que representa un ingreso de un euro en la poblacién finita.
Una forma obvia de obtener un estimador de R es estimar los totales Y;; y Z por sus
respectivos estimadores de Horvitz-Thompson VT = e By 20T = Y e 22 , donde
7, es la probabilidad de inclusién de primer orden del elemento k € U. El estimador

R_ZUyk‘_ﬁ



3.1. Introduccién a problemas de estimacién complejos. 3-2

resultante de R es N Y
HT Ye
YU . ZkES )

R=-Y_ = .
HT 2k
ZU ZkES T

Aunque compuesto por dos componentes insesgados, YT y ZHT, el estimador R no es
insesgado para R, sino aproximadamente insesgado, bajo ciertas condiciones, como se
verd en la Seccién 3.5.

Aunque conozcamos las varianzas de YT y ZHT, no se puede proporciona una férmula
sencilla de R. Sin embargo, podemos obtener una varianza aproximada (véase la Sec-
cién 3.5) que también nos permite obtener un procedimiento para una estimacion de
la varianza. De esta forma se pueden obtener intervalos de confianza que se ajustan
aproximadamente a un nivel de confianza deseado.

El procedimiento que da lugar al estimador R del pardmetro R es un ejemplo sencillo de
un principio general importante para la estimaciéon de un pardmetro poblacional ¢ que
se puede expresar como una funcién de varios totales poblacionales!, Y1, Y, ..., Y,,

0=f(Y1,...Y;,...Y,)

donde

Y= yik

keU

€ Y1k, ---» Ygk SON valores para el k-ésimo elemento de las variables de estudio v, ..., y,,
respectivamente. En la funcién f(-,...,-,...,"), se sustituye cada total desconocido Y;
por su correspondiente estimador HT,

El estimador resultante de 0 es

~ ~HT ~ HT ~ HT
O=FVig s Vg s oos Yoy )-

Naturalmente, estamos interesados en encontrar las propiedades estadisticas (sesgo,
varianza, etc.) de 6. Esto es sencillo en caso de que f sea una funcién lineal. Pero en oca-
siones nos encontramos con funciones f no lineales. Usando la aproximacién de primer
orden de Taylor, 0 puede aproximarse usando una funcién lineal. Y, a continuacién, se
pueden obtener expresiones para el sesgo aproximado y la varianza aproximada. El
procedimiento general se explica en la Seccién 3.4.

!Por sencillez de notacién, no escribimos la poblacion finita U respecto a la que se calcula el total.
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3.2 Elefecto del sesgo en intervalos de confianza de las estimaciones.

La insesgadez es una caracteristica del estimador HT. Aunque se trata de una propiedad
deseable, la importancia de la insesgadez exacta tampoco debe exagerarse. Hay dos
motivos importantes por los que no es razonable, en muchos casos, aspirar a encontrar
un estimador exactamente insesgado.

1. Muchos parametros tienen una estructura que hace dificil encontrar un estimador
insesgado.

2. Un estimador con algo de sesgo puede a menudo tener una varianza y un error
cuadratico medio mds pequefios que un estimador insesgado.

Muchos estimadores ttiles en la practica son de hecho tinicamente aproximadamente
insesgados.

Por otro lado, esta generalmente aceptado que deberian evitarse los estimadores con un
gran sesgo. Hajek 1971 expres6 esta regla:

... las estimaciones muy sesgadas son malas independientemente del resto de pro-
piedades que tengan.

Entonces, ;cudnto sesgo deberia aceptarse? Se considera un estimador ideal como aquél

cuya distribucién muestral se encuentra concentrada en torno al valor desconocido del
parametro. Esto garantiza una alta probabilidad de una estimacién cercana. Sea ¢ un

estimador de 6 con varianza V() y sesgo B(6) = E(¢) — 6. Una medida de acuracidad
habitual de 0 es el error cuadratico medio? (MSE),

MSE(8) = E[(§ — 6)2] = V(D) + [B(H)]2

que depende tanto de la varianza como del sesgo. Si el MSE fuese nuestra tinica preocu-
pacién, podriamos considerar coémo el sesgo y la varianza se compensan para dar lugar
a un MSE pequefio. Un sesgo no nulo, y quiza significativo, podria ser compensado con
una varianza pequena.

Pero el MSE no muestra el cuadro completo. Ademas de un MSE pequefio, también
pedimos que el sesgo del estimador sea pequefio en relacién con el error cometido.
Esto es importante para la validez de los intervalos de confianza, como veremos a
continuacion.

Definicién 4

2Mean square error.

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.



3.2. El efecto del sesgo en intervalos de confianza de las estimaciones. 3-4

Definimos la razén de sesgo como

~

BR(f) = —= (3.1)

=

~

Esta cantidad es a menudo de gran interés por la siguiente razén. Mientras BR(¢) sea

pequeio, un intervalo de confianza para f no cometerd un error muy grande, aunque
su sesgo no sea nulo. Para verlo supongamos que

;0 —@Q
V()2

sigue una distribucién N(0,1). La probabilidad de que el valor desconocido ¢ esté
incluido en el intervalo

~ o~

(0 — 21-[V())2,0 + 213 [V(H)]?) (32)
a menudo se denomina la probabilidad de cobertura y viene dada por

Py =P{0 - zl_%[v(ﬁﬁ <0<0+ 21_%W(§)]%}

=P{—2z1-2 —BR(0) < Z < z,-2 — BR(0)}

donde Z es una variable aleatoria N (0, 1). Téngase en cuenta que (3.2) es realmente un

~

intervalo de confianza sélo si la varianza V() es conocida. Normalmente, al calcular el
intervalo de confianza, V() tiene que ser sustituido por su estimacién V(6).

Se sigue que la probabilidad de cobertura F, es igual al nivel de confianza deseado,
1 — a, s6lo si BR(6) toma el valor 0. Cualquier valor no nulo de BR(f) afecta de alguna
forma a la probabilidad de cobertura, pero el efecto es menor cuando mas cercano a 0
esté la razon de sesgo. Este efecto puede ignorarse si, digamos, BR(§)\ < 55 (véase la
tabla 3.1). En la practica, la razon de sesgo es desconocida, haciendo imposible calcular

el verdadero valor de la probabilidad de cobertura F.

BRO) K

0,00 0,9500
0,05 0,9497
0,10 0,9489
0,30 0,9396
0,50 0,9210
1,00 0,8300

Table 3.1: Probabilidad de cobertura /) como funcién de la razén de sesgo BR(@\).
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Pero cuando el tamarfio muestral aumenta (en el caso de un disefio de tamafio fijo) o
cuando el tamafio muestral esperado aumenta (en el caso de un disefio de tamafio

aleatorio), la varianza V(¢) tendera a cero y también lo hard el sesgo B(¢), de forma que
la razén de sesgo se aproximaré a cero.

Comentario 9. Cuando se use un estimador sesgado, puede que nos interese considerar
otros tipos de procedimientos de estimacién de intervalos distintos de

[SII=

0+ 212 [V(0)).

Por ejemplo, si 0 es insesgado para 'y I\\KSTE(@\) es un buen estimador para

-~

MISE(8) = V(0) + [B(6))*,
entonces puede utilizarse como intervalo para ¢
6+ 2o [MSE(9))2. (3.3)

Naturalmente, nos interesaria conocer las propiedades de cobertura del intervalo dado
por (3.3) como funcién del sesgo.

~

Para simplificar la cuestién, supongamos que MSE(#) es conocido. Estamos interesados
en conocer la probabilidad de que el intervalo

N[

0 + 212 [MSE(0)]

contenga el verdadero valor de 6. El valor de la probabilidad se puede expresar en

~

términos de la razén de sesgo BR(6). Por ejemplo, con 1 — a = 0,95 (29975 = 1,96), los
estudios que asumen que 6 se distribuye segtin una distribucién normal muestran que

~

la probabilidad de cobertura se encuentra entre 0,939 y 0,950 si |BR(6)| < 0, 1.

3.3 Consistencia e insesgadez asintética.

En primer lugar, recordamos los conceptos de consistencia e insesgadez asintética de
la teorfa general de inferencia estadistica. Sea 7 una pardmetro a estimar mediante un
estimador 7,,, es decir, una funcién de n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas &, &, ..., &,. El estimador 7, se dice que es asintdticamente insesgado
de 7 si

DBl =7

y 7. se dice que es consistente para 7 si, para cualquier valor € > 0,

m P(|7, — 7| > ) =0

n—o0
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Estrictamente hablando, no es un tnico estimador 7,, sino una secuencia de estimadores
T1, T2, ... lo que es asintéticamente insesgado o consistente.

En la préctica, n es siempre finito, aunque tome un valor grande. La importancia prac-
tica de la insesgadez asintética y de la consistencia es la siguiente. Si se sabe que un
estimador es insesgado asintéticamente, entonces puede considerarse aproximadamen-
te insesgado cuando n es suficientemente grande. Y si se verifica la consistencia, la
distribucién muestral del estimador se puede considerar fuertemente concentrado en
torno a 7 cuando n es suficientemente grande.

Ahora volvamos a la teoria del muestreo. Resulta que las definiciones anteriores de
consistencia e insesgadez asintética no se pueden llevar de forma inmediata al muestreo
a partir de una poblacién finita, ya que si 8, es un estimador de # basado en una muestra
de tamafio n obtenida a partir de una poblacién finita de tamafio IV, entonces no puede
ser que n — oo sin mds, ya que n < N y N es fijo y finito.

En este contexto, la cognergencia asintética debe ser entendida correctamente y estos
resultados asintéticos requieren una maquinaria mas compleja. Esta maquinaria més
compleja consiste en definir una sucesion de poblaciones crecientes de forma que tanto
n como N tiendan a infinito. Incluimos simplemente una idea del marco conceptual para
el razonamiento asintético en teoria de muestreo (véase Fuller 2009, para los detalles).

Empezamos con la idea de una sucesién infinita de elementos, etiquetados como
k =1,2,3,... y unasucesion infinita de valores de y asociados, denotados por y1, y2, ys, -..,
donde y, es el valor asociado al k-ésimo elemento.

Consideremos una sucesioén de poblaciones Uy, Us, Us, ..., donde U, estd formado por los
N, primeros elementos de la sucesion infinita de elementos antes mencionados, es decir,
U,={1,2,...,N,}. Asumimos que U; C Uy C U; C ...y, por tanto, N; < Ny < N3 < ....
Sea 6, el valor de un determinado pardmetro de la poblacién U,, es decir, 6, es una
funcion de los valores y1, s, ..., yu, -

Para cada poblacién U,, consideremos un disefio muestral probabilistico p, () que asig-
na una probabilidad determinada p,(s,) a cada muestra posible s, de elementos de U,,.
Sean 7, y mou (k,l = 1,2, ..., N,) las probabilidades de inclusién determinadas por el
disefio p,(-). Por simplicidad asumiremos que el tamafio muestral es fijo y se denota por
n,. También asumimos que n; < ny < ng < .... Claramente v — oo significa que tanto
n, — oo como N, — 00. Sea 51, un estimador de 6, basado en los valores observados y;,
es decir, aquellos para los que k € s,,.

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.
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Por ejemplo, el pardmetro ¢, puede ser la media poblacional

_ Yk
611 g yU,, = R
ket, ~ Y
y 0, ser el estimador HT
S 1 Yk
YR — . 3.4
v NV kes, Tk ( )

Definicion 5

En relacion a la sucesion de poblaciones y de disefios muestrales descritos anterior-
mente, se define

-~

i. Un estimador 0, es asintdticamente insesgado para 0, silim,_,[E, (6,) —6,] =0

ii. Un estimador @\V es consistente para 6, si, para cualquier valor € > 0,
lim, 00 P(|0, — 0,| > €) = 0.

Estas definiciones atin no estan claras, porque el proceso del cdlculo del limite no esta
especificada completamente. Que un estimador sea consistente o asintéticamente inses-
gado depende de cémo se especifique la sucesién {y; } de valores de y y la sucesién {p, }
de disefios muestrales. Son necesarias algunas condiciones sobre el comportamiento
limite de los momentos de la poblacién finita y de las probabilidades de inclusion. Isaki
y Fuller 1982 y Robinson y Sarndal 1983 enunciaron las condiciones para la consistencia
del estimador HT (3.4). Robinson y Sarndal 1983 también proporcionaron las condicio-
nes de insesgadez asintética.

Comentario 10. Si se dispone de estimadores consistentes 6, ..., §, para los pardmetros
6, ..., 0,, entonces, para muchas funciones f,

~

£y, ....6,)

es consistente para f(f4, ..., 6,). En otras palabras, una funcién de estimadores consis-
tentes es consistente.

Por ejemplo, si y;; y Zy son estimadores consistentes de las medias poblacionales gy y
Zy, respectivamente, entonces %—5 sera consistente para Z—;’ [ |

No es dificil demostrar, con la ayuda de la desigualdad de Chebyshev, que si un estima-
dor 0, es asintéticamente insesgado para ¢, y su varianza tiende a cero cuando v tiende
a infinito, entonces 6, es consistente.

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.
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Un tipo diferente de consistencia, que también se puede aplicar en el contexto de teoria
de muestreo, es la consistencia de una poblacion finita. Para definir este tipo de consistencia
no necesitamos considerar una sucesién de poblaciones crecientes sino tinicamente una
poblacion finita fija, para la cual permitiremos que el tamafio muestral aumente hasta
que finalmente iguale al tamafio poblacional. La definicién es la siguiente.

Definicion 6

iii. Un estimador 6 de 6 es consistente para una poblacién finita bajo una clase de
disefios si s = U implica que ¢ = 6.

Esta definicién muestra el distinto comportamiento de los disefios con tamafio muestral
fijo y con tamafio muestral variable. Por ejemplo, si consideramos el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento, es evidente que cuando n = N, esto es, s = U, entonces
YHT(s = U) = Yy, por lo que el disefio muestral aleatorio simple con reemplazamiento
es consistente segtn esta tltima definicién. Sin embargo, en un muestreo de Bernoulli,
existe una probabilidad no nula de que la muestra coincida con toda la poblacién, pero
en esta circunstancia YHT(s = U) = Y 2£'Yy. Por tanto, YHT no es consistente para
esta familAia de disennos muestrales. Podemos, no obstante, considerar estimadores de
la forma Yy = ), .. Yk, que si son claramente consistentes segtin la definicién (iii). Sin
embargo, estos estimadores subestiman sistematicamente Y.

Todos estos criterios de consistencia deben aplicarse, por tanto, con precaucién en la
préctica. Incluso en la circunstancia de tener un estimador consistente, puede resultar
que proporcione estimaciones insatisfactorias cuando el tamafio muestral es pequefio.

3.4 La técnica de linealizacion de Taylor para la estimaciéon de la va-
rianza.

Examinemos el problema de estimar un pardmetro poblacional § que se puede expresar
como una funcién de g totales poblacionales Y7, ..., Y,

0= f(Yi,...Y,)

dondeY; =3, yjr, j = 1,...,q. Asumimos que el vector (yi, ..., Yjk; ---, Yqr)" 5€ puede
observar para k € s, permitiéndonos obtener los estimadores HT

o> HT Yjk ,

Yip, =» 2= =1,..,¢

JU Z 7Tk;’ ] ’ 4
kes

Por el principio ya mencionado en la Seccién 3.1 el estimador de 6 es entonces

~HT  ~HT
=fMy Yy ) (3.5

)
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Analizar las propiedades de 0 es facil cuando f es una funcién lineal, es decir, cuan-
do
q
0= ap + Z CLJ}/J
j=1
En este caso, el estimador (3.5) es

= ap + Z a;Y; v (3.6)

que es insesgado para 6, con varianza
~ g AHT g AHT ~HT
V(0)=V(} _a;Yj, )= Z Zajaz Yiy »Yiy ) (3.7)

7=1 J=1 =1

SHT oHI -
donde las covarianzas vienen definidas por C(Yj,, ,Yiy ) = > 4cv D icr Akl?—:yw—:l. Cuan-

, , ~ HT ~ HT . .
doj =1, (C(Y}U ,Y}U )=V [Y}U } es la varianza de Y}, . La varianza (3.7) se esti-

- A Yik yi A _
ma usando las covarianzas estimadas C( s z7r) = Y ks Dics Akl#kﬂ—l, donde Ay =

Ag
Tl

ZZaja(C s m) (3.8)

7=1 =1

S HT 5 HT HT
Cuando j =i, C(Yj, , Yy ), es la varianza estimada VHT [Yj U }

Comentario 11. Si f es una funcién lineal, la varianza dada por (3.7), asi como su estima-
dor, tienen expresiones alternativas que pueden facilitar los calculos computacionales.
El estimador (3.6) puede escribirse como

con
Up = E a;Yjk
Jj=1

Entonces, la varianza (3.7) puede expresarse como

:V<Zak> =Y ke Ay=d (3.9)
T T

kes leu

que se puede estimar por

uk’ul
=y Z Ay— o (3.10)

kes les
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El célculo de @'(6) usando la ecuacion (3.10) requiere el calculo previo de 7% para k € s,
una operacion sencilla. Una vez que se dispone de 1%, una suma doble no proporc1ona la
estimacion deseada (3.10). Claramente, esto es computacionalmente més sencillo que la

ecuacion (3.8), que implica el célculo de < qH) estimaciones de varianzas y covarianzas
~ &HT ~HT

COy »Yiw ).

Nuestro principal interés en este tema es el caso en que § = f(Y7,...,Y,) es una funcién

no lineal de los ¢ totales. En este caso a menudo es imposible obtener resultados exactos

del sesgo y la varianza del estimador 0=f (}//\1[] s }ZUT). Para evitar dificultades, usa-
mos la técnica de linealizacién de Taylor, que nos proporciona una expresion aproximada
para la varianza de §, un estimador aproximado de esta varianza. Esta técnica también
hace posible el calculo de intervalos de confianza aproximados para 6. La técnica de
linealizacién de Taylor se ha usado en varios campos de la estadistica a lo largo del
tiempo y data de la época de Gauss por lo menos.

La técnica aproxima el estimador no lineal § mediante un pseudo-estimador, denotado

T ~
qu »con la que es mas sencillo trabajar. 6,
habitualmente dependera de determmadas incégnitas, por tanto no es un verdadero

-~ . . ~HT —~
por 6, que es una funcién lineal de Y7, ,...,Y,

estimador. Si la aproximacién es buena, Bo se comportara aproximadamente como 0
y lo podemos usar en la varianza V(QO) como una aproximaciéon de V(Q). También
obtendremos un estimador V().

La técnica para obtener 0, consiste en la aproximacién de primer orden de Taylor de la
funcién f, desarrollando alrededor del punto Y3, ..., Y,, y eliminando el término del
resto de Taylor (sea cual sea su forma). Obtenemos

020 =0+3 ¥y, - (3.11)

donde
of

a; = —— @t

3.12
0Y ’(ﬁng“'vi/;I;T)t:(Yl7"'7Yq) ( )

~ HT ~ HT
De esta forma, para muestras grandes (cuando Yy, ,... ,Yj;; tienen mayores proba-

bilidad de tomar valores cerca de Y3,...,Y,), el estimador 0 es aproximadamente la
variable aleatoria lineal f,. La acuracidad numérica de la aproximacioén (3.11) variara de
una muestra s a otra. Asumiremos, entonces, que el sesgo y la varianza de 0 se pueden
aproximar por las cantidades correspondientes para el estadistico lineal 0.

A partir de ahora usaremos la varianza de un estadistico linealizado como una apro-
ximacién a un estimador (no lineal) mds complejo. El simbolo AV(¢) = V(6,) indica la
forma aproximada de la varianza de ¢ y esta varianza aproximada es igual a la varianza

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.
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exacta del estadistico linealizado 50.

Por conveniencia en los cédlculos, usaremos las ecuaciones del Comentario 11. Sean

q

up = Zajyjk. (3.13)

j=1

Puesto que las ecuaciones 3.7 y 3.9 son equivalentes, la varianza aproximada de 0 se
obtienen como

q
AV(8) = V(G,) =V ( ?H>

Jj=1
Uk
=V ) (3.14)
Tk
kEs
U Uy
=D Du_——
Tk T
keU leU

~

Comentario 12. La expresion para V() dada en (3.7) también se puede considerar una
aproximacién del error cuadratico medio de #. Como E(6,) = 6, se sigue que

MSE(6) = MSE(6,) = V(6y).

Las cantidades u;, que aparecen en (3.13) se pueden obtener generalmente sin mucha
dificultad. Sin embargo, el problema reside en la estimacién de (3.14). Los valores u;,
dependen de a4, ..., a,, cantidades que a su vez dependen de los totales poblacionales
desconocidos. Por tanto, los u; son desconocidos. La solucién habitual es reemplazar
cada total desconocido en el que depende a; por el correspondiente estimador de
Horvitz-Thompson. De esta forma, llegaremos a un estimador @; de a;, que nos permita
obtener para cada k € s la variable

q
U =) Y- (3.15)
j=1

El dltimo paso es entonces tomar la férmula de la estimacién de la varianza asociada
con la ecuacién (3.14) y sustituir los 1, desconocidos por uy, y asi obtenemos

VO = Y A et (3.16)

T T
kes les ke i

La justificaciéon de este método es que uy, siendo una funcién (posiblemente no lineal)

A~ A~

de estimadores HT, es consistente para u. V(#) es una funcién de estos estimadores
consistentes u;, y en muestras grandes deberia comportarse como si se hubiese basado
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A~ A~

en los uy, reales (desconocidos). De esta forma, se puede asumir que V(#) es consistente
para V(0).

Como la expresién de AV mostrada en (3.14) es el punto de inicio para llegar al estima-
dor (3.16), hemos, estrictamente hablando, conseguido obtener la varianza aproximada.
Sin embargo, como la varianza aproximada AV (¢ ) y la varianza exacta V(G) coinciden

en muestras grandes, (3.16) también serd un buen estimador de V(G). Esto se ha demos-
trado con simulaciones en distintos casos. Esta técnica que se ha expuesto se resume a
continuacién:

Para el pardmetro poblacional § = f(Y1,...,Y;) donde Y1 = >, ., yix, ..., Yy =
> _rew Yak son totales poblacionales, un estimador insesgado aproximado viene dado
por

~ ~ HT ~ HT
~ HT ~ HT
donde Yy ,...,Y,, sonlosestimadores HT correspondientes.

A través de la linealizacién de Taylor descrita en las ecuaciones (3.11) y (3.12), la
varianza aproximada de # se obtiene como

ug Uy
=D D Au—

Tk 7Tl
keU leU

donde uy, = > %, a;y;1, estando los coeficientes a; definidos por (3.12).

Un estimador de la varianza viene dado por
=3 S At e (3.17)
kes les T 7Tl

donde u;, = »7_, @;y;x con los @; obtenidos a partir de los a; sustituyendo el estima-
dor HT apropiado para cada total poblacional desconocido.

Demostracion 5

Argumentacioén incluida maés arriba.

Como siempre, cuando el disefio es de tamafio fijo, se puede usar el estimador de la
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varianza de Sen-Yates-Grundy. En este caso viene dado por

o~ 1 T AN
V() = —= Apg|l——-—] . 1
(0) QZZ Kl <7Tk: 7Tz) (3.18)
kes les
El estimador de la varianza (3.18) siempre se puede usar para un disefio de tamafio fijo.

Coincide con 3.17 para los disefios aleatorio simple sin reemplazamiento y estratificado
aleatorio simple sin reemplazamiento.

Comentario 13. Tenemos que tener cuidado con el método de linealizacién de Taylor,
ya que da lugar a varianzas subestimadas en el caso de muestras que no sean grandes.
En muestras muy grandes, el sesgo del estimador de la varianza es nulo. La comple-

jidad del estadistico es un factor importante. En caso de un estimador sencillo, como
ek 2kes =

= "k ]a subestimacion del
ZkES T

Tk
estimador de la varianza de Taylor puede no tener consecuencias incluso para muestras
pequefias, pero en el caso de estadisticas complejas, como el estimador de la varianza, la
covarianza, o el coeficiente de correlacién poblacional, pueden ser necesarias muestras

grandes para que el sesgo sea despreciable. |

el estimador de Hajek para la media poblacional ?I;éj

3.5 Estimador de una razén: varianza y sesgo

Volvemos al problema de la estimacién de una razén entre dos totales poblacionales

desconocidos
Yy 2 kev Yk

B ZU B ZkGU’Zk.

Por ejemplo, si U es una poblaciéon de hogares, y;, son los ingresos del hogar k-ésimo,
y z;, es el nimero de personas en el k-ésimo hogar, entonces R son los ingresos per
cdpita por persona de los hogares de la poblacién. O R puede representar las hectareas
dedicadas a trigo, D, ., ¥, divididas por el total de hectareas dedicadas a cultivos en
granjas, » , ., %, para una poblacién de N granjas.

R (3.19)

Si los dos totales desconocidos se estiman, respectivamente, por YT = >,

T

ZHT = cs 2, el estimador resultante (no lineal) de R

)

ST
—

R=-Y_. (3.20)

=¥
;_]

Pasamos ahora a analizar & en profundidad. Hartley y Ross 1954 fijaron una cota supe-

rior del sesgo de R para el caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento. A
continuacién incluimos resultados para el caso de un disefio muestral cualquiera.
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El sesgo del estadistico R satisface

E|R| - R v (z8m)
\Y% (ﬁ) T ()

(3.21)

Demostracion 6

Consideremos la covarianza C (fi, 25“) Como RZHT = YT, la covarianza puede
escribirse como
C(R, Zi") = E(RZ") - E(R)E(Z{)

= E(V;") - E(RE(Z")

=Yy —E(R)Zy

= —Zy[E(R) - R]
es decir,
C (R, ZgT)

B(R) - R =———

Como el coeficiente de correlacién al cuadrado estd acotado superiormente por la
unidad,

(R Zim)P

B(R) -~ A = — s
o (R.Z5")1PV(R)V (Z)
Zu]’
< V(R)V (25”)
I /7
lo que demuestra el resultado. |

El Teorema 6 nos lleva a la siguiente conclusién. Si

BR(R) — B(R) _E(R)—R
{(V(R)}: {V(R)}:

denota la razén de sesgo de R (véase la ecuacion (3.1) para la definicién de razén de
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sesgo), el resultado indica que

2 V(7
[BR(R)} < (3.22)
U
Es decir, si el error estdndar relativo de ZHT %, se aproxima a cero cuando au-

menta el tamafio muestral (que es lo que ocurre normalmente), la razén de sesgo de R
también tenderd a cero. Recordamos de la Seccién 3.2 que esto es de vital importancia
para la construccién de intervalos de confianza validos. En otras palabras, aqui expone-
mos un ejemplo en el que se muestra que la razén de sesgo es pequefia para muestras
grandes.

Ejemplo 4. Para un disefio muestral aleatorio simple sin reemplazamiento, la desigualdad
(3.22) se puede escribir como

BRAP < (£ - 1) e

n

donde cv.y = i—UU es el coeficiente de variaciéon de z. Asumimos que z es siempre

positivo. Esto demuestra que la razén de sesgo de R en este caso tiende a cero como
1
n-z. [

Aplicaremos ahora la técnica de linealizacion de Taylor descrita en la Seccién 3.4 para
encontrar una varianza aproximada de R y encontrar un estimador de la varianza que
pueda servir en los célculos de un intervalo de confianza. El estimador R es una funcién
de dos variables aleatorias YT y ZHT,

)

HT

R =0 = [T V).
U

Las derivadas parciales necesarias son

OR 1 9R ¥

oYHT  ZHT T gzHT (EBIT)?'

Evaluédndolas en el punto (Y, Zy), obtenemos
OR ’ b
OYHT w20 Zu

a; =

OR Yo R

aZgT‘(YU,ZU)f 7R Zy

A9 —

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.



3.5. Estimador de una razén: varianza y sesgo 3-16

Ahora, a partir de (3.12) y (3.13),

1
—(yx — Rzy)

Up = QY + Q22 = 7
U

y se obtiene el siguiente resultado.

. . .. o s B4 .
Usando la linealizacion de Taylor, el estadistico de razén 2 = * se aproxima de la
siguiente forma

R=Ry= Z L Rz’“ (3.23)

kes

El estimador R es aproximadamente insesgado para R, con la varianza aproximada

AV(R) = = = Z Y A= RZ’“ - RZ’ (3.24)

Zy keU leU

El estimador de la varianza es

Yk — Rz, Y — Rzz

A~

V(R) (3.25)
( ) - T, 0
€s les
Demostracién 7
Apliquese el Teorema 5 a la funcién R = f(Yy, Zy).
Comentario 14. Las siguientes expresiones también pueden ser ttiles a veces
~ 1 -~ ~
Ry = R+ — (YT — RZ{), (3.26)
2y
= = 1
AV(R) = V(Ro) = 7 (V(YHT) + RV(ZHT) — 2RC(VHT, ZHT)) (3.27)
N 1
V(R) = tTQ[V(YHT) + RPV(ZHT) — 2RC(YVHT, ZHTy). (3.28)

Comentario 15. Bajo la aproximacién mostrada en (3.23), E(R) = E(R,) = R. En otras
palabras, el sesgo de R, aunque no nulo, se aproxima por cero. El que el sesgo de R no
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sea detectable indica una aproximacién bastante general, por lo menos, para muestras
pequeias. Se puede obtener una expresién mejorada para el sesgo extendiendo el
desarrollo de Taylor para incluir también los términos de segundo orden.

Ejemplo 5. Consideremos el disefio muestral aleatorio simple sin reemplazamiento, con
un tamafio muestral n = f N, donde f es la fraccion de muestreo. Entonces Y} = Ny,
Zij" = Nz, y R = . La aproximacion lineal dada por (3.23), o equivalentemente por
(3.26) es
~ 11 ys — 12
Ro=R+——Y (g — Rz) = R+ 22
Zun s U
La aproximacién de la varianza dada por (3.24) o por (3.27) es

~ 11— f 1
A . _ 2
V(R) 7 No1 kEEU(yk Rz;)

11—
= 3—f(S§U + R*S%, — 2RS,.v),
Zoon
donde S,.i es la covarianza poblacional entre las variables y y z. A partir de (3.25) o de
(3.28) obtenemos

~

VR = S By

n n-—1 -
_ zigl sz, 1 B2, 2R,
donde
Sys = " i 1 Z(yk — 7s)?
Syes = —— S — ) (21— 2)
n—1 .
y S, es analogo a S7,. |

Ejemplo 6. Los resultados de este tema se pueden aplicar al muestreo en dos o maés
etapas. Consideremos muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas etapas.
En primer lugar, se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento s;
de n; PSUs de un conjunto de N; conglomerados. Dentro de cada PSU seleccionada,
se obtiene una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento s; de n; elementos del

- . . -~ ?HT
conglomerado U; de tamafio N;. La razén R = 22U — YU go egtima con R = L,
2keu %k Zu Vs
VHT _ Ng = ;2 ZHT 4
donde Y = 137, Niys, y laexpresion de Zj; " es andloga. Por tanto,
ﬁ o ZiES] lesz
ZiESI Nizsz‘

El estimador de la varianza se obtiene de forma andloga. La varianza del estimador
{sefi itrari ; A, Yk Yl 4
HT, para un disefio arbitrario, se estima por ) |, . > . Ay Compare esta férmula

T T
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con la varianza del estimador para R dada por (3.25). Para ir de la primera férmula a
= ) _

W. Realizamos

., ., . ., . v

esta operacion para obtener la ecuacion de la estimacion de la varianza de un muestreo

bietapico con muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas etapas®. Después

de simplificar, el estimador de la varianza resultante para R es

- [(L L) DV
< &2 )2 nr N] nr — 1

= )2
41 YN 1N Lkl — )T
n[N[ n; Nz ni—l
I

la segunda, sustituimos y;, por e, = yr — Rz, y multiplicamos por

con e,, = s, — 7. [

Este método para estimar la razén R lleva a uno de los estimadores mas utilizados para
un total poblacional: el estimador de razén. El estimador de razén necesita informacién
auxiliar. Si y es una variable de interés, el total poblacional Yy = }°, _,; yx se puede

escribir como -
Yy = Zy—2L = ZyR.
Zy

Siempre y cuando Zy sea una cantidad conocida, R se puede estimar mediante (3.20) y,
por tanto, Yy se puede estimar mediante el estimador de razén

i/ Rat o) ?(IJ{T
YU :ZUR:ZU/Z\_II]{T

Una caracteristica muy importante del estimador de razon es que el total Zy = >, ., 2
de la variable auxiliar z tiene que ser conocida de forma exacta para que el método
funcione. Ademads, y;, y 2 tienen que ser conocidos para k € s. Enfatizamos que debe
ser conocido “de forma exacta”, ya que un valor no acurado de Zy dard lugar a un
sesgo no despreciable de ?[?at. Cabe mencionar, sin embargo, que en tanto en cuanto Z
sea conocido, la variable z puede ser considerada una versién “barata” de y. Lo que es
imprescindible para una estimacién precisa con este método es que y; sea aproxima-
damente proporcional a z; en toda la poblacién (véase el Comentario 16). Por ejemplo,
2, puede ser un proxy* de la variable de estudio o una medida obtenida facilmente y
a bajo coste de toda la poblacién (por ejemplo, a partir de un registro administrativo),
mientras que y;, es la variable de estudio precisa, pero con un coste de medicién mayor,
que se obtiene solo a partir de la muestra s.

Las caracteristicas bésicas del estimador de razdn se obtienen de forma inmediata del
Teorema 7 y se resumen en el siguiente resultado.

3Véase el tema 1 de este mismo bloque.
4Variable altamente correlacionada.
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Si Yy = > .cu ¥k es el total desconocido de una variable de estudio y y si Zy =
> reu 2k es el total conocido de una variable auxiliar z, entonces el estimador de
razon

VHT

Yo
ZHT
4 U

es aproximadamente insesgado para Y. Su varianza aproximada viene dada por

Vi = ZuR = Zy

= — Rzpyi — Rz
AV(TRY =33 p TR A (3.29)

T v
keU leU k ¢

El estimador de la varianza es

2 ~ ~
o~ 7 y _ _
VM%ZGL)ZZMJk&M &y (3.30)

Demostracion 8

Elemental a partir del Teorema 7 y la definicién de estimador de razén del total
poblacional Yy,.

Comentario 16. La expresion para la varianza aproximada AV dada por (3.29) es cero
si los residuos y;, — Rzj, son cero para todos los elementos £ € U. Esto no ocurrird en la
préctica, pero frecuentemente podremos tener un conjunto de residuos que, aunque no
sean nulos, son pequefos. Entonces, la varianza aproximada AV también sera pequefia.
Es decir, el estimador de razén es muy preciso cuando los pares poblacionales (yy, 2)" se
encuentren dispersos cerca de una linea recta que pase por el origen y con una pendiente
R (desconocida). Este modelo de regresion se puede decir que genera el estimador de
razon.

Comentario 17. Es importante también hacer notar que el estimador de razén 17'5{“ para
el total poblacional Y, utilizando informacién auxiliar Z; tiene una propiedad muy
importante en el uso de la informacién auxiliar en general: ?§at es calibrado respecto al
total poblacional Z;. Para verlo, escribamos Y = 3 res Whs(2)yx, donde wys(z) son los
pesos de muestreo dados por

1 Z
wks(z)— v .

M ZH(s)

Es inmediato demostrar que

Z wis(z)zk, = Zy  para todo s.

kes
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3.6 Estimacién de otros parametros poblacionales

La técnica de linealizacién de Taylor puede emplearse bajo el mismo enfoque para
encontrar estimadores de pardmetros poblacionales de distinto naturaleza, asi como la
estimacién de sus varianzas. Por mencionar algunos:

* Media poblacional .
Considerando la media poblacional y; = Y—NU = f(Yy, N) como funcién de dos
totales Yy = >, .y yk YN = D _4cp 2k CcON 2, = 1 para todo k € U.

* Media poblacional en un dominio g, con U; C U.

. _ Y, .
Nuevamente, podemos considerar g, = Nij = f(Yu,, Nu,) como funcién de dos

totales Yy = >, .y Yw0kv, Y Na = D _ycr 2k0ku,, donde 2, = 1 paratodo k € Uy
5kUd =1sik e UdyOSIk‘§é U,.

* Varianza y covarianza poblacional S,.v = 5 > e Uk — Jv) (26 — Zu).
Considerando la covarianza poblacional S,.; = % — N’?’jVZ_Ul) = f(Vu, Yy, Zy,N),
donde v = yz, Xy = ZkeU xy, para r =y, z,v, como funcién de los totales Vi, Yy,

ZU y NU-
¢ Coeficientes de regresion poblacionales By;.
Siy = (y1,...,yn)" es el vector de variables de estudio y Z = [z;] 1<i<, es la
1<j<N
matriz de coeficientes de las variables auxiliares z; = (zi,. .., zq4)" para cada

k € U, entonces

1
By = (ZZt)f1 Zy = [Z zkz};] szyk

keU keU
puede también considerarse funcién de totales poblacionales.

* Los cuantiles poblaciones ¢, de la variable y.
Considerando ¢, = Fy"'(p), donde Fy es la funcién empirica de distribucion de

la variable y, F(y) = 2 = f(Tyy(y), N), donde A, = {k € U : y;, < y}, como la
funcién inversa de una funcién de totales poblacionales.

Como ejemplo ilustrativo, incluimos un procedimiento de estimacién de la mediana
poblacional (véase Sdrndal, Swensson y Wretman 1992).

1. Obténgase una funcién empirica de distribucién estimada ﬁy(y).
2. Estimese M = Fy'(1/2) mediante M = F'(1/2).

Para estimar la funcién empirica de distribucién Fy definimos las variables z;(y) me-

diante
g 0 si Y > Y.

Tema 3. Introduccién a problemas de estimacién complejos.
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Entonces,

_ > kev 26(Y) _ ZU(y).

Fy(y) N N

Esta expresion es en realidad una media poblacional, de modo que podemos utilizar el
estimador de Héjek

Yy) = .
> kev %

(y)
pa "Hé]ek< ) Zkes Z’:Tky

Esta funcién Fy (y) es una funcién escalonada no decreciente cuyos valores van desde

0 hasta 1 (como la funcién Fy). Para encontrar los valores inversos de Fy es preciso
computar sus valores en la zona central del recorrido de valores de y, de modo que

M = FyY(1/2).
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El estimador lineal de regresién generalizado. Variables auxiliares. es-
timador en diferencias. Introduccién al estimador lineal de regresién
generalizado (GREG). Expresiones alternativas para el estimador li-
neal de regresion generalizado. Varianza y sus estimaciones. El papel
del modelo.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

4.1 El estimador lineal de regresion generalizado: introduccién

El énfasis puesto en el uso de informacién auxiliar para mejorar la precision de las
estimaciones es caracteristica de la teoria de muestreo. El estimador de regresion que se
presenta en ese tema es un tipo de estimador que intenta hacer un uso eficiente de la
informacién auxiliar de una poblacién.

4.2 Variables auxiliares

Por lo general, una variable auxiliar es cualquier variable sobre la que tenemos informa-
cién antes del muestreo. Habitualmente, suponemos que la informacién a priori de una
variable auxiliar es completa, es decir, que el valor de la variable, digamos z, es conocida
para cada uno de los N elementos de la poblacién, de forma que los valores x4, ..., zy,
estdn disponibles antes de muestrear. Una variable auxiliar ayuda en la estimacién de
la variable de analisis. El objetivo es obtener un estimador con mayor acuracidad.

Algunos marcos muestrales, junto con las caracteristicas de identificacién de las unida-
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des, contienen una o mds variables auxiliares, o informacién que puede ser transformada
en variables auxiliares mediante manipulaciones numéricas sencillas.

Los valores de las variables auxiliares pueden obtenerse de registros administrativos e
incluirse en el marco mediante record linkage (véase el tema 14! del bloque “Produccién
Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de produccién de operaciones estadis-
ticas” del grupo de materias comunes). Hay que tener cuidado con los problemas
précticos que nos podemos encontrar relacionados con la periodicidad de los datos, el
uso de codificacion distinta, etc.

Ejemplo 7. El Directorio Central de Empresas (DIRCE) 2 es el marco muestral usado en
el INE para las encuestas a empresas. Es un marco bastante complejo y estd basado en
la informacién de varias fuentes. Por un lado, utiliza informacién de registros adminis-
trativos, como el Impuesto sobre el Valor Afiadido, el Impuesto de Sociedades y el Impuesto
sobre la Renta de las Personas Fisicas de la Agencia Estatal de Administracion Tributaria,
el Registro de Cuentas de Cotizacion y el Registro de Trabajadores Activos en Cuenta Propia de
la Seguridad Social, los movimientos del Registro Mercantil y también informacién de
las encuestas estructurales y coyunturales de empresas realizadas por el INE.

Es necesaria la actualizacion continua para registrar los ‘'nacimientos’ (nuevas empre-
sas que inician su actividad), ‘'muertes’ (finalizacién de la actividad de la empresa) y
cambios en la clasificaciéon basados en el tamafio, la actividad o su ubicacién geogréfica.
Toda esta informacién genera variables auxiliares que pueden emplearse tanto para la
construccion del disefio muestral como para la construccién de estimadores. |

Supondremos ahora que disponemos de una o maés variables auxiliares en el marco
muestral. En los temas 3 a 6 del bloque “Produccién Estadistica Oficial: Principios
bésicos del ciclo de producciéon de operaciones estadisticas” del grupo de materias
comunes vimos que la informacién auxiliar se puede usar en la fase de disefio de
una encuesta para crear un disefio muestral que mejore la precisiéon del estimador de
Horvitz-Thompson a través de las probabilidades de inclusién de primer orden (por
ejemplo, con probabilidades proporcionales al tamafio). Otro ejemplo es el uso de la
informacién auxiliar para construir estratos en el muestreo estratificado.

En este tema la informacién auxiliar se usard en la fase de estimacién y servird para
reducir la varianza en comparacién con el estimador HT. La hipotesis basica para el
uso de variables auxiliares es que presentan correlacion con la variable de andlisis. Esta
correlacion se usa de forma ventajosa en el estimador lineal de regresién generalizado
(GREG, por sus siglas en inglés Generalised REGression).

ITema 14. Record linkage. Introduccién. Visién de conjunto de los métodos. Preparacién de los datos.
’https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736160707&menu=ultibDatos&idp=1254735576550
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4.3 Estimador en diferencias

Antes de presentar el estimador GREG, veamos primero el estimador en diferencias.
Por dos razones:

a. El estimador en diferencias es més sencillo mateméaticamente.

b. La comprension del estimador en diferencias simplifica la transicién al estimador
GREG.

Supondremos que disponemos de .J variables auxiliares, denotadas por 4, ..., zj,...,...
El valor de la j-ésima variable z para el k-ésimo elemento poblacional se denota por z ;.
Para el k-ésimo elemento definimos el vector x; = (21, . .., Zjk, - .., Zx)". La variable
de estudio y toma el valor y;, para el k-ésimo elemento.

Se supone que los valores y, . . ., yn son desconocidos e inaccesibles antes del muestreo,
mientras que xi, ..., Xy son conocidos. El pardmetro poblacional a estimar es el total
poblacional de y, Yy = >, . Y-

Una muestra s se obtiene a partir de U mediante el disefio muestral p(-) con probabilida-
des de inclusién 7, > 0y 7, > 0 para todo k, [ € U. Para cada k € s, observamos yy, y el
vector auxiliar asociado xy. El problema es estimar Y;; cuando hemos observado (v, Xx)
para los elementos k£ € s y cuando también conocemos x;, para k € U — s, el conjunto
de unidades no muestreadas.

La principal idea es el uso de la informacién auxiliar para formar un conjunto de N
valores y aproximados, denotados por Y, ..., y%, de forma que y} sea, por lo menos,
una buena aproximacion de y;, y preferiblemente un valor que se concentre alrededor
de Yk

El valor aproximado y} se obtiene como una combinacién lineal de los valores conocidos
Tiky -y Tjk

J
yg = Zijjk = Ath (41)

j=1
donde suponemos que A = (Aj,...,A;)" es un vector de coeficientes conocido. Més

adelante los coeficientes seran reemplazados por cantidades estimadas a partir de la
muestra. Obviamente, y} se puede calcular para todos los k € U, ya que los valores
son conocidos para toda la poblacién.

Cuando estudios previos o andlisis sugieren una relacion lineal aproximada para k =
1,...,N,

J
Yr = Z Ajxjp = A'xy, (4.2)

j=1

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.



4.3. Estimador en diferencias 4-4

con un vector de coeficientes A = (A;,...,A;)! conocido, es razonable elegir y; de
acuerdo con (4.1). La variable de estudio puede ser explicada en gran medida por las
variables auxiliares mediante la relacién lineal mostrada en (4.2), donde los A; son
conocidos.

El total poblacional a estimar puede ahora escribirse como

Yo=Y me=> W+ we—u) =D w+ > Dk (4.3)

keU keU keU keU keU

denotando Dy, = y; — yj, para k = 1, .., N. El total aproximado ), ;; yj, en la ecuacién
(4.3) es conocido, ya que los ¢Y, ..., % son conocidos, mientras que el total de las dife-
rencias, » wev Dk, es desconocido, ya que los y, . . ., yn son desconocidos.

Nuestro primer pensamiento es usar el estimador de Horvitz-Thompson para obtener
un estimador insesgado del término desconocido en (4.3), pues a priori cometeremos
menor error al estimar cantidades intrinsecamente pequefias que cantidades intrinseca-
mente grandes. El resultado es conocido como el estimador en diferencias:

Definiciéon 7

Se define el estimador en diferencias como

YPE=S "0+ Z (4.4)

keU kes

donde Dy = y;, — y2.

Sus propiedades se establecen de manera casi inmediata:

El estimador en diferencias }A/,Pif es insesgado para Yy = Y, ., ¥« Su varianza viene
dada por
Dy Dl
V(YR = Ay 4,
=22 Au oo (45)
keU leU
cuyo estimador insesgado es
o~ Dy Dy
V(YPr) A 46
kze; ; e (4.6)

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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Demostracion 9

Puesto que Yy = >, .y Ui + D _rer D ¥ €l estimador DHT Y ks f L es insesgado para
Dy = 3",.cy D, el resultado se sigue facilmente de las propiedades del estimador
de Horvitz-Thompson de un total poblacional.

Vemos en la férmula 4.5 de la varianza que, siguiendo la motivacion original para
construir el estimador en diferencias, éste funciona mejor cuando las diferencias Dj, son
cero o muy préximas a cero para todo k, es decir, cuando los valores aproximados )
son suficientemente buenos de forma que Dj, = y; — ¥ son pequefios.

Comentario 18. Bajo un disefio muestral de tamafio muestral fijo, la varianza 4.5 puede
escribirse mediante la expresién de Sen-Yates-Grundy como

V(?zlfjif) = —% Z Z Akl(Dk — Dl)2; 4.7)

keU leU

cuyo estimador insesgado alternativo es

V(P = Z > Au(Dy — Di)”. (4.8)

kEs les

Ejemplo 8. Si yy = x y Dy, = yx — xx, no es dificil ver que para el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento con tamafio muestral n = fN se cumple
1 Dif 2 1— f 2 SQ S
V(Y ) N T(SyU+ mU_2 ny)v
donde S? W y S2,; son las cuasivarianzas poblacionales de y y z, respectivamente y

Sey = 51 2orer @k — Zu)(Yr — Yu) es la cuasicovarianza poblacional. Si la correla-
xyU

s . ) .
cién poblacional r = S5 es alta, el estimador en diferencias a menudo conlleva
zURy

un gran reduccién de la varianza comparado con el estimador HT }A/[I]{T Tenemos
deff (?I}Dif)) (il R ( ZU) - 27”22—5. Por ejemplo, sir = 0,90 y S,v/Syv = 1,5,

V(YHT)

deff (VPif)) = 0,28, que es una reduccion considerable de la varianza.
U q

En general, bajo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y con Yy = xy, V(?UDif ) <
V(YHT) siysolosir > STU u

Una forma alternativa del estimador en diferencias es considerarlo como una posible

. . . CHT o D Y
mejora del estimador de Horvitz-Thompson Y = >, 9 = >_4c, . Supongamos
que los valores aproximados son combinaciones lineales de acuerdo con (4.1). Entonces

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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(4.4) puede escribirse como

J
e —HT
YRR =T+ A(Xy — Xy ), (4.9)
=1
—HT .
donde X;,, = > .., fj—: paraj = 1,...,J es el estimador HT del total de z;, X;

> kev Zjk- Es decir, el estimador en diferencias es igual al estimador HT més un término
independiente.

En la situacion ideal, cuando (4.2) se verifica exactamente, es decir, cuando y; = ¢l =
Z}]:1 Az, para k = 1,..., N, el término independiente cancelara el error en el es-
timador HT de forma que el estimador en diferencias estd completamente libre de

error. El error en el estimador HT es YT — v, = 3, . B — 3 hev Yk El término

—HT
independiente, cuando se verifica (4.2) de forma exacta, es ijl A Xy — Xy ) =
—(IZ kes o= — X pev Yr)- El error del estimador en diferencias VP — Yy es, por tanto,
nulo.

Comentario 19. El estimador en diferencias funciona bien cuando hay una relacién apro-
ximadamente lineal entre las variables y y z, y, muy importante, cuando los coeficientes
Ay, ..., Ay, se eligen de forma adecuada. Si estos coeficientes se escogen pobremente,
la varianza del estimador en diferencia puede ser considerablemente mayor que la
del estimador HT. Un método de computo de los coeficientes A; puede consultarse en
(Sarndal, Swensson y Wretman 1992, seccién 6.8). [ |

4.4 Introduccién al estimadorlineal de regresiéon generalizado (GREG)

Al igual que con el estimador en diferencias, supondremos que disponemos de .J va-

riables auxiliares, denotadas por z1,...,z;,...,...,z;. El valor de la j-ésima variable
x para el k-ésimo elemento poblacional se denota por xj;. Para el k-ésimo elemento
definimos el vector x;, = (z1x, ..., Zjk, ..., Zsx)". La variable de estudio y toma el valor

yi, para el k-ésimo elemento.

Se supone que los valores y, . . ., yn son desconocidos e inaccesibles antes del muestreo,
mientras que xi, ..., Xy son conocidos. El pardmetro poblacional a estimar es el total
poblacional de y, Yir = >, .1 Y-

Una muestra s se obtiene a partir de U mediante el disefio muestral p(-) con probabi-
lidades de inclusién 7, > 0y 7 > 0 para todo &, € U. Para cada k € s, observamos
yr y el vector auxiliar asociado xy. El problema es ahora también estimar Y;; cuando
hemos observado (y;, ) para los elementos k € s y cuando también conocemos x;
para k € U — s, el conjunto de unidades no muestreadas, pero no supondremos que
los coeficientes lineales A; son conocidos, sino que deben estimarse. La herramienta
estadistica que se empleard para estimar estos coeficientes es el andlisis de regresiéon

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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lineal. Cambiamos, por ello, ligeramente la notacién denotando tales coeficientes por
B, y su estimador por B;.

Definicién 8
Se define el estimador lineal de regresién generalizado EA/(?REG como
. o eks
YFREe = e 4.10
U 2{:1M7+-§£: Wk’ ( )
keU kes

donde
e j=x.Besla prediccién del valor y;, de acuerdo con el modelo de regresion
lineal con coeficientes estimados B = (By, ..., By)".

* ers = Yr — Yk son los residuos del modelo de regresion lineal.

* Bi,...,B;son las componentes del vector
N
t k
B=(By,...,B)) = E 5 E 5
O, T O, T
kes K kes K

Seguidamente justificaremos esta forma del estimador y el argumento subyacente para
construirlo. Obsérvese que la expresion (4.10) del estimador GREG es muy similar a la
expresion (4.4) del estimador en diferencias. Ambos estimadores pueden verse bajo el
mismo enfoque, solo que ahora los valores aproximados y; se sustituyen por valores
estimados de acuerdo con el modelo de regresion lineal.

La hipoétesis basica que se hace para construir el estimador GREG y esperar que sea més
eficiente que el estimador HT es la estructura de la poblacién finita en términos de las
variables y, 1, ..., ;. Suponemos que los valores y;, parecen haberse generado por un
modelo de regresion lineal £ con y como variable dependiente y x; como regresores.
Mas especificamente:

i. Los valores yi, ..., yn se suponen realizaciones de las variables aleatorias inde-
pendientes Y7, ..., Yy. A menudo, esto se llama un modelo de superpoblacién3 ;

ii. Be [Vi] = Y7, Bjay, para k € U;
ili. V¢ [Yy] =0}l parak eU;

donde E, y V. son la esperanza matematica y la varianza con respecto al modelo ¢
y B;, 05 son pardmetros del modelo. En lo que sigue no distinguiremos entre Y; e y;
siguiendo la costumbre al uso.

3Superpopulation model.

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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Es importante sefialar que el modelo ¢ introduce otro tipo de aleatoriedad diferente
a la introducida por la seleccién aleatoria de la muestra s. Este nueva aleatoriedad se
introduce por hipétesis y no tiene nada que ver con el mecanismo aleatorio de seleccién
de la muestra a través del disefio muestral.

Adviértase que el modelo es posiblemente heteroceddstico, por tanto, pudiendo expresar
algtn patrén en la varianza. Por ejemplo, podemos expresar que la varianza de y crece
con los valores de los regresores ;.

Ejemplo 9. Dos ejemplos de modelos de una tinica variable (regresién simple) son el
modelo de razén y el modelo de regresién simple:

{ Ve ] = o2y, (4.11a)

donde se asume que z;, > 0 para todo k € U;y

{ Sl =+ (4.11b)
Velywl =0

En ambos modelos se asume, aunque no se diga explicitamente, que y,...,yy son
independientes. u

Comentario 20. Estimacion asistida por modelos y dependiente de modelos.
Aunque posteriormente incluiremos comentarios méas detallados sobre el rol del modelo
de regresién en la construccion de estos estimadores, resefiamos ahora brevemente que
el modelo sirve, sobre todo, para describir la relacién entre las variables y y ;.

Se realiza la hipétesis de que los valores poblacionales y parecen realizaciones del
modelo, pero en realidad no se asume esta hipétesis para la inferencia, sino solo para la
computacion de los coeficientes de regresion.

Las propiedades bésicas del estimador GREG (insesgadez asintética, valides de las
férmulas para la varianza, etc.) no dependen de las hipétesis del modelo. Solo la
eficiencia del estimador dependera de la bondad de ajuste. Este tipo de estimacién en
poblaciones finitas, ain basada en el principio de aleatorizacién, se denomina estimacion
asistida por modelos en contraposicion a la estimacion dependiente de modelos, donde la
validez del modelo es crucial para la calidad de las estimaciones.

Justifiquemos ahora la forma de los coeficientes de regresion estimados B;. Para ello,
consideremos una hipotética enumeracién de todos los elementos de la poblacién k£ € U
(esto es, un censo). En este caso, el estimador minimo-cuadrético ponderado de los

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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|2poLL ojjel

|apoLU uojssalbal

X

Figura 4.1: Modelos de razén y regresion (4.11a) y (4.11b).

coeficientes de regresion 3 = (1, . . ., ;)" bajo el modelo ¢ vendrian dados por

-1
X X! X
B=(Bi....B) = (Z ) > (4122)
k

g
kes k

kes
= (x=X) 7' X2y, (4.12b)
donde
11 ... 1IN
e X =[x ... Xn] = AN es la matriz de regresores del modelo &.
Ty ---3TJN
* Y = (y1,...,yn)" es el vector de la variable independiente.
a% ... 0
e 3= e es la matriz de covarianzas.
0... 0]2\,

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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Decimos que B corresponde a un ajuste hipotético del modelo ¢ a toda la poblaciéon
(x%, yx) para todo k € U. Ahora bien, B, en nuestro contexto de estimacién en poblacio-
nes finitas, es en realidad un pardmetro poblacional de la poblacién finita U y, por tanto,
puede ser estimado a partir de los datos de la muestra s (como las medias poblaciones,
los cuantiles poblaciones, etc.). Para proceder a su estimacién, siguiendo las técnicas de
estimacion de problemas complejos (véase el tema 3), podemos escribir

B=T"'=f(T,t), (4.13)
donde
e T=XEX'=Y, 23
¢ t=XZTY =3 M

Un estimador para B vendra dado por B = f(THT tHT), por tanto

i§ == (Z?l...,z§J)t

Nl
— (T}}T) tHT (4.14a)
-1
XX, XY
- (Z ) > (4.14b)
OpTE OpTE
kes kes

que es la expresion utilizada en la Definiciéon 8 del GREG. Por tanto, B estima en una
poblacién finita U el pardmetro poblacional B, que, a su vez, estima los coeficientes 3
del modelo lineal de regresién subyacente £ de la superpoblacién.

Ejemplo 10. Una vez especificado un modelo, no es dificil construir un estimador GREG.
Tomemos como primer ejemplo el modelo de razén (4.11a). En este caso, se obtiene

y, por tanto,

R R }/HT
GREG __ YRat - X U
U —tu — AU

X

Esto es, se reduce al estimador de razén ya visto en el tema 3 por medios mas directos.

Como segundo ejemplo, consideremos el modelo de regresién simple (4.11b) con x;, =
(1,21)" y B = (By, B2)". En este caso se obtiene

~H& 75 ~Hij
Uy — Boxy

~ B,
B=| 5 |= (k=B (g —Tg )
B, Yhes — o —— |7

~H3§j
(zk—zU ])2
ZkES Tl

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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~Haj  yHT »Jia] XHT . ‘. .
donde y;;° = NHT Yy Ty = %ir denotan los estimadores de Hajek de las medias po-
U

blaciones de y y z, respectivamente. El estimador GREG bajo el modelo de regresiéon
simple esta dado, por tanto, por

YSREG _ [ B, (a;U — g;I;’)] .

Adviértase como estas derivaciones son validas para cualquier disefio muestral p(-) que
produce las probabilidades de inclusién de primer orden 7. |

Comentario 21. Deben hacerse varias observaciones en relacion con esta construccién
del estimador GREG:

kak

. . xpxt,
i. Se supone que las matrices ), VY hes - o7x, SONNO singulares, de modo que

0‘

sus inversas existen.

ii. Adviértase que B no es un estimador exactamente insesgado para B puesto que
la inversién de matrices no es una operacion lineal.

iii. B debe poder estimarse a partir de su expresion (4.14b), por lo que todas las
cantidades en esta formula deben conocerse. En particular, las varianzas o7 deben
satisfacer ciertos requisitos. Podemos requerir que sean todas conocidas o que
o? = v,0?, con vy conocidos y o2 desconocido (p.€j. xx, como en el GREG con
modelo de razén). A menudo, las varianzas se especifican como funciones de
pardmetros desconocidos que luego se anulan entre si en las expresiones finales.

iv. En la hipétesis de que todas las varianzas o} sean conocidas, la matriz ), ; X0
%k

podria calcularse de modo exacto, pero es preferible seguir usando la estimacién
Z kak
kes o2my

Comentario 22. El argumento anterior de construccién de un estimador GREG se
ha mostrado para un disefio muestral p(-) sin reemplazamiento. Puede repetirse el
mismo argumento empleando estimadores de Hansen-Hurvitz si el muestreo es con
reemplazamiento en lugar de sin reemplazamiento. u

Adviértase que si la relacion lineal y;, = Z'].le B — jx i, fuese perfecta para todo k € U,
entonces el segundo término del estimador GREG }_, %+ seria nulo y el estimador
GREG se reduciria a

Y GREG Z G

keU

La relacién lineal perfecta no es la tnica circunstancia en que se obtiene esta simplifica-
cién del estimador GREG, como se demuestra en el siguiente teorema.

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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Si existe un vector A € R’ tal que, para todo k € U, 62 = A'x;, entonces
que, p k

I

T
kes k

para todas las muestras s que tienen probabilidades de inclusién de primer orden
Tk

Demostracion 10

Utilizando las definiciones:

kes

=3
g
kes k

t ~
Cks — Y Xk — Y Y —
Por tanto, Ye, % = e, % — (D ) B = Ve, 2 = Ty, 2 = 0. n

Ejemplo 11. Ejemplos sencillos de estructuras de varianza que satisfacen la condicién
anterior son:

i. 0} = 0%y ay, = 1paratodo k € U.
ii. of o<z, paraalganj € {1,...,J} ytodok € U.
ili. o7 Z}']=1 ajz;, para todo k € U y constantes a;.

Muchas aplicaciones practicas del estimador GREG cumplen alguna de estas condicio-
nes.

Tema 4. El estimador lineal de regresién generalizado.
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4.5 Expresiones alternativas para el estimador lineal de regresion gene-
ralizado.

Al igual que sucedia con el estimador en diferencias, el estimador GREG (8) puede
reescribirse de formas alternativas. La Definicién (8) pone de manifiesto el mismo
argumento original usado para el estimador en diferencias, esto es, para estimar un
total poblacional asignamos un valor aproximado (en este caso estimado mediante un
modelo de regresion lineal) a cada elemento de la poblacién y utilizamos la muestra
para estimar el total del error cometido.

Damos ahora una segunda forma alternativa para el estimador GREG. Teniendo en
~ N J 5 1l
cuenta que i, = x;B = 35, B;xj;, podemos escribir

J J
N R 1 R
TG = S Byt Y (y— - aZBjxjk) -
Jj=1

keU j=1 kes
= VB (X - Xy ) (4.16)
j=1

Esta expresion es andloga a la expresion (4.9) para el estimador en diferencias. Pone de
manifiesto que el estimador GREG es una mejora sobre el estimador HT mediante un
término de ajuste, correlacionado negativamente con el estimador HT.

Ademas, esta forma muestra que para calcular el estimador GREG solo se necesitan
los totales poblacionales X;; de las variables z; y los valores individuales x;, para los
elementos de la muestra k € s. No se necesitan estos valores individuales para toda la
poblacién. Si x;, se recoge junto y;, en la encuesta y se obtienen los totales X de una
fuente alternativa fiable, el estimador GREG puede seguir utilizandose.

No obstante, adviértase que si los totales se toman de una fuente sin suficiente calidad
(por ejemplo, porque esté desactualizada o las definiciones de las variables auxiliares
x; no son idénticas), se corre un riesgo de introducir sesgos severos en el estimador
reduciendo notablemente la calidad de las estimaciones.

Damos a continuacién otras dos formas alternativas para el estimador GREG obte-
nidas mediante el uso de algebra matricial. Sean Xy = (Xyy,..., Xyp)' y XHT =

—~HT —-HT, L
(X1y ..., Xy )" Podemos entonces escribir

t ~

PoREC - 7T 4 (X, - RI)'B.

Sustituyendo B usando (4.14a), tenemos

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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. R - t ~ t <
R 5T (xR = L+ (x - T

kes k kes TkTk
~ t
== [1+ (XU—XIJT> T—lx—’;] e (4.18)
kes Tkl Tk
= Y a2 (4.19)
Uy
keEs

o\
donde gis = 1 + <XU - X,P}T> T~'% son los llamados pesos generalizados. Adviértase
k

que estos pesos dependen de la muestra. Esta expresion (4.19) pone de manifiesto la
linealidad del estimador GREG y muestra las diferencias con el estimador de Horvitz-
Thompson introduciendo los pesos gy.

Ejemplo 12. Retomando los modelos de razén (4.11a) y de regresién simple (4.11b)
pueden calcularse los pesos generalizados gxs obteniendo, respectivamente:

B PO 1 420
ks = N(I}IT + ,x\I[_JIéj ) ( . a)
N T N .
ks = T (P v 52% (xk _ gt 1)] , (4.20b)
U L T
donde .
a2 1 Z (z — Ty ])2
- NZI}IT kes Tk
[ |

La altima expresion alternativa es una variante de la propia Definicién (8) en la linea
de la argumentacién tomada prestada del estimador en diferencias. De acuerdo con
el modelo de superpoblacién, los valores predichos de la variable objetivo y en la
poblacién segtin el modelo ¢ cumplen y)) = x; By, por tanto, los residuos poblacionales
vienen dados por Ej = y; — y;. Sustituyendo en (4.19), obtenemos

0
SGREG Z ksYp + Grs B
YU == - .

m
kes k

Ahora bien,

GrsY)
>

kes

~ t t
-3 [1 + (XU - XEIT> T—IX—;”} kg

g T
kes k k
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= > u (4.21)

Por tanto,

~ E o
YO =3 "0+ i ’; . (4.22)

T
keU kes

Adviértase que esta expresiéon no es muy util computacionalmente, puesto que no
conocemos los valores yj, sin embargo, servird en la seccién siguiente para encontrar
expresiones para la varianza y su estimacion.

Ejemplo 13. La expresion ?UGREG = D _es Jks 2= NOS permite mostrar de manera inmediata
que el estimador GREG estd calibrado para las cantidades auxiliares X;:

gksﬂ = Xy,
Tk

kes

como esta implicito en (4.21). Esto conecta con un enfoque maés global de construir
estimadores empleando informacién auxiliar mediante la resolucién de determinados
problemas de optimizacion (véase p.ej. Sarndal 2007). De hecho, el estimador GREG
no es sino la solucién a un caso particular de estos problemas de optimizacién. La
calibracién de los pesos de muestreo para incorporar informacién auxiliar y reducir la
varianza de los estimadores es una préctica comtn hoy dia en las oficinas de estadistica.

|

4.6 Varianzay sus estimaciones

Como sucede con todos los estimadores, deben evaluarse su sesgo y varianza para
controlar la calidad de las estimaciones. Por tanto, dadas las diversas expresiones alter-
nativas del estimador GREG anteriores, ahora debemos encontrar expresiones para su
sesgo y su varianza, asi como la estimacién de esta.

Para ello recurriremos a las técnicas de linealizaciéon incluidas en el tema 3 de este
bloque. Veremos, por tanto, que el estimador GREG no es exactamente insesgado.

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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El estimador GREG YSREC, dado equivalentemente por

}/}UGREG _ Zy + Z Y — Ui (4.23a)
keU kes
— yHT (X _ 5(5”) B (4.23b)
= Yo (4.230)
kes
keU kes

o axt VL
o= (205 ()
puede aproximarse a primer orden mediante la linealizacién de Taylor mediante
YGREGO Z yk Z Yk — yk ) (424)
keU kes

El estimador linealizado }A/UGREGO es aproximadamente insesgado para el total pobla-
cional Yy, y tiene varianza dada por

% [}/}UGREG] ~V [}/}UGREGO} ZZ Ay Y — yk Y — y (4.25)

keU leU

que puede estimarse mediante

[ GREG] ZZA“ [gksykw—kyk} [glsyl;l/y\l} ‘ (4.26)

kes les
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Demostracion 11

Para aplicar la técnica de linealizacién de Taylor debemos primero expresar el

estimador GREG YSREC como una funcién de estimadores de Horvitz-Thompson de
totales poblacionales:

~ o\~
YGREG — yHT (XU _ XgT) B
~ e\ E s
= VT4 (Xp - XIT) T
= f(}/}l}_l’r?XZIT? T,T't\)’

donde T y t estdn definidos en (4.13). Calculando las derivadas parciales y evaluén-
dolas en (Y, Xy, T, t) se obtiene a primer orden del desarrollo de Taylor

J
O < TN = Yo+ (T ) = 3 BT - Xo)

= YT+ [X—}A(HT] B

= Y+ Zy’“ 3 (4.27)

keU kes

Entonces,

E [YGREG} ~E [ GREGO} Zyk i Z (g — 42

keU keU

La varianza se obtiene como la de cualquier otro estimador HT:

Y [YGREGO} _

Yk — yk]:ZZA Ye — ykyl y

kes keU leU

Para la estimacién de la varianza, sin embargo, no podemos proceder como con los
estimadores HT, pues llegariamos a la expresiéon

ZZA Yk — ykyl ?/l

kes les

en la que no conocemos los valores y?. Una primera opcion es estimar y{ mediante §
de modo que una primera expresion para la estimacion de la varianza seria

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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<)

[@?]REGO] _ Z Z Akl Ye — YY1 — yl‘ (4.28)

™ T
kes les k L

No obstante, si nos fijamos en la expresién exacta (4.23d) (sin aproximacién de

Y — Yy
T

Taylor), la varianza exacta vendria dada por V [Z kes Jks } a la que no podemos

aplicar los resultados usuales de los estimadores HT porque g¢i; depende de la
muestra. Sin embargo, si solo retenemos el primer término gis &~ 1 y estimamos y ~

Yk, obtenemos V [Z res O eg Apy Lille U= yl] pudiendo ahora estimar este expresion

Tk

como un estimador HT:

@ |:S/}UGREGOi| Z Z Akl Yk — U Y1 — yz.

kes les

Con este resultado podemos construir un intervalo de confianza de nivel de confianza
aproximado 100(1 — «) % dado por

~ ~ T~ 1/2
Y(EEREG +21 4 [V [YIS;REGH ’
donde Z1-a €s el cuantil de orden 1 — § de la distribucién normal estandarizada.

Ejemplo 14. Para el modelo de razén (4.11a) la estimacion de la varianza del estimador
de razén viene dada por

Nz
GREG| __ Rat| U Yk ykyk
7] 9] = () ST sl

kes les

Adviértase que esta expresion es vdlida para cualquier disefio muestral p(-). Para el caso
del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, esta expresion es

n n-—

~ [~ ~ T~ T 1 — 1 ~
s A O
Ls
kes

donde B = £ y f es la fraccién de muestreo. u

Comentario 23. En la demostracion del teorema anterior aparecen dos expresiones
alternativas ligeramente diferentes para la estimacién de la varianza. En un ntimero
de casos existe evidencia (Sdrndal, Swensson y Wretman 1992) de que es preferible
la expresién del enunciado. Debe advertirse, no obstante, que existen incluso més
alternativas que buscan la insesgadez con respecto al modelo £ y son consistentes
respecto al disefio muestral p(-).

Tema 4. El estimador lineal de regresion generalizado.
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4.7 El papel del modelo

El papel del modelo puede examinarse desde dos puntos de vista, (i) en relaciéon
con el sesgo, y (ii) en relaciéon con la varianza. Hemos visto que el estimador GREG
YSREG se comporta aproximadamente como la variable aleatoria linealizada Y;GREGO
bajo muestreo repetido de una poblacién con valores fijos en todas las variables. Como
EA/UGREGO es insesgado para Yy independientemente de la distribucion de valores en la
poblacién finita, se sigue que el estimador de regresién

{>GREG
U

es aproximadamente insesgado para Yy, independientemente de si las hip6tesis del
modelo ¢ son verdaderas o falsas.

Por otro lado, la idoneidad del modelo £ es fundamental para conseguir una varianza
pequeiia. Cuanto mds se ajuste la dispersion de la poblacién a un patrén lineal y;, = =B,
mds pequefios seran los residuos poblacionales Ej, = y; — B y menor serd la varianza
del estimador de regresion.

Cabe mencionar que las variables z utilizadas en el estimador de regresion tienen que
ser elegidas del conjunto de variables auxiliares disponibles. La cuestiéon fundamental
para la eficiencia del estimador de regresion es si un vector = con un total ), ;X
también es un vector explicativo de peso para la variable y.

No es necesario que el modelo sea 'verdadero’ en el sentido de que verdaderamente
describe la generacién de los valores y;, de la poblacién. Si los datos poblacionales estan
bien descritos por el modelo asumido, el estimador de regresién normalmente implicaré
una reduccién grande de la varianza comparado con el estimador HT. Si la poblacién no
estd bien descrita por el modelo, la mejora en relacién con el estimador HT sera pequefia,
pero el estimador GREG aun asi garantiza insesgadez aproximada. Por estas razones se
dice que el estimador GREG esté asistido por el modelo, pero no es dependiente del
modelo.

La estructura de la varianza del modelo (los parametros o7) también es importante, pero
es especialmente importante en la planificacion y disefio de la encuesta. Los valores o7
tienen (deben tener) un impacto notable en la eleccion del disefio muestral. De hecho,
es recomendable escoger el disefio muestral de modo que 7, o< 0.
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Muestreo Bifasico. Definicion. Eleccion de estimador. El estimador 7*.
Muestreo bifdsico para la estratificaciéon. Variables auxiliares para la
seleccion de la muestra en dos fases.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

5.1 Muestreo Bifasico. Definicion.

La teoria y los métodos de muestreo vistos hasta ahora en los temas del bloque “Pro-
duccién Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de produccién de operaciones
estadisticas” del grupo de materias comunes y en los cuatro primeros temas de “Pro-
duccion Estadistica Oficial: Métodos Avanzados”forman un conjunto de herramientas
basicas en el muestreo. Pero muchas encuestas necesitan técnicas mas avanzadas. En
este tema veremos el muestreo bifdsico, 0 muestreo seguido de submuestreo. Esta técni-
ca, propuesta originalmente por (Neyman 1938), se presentard de forma general, con
disefios muestrales arbitrarios en cada una de las dos fases. El muestreo bifésico es un
muestreo adecuado para las encuestas en las que se sabe poco o nada a priori sobre la
poblacién.

Existen métodos de estimacién muy eficientes que precisan mucha informacién auxiliar.
En muchas encuestas, sin embargo, no se dispone de este tipo de informacién. Por
ejemplo, el estimador combinado de razén de un total poblacional Y;; dado por

cRat § : Zh 1n5hy8h

keU Zh 1 sy, xsh

?
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es a menudo una mejora notable sobre la estrategia muestral directa compuesta por el
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y el estimador de Horvitz-Thompson.
Pero el estimador combinado de razén requiere que todos los elementos puedan ser es-
tratificados y que el total ) __,; z, sea conocido. En algunas encuestas, esta informacién
no estd disponible.

zeU

Cuando el marco contiene poca o ninguna informacién sobre los elementos de la
poblacién, hay dos opciones posibles:

i. Usar un disefio muestral muy sencillo como muestreo aleatorio simple sin reem-
plazamiento o muestreo monoetdpico combinado con el estimador de Horvitz-
Thompson. No obstante, solo puede conseguirse una precision aceptable en las
estimaciones mediante un tamafio muestral muy grande, que implica costes nor-
malmente prohibitivos.

ii. Reunir informacién sobre la poblacién, usarla para construir un nuevo marco mas
completo y entonces seleccionar una combinacién eficiente de disefio muestral
y estimador de regresiéon. Una muestra mds pequefia puede ser suficiente para
obtener la precision deseada. Sin embargo, el coste todavia puede ser grande.

Se puede identificar una tercera opcién. Es un compromiso entre las opciones anteriores
y cosiste en una seleccién de la muestra en dos fases, de la siguiente forma:

a. En la primera fase, seleccionar una muestra bastante grande de elementos s,
mediante un disefio muestral sencillo p,(-). Para los elementos de s,, recoger
informacién barata de una o mads variables auxiliares.

b. Con la ayuda de la informacién auxiliar recogida en la primera fase, seleccionar
una muestra en la segunda fase s a partir de s, usando el disefio muestral p(-|s,).
Este conjunto s es una submuestra.

Esta dltima técnica se llama muestreo bifdsico (0 a veces muestreo doble). Las extensiones
a mas de dos fases se llaman muestreo multifisico. Un punto muy importante para que
el muestreo bifdsico sea efectivo es la creacion de un marco con mucha informacién, no
para toda la poblacién (esto seria muy caro), sino para una parte de la poblacién de la
que se extraerd la submuestra.

Ejemplo 15. Frecuentemente, el muestreo en dos etapas se utiliza en los estudios de
silvicultura. Se dispone de fotografias aéreas y sistemdaticamente se distribuyen puntos
en las fotografias. Se estudian las dreas alrededor de los puntos de las fotografias y se
clasifican de acuerdo con el tipo de terreno: bosque, bosque improductivo, drea no de
bosque y agua. Entonces, se extrae una muestra de la primera etapa de puntos en la
reticula con una fraccién de muestreo mayor para los puntos de la reticula clasificados
como bosque que para los clasificados como no de bosque. Las areas de la muestra de
la primera etapa se examinan con mas cuidado para clasificarlas segtn el tamafio y la
densidad de los arboles. Luego, se extrae una submuestra de los puntos de la muestra
de la primera etapa y se realizan mediciones como uso del suelo, volumen y mortalidad;
el porcentaje de area de bosque de la muestra de la segunda etapa puede diferir un
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poco de la estimacion fotogréfica de la primera etapa y la estimacién pro proporciéon se
puede usar en la muestra de la segunda etapa para aumentar su precision.

Una razoén adicional para estudiar el muestreo bifésico es que esta teoria es 1til para
la estimacion en caso de falta de respuesta. En una encuesta con falta de respuesta,
la selecciéon de una muestra probabilistica se puede ver como la primera fase y los
informantes se pueden considerar como una subseleccién derivada del mecanismo
(aleatorio) que origina la respuesta/falta de respuesta. Por tanto, esta teorfa también
resulta interesante para tratar la falta de respuesta.

El muestreo en ocasiones sucesivas (del cual se verd parte en el tema 6 de este mismo
bloque) es una técnica que se basa en el muestreo en dos o més fases. El muestreo
de conglomerados con submuestreo es un caso particular del muestreo bifdsico. La
clase de disefios muestrales en dos etapas considerados en el tema 1 (muestreo bietdpi-
co) de este bloque se refiere a los disefios que verifican las condiciones de invarianza
e independencia definidas en el tema 1'. La teorfa para el muestreo bifasico que ve-
remos a continuacion proporciona un marco mds flexible para el muestreo en dos etapas.

Para ilustrarlo, supongamos que nuestro objetivo es obtener una muestra s en dos fases
de forma que s tenga un tamafio fijo a priori n. A partir de las N; PSUs, de tamafios
diversos, se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento s; de n; PSUs.
El ntimero de elementos incluidos en el conjunto de PSUs seleccionados es

N, => N

1EST

Aqui, N, variard de una muestra de primera fase a otra. Para el disefio de la segunda
fase, mantenemos la condicién de independencia, pero no la de invarianza. En una PSU
seleccionado, se selecciona una submuestra aleatoria simple sin reemplazamiento s; de
ns, elementos, donde n, es proporcional al tamafio N; de la PSU, es decir,

N;
Ng. =N

= (5.1)

El tamafio muestral total es n, pero como n,, depende del resultado de la primera fase,
ya no se verifica la propiedad de invarianza. El disefio es autoponderado en el sentido
de que la probabilidad de inclusién de un elemento

n;,n
N:N,,

T = TriTk|i =

es constante para todo k. Noétese, sin embargo, que depende del resultado del muestreo
de primera fase.

'En el muestreo bietapico, la invarianza de los disefios de segunda etapa p;(+|s;) quiere decir que,
para cadai € Uy y cada sy C Uy, se cumple p;(-|s;) = p;(+). La independencia de los disefios de segunda
etapa p;(-|s;) quiere decir que, para cada cada s; C Uy, se cumple P (Ui,e.sf si|51) = Hie‘” P (s;|sr)-
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5.2 Eleccion de estimador

El subindice a denotara la primera fase. La muestra de primera fase s, de tamafio
ns, se selecciona de acuerdo con un disefio muestral p,(-) de forma que p,(s,) es la
probabilidad de elegir s,. Las probabilidades de inclusion correspondientes se denotan

por

Tak = Z Da(54) 5.2)
sadk
y
Takl = Z pa(sa) (53)
sa k&l
parakyleU.

Dada la muestra en primera fase s,, la muestra de la segunda fase s, de tamafio n,,
se obtiene de acuerdo con el disefio p(-|s,) de forma que p(s|s,) es la probabilidad
condicional de elegir s. Las probabilidades de inclusion bajo este disefio se denotan
por

Tk|sq — Zp(5|3a) (5.4)
sk
y
Thl]sq = Zp(s\sa) (5.5)
s3k,l

parakyl € s,.

La siguiente tarea es encontrar un estimador insesgado para el total poblacional Y, =
> .cu Yk- Para simplificar la notacion en este tema, escribiremos Y para el total po-
blacional de la variable y en lugar de Y;;. Un candidato natural es el estimador de

Horvitz-Thompson
pam_ o b |
v I; g (5.6)

donde 7, es la probabilidad de inclusién del k-ésimo elemento. Obviamente, el estima-
dor (5.6) precisa el cdlculo de las probabilidades 7, pero esto no siempre es posible en
un muestreo bifdsico. Tenemos

Tk = Z p(s),

sk

donde p(s) es la probabilidad (conjuntamente en las dos fases) de seleccién de la muestra
s,

p(s) = Z Pa(8a)p(8]5a)-

Sa DS
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Por consiguiente,

T = Z Z Pa(54)p(5]54) = Z Z Pa(84)P(554)

sk SqaDs Ssadk 535}5
2 (5.7)
= Z pa<5a) [ Z p(s‘sa):| = Z pa(sa)ﬂ-lﬂsa
Sadk 5395;5 Sadk

Por tanto, para determinar 7, en la practica, debemos conocer las probabilidades p,(s,)
para cada s,, que normalmente conocemos, y también debemos conocer las 7, para
cada s,, que normalmente no conocemos, porque 7, puede depender del resultado
de la primera fase.

Ejemplo 16. Supongamos que en la primera fase obtenemos una muestra aleatoria simple
sin reemplazamiento de tamafio n,. Entonces

1
Pa(Sa) = )

Na

para cada s, de tamafio fijo n, (y p.(s.) = 0 en otro caso), y max = 3¢ para todo k € s,.
Mas atn, supongamos que, para cada k € s,, grabamos una variable auxiliar = que se
considera aproximadamente proporcional a la variable de estudio y.

Supongamos que la segunda fase se lleva a cabo con un muestreo de Poisson, de forma
que la probabilidad de inclusién condicional del elemento k es proporcional a z, es

decir,
Tk

Thls, = Nee——
|Sa Zkesa xk7

donde, por simplicidad, se asume que nx, < Y _. zj para todo k.

TESq

Claramente, p,(s,) es conocido para cada s,. Sin embargo, 7, depende de s, y, por
tanto, s6lo es conocido para la muestra de la primera fase s, realmente obtenida. En
consecuencia, la probabilidad de inclusién 7, necesaria para el estimador (5.6) no se
puede obtener. [

Este ejemplo demuestra que el estimador de Horvitz-Thompson no siempre se puede
usar en la practica. Como consecuencia, buscamos un estimador insesgado que use
ponderaciones de una forma més préctica. Para ello, sea } -, .. = el estimador HT de
Y = > cu Yk que podria ser obtenido si y; y 74, fuesen conocidos para cada k € s,.
Pero yy, se observa tinicamente si k € s. Asi, dada la muestra s,, ) _ ks, Z‘ji esta estimado
insesgadamente por el estimador HT condicional

=S (5.8)

kes 7rak:7Tk|sa

Yak

§ Tak

kes Tklsa
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Este estimador servird, ya que los 7, son conocidos para la muestra s, obtenido en la
primera fase. Si introducimos la cantidad

T = TakTh|s, (5.9)

y teniendo en cuenta que el peso asociado a yj, en el nuevo estimador (5.8) es -~ podemos
k

decir que (5.8) se obtienen mediante la “expansién 7*" de los valores y;, en la muestra de
la segunda fase. Denotemos el valor de y expandido por 7* mediante

Y = - -
71-k\sa 7Tak7rk|sa Uy

donde ° nos recuerda que se usa una expansién doble, una para cada fase. Llamaremos
a (5.8) el estimador HT* y lo denotaremos por Y!'''; en otras palabras

=3 =3 (5.11)

kes kes

donde 7 viene dado por la ecuacion (5.9).

Téngase en cuenta que YT no coincide en general con el estimador YT dado en la
ecuacion (5.6), ya que 7, # m;; (véase el Comentario 24 mds abajo), excepto en casos
raros. El estimador }A/(}IT se ve en la siguiente Seccién 5.3, y en la Seccion 5.4 se verdn
ejemplos de su uso en la préctica.

Comentario 24. Notese que hay sutiles diferencias entre las distintas probabilidades.
Por ejemplo, para k € s,,
]P)(]{? S S) Tk

]P(lf S 8|]€ S Sa) = m = 7T_k (512)

que, en general diferird de s, .

Aqui, s, es la probabilidad de incluir £ en la muestra de la segunda fase s bajo el
disefio particular usado cuando se obtuvo s, en la primera fase. Por contra, 7= es la
probabilidad condicional de seleccionar % en la segunda fase, dado que % estaba presente
en s,. Usando la ecuacién (5.12), concluimos que 7, y 7 no son en general iguales, ya
que
=Pk € s) =P(k € 5,)P(k € slk € s,)
™

k *
= Tak 7& Wakﬂ-ldsa = Tg.
Tak

5.3 El estimador 7* (HT?)

En esta seccién veremos las principales caracteristicas del estimador Y. Para eso
usaremos la siguiente notacion. Sea

Tt = TakiThi|s, (5.13)
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Aakl = Takl — TakTal (5-14)

Akl|sa = Tkllsq — Tk|saT|sq (5.15)

Estas expresiones nos ayudarén a escribir el error de la estimacion del total del estimador
7* dado por (5.11) como la suma de dos componentes,

Vi —y = I =) u)+ Zyk—zﬁ— (5.16)

ke Sa keU k€s k€saq

J S
-~

~~
Qsq R

donde @);, se puede denominar el error debido a la primera fase de muestreo y R; el
error debido a la segunda fase.

Recordamos que el estimador YT es insesgado dado s,, para la estimacion . 2

Tak

que se formaria si solo hubiese una fase en el muestreo. Esto implica que la componente
R, en (5.16) tiene un valor esperado nulo, condicionalmente en s,. Esta propiedad es
muy importante.

Ahora se puede obtener facilmente el siguiente resultado.

En el muestreo bifésico, el total poblacional Yy = ), yx se estima de forma
insesgada por el estimador HT*

pr Z Ly (5.17)

kEs
La varianza de Y™ viene dada por
YHT* Aa &ﬂ E A MM .
Z Z L + Iy, Z Z kllsa YEYL | 5 (5.18)
keU leU k€sy l€sq

donde g, = y’; y las cantidades A vienen dadas por las ecuaciones (5.14) y (5.15).
Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

* Aokl Yk e Akl|sa v :
HT ZZ P ZZ (5.19)

kes les kes les k”S“

Cada componente de (5.19) es insesgado para su equivalente en (5.18).

Demostracion 12. La demostracion del Teorema 12 es sencilla si recurrimos al mismo
resultado general de la teoria de probabilidad (véase p.ej. Grimmet y Stirzaker 2004,
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pég. 69) que en el tema 1 de este mismo bloque? . En este caso, es adecuado condicionar

sobre la muestra s, obtenida en la primera fase. Para el valor de la esperanza de Y},
tenemos

E(YT) = B, E(YHT s,

Es decir, el estimador HT* es insesgado. Volviendo a la varianza, tenemos
VYT =V, BV [50) + By, V(YT |s0),

que refleja la varianza debida a cada una de las dos fases de muestreo. Pero a partir de
la descomposicién (5.16)

VBV 50) = V,,(Q0) = Y03 A 2

T T
keU leU ok " al

EZMV(}/}(}{TW‘SG) Ep. V(Rs|sa) = (ZZAkllsaykyl>

k€sa l€sa
donde hemos usado propiedades conocidas del estimador HT.

La varianza sin condicionar (5.18) se sigue inmediatamente. Para el estimador de la
varianza usamos E(-) = E, E(-|s,), y obtenemos la primera componente,

s(Lytenn) g (Sydwns)

Tk T

kes les k€Esqy l€s, Takl Tak Tal
ZZ Ye Y1
= Aaklﬂ_ T
keU leU ak Tal

y, para la segunda componente,

(Z Z Ak‘”sa ?]k: l) = Epa(z Z Akl\sagak‘gal)

kes les kEsq l€sq

como se indica en el enunciado del teorema. [ |

Notese que la varianza (5.18) no se expresa de forma explicita sino como una valor
esperado del disefio de primera fase. Esto es necesario ya que Ay;, puede depender de
la muestra s, realmente obtenida. Afortunadamente, esto no causa ningtn problema en
la estimacién de la varianza. Vemos que el estimador de la varianza (5.19) esté indicado
de forma explicita, lo que hace posible los calculos directos.

2Sean X, Y variables aleatorias. Se cumplen:
* E[X]=Ey E[XY]].
e V[X]=Vy [E[X|Y]] +Ey [V[X|Y]].
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Comentario 25. El estimador de la varianza mostrado en la ecuacién (5.19) también se
puede escribir como una expresiéon compacta de un solo término

V) =D Ajduin, (5.20)
kes les
donde
Ay = T — T, (5.21)
y A
Ay=—2 (5.22)
Tkl

Es muy sencillo demostrar la ecuacién (5.20). Su simplicidad es de alguna forma enga-
fiosa. La varianza del estimador de la varianza puede resulta compleja en muchos casos
précticos. Se vera en el Ejemplo 19. |

Ejemplo 17. El muestreo bietdpico es, de hecho, un caso especial del muestreo bifésico.
Consideremos el disefio bietapico aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas eta-
pas (véase el tema 1 de este bloque).

Usando muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en cada etapa, se seleccionan
n; PSUs de N; en la primera etapa, y se submuestrean n,, de N;, siempre y cuando se
haya seleccionado la i-ésima PSU.

Asumimos que los tamafios n,, no son necesariamente fijos a priori, pero pueden
depender del conjunto de s; PSUs obtenido en la primera fase. Por ejemplo, los tamarios
muestrales n,, pueden venir determinados por la ecuaciéon (5.1). Sea f, = nsl Ly YHT

N,ys,. Por el Teorema 12, el estimador ?ZEIT viene ahora dado por

S5 * N =
yHT = LNyt (5.23)
nJViESI L
y su varianza por
L HT* f I [ 2 f sz
V<Y ) NI SYUI + Esrswor Z N s (524)
" 1EST
donde S3;, = 5= Yicr, (Yo — )0y 8%, = o1 Dkew; Yk — Ju,)? (véase el tema 1 de

este bloque). La segunda componente de la varianza viene dada de forma no explicita
como una esperanza con respecto a la seleccién aleatoria simple sin reemplazamiento
de la primera etapa. El estimador insesgado de la varianza es

Z N2 f % G2 (5.25)

Ysi?

* 1
YT = N7

nr
ZES[
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~ —~ 2
donde S = 2530, <Y§I|TZ — e Yics; Y&ID y SZ, = ﬁ > s, (U — ) (véase
el tema 1 de este mismo bloque). Las conclusiones (5.24) y (5.25) son vélidas de una
forma mads general que sus equivalentes en el muestreo bietdpico, ya que ahora se
permite fijar el tamafio muestral n,, convenientemente después de que se ha obtenido

la muestra de PSUs.

Si los tamarfios muestrales n, se fijan de acuerdo con una regla fija (como en el muestreo
bietdpico), entonces la ecuacion (5.25) confirma el estimador de la varianza proporcio-
nado por (1.16) en el tema 1 de este mismo bloque. |

5.4 Muestreo bifasico para la estratificacion

El muestreo estratificado es una técnica que nos permite reducir en gran medida la
varianza, siempre que los estratos estén bien construidos. Para obtener buenos estratos
es necesario disponer de variables de estratificacién correctas. Si no disponemos de
esta informacion desde el principio podemos usar el muestreo bifasico de la siguiente
manera.

Se selecciona una muestra grande en la primera fase y se estratifica con la ayuda de
caracteristicas auxiliares observadas, a bajo coste, para los elementos de esta muestra.
La segunda fase se lleva a cabo entonces con un muestreo estratificado, con un tamafio
muestral mds pequerio, y se observa la variable objetivo y para esta muestra estratificada
pequeiia. El procedimiento se denomina muestreo bifdsico para la estratificacién. Vedmoslo

a continuacién asumiendo que usamos el estimador Y.

El disefio bifasico se define de la siguiente forma:

1. En primera fase se selecciona una muestra grande s, de tamafio n,, de acuerdo
con un disefio dado p,(-). Para los elementos de s, se recoge informacién que
permita una estratificacion.

2a. Se usa la informacién para estratificar s, en H,, estratos denotados por s, h =
1,...,H,, conng, elementos en el estrato h. De esta forma

Hsa HSH,
Sq = U Sah Ng, = g N, -
h=1 h=1

2b. Del estrato h se selecciona una muestra s;, con s;, C s,5,, de tamanfio n;, de acuerdo
con el disefio pj(-|s,). El submuestreo se realiza de forma independiente en cada
estrato. Para la submuestra total s, la descomposicion es

H,, Hs,
s:Ush nszg Ng, -
h=1 h=1
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Comentario 26. Téngase en cuenta que los tamafios muestrales n, , y ns, son aleatorios.
u

Comentario 27. La interpretacion mas frecuente del procedimiento definido por (1),
(2a) y (2b) es la siguiente. Se concibe un conjunto de experimentos, cada uno de los
cuales consiste en la obtencion de una muestra en primera fase s, y, a continuacion, la
obtencién de una submuestra en la segunda fase, de acuerdo con los disefios muestrales
especificados en cada fase.

Cuando se obtiene s, en primera fase, también los estratos estdn dados correspondien-
temente de modo que cada vez que se obtiene s, en primera etapa, se emplea el mismo
disefio estratificado (con la misma estratificacién) en segunda etapa. Sin embargo, para
dos muestras en primera fase que no sean idénticas, las estratificaciones en segunda
etapa pueden ser diferentes. Asi pues, el nimero de estratos puede ser diferente. Es-
to se identifica en la notacién H, , un nimero que puede variar de una muestra s, a otra.

De forma ideal, los estratos se identifican mediante caracteristicas que no son costosas
de observar, pero que atin asi son factores de peso para la variable de estudio y. u

0s principales resultados para el estimador " para la estratificacién en segunda
L 1 Itad 1 estimador YT la estratif d
fase se resumen en el siguiente teorema.

En muestreo bifasico para la estratificacion, el estimador }A/}EIT para el total poblacio-
nal Y se puede escribir como

Hs,

P = P = % Z y’“. (5.26)

h=1 kESh

La varianza de es
Yak Y o
V strHT* Aa ak Yal E < A ) N :) 527
(Y7 ZZ klﬂkﬂl Pa ZZ Z kllsa YEYL |5 ( )
keU leU h=1 k€sup l€5an

donde g, = .

k

Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

Hs,

Z Z Akl ?Jak;?az Z Z Z Agyjs, - St (5.28)

Tkl|sq
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Cada componente de (5.27) es insesgado de su equivalente en (5.28).

Demostracion 13

Se sigue directamente del Teorema 12 al estratificar en la segunda etapa en H,,
estratos independientes. u

Las expresiones dadas por (5.27) y (5.28) son sencillas y compactas porque estdn enuncia-
das en términos generales. Cuando se aplican disefios especificos, las férmulas pueden,
sin embargo, volverse un poco largas, como se verd en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 18. Apliquemos el Teorema 13 especificando que el disefio de segunda fase sea
estratificado aleatorio simple sin reemplazamiento, mientras que el disefio de primera
fase se mantiene general. Por tanto,

Tklsq = il = fi Ppara k € san
Sah
y
fn para k =1¢€ sq,
Thilse = { Jo2=5  para k€ sap, | € Sap, k # 1, (5.29)

Nsan
’

Fufw para k€ Sep, L € sy, h# R

Del Teorema 13, el estimador Y™ es ahora

H.,
strHT Z nsahySh (530)
donde 1
< Yk
h ke Tak
Su varianza se puede escribir como
YstrHT Z Z A Yak Yai + E <Z n fh 52 > (532)
Tak Tal ba Sah ns ysah

keU leU

donde S;sa . s la varianza en el estrato / de los valores elevados gu, = ;’—kk, es decir,

1 o
S;sah = Z(yak - ysah)27
Ns,, =14 -
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> Jak
con ysah Zkesah n: :

ah

La segunda componente de la ecuacién (5.32), que contiene una forma estratificada
familiar, se debe dejar como una esperanza, ya que n,,, ns,, v Hs, pueden estar deter-
minados como una funcién de la muestra en primera fase s, verdaderamente obtenida.

El estimador insesgado de la varianza viene dado por

Ha,
strHT* Aart Y Y o 1= fn o

S 5.33
D D) DL e MRS

kEs les h=1

donde 7}; = TapTijs, cON x5, dado por (5.29) y

1 o

Sish = n _ 1 Z(yak - ysh)Q (534)
Sh

Sh

con g5, dado por (5.31). Téngase en cuenta que si U = s, con probabilidad uno (es decir,
si la poblacién entera es seleccionada en la fase uno), entonces (5.32) y (5.33) se reducen
a las formulas conocidas para el muestreo estratificado genérico. |

Ejemplo 19. Continuemos con el ejemplo anterior especificando que la primera fase
selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de n, elementos de una
poblacién de tamafio N, mientras que se emplea un disefio estratificado aleatorio simple
sin reemplazamiento en la segunda fase.

Sea f, = ¢ la fraccién de muestreo en primera fase, wa, = n‘”” el tamario relativo del
estrato h 'y fh = b la fraccién de muestreo de la segunda fase del estrato h.

El Teorema 13 nos lleva a las siguientes conclusiones. El estimador Y5™T" se puede

escribir
H.,

YT — > wands, = Ny (5.35)
h=1

Su varianza es

YSah
Ng,

Hs

~ . 1—f, a
V(YFHT) = N? nf S20 + Egrsuor (NQZ w2, 1= I g2 ) — Vit Ve (5.36)

a h=1

Aqui, S, y Sy, denotan la varianza de y en U y en s,. A partir de la ecuacién (5.33)
obtenemos los siguientes estimadores insesgados de las componentes de la varianza

Hsa HSa
Ng, _ ~
‘/1 = [Z wah 1 - 6h S,;Sh 1 Zwah(ysh - yU)2] (537)
"a h=1
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y
- A, 1 f
_ 2 2 2
Vo=N ;wah - S2,. (5.38)

2 .
donde S, esla varianza de y en s;, y

S ()

np | (ng—1)

Sumando las componentes (5.37) y (5.38) obtenemos, después de algunos célculos, el
estimador insesgado de la varianza

Ve = V4V,

H

X n,, —1 ng —1\ wanS; N(N —n,) ~

— NN—l Sah o Sh YSh a . _s = 2
| );<”a—1 N—1> np " ng — 1 th(yh vo)

Puesto que para calcular S, es necesario que n;, > 2, el disefio de la segunda fase tiene
que ser elegido teniendo en cuenta esto.

Cuando N es mucho més grande que n, y ";‘;’L _11 = W,p, podemos aproximar el lado
derecho de (5.39), lo que nos lleva a

Hsq 9 @2 9 Hsq
~ w5 S, N ~ ~
V(te) = N? E —anhySh + o Wan (Ts;, — U )?.
h=1 @ p=1

Aqui el primer término recuerda al estimador de la varianza usado en el muestreo
postestratificado. El segundo término afiade poco si el muestreo de la primera fase es
considerablemente mayor que la muestra de la segunda fase. |

Comentario 28. En el Ejemplo 19, los estratos se definieron después de examinar la
muestra de primera fase s,. Se permiten distintas estratificaciones para distintas mues-
tras s,. Una situacion algo diferente se presenta cuando los estratos se fijan una vez y
para todos, al nivel del total de la poblacién. Es decir, existen H estratos predetermi-
nados, Uy, ..., Uy, ..., Uy, que reflejan la subdivisién de la poblacién usando un criterio
dado, por ejemplo, un nimero fijo de grupos edad-sexo.

Estos estratos no estdn identificados antes del muestreo de la primera fase, pero cada
muestra s, puede estratificarse de acuerdo con el criterio predeterminado. Bajo estas
condiciones, consideremos las siguiente seleccién en dos fases.

a. Sea n,, el tamafio de la muestra aleatoria simple sin reemplazamiento s, seleccio-
nada en primera fase. Sea n,,, el nimero de elementos en s, que pertenecen al
estrato Uj,.
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b. La segunda fase se lleva a cabo mediante un disefio estratificado aleatorio simple
sin reemplazamiento. El tamafio n,, de la submuestra s;, obtenida a partir de
Sqn = Sq N Uy, viene determinada por

ny = UpNs,, O<ry, <1,

donde los v, son constantes fijadas a priori, h = 1, ..., H.

Ahora hay una probabilidad no nula de que uno o mas de los conjuntos s, esté vacio.
Si n,, es muy grande, sin embargo, este evento tiene una probabilidad despreciable.

Bajo esta hipotesis, obtenemos para el estimador }A/;trHT* (5.35) la varianza

H
S 1 — W, 52 1
V(YStrHT ) _ N2 fa SSU + N2 § M (_ — 1) (540)

nsa h=1 Ux Vhp

a

donde W), = & es el tamafio relativo del estrato Uy, y Syy, denota la varianza de y en
Uy. La ecuacion (5.39) atin es el estimador de varianza apropiado si P(n;, > 2) estd muy
cerca de la unidad para todo k. Estos resultados fueron obtenidos por Rao 1973. |

5.5 Variables auxiliares parala selecciéon de la muestra en dos fases.

El estimador }AQ}IT mostrado en la ecuacién (5.17) depende tinicamente de las pon-
deraciones de los elementos. Las probabilidades de inclusiéon del disefio muestral en
segunda fase puede depender de informacién recogida en la primera fase, pero las

variables auxiliares no aparecen en la férmula del estimador Y.

Consideramos ahora el uso explicito de variables auxiliares, en especial como parte de
estimadores en diferencia y estimadores GREG para muestreo bifédsico.

Los valores auxiliares pueden ser de dos tipos:

i. valores obtenido observando los elementos en la muestra de la primera fase s,, es
decir, valores que aparecen en el marco usado en la segunda fase;

ii. valores disponibles desde el principio para todos los N elementos de la poblacién
U, es decir, valores dados en el marco inicial.

Como ya hemos mencionado, una idea central en el muestreo bifdsico es que se puede
obtener la informacién auxiliar significativa del tipo (i). En muchas aplicaciones no hay
informacién relevante del tipo (ii).

Usemos la siguiente notacion:
a. Sea x; un vector de J valores auxiliares disponibles para todo £ € s,.

b. Sea x;;, el vector de J; valores auxiliares disponibles para todo % en la poblacién
U.
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Asumimos que x;, contiene valores de variables conocidas previamente para todo U, asi
como los valores de las variables conocidas tinicamente para k € s,.

En otras palabras, podemos escribir
t t \t
Xk = (Xlkvx%) )

donde x;;, es el vector de J; valores conocidos para todo U, si estdn disponibles, y x;,
es el vector de .J, = J — J; valores grabados por observacion (relativamente no costosa)
de elementos £ en la muestra de primera fase s, Ginicamente.

En los estimadores GREG que presentaremos, x;, sirve para obtener valores y predichos,
Y de s a s,, Y X1, Se usa para obtener predicciones ¥y, de s, a U. Las cantidades conoci-
das, predichas u observadas se resumen en la tabla 5.1.

Conjunto de Valores de vector Valores de variables Valores de variables
elementos auxiliares conocidos de estudio observadas de estudio predichas
Poblacion, U X1k - Yk

: _ t t \t T
Muestra primera  x; = (X, X5;) - Yk Y1k
fase, s,

— t t \t -~

Muestra segunda x;, = (x;,x5;) Yk Yk
fase, s

Tabla 5.1: Clasificacion de variables objetivo y auxiliares.

El objetivo de la incorporaciéon explicita de esta informacién auxiliar es mejorar el esti-
mador YT suponiendo que el disefio muestral de cada una de las dos fases es fijo. La
medida en la que se reduce la varianza por el uso de un estimador GREG dependerd de
(a) la capacidad predictora de x; sobre y, y (b) la capacidad predictora de x; sobre y. Se
pueden distinguir distintos casos.

El caso tipico de una encuesta que usa muestreo bifdsico es que x, es un predictor
potente de y, mientras que x; es un predictor débil de y. En la fase de planificacién, los
estadisticos usan su criterio para identificar variables = que tienen una alta probabilidad
de explicar bien y, y estas variables formaran el vector x;, y sus valores, Xy, se observan
para los elementos k € s,.

Cuando la primera fase consiste en una seleccién de una muestra y la segunda fase
corresponde a una subseleccién provocada por la falta de respuesta, también es impor-
tante distinguir dos categorias de variables auxiliares, x;;, y xa. El vector xy;, contiene
los valores de las variables incluidas en = que son conocidas o estdn disponibles para
todos los elementos de la muestra, tanto los que proporcionan los datos como los que
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no. S6lo los que responden proporcionan los valores de ;.

Los valores de x;;, son conocidos para toda la poblacién. Por razones que no comenta-
mos ahora (véase Sarndal, Swensson y Wretman 1992, cap. 15), es importante que x;, en
particular, pero preferiblemente también x; sean predictores potentes de y. Pueden ser
necesarios esfuerzos y costes para obtener los valores de x,;, pero su presencia mejora
la inferencia de forma significativa.

Cabe sefialar que ademds del muestreo bifdsico para la estratificacién visto en la Seccién
5.4, existen otros disefios como el muestreo bifasico de estimadores diferencia (véase
la seccién 9.6 del Sarndal, Swensson y Wretman 1992), que son un paso intermedio
a los estimadores de regresiéon en muestreo bifdsico (véase la seccién 9.7 del Sdrndal,
Swensson y Wretman 1992).
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Tema 6

Muestreo en dos ocasiones. Estimacion del total en cada ocasion. Esti-
macion del cambio absoluto. Estimacion de la suma de totales.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

6.1 Muestreo en dos ocasiones

En muchas encuestas la misma poblaciéon puede ser muestreada de forma repetida y
la misma variable de estudio medida en cada ocasién, de forma que se puede hacer
un seguimiento a lo largo del tiempo. Las encuestas repetidas nos permiten estudiar
tendencias o cambios en las caracteristicas de interés a lo largo de un periodo de tiempo.

Por ejemplo, en muchos paises, la Encuesta de Poblacion Activa! (EPA) se realiza men-
sual o trimestralmente para estimar el nimero de ocupados o la tasa de desempleo.
Otros ejemplos son las encuestas mensuales en las que se recogen los datos de los precios
de bienes para determinar el Indice de Precios de Consumo (IPC) 2 o las encuestas de
opinidn realizadas con cierta periodicidad para medir las preferencias de los votantes.
En el caso de encuestas repetidas se utilizan técnicas especiales.

En el tema 2 de este mismo bloque ya se aborda una primera aproximacién a la realiza-
cién de encuestas a lo largo del tiempo para conocer las caracteristicas de una poblacién

https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595

’https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607


https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607
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que evoluciona. Estos cambios en las caracteristicas de una poblacién a lo largo del
tiempo plantean cuestiones para el analisis. Por un lado, se necesitan estimar deter-
minadas caracteristicas de la poblaciéon de forma reiterada a lo largo del tiempo para
obtener estimaciones lo més recientes posibles. Pero también interesa conocer el cambio
que ha tenido lugar en la estimaciones a lo largo del tiempo: ;la tasa de desempleo ha
aumentado o disminuido desde la encuesta anterior? Este cambio se denomina cambio
neto y refleja los cambios tanto en las caracteristicas como en la composiciéon de la
poblacién.

Un anadlisis mds detallado implica conocer las componentes del cambio. ;Hasta qué
punto el cambio (o la ausencia de cambios) se debe a la dindmica de la poblacién, con
personas formando parte de la poblacién mediante los "nacimientos’ (por ejemplo, con
personas que cumplen los 16 afios o inmigrantes) y abandonando la poblacién a través
de las ‘'muertes’ (por ejemplo, personas que fallecen, emigran o se jubilan)? ;Hasta qué
punto el cambio se debe a cambios en los estados de los individuos de la poblacién?
Mas atn, jcémo funciona el cambio en casos en los que hay un cambio de estado? Por
ejemplo, suponiendo que no hay dindmicas poblacionales, si la tasa de desempleo sufre
un incremento neto del 1%, ;esto se debe a que un 1% de las personas previamente
empleadas perdieron su trabajo o a que, por ejemplo, un 10 % perdi6é su empleo y un
9% de estos desempleados encontraron trabajo?

La descomposicién del cambio neto en sus dos componentes lleva a medir el cambio
bruto. Mientras que el cambio neto se puede medir usando muestras separadas para las
dos ocasiones, medir el cambio bruto requiere medidas repetidas en la misma muestra
0, por lo menos, en una submuestra representativa.

Hay dos grandes clases de objetivos para las encuestas a lo largo del tiempo, como
se vio en el tema 2, que dan lugar a distintos enfoques en el disefio de encuestas. En
muchos casos, los objetivos se restringen a estimar los pardmetros poblacionales o
econdmicos en distintos instantes de tiempo, asi como los cambios netos, tendencias o
valores medios a lo largo de un periodo de tiempo. Ninguno de estos objetivos requiere
mediciones repetidas sobre la misma muestra. En particular, estos objetivos se pueden
alcanzar con muestras totalmente independientes en cada instante de tiempo y también
con muestras que se construyen para minimizar el solapamiento de la muestra a lo
largo del tiempo y la carga de respuesta al informante.

Algunos objetivos también se pueden alcanzar con disefios panel que incluyen a algu-
nos o a todos los miembros de la muestra en distintos instantes de tiempo. De hecho,
la precision de las estimaciones transversales y los cambios netos se pueden mejorar
usando un disefio muestral de panel rotante que cree algtin grado de solapamiento en
la muestra a lo largo del tiempo. Los disefios de panel rotante también se pueden usar
para eliminar los efectos telescépicos que ocurren cuando los informantes informan
erréneamente de un evento como si haya ocurrido en un intervalo de tiempo dado.
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Otros objetivos se centran en la estimacion del cambio bruto y en otras componentes de
cambio individual y en la agregacion de respuestas, por ejemplo, los gastos de indivi-
duos a lo largo del tiempo. Estos objetivos pueden satisfacerse solo con algunas formas
de encuestas panel que recogen datos de los mismos individuos para el periodo de inte-
rés. Asimismo, otros objetivos de las encuestas a lo largo del tiempo estdn relacionados
con la obtenci6n de estimaciones para poblaciones escasas® (es decir, un subconjunto de
la poblacién general que tiene una caracteristica escasa, muy poco frecuente). Uno de
esos objetivos es acumular una muestra de casos con esa caracteristica escasa a lo largo
del tiempo. Si la caracteristica es un evento, como divorciarse, entonces este objetivo
puede satisfacerse con cualquiera de los disefios. Sin embargo, si la caracteristica es
estable, como, por ejemplo, pertenecer a un determinado grupo étnico, la acumulacién
solo funciona cuando se incluyen nuevas muestras a lo largo del tiempo.

En cualquier caso, los analistas necesitan reconocer que las caracteristicas de una pobla-
cién escasa puede variar a lo largo del tiempo. Un objetivo distinto con una poblaciéon
escasa es la produccién de estimaciones para esa poblacién en distintos instantes de
tiempo. Si la caracteristica escasa es estable, se puede identificar una muestra de miem-
bros de esa poblacion en un instante de tiempo y luego volver a esa muestra de forma
reiterada en un disefio de panel.

Otra caracteristica de las encuestas repetidas es que, en general, una gran cantidad de
informacién que estéd disponible serd ttil para los disefios que se usardn en el futuro.
La idoneidad de varias caracteristicas del diseno muestral, como la adecuacion de las
variables de estratificacién y los limites de los estratos, el método de afijacion muestral
y el tamafio de las unidades en las distintas etapas de un disefio multietdpico pueden
estudiarse a lo largo del tiempo con vistas a mejorar la eficiencia estadistica. A menudo
la informacién necesaria para disefiar de forma eficiente una encuesta que se realiza
una tnica vez es muy limitada.

En el disefio de una encuesta repetida, habra que tener en cuenta circunstancias como
nacimientos, muertes o cambios en el tamafio. Los métodos de muestreo y de estima-
cién usados en las encuestas repetidas deberian incorporar estos cambios de una forma
estadisticamente eficiente, con tan pocas alteraciones en las operaciones estadisticas en
curso como sea posible.

Las encuestas repetidas miden los cambios en las caracteristicas de una poblacion deter-
minada con mayor precisién de lo que lo hacen una serie de muestras independientes de
tamafio comparable. Entre las ventajas de las encuestas repetidas nos encontramos:

i. Reduce la varianza muestral para las estimaciones de cambio, es decir, Y5 — Y},

donde }Afl es una estimacion del total en el instante 1 e }7’2 es una estimacion del
total en el instante 2.

3Rare population, en inglés.
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ii. Se puede usar para obtener informacién sobre el comportamiento de las unidades
estadisticas a lo largo del tiempo.

iii. Puede reducir el error de respuesta (ya que los informantes tienen un mejor
conocimiento del cuestionario).

iv. Puede reducir el coste a lo largo del tiempo (desarrollo del cuestionario, progra-
macion, formacién del personal, etc.).

Aunque este tipo de muestreo también presenta algunos inconvenientes:
i. Su estimacidn, tratamiento de la falta de respuesta, etc., es mas complejo.
ii. Requiere un presupuesto que garantice que la encuesta se mantendra en el tiempo.

iii. Es mas dificil mantener la acuracidad a lo largo de periodos muy largo de tiempo
debido a los cambios que tienen lugar en la poblacién.

iv. Puede aumentar el error de respuesta. Por ejemplo, el conocimiento de los infor-
mantes sobre el cuestionario puede dar lugar a respuestas incorrectas con el fin de
responder con mas rapidez al cuestionario.

v. Puede dar lugar a una falta de respuesta mas alta a largo plazo, debido al cansancio
del informante.

vi. Su organizacion es mds compleja que la de una tinica encuesta puntual.

vii. Puede dar lugar a un comportamiento inducido por la encuesta. Por ejemplo,
un informante al que siempre se le pregunta sobre sus visitas al médico puede
empezar a visitar al médico como consecuencia de la encuesta.

viii. Puede ser dificil definir algunos conceptos. Por ejemplo, la composiciéon del hogar
puede cambiar a lo largo del tiempo, por tanto, ;como se define un hogar en una
encuesta repetida?

ix. Sila muestra inicial seleccionada es ‘'mala’, la oficina estadistica tiene que seguir
con esa muestra.

En este tema veremos el muestreo en dos ocasiones. Un punto clave es cudntos elementos
muestreados en una ocasion anterior deberian mantenerse en la muestra seleccionada
en la ocasion actual. La ‘proporcién de emparejamiento’ 6ptima depende del pardmetro
a estimar. El problema de emparejamiento® ha sido estudiado por varios autores, siendo
Patterson 1950 una de las primeras referencias.

En este tema veremos como trabajar en casos de disefios muestrales generales. Con-
sideramos el muestreo en dos ocasiones de una poblacién finita U = {1,....k, ..., N}
asumiendo que estd compuesta por los mismos elementos en dos ocasiones distintas®.

*Matching proportion, en inglés.

>Matching problem, en inglés.

®Realmente es muy dificil que los elementos sean exactamente los mismos en dos ocasiones sucesivas
debido a las altas y bajas que se producen en todas las poblaciones de manera continua. Pero asumiremos
que las diferencias existentes entre las dos ocasiones son despreciables
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La variable de estudio, por ejemplo, la tasa de desempleo o el ingreso bruto de los
hogares, se estudia en casa ocasion, pero no necesariamente para los mismos elemen-
tos. La variable de estudio se denotara por z en la primera ocasioén y por y en la segunda.

En la primera ocasién, una muestra s, se selecciona mediante un disefio muestral p,(-)
y se mide la variable z para todos los elementos en s,. Las probabilidades de inclusién
asociadas con este disefio se denotan por 7, y Tk Denotamos A gy = Tap — TarTar- El
estimador de Horvitz-Thompson

2k

?I}T(Sa) = —

T
k€sq ak

se usa como estimador del total Zy; = ), ., 2. La muestra s, seleccionada en la primera
ocasion tiene una muestra complementaria, s& = U — s,. La muestra complementaria no
es encuestada en la primera ocasidn, pero necesitamos las probabilidades de inclusiéon
de la muestra complementaria resultante del disefio p,(-). Denotaremos por ¢, la
probabilidad de que % es un elemento de s;, y por 75, la probabilidad de que tanto &
como ! sean elementos de s¢. Denotaremos A¢,, = ¢, — w5, m¢,. Por tanto,

wo, =1 — T
Top = 1 — Tap — Tar + Tap

Agkl = Aup

El disefio muestral que se deberia usar en la segunda ocasién, en el caso de encuestas
que no se repetiran, depende de varios factores, como los pardmetros a estimar, la dis-
ponibilidad de informacién auxiliar, el coste y consideraciones de medida (recogida de
datos) y otros. Cuando la misma variable de estudio se observa en encuestas repetidas,
el interés normalmente recae en estimar tanto pardmetros de nivel como pardmetros de
cambio. Un gran niimero de pardmetros de interés son de la forma

Ty = ¢Zy + Yy

donde Zy = >, .1y %k, YU = D ey Uk Y @ Y ¥ son constantes.

Por ejemplo:
a. ¢ = 0,9 = limplica Ty = Yy, el total actual, que es un pardmetro de nivel;

b. ¢ = —1,¢ = limplica Ty = Yy — Zy, el cambio absoluto;

— L1 =1 i = Yu-Zy ' 0
C. ¢ =—5-,¢ =4 implica Ty = =1, el cambio relativo; y

d. ¢ = 1,9 = 1limplica Ty = Yy + Zy, que es la suma de los totales a lo largo de las
dos ocasiones para la caracteristica bajo estudio.

Al elegir un disefio para la segunda ocasion, tenemos més informacién que en la prime-
ra: para cada k € s, conocemos el valor z;. Para el nuevo disefio podemos no considerar
ningtn solapamiento, considerar solapamiento total o considerar solapamiento parcial
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con la primera muestra s,. Como se ve en este tema, distintos pardmetros tienen distin-
tos disefios muestrales 6ptimos en la segunda ocasion.

Estéd bastante claro que hay casos en los que la informacién de la primera ocasién se
puede usar para mejorar la estimacion. Por tanto, optamos por el solapamiento parcial.
En la segunda ocasidn, se seleccionan dos muestras independientes, una muestra apareja-
da” y una muestra no aparejada®. La muestra aparejada, denotada por s,,, se selecciona de
s, mediante el disefio p,,(:|s,). La muestra no aparejada, denotada por s,, se selecciona
de s; mediante el disefo p,(-|s) y es independiente de s,,,.

Las cantidades s, , This, ¥ Dkifsa = Thifsa — Th|saTl|s, €StAN asociadas con pp,(+[sq) ¥ Trjse,
Trllse Y Drijse = Trijse — Trjse Tijse 0N las cantidades analogas para p,(-|s¢). La variable y
se observa para todos los elementos en s, y s,. La muestra total en la segunda ocasién
es por tanto s = s,, U sy

Ejemplo 20. Este ejemplo se ha extraido de (Hidiroglou y Lavallée 2009) (véase también
Pfefferman y Rao 2009). Un problema bastante importante en los marcos de las encues-
tas economicas es el de la sobrecobertura causada por las unidades muertas °. Veamos
cémo el muestreo en dos ocasiones puede servir para resolver este problema de las
unidades muertas.

Las unidades muertas en una muestra son representativas del total de unidades mues-
tras en el marco de empresas. Estas unidades se mantienen en el marco y son tratadas
como ceros en la muestra. Si tuviésemos fuentes que nos permitiesen identificar las
unidades muestras, ;como las usamos? Usaremos el muestreo en dos ocasiones para un
tnico estrato para mostrar como se puede usar durante la estimacion.

En la encuesta de la ocasion 1, se obtiene una muestra s; de tamafio n; mediante mues-
treo aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de una poblaciéon U; de tamafio
Ni. En la segunda ocasién, la poblacién U, consistird de todas las unidades de U, asi
como de un conjunto U, '° de altas de tamafio N, que han tenido lugar entre las dos
ocasiones. Supongamos que un subconjunto de U; ha muerto entre la creacién de U; y
la recogida de datos de s;. Este subconjunto denotado por U; consiste en N; unidades
muertas que son desconocidas. Supongamos que una nueva fuente identifica A, de
las N; unidades muertas desconocidas, donde A; < N;. Durante la recogida de datos
de s; también se observan n, muertes en la muestra s; y a, (ag < nq) de estas muertes

’Matched sample, en inglés.

8Unmatched sample, en inglés.

Se denominan unidades muertas del inglés dead units a aquellas unidades que ya no realizan
actividades econémicas pero que siguen figurando en los registros administrativos que se usan como
fuente de los marcos de unidades econémicas. Estas unidades siguen figurando en los registros ya que no
realizan las gestiones oportunas para darse de baja en los mismos o por el tiempo que transcurre desde
que se dan de baja en el registro administrativo y esa informacién es recibida en los INEs. En espafiol se
denominan bajas. En este ejemplo usaremos muertes y bajas indistintamente.

10E] subindice b viene del inglés birth, que podemos traducir como alta.
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6.2. Estimacién del total en cada ocasion 6-7

también son identificadas a través de la fuente administrativa. La muestra s; se amplia
con una muestra s, de tamafio n, = f;/V,, donde f; = ]T\L/—ll, seleccionada usando muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de U,. Si todas las muertes se mantienen
en la muestra, entonces la muestra resultante consiste en n, = n; + n, unidades, de las
cuales n, se sabe que estdn muertas.

Supongamos que el parametro de interés es el total poblacional Yy, = >, .., yx- Un

estimador insesgado de Y; vienen dado por ?IET = ]X—ll > kesy Yks donde sy = s; Us,. Cabe
sefialar que al menos n,; unidades estdin muertas en la muestra (porque algunas mas
muertes han tenido lugar durante la recogida de los datos de la segunda ocasién). Un
estimador mds eficiente para el total Yy, viene dado por el estimador postestratificado

Y[};S Jéng YHT donde ]VLI?QT =N L(ny — ag +m) y Ny = Ny — Aq + Nj. Este estimador es
un estlmador de razén y, por tanto, es aproximadamente insesgado. |

6.2 Estimacion del total en cada ocasion

6.2.1 Estimador del total actual

En muchos casos, hay una buena razén para asumir que y, estd bien aproximado por
y) = Kz, donde K es una constante conocida. El valor de K puede venir sugerida
por un estudio anterior o por teoria sobre la cuestion bajo anélisis. Usando la primera
muestra s,, la muestra aparejada s,, y las diferencias Dy = y;, — y?, podemos construir
un estimador diferencia insesgado del total actual, Y;, concretamente,

Y = Y2(s4) + To(sm), (6.1)
donde

V(s,) = Zyk A(sm):Z&

TakT '
k€sq k€sm akk|sa

Un segundo estimador del total actual se puede obtener de la muestra no aparejada,

concretamente,
T =T (s) =% L 6.2
U 7 (Su) T T (6.2)
kESu a @

Es facil ver que tanto ?él) como 17(52) son insesgados para el total actual. Mediante una
combinacién lineal obtenemos el nuevo estimador insesgado

}/}U = wl?L(, ) + ’LUQYé ), (63)

donde w; y wy son ponderaciones constantes no negativas a determinar y tales w; +wy =
1.

Llamaremos a Yy un estimador compuesto; combina el estimador de la muestra aparejada
con el estimador de la muestra no aparejada. La elecciéon 6ptima de w; = 1 — w; serd

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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considerada més adelante.

En primer lugar, veamos el siguiente resultado, en el que denotamos V; = V (?él)),

v=v(IP)yc=c (705",

La varianza del estimador compuesto (6.3) viene dada por

V(T,) = wiVi + w3V + 2wyuwsC, (6.4)
donde ’
Y Y Dy, l
Vi= A E( Apijs 6.5
1 l;] gl; ! Tak Tal i Igs: lezs: Hlse TakTk|sq TalTl|sq ) ( )
Yk Y1 Yk Yi
A Ea A s¢ 66
I;J ; e Tak Tal (,;Sc lezs; il Tk Tk|sc ﬂgﬂrusg) (6.6)
g Y Y
= =3 > A 6.7)
keU Tak Tay

Aqui, la esperanza E, en las ecuaciones (6.5) y (6.6) estd tomada con respecto al
disefio muestral p,(-).

Demostracion 14

Se siguede V(X) =V (E (X]Y)) + E(V(X[Y)) y las propiedades elementales de la
varianza.

Ejemplo 21. Las expresiones en el Teorema 14 toman formas sencillas cuando se usa
el muestreo aleatorio simple. Suponemos que s, es una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento de tamarfio n de U, lo que significa que s es una muestra aleatoria
simple sin reemplazamiento de tamafio N — n de U. Sea f = . Ademads, asumimos
que s,, es una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamafio m = pn de s, y
que s, es una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamafio u =n —m =
(1 — p)n =vn de s;. Aqui, la cantidad p« = 1 — v se llama la proporcién de emparejamiento.
Luego

A~

= Nyo + ND,,, = N[y, + K(z;, — Z:,,)], (6.8)
mientras que
v\» = Ny, (6.9)

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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Se sigue facilmente que

1—f 1—p
‘/i = N2 ( - S;U + M—nSIZ)U) s (610&)
1
v, = nelzvt %, (6.10b)
vn
C = —N’S%. (6.10¢)

La proporcién de emparejamiento y el 6ptimo valor de K se determinardn maés tarde.
|

Determinemos ahora w; = 1 — wy y K en el estimador compuesto (6.3) de forma que se
minimice la varianza. Obtenemos

V(?U) = wiV) + wiVa + 2w w,C

Vo -C ViV = C?

=Vi+V,—=2C SR L VAL B

Wit Ve =20{w = gy =5 + v a0 (6.11)
Vivs — C? >

RS (Y,

yaque Vi +V, =20 =V (?[51) — Aé”) > 0. La igualdad se verifica si y s6lo si

Vo —C
_q1_ - 2= 6.12
La minima varianza ViV — 2
v, (37 ) _ Tt 6.13
)T Vit -2C o1

es una funcién estrictamente creciente de V; y V; es la tinica componente de (6.13) que
depende de K.

Minimizar (6.13) es equivalente a encontrar el valor de K que minimiza V;. Sean

Vil (s,,) = e T () = i ZMM(s) = Y =2
v (8m) 2 T, v (Sm) k;ﬂ Tk T, Yy Zy (5) gﬁ:ﬂ _—
Entonces }Afél) se puede escribir
T = Vi (s) + K (VT (50) = 2 (5m) ) (6.14)

y una expresion alternativa para su varianza es

V(T) = VT (s0) + KV(ZT(s0) = ZiM () + 2KC(TE (50), 2T (50) = 28T ()

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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= V(?(}{T(Sm)) + KQEGV(Z\ET(Sm)‘sa) - 2KE,C <?[§{T(Sm), Z\ET(‘Sm)‘Sa>
E,C (Vi (s0), 2T (5m)50) }2
E.V (25T(sm){sa>

= V(THT(s,,)) + EV (ZgT(sm)\sa> {K .

EoCE (5m), ZH (5m)l50)]

- A (6.15)
]EaV(ZgT(sm)‘sa)
{HT . [Eac(?gn(srn%Z\IPJIT(Sm”Sa)P _ (W
> V(YT (s,)) BTG (o) = Vyin (YU ) (6.16)

Aqui los operadores V' y C estdn asociados a p,,,(+|s,) y la esperanza E, estd asociada a
Pa(-)-
La igualdad se verifica si y s6lo si

o _ BCE ™ (5m). ZH (5m)]50)
E,V(ZH (s1]54))

= Kop. (6.17)
Esta expresion es compleja en general, pero, en casos especiales, se puede evaluar con
facilidad, como en el Ejemplo 22.

Ejemplo 22. Volvamos al Ejemplo 21. Sea el coeficiente de correlacion entre y y z en la
poblacién U

r=TU = Syzu .
v SyUSzU
Entonces g
Koy =122 (6.18)
SzU
y con K = K,,, la ecuacioén (6.10a) se convierte en
2 SjU 2 2
Vi=N %[(1—7“ )+ u(r® = f)] (6.19)
Ademas, ,
S 1—
Vy = NQLUM (6.20)
un v
y
S,
C=—-N*"=(—pf) (6.21)
n

La varianza minima dada por (6.13) puede, después de algunos cdlculos, escribirse
como

Vo = Vo (Br) = 22 (L= 6.22
min — mzn( U)_ n 1—V2T2 f . ( )
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Es sencillo en este caso obtener la proporcién de emparejamiento 6ptima p = 1 — v.
Diferenciando V,,;, con respecto a v e igualando a cero, obtenemos las siguientes
proporciones optimas:

1
Vopt = i 6.23
" 1) (6.23)
y -
1—17%)2
e = — =TS (624)
1+ (1—1r?)2
Si V,,: denota el valor de V,,,;,, cuando v = v,,;, tenemos
-~ S? 1 — v,
2~ yU opt
Vi = V() = N*22 (1 - f) (6.25)
52 52 )
_N2LU( 1 —f>—N2 w |1+ (=17 —f]. (6.26)
n \ 2Vopt n 2

Como es natural, queremos conocer si el emparejamiento produce una ganancia en
precision. Si no hay emparejamiento y el estimador de Horvitz-Thompson se usa para
el total actual, la varianza es

~ S2
V:srswor = V(Y(}_IT) = NQ%U(]- - f)

suponiendo una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de n sobre .

La reduccién relativa de la varianza debida al emparejamiento (que es una medida de
la ganancia en precision) viene expresada por

1 1
L) ()

‘/srswor 11— f 1- f

La tabla 6.1 muestra esta reduccion relativa de la varianza, asi como la proporcién
optima de emparejamiento, para valores seleccionados de r* y de f = %. Para los
valores de r? en la tabla 6.1 la proporcion 6ptima de emparejamiento nunca excede
aproximadamente un 40 % y decrece significativamente para valores de 7 cercanos a la
unidad. Para fracciones muestrales f del 10 % o menos, la reduccién en la varianza se
queda aproximadamente en un rango entre 15 % y 50 %. Para valores mayores de f, la
reduccién puede ser mucho mayor. |

Comentario 29. Es interesante mencionar (pero dificil de verificar) que una derivacién
alternativa del estimador 6ptimo del total actual se obtiene mediante el siguiente
argumento. Empezamos con una combinacién lineal de cuatro estimadores insesgados
de los totales poblacionales,

Yo = aZi(s2) + BZHE (sm) + 1YET (5) + 0V (s,) (6.27)
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100 {1 - V”pt ] para f =

Proporcion 6ptima

r? de emparejamiento, % 04 0,2 0,1 001 0

0,5 41 24 18 16 15 15
0,6 39 31 23 20 19 18
0,7 35 38 28 25 23 23
0,8 31 46 35 31 28 28
0,9 24 57 43 38 35 34
0,95 18 65 49 43 39 39
0,99 9 75 56 50 45 45
0,999 3 81 61 54 49 48

Tabla 6.1: Reduccién relativa de la varianza debido al emparejamiento y proporciéon
Optima de emparejamiento para determinados valores de r? y de f = %

donde ¢, 3, v y ¢ son constantes a determinar. Si el estimador (6.27) tiene que ser

insesgado para el total actual Y;; debemos tener f = —ay d = 1 — v, es decir,
Yo = a(Zi(sa) = Zi" (sm)) + 7 (V5 (5m) = Y§ (1)) + Vi (s0)- (6.28)

V(T _ oy V@) _

El siguiente paso es calcular la varianza V( v) vy las ecuaciones
da ok}

conducen a los valores 6ptimos
EoC(TH (50), 25 (5m)]0)
EoV(ZH (51)]54)

(6.29)

Qopt = TYopt

V(YT (s,)) — COYHT(s4), YT (55))

[Eau?gwsmngwsm)

(6.30)

Yopt =

]

VT (300) — YT (54)) —

E,V (EET (sm)|sa

donde

YHT (50) Z Yk YHT yk

T
kesa K kese Tak

En caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento tenemos

Syu H
%1—1/27“2 Y opt = 1 — 22’

aopt =T

Sino se puede especificar un buen valor de K a priori en el estimador diferencia en la
ecuacion (6.1), se puede usar en su lugar. Supongamos que el modelo

E¢(yr) = a + Bz
V&(yk) =0

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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para k € U es una buena descripcién de la relacién entre y y 2.

A partir de la muestra coincidente construimos el estimador de regresiéon

Vie = Y (s) + ANG (50) = Ni () + B(ZH" (s0) = Zi/" (5m) (6.31)
donde
. 1 = 1 ~ ~
NHT W) = NHT m) = - A= ~S _ BNS
v (8 ) kezs 7'l'al<:7 v (S ) kezs 7Tak7Tk:|sa’ Yo Fom
Y (2e=Zsy ) Wk —Tsm)
B\ . Zk’GSm : 7::;7‘(;3{2& o
- (’zk—gsnl)2
Zkesm TakTk|sq
con R R
ZHT m YHT m
5, = “U (8m) e . = U (s )
N (sm) N (sm)

Y1, es aproximadamente insesgado para Yy y su varianza aproximada viene dada

por

AV =33 AL 1R, {Z > A, L } , (6.32)

keU 1eU Tak Mal k€sq lE€sq TakTk|sq TalTl|sq

donde ~ )

Be—th— o — Bolos—50), o = 0050 o 20 (s5a)

N (sa) NHT(s,)
’ S (k=250 )Yk —Fsa)
B — kesa Tak

Sa

3 (21—254)°
kE€sq Tak

La muestra no aparejada se utiliza como antes. Es decir, mantenemos el estimador
insesgado Yy, = Y}(s,) dado por (6.2). La combinacién lineal de Y3, y Yy, conduce
a

Y, =w Yy, + wZYUza (633)

donde w; + wy = 1.

Este nuevo estimador es aproximadamente insesgado con varianza aproximada

AV (Y,) = w? AV} 4+ wiVy + 2w wa AC (6.34)
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donde las expresiones de AV}, V5 = V(Yy,) y AC = AC (Yy,, Yy,) = C vienen dadas por
las ecuaciones (6.32), (6.6) y (6.7), respectivamente.

Una derivacién andloga a (6.11) muestra que la varianza aproximada en (6.34) esta
minimizada por

Vo — AC
=1 = .
o 2T AV 1V, - 240" (635)
que nos proporciona una varianza minima aproximada
~ A — (AC)?

AV + V, — 2AC

Ejemplo 23. Supongamos que se usa un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
como en el Ejemplo 21 y en el Ejemplo 22. Entonces Y}, en el estimador (6.33) viene
dado por

~

Yi, = N[g,, + B(Z,, — Z,.)],
donde
Szysm

2

ZSm

y AVy = V4, Vo y AC = C vienen dadas por (6.19) a (6.21). Esto lleva a

B\ =
. L2 [1— w2
|

La varianza aproximada es la misma que la varianza mostrada en la ecuacién (6.22).
Por tanto, la proporcién de emparejamiento 6ptima viene dada en este caso, también,
por (6.24). La tabla 6.1 muestra la reduccién de la varianza.

6.2.2 Estimacién del total previo

Los datos recogidos de la muestra en la segunda ocasién también se pueden usar para
mejorar el estimador original del total previo Z;.

En lugar del estimador de Horvitz-Thompson 7 HT ' consideramos
Zy = aZii"(s0) + BZI (sm) + 7YE () + 6V (5), (6.38)

donde «, 3, vy ¢ son constantes que habra que determinar.
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Si queremos que el estimador (6.38) sea insesgado para el total previo Z;;, entonces
debemos tener o« = 1 — By v = —9, es decir,

Zy = 24 (sa) + BUZY (sm) = 20" (50) + 0V (50) = Vi (sm)). (6.39)

Los valores 6ptimos de 3 y ¢ se obtienen, respectivamente, igualando las derivadas
parciales de V(ZHT) respecto a 3y ¢ a cero. Esto nos lleva a

ECT (5m), 25" (50)|50)

! (6.40)
EV(ZH ()] 4)

ﬁopt = 5opt

C(Z(s.), Y (54)) — C(ZHT(s,), YT (s5))

~ ~ EoC(VHT (), ZHT (s1m)]50)]
VYT (sm) — YT (s0)) — | EZV(Z;}T(SZNSG) ]

(6.41)

6opt =

Ejemplo 24. Usando muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento como en el Ejemplo
21, obtenemos

2
o pr B % 1%
Bopt - 1 — 1/27”2 Y 5opt - SyU 1 — V2T2 (642)
g ~ S% (1 —wr?
V(T2) min = N? ; {1 — f} (6.43)

La expresion que figura entre paréntesis es la misma que en la ecuacién (6.22). La
proporciéon de emparejamiento es, por tanto, la misma que para la estimacién del total
actual. |

6.3 Estimacion del cambio absoluto

Para estimar el cambio absoluto A = Yy, — Z;, podemos usar dos estimadores

AL =Yi — Zi(s4) (6.44)
y PO
Ny =Yy — 211 (s,), (6.45)

donde er es el estimador de regresion del total en cada ocasion dado por (6.31) y donde
YQ Y HT(s,) viene dado por (6.2). La combinacién lineal de A1 y A2 da

A =50, + 6, (6.46)

donde §; + d, = 1. Esto es un estimador aproximadamente insesgado del cambio abso-
luto A.
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Su varianza aproximada viene dada por

AV(A) = S2AV(Ay) + 624V (As) + 2AC(Ay, A,). (6.47)

El razonamiento usado anteriormente en la secciéon precedente nos lleva directamente
a

V(A;) — AC(A1, Ay)

_ _ ZA (6.48)
AV(AL) +V(Ay) — 24C(A,, Ay)

510pt =1- 520pt =

y asi tenemos

~

AV(AV(A,) — [AC(A,, A,) P2

(&) AV (AL) + V(Ay) — 24C(Ay, Ay)

(6.49)

Ejemplo 25. De nuevo, consideramos el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
como en el Ejemplo 21. Entonces

31 = N[gsm + B(zsa - 23m) - 25@] y 82 = N(gsu + zsa)

y
A N? SSU 2 2
AV(E) = 5 |20~ )+ (= D82~ 20 - D)5
~ 2 —
V(A,) = N7 {1 VVfSEU +(1—f)S% + 2szyU:|
y

2

AC(R1, Bo) = (1 = F)(S%y — Seqr) — F(S}y — Seg)]

Una hipétesis que simplifica los calculos y que a menudo es realista, es que S7;; = S%; =
S?. En tal caso tendriamos

AV(A]) = N;SQ [%(1 —vrt) +1—2r —2f(1— r)}
V(A,) = NZSQ [% +1-2f(1— r)]
y
N2§?

AC(Ay, Ay) = [(1—r—2f1-7)).

A partir de (6.49), tenemos

N2 52

n

AVpin(A) = 2

(1—r) [1 —1w" —f], (6.50)
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que es una funcién creciente de i para cada r tal que 0 < r < 1. Porlo tanto,si0 < r < 1,
la proporcién 6ptima de emparejamiento es el 100 %; es decir, la mejor politica para
estimar el cambio absoluto es el uso de la misma muestra en ambas ocasiones. Por
contra, para estimar el nivel (el total de y, por ejemplo), la proporcién éptima de
emparejamiento raramente excede el 40 %, como se puede ver en la tabla 6.1. |

6.4 Estimacion de la suma de totales

Para estimar la suma de totales, Ty = Yy + Zp, formamos los estimadores

Ty = Y1, + 28 (s4) (6.51)
y S
Yy =Ys — 2 (s4) (6.52)

donde )Aflr es el estimador de regresion del total actual Y;; dado por (6.31) y donde
Y, =T, es el estimador de Horvitz-Thompson mostrado en la ecuacién (6.2).

Se puede ver que la varianza aproximada minima es

N2S8%2 1+r

n 1—pur

(6.53)

si asumimos muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, S}, = 5%, = S*y f = 0.
Esto implica que la proporcién 6ptima de emparejamiento es cero cuando r > 0. Es
decir, la mejor politica para estimar la suma de los dos totales es elegir una muestra
totalmente nueva en la segunda ocasion.

Comentario 30. Un gran nimero de encuestas a gran escala estan disefiadas para medir
los cambios de la poblacion a lo largo del tiempo. Ejemplos bien conocidos son las
Encuestas de Poblacién Activa, realizadas en muchos paises de forma regular, mensual
o trimestralmente. Este tipo de encuestas a menudo usan algtn tipo de solapamiento
de la muestra. El disefio y la estimacién de este tipo de encuestas puede requerir
métodos especiales, por ejemplo, el uso de analisis de series temporales combinado
con herramientas de muestreo probabilistico. Para mds informacién sobre este tipo de
muestreo véase (Duncan y Kalton 1987; Binder e Hidiroglou 1988). |
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Métodos indirectos de estimacién de la varianza. Método de los gru-
pos aleatorios. Método de las semimuestras equilibradas. Método Jackk-
nife. Método Bootstrap.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

7.1 Introducciéon

La precision de un estimador 6 a menudo se discute en términos de la varianza V(g)
Normalmente el valor exacto de la varianza es desconocido, porque depende de can-
tidades poblacionales desconocidas. Después de obtener los datos de una encuesta,
sin embargo, se puede calcular una estimacién de la varianza. Cuando se difunden
los resultados de una encuesta, es una buena préctica (véase, p.€j., el tema 16' del
bloque “Produccién Estadistica Oficial: Principios bésicos del ciclo de produccién de
operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes) proporcionar las estimaciones
de la varianza @(5) para los estimadores f usados en la encuesta. A menudo se usa una
estimacion de la varianza para calcular un intervalo de confianza

~

6 + constante x V] %,

suponiendo que la distribucién muestral de 6 es aproximadamente normal.

!Tema 16. La calidad en la estadistica oficial y el Cédigo de Buenas Précticas de las Estadisticas
Europeas. El concepto de calidad en la estadistica oficial. El Cédigo de Buenas Précticas de las Estadisticas
Europeas. El marco de garantia de la calidad del Sistema Estadistico Europeo. La calidad en los productos
y en los procesos estadisticos. Sistemas de evaluacién global de la calidad: auditorias, autoevaluacién y
revisiones por homoélogos en las oficinas de Estadistica.
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Este tema presenta algunos métodos especiales de estimacion de la varianza, afiadidos
a los vistos en temas anteriores. Hasta ahora se han visto tres métodos generales de
estimacion de la varianza.

1. El tema 2? del bloque “Produccién Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo
de produccién de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes consi-

dera el caso en que ¢ es un estimador HT. Se vieron dos estimadores insesgados

-~

de V(#), el estimador de Horvitz-Thompson y el estimador de Yates-Grundy-Sen.

Ambos estimadores pueden ser modificados y usados cuando # es una funcién
lineal de varios estimadores HT.

2. Cuando 6 es una funcién no lineal de estimadores HT, no se puede encontrar

-~

normalmente una expresién exacta para la varianza V(6). En el tema 3 de este
mismo bloque, se usa la linealizacién de Taylor para obtener una varianza apro-

~

ximada AV (0) =V [50} . La Seccién 3.4 soluciona la estimacion de esta varianza

aproximada.

3. El tema 4 de este mismo bloque presenta un estimador de la varianza residual
ponderada para el estimador GREG. Este estimador de la varianza tiene ventajas
sobre el estimador de linealizacién de Taylor.

Este tema presenta algunas técnicas aproximadas para la estimacién de la varianza,
incluyendo grupos aleatorios, semimuestras equilibradas, jackknife y bootstrap. Estas
técnicas son capaces de manejar tanto disefios complejos de muestreo como estimadores
complejos. Por tanto, se pueden usar en casos en los que los métodos (1) y (3) anteriores
no son facilmente aplicables. Puesto que normalmente requieren el uso extensivo de
computacion, a veces se denominan computacionalmente intensivos.

Estos estimadores de la varianza son complicados en teoria, porque es dificil obtener
resultados generales sobre sus propiedades estadisticas, por ejemplo, su sesgo. Los
pocos resultado tedricos de este tema se limitan a los casos en los que la varianza de un
estimador HT es estimada. Estas técnicas se usan principalmente con estimadores mds
complejos. En estos casos, no se dispone de resultado tedricos y nuestro conocimiento
sobre las propiedades estadisticas de los estimadores de la varianza se limitan a conclu-
siones obtenidas de estudios simulados o otras fuentes de evidencia empirica.

A lo largo de este tema, suponemos muestreo sin reemplazamiento.

Una explicacién mds detallada de estos métodos (y del método de linealizacion de
Taylor) estd dada extensamente por Wolter 2007. Este tema se basa en esa fuente y en
el resumen incluido en (Sarndal, Swensson y Wretman 1992, cap. 11). Para un breve

2Tema 2. Ideas bésicas sobre estimacién en muestreo probabilistico. Disefio muestral. Probabilidades
de inclusién. La nocién de estadistico. Indicadores de pertenencia a la muestra. Estimadores y sus
propiedades basicas. El estimador Horvitz-Thompson (estimador 7) y sus propiedades. Muestreo con
reemplazamiento. Efecto de disefio. Intervalos de confianza.

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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resumen de las técnicas de estimaciéon de la varianza, véase también (Rust 1985).

Un estimador de la varianza %7(5) deberia de ser:

A~ A~

a. Insesgado, o aproximadamente, es decir, deberia satisfacer E[V(6)] ~ V(@)
b. Estable, es decir, la varianza del estimador de la varianza deberia de ser pequefio.
c. No negativo, es decir, tener siempre valores no negativos.

d. Producir intervalos de confianza que abarquen 6 con una probabilidad aproxima-
damente igual al nivel de confianza indicado.

¢Hasta qué punto los estimadores de la varianza que se presentan en este tema cumplen
los requisitos anteriores? Todos son no negativos. Cuando 6 es un estimador HT, a

menudo tiene sesgo positivo. Por tanto, sobreestimaran V(@) Cuando § es una funcién
no lineal de los estimadores HT no existen resultados analiticos exactos. Sin embargo, a
menudo se espera que estos estimadores de la varianza sigan funcionando bien en este
caso. Para la estabilidad y los niveles de confianza, debe recurrirse a estudios con datos
simulados.

Presentamos ahora un resultado que se usard varias veces mds tarde en el tema. Supon-

gamos que f es un estimador de 6, basado en los datos de una muestra probabilistica.
A menudo consideraremos un ntimero (digamos A) de subconjuntos de la muestra
original y un estimador separado de ¢ calculado a partir de cada subconjunto,

~ ~

01,...,0,,....04

Se puede calcular un estimador alternativo con la muestra completa obteniendo la
media de 6,

1 A
0= ; -
A veces 0 y f se pueden definir de forma que sean idénticos.

Nuestro mayor interés aqui es estimar la varianza de 6*, es decir, V(6*). Consideraremos
las dos siguientes expresiones,

N 1 A

V= AT ;(ea —0%) (7.1)
y

= ! A§ Ok 7.2

Vz—mZ(a—) (7.2)

~

El uso de la expresién (7.1) como un estimador de V() estd justificada por el siguiente
resultado

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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B0 = V) = 4= 2 00 )
Cuth (7.3)

Se sigue de (7.3) que, si 01 /Q\A estuviesen incorrelados y tuviesen la misma esperanza,
entonces V; dado por (7. 1) seria insesgado para V(G*)

El uso de la expresién (7.2) como un estimador de V(0*) estd justificado por la igual-
dad

A A
> (0. -0 = (0, — 0)* + A(6" — 0)? (7.4)
a=1 a=1
de lo que se sigue que
Vo > V1.

De hecho, tanto V5 como V, también se usan para estimar la varianza de f, V(o ) bajo la
hipétesis de que V(6*) y V(0 f) son aproximadamente iguales.

La mayoria de los estimadores aproximados de la varianza que veremos en este tema
son de la forma mostrada en las ecuaciones (7.1) y (7.2). En los casos que consideraremos

a continuacion, 01, .. 9 4 normalmente estaran correlados, y tanto V1 como VQ seran
estimadores sesgados de V(6) y V().

7.2 Meétodo de los grupos aleatorios

7.2.1 Grupos aleatorios independientes

La técnica de grupos aleatorios independientes es una técnica especial para seleccionar
una muestra que conduzca a una estimacién de la varianza sencilla. La idea de los
grupos aleatorios independientes tiene sus origenes en trabajos de Mahalanobis 1939;
Mahalanobis 1944; Mahalanobis 1946 y Deming 1956. La terminologia en este drea varia
bastante. Muestras interpenetrantes (Mahalanobis) y muestras replicadas (Deming) son
términos alternativos para lo que llamamos grupos aleatorios.

En lugar de seleccionar una tinica muestra s de tamario n, seleccionamos A muestras
independientes si, ..., s4, de igual tamafio m = %. Asumimos que se selecciona la pri-
mera muestra s; y luego se devuelve a la poblacién. Entonces se selecciona la segunda
muestra s,, muestreando sobre el total de la poblacién, con el mismo disefio con el que
se obtuvo s; y de forma independiente a s;. Entonces s, se devuelve a la poblacién,

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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una tercera muestra s3 se selecciona con el mismo disefio que s; y s, y asi sucesiva-
mente, hasta que se seleccionan A muestras. El disefio comtin con el que se selecciona
cada muestra s, puede ser sin reemplazamiento. Lo que es importante, sin embargo, es
que se devuelva cada muestra s, antes de que la siguiente muestra s, sea seleccionada.

Bajo estas condiciones, las muestras, o grupos aleatorios como también se llaman,
51,...,54, se pueden considerar resultados de A repeticiones independientes del mismo
experimento aleatorio, concretamente, seleccionando m elementos de una poblacién
dada mediante un disefio de muestreo fijo. Las A muestras no tienen por qué ser necesa-
riamente disjuntas. (Por el contrario, si las muestras no fuesen devueltas a la poblacién,
entonces serian disjuntas, pero ya no serian independientes).

Paracadaa =1,..., A, se calcula un estimador @\a de 0 a partir inicamente de los datos
de s,. La misma férmula del estimador se utiliza de principio a fin. La media de los 6,,
aqui denotada por ;¢ > es un candidato natural para estimar ¢

A
[ - I Z:: o (7.5)

Como estimador de V(0;rq), la varianza de 6z, consideremos el estimador de la
varianza de los grupos aleatorios independientes,

A
Vira = Z — O1re)*. (7.6)

a=1

Bajo las hipétesis de grupos aleatorios independientes, es decir, las A muestras se
seleccionan de forma independiente y con el mismo disefio muestral, los estimadores

@\1, ey @\A son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Se sigue
inmediatamente a partir de (7.3) que Virq1 es insesgado,

E(Virei) = V(0rac)- (7.7)

Comentario 31. Para que se verifique (7.7), no es necesario que los 9, estén idénticamen-
te distribuidos. Podemos ver de la ecuaciéon (7.3) que (7.7) se verifica bajo la hipétesis

mas débil de que 01,...,00,...,04 tengan la misma esperanza. Por tanto, no necesitan te-
ner la misma varianza, ni necesitan ser insesgados para f mientras sean independientes
y tengan la misma esperanza. |

El estimador de la varianza mostrado en la ecuacién (7.6) es sorprendentemente facil de
calcular. Una vez que se han obtenido los valores 51, e éa, e ) 4, €5 poco el trabajo
que queda para llegar a Virei. Otro detalle es que la insesgadez de (7.7) se verifica
independientemente de la complejidad del estimador 0, e independientemente de la

3Del inglés Independent Random Groups.

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.



7.2. Método de los grupos aleatorios 7-6

complejidad del disefio muestral usado para obtener s,. Por ejemplo, 0, puede ser un
estimador del coeficiente de correlacion, y el disefio puede ser uno que no permita la
estimacion de la varianza insesgada mediante técnicas tradicionales, como el muestreo
sistemdtico con un arranque aleatorio simple.

Sin embargo, también existen ciertos problemas asociados con la técnica de grupos
aleatorios independientes:

1. La seleccion y recogida de datos para una serie de muestras independientes puede
resultar méas costoso y complejo que seleccionar y observar una tinica muestra
grande. Ademads, hay que ser cuidadoso de no crear un dependencia no deseada
entre los ga. Esta dependencia podria introducirse mediante el efecto entrevistador,
o durante el procesamiento de los datos por el personal del instituto encargado de
esta fase.

2. Para obtener un estimador de la varianza estable, el nimero A de muestras
independientes deberia de ser grande. En la practica, sin embargo, A puede que
no sea tan grande, lo que hace que el estimador de la varianza sea inestable. Por
ejemplo, Mahalanobis propuso usar sélo cuatro grupos, mientras que Deming
sugiere diez.

Esta deficiencias pueden explicar por qué la técnica de grupos aleatorios independientes
no se usa a menudo en la préctica.

El estimador 9\1 R se obtiene como media de las estimaciones para las distintas muestras
independientes sy, . . ., s4. De forma alternativa, § podria estimarse a partir de la muestra
combinada. Aplicando la férmula del estimador a los datos correspondientes a

A
s= s
a=1

obtenemos un estimador de la muestra combinada, denotado por 0. Claramente, )

puede diferir de ;. Por ejemplo, una estimacién de un coeficiente de correlacion
basada en la s combinada no es en general igual a la media de las estimaciones de los A
coeficientes de correlacién obtenidos de las distintos subconjuntos s, .. ., sa.

Una pregunta relacionada es: ;como se deberia de estimar la varianza de §? A menudo,

XA/[RCH definida por (7.6) se usa de hecho para estimar V(@) cuando y é\IRG no son
idénticos.

~

Un estimador alternativo de V(6) que se usa a veces es

A
. 1 PO
Virge = m (00 — 9>2 (7.8)

a=1

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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Se sabe poco sobre si 171 RG1 O XA/I ra2 deberia ser preferible como estimador de V(@) Sin
embargo, a partir de (7.4), se cumple

Virea > Virer. (7.9)

Por tanto, IA/I RG2 €8 mds conservador que YA/I rc1- Cuando se trata de estimar V(@ IRG), S€
sigue a partir de (7.9) que Vrq2 tendra sesgo positivo.

7.2.2 Grupos aleatorios dependientes

La técnica de grupos aleatorios dependientes es un intento de adaptar la técnica de
grupos aleatorios independientes a una muestra que no verifica los requisitos de grupos
aleatorios independientes. Supongamos que primero seleccionamos una muestra gran-
de del total poblacional mediante un disefio de muestreo probabilistico. Después de
que esta muestra se ha obtenido, se usa un mecanismo aleatorio para dividir la muestra
en un ntimero de submuestras disjuntas, esto es, en grupos aleatorios. Estos no seran
independientes, pero una caracteristica importante del procedimiento a describir es que
serdn tratados como si fuesen independientes. Estas ideas fueron descritas en primer
lugar por Hansen, Hurwitz y Madow 1953.

Sea s la muestra seleccionada de la poblacion U; la llamaremos la muestra completa. A
continuacion se divide s en A grupos aleatorios disjuntos sy, ..., s,...,s4, es decir,

A
s= s
a=1

Sea s de tamario fijo n y supongamos por simplicidad que los grupos son de igual
tamafio, m = %. Suponemos que s se divide en en grupos mediante una estrategia de
aleatorizacion de forma que “cada grupo aleatorio tiene esencialmente el mismo disefio
muestral que la muestra de la que procede” (Wolter 2007). No siempre es obvio cémo se
puede realizar. En algunos casos hay varias formas posibles, como se verd més tarde en
esta subseccion.

Sean 51, e (/9\@, e 0 4 estimadores de 6, donde §a estd basado en los datos del grupo s,

Unicamente; a = 1,..., A. Se asume que los ¢, son insesgados, o casi, pero no necesitan
ser estimadores HT. Podemos considerar dos estimadores de # de muestra completa

alternativos: (a) el estimador @\DRG 4 obtenido mediante una media,
N 1
forc = — > 0, (7.10)
a=1

y (b) el estimador 0 basado en los datos de la muestra completa s, ignorando la divisién
en grupos aleatorios. En algunos casos Oprg y 0 se pueden definir de forma que sean

*DRG viene del inglés dependent random groups

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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idénticos. Como antes en el tema, podemos formar dos estimadores de la varianza
alternativos

A
Vbra1 = 1y Z (0 — fpra)? (7.11)
a=1
y
Poncs = ———— 3@, B 7.12
VDRG2—mZ<a—)- (7.12)

a=1

Ambos son posibles estimadores de V(@\DRG) asi como de V(@\) , pero ninguno es inses-
gado para cualquiera de estos dos objetivos.

Algunas conclusiones inmediatas son:

1. Se sigue de (7.3) que si los grupos aleatorios se forman tal que f1,...,0, tienen la
misma esperanza, no necesariamente igual a §, entonces el sesgo de Vprg1 como
estimador de V(fpgrc) viene dado por

E(Vore1) — V(fbre) = yyy ZZ@ (0 — B)
a=1 b=1
a#b

En particular, si todos los pares 0, y ¢, tienen la misma covarianza -y, entonces

E(Vore1) — V(fpre) = —7 (7.13)

2. Se sigue de (7.4) que ‘7DRG2 > XA/DRGL

Ejemplo 26. Sea una muestra s de tamafio n = Am extraida de una poblaciéon U de
tamafio N mediante un disefio muestral aleatorio simple sin reemplazamiento. Divi-
dase a continuacién la muestra s de modo aleatorio en A grupos aleatorios disjuntos
S1,...,54 de igual tamafio m, de tal modo que cada s, es una muestra aleatoria simple
sin reemplazamiento de la poblaciéon U°. Supongamos que quiere estimarse el total

~ _JHT ~ ~
poblacional Yy = Y, ; y. Sea YT = Ny, e Y,, = Ny,,. Eneste caso, Y'' y Yprg son
idénticos:
Y = Ypre = N,

con varianza )

v [?gﬂ _ NP1y

n

El estimador de la varianza mediante grupos aleatorios es, por tanto,

SEsto puede conseguirse extrayendo s; como una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de
tamafio m de s. A continuacion, se extrae otra muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamafio m
del resto de la muestra s — s1. Seguidamente, se extrae igualmente s3 de s — (s1 U s2) y asf sucesivamente.

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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A
~ ~ ~ 1
Vbrc = Vorat = Vbra2 = NQm (o — s)* -

a=1

Ahora bien, como para a # b se cumple C (ys,,7s,) = V (Us) — S ge sigue de (7.13) que

n

el sesgo relativo de Vbre esta dado por

E (‘/}DRG> -V (Nys) o
V<Ngs) —1_.]67

que es irrelevante cuando la fracciéon de muestreo f es pequefia y, en el caso extremo

~ 2
cuando A = n (esto es, m = 1), entonces Vprg = N 2% y el sesgo podria corregirse tan
solo con el factor 1 — f. [ |

Ejemplo 27. Considérese el muestreo proporcional al tamafio sin reemplazamiento para
la estimacién del total poblacional Yy = >, ., yx- Una muestra s de tamafio fijo n = Am
se selecciona proporcionalmente al tamafio con probabilidades de inclusiéon 7, k € U.
La muestra extraida s se divide en A grupos aleatorios sy, ..., s4 de igual tamafio m,
como en el ejemplo anterior. Por tanto, cada grupo s, se comporta como si hubiese sido
seleccionada con un disefio muestral con probabilidades de inclusioén 7y, = “m, k € U.
Los estimadores HT basados en s y s, serdn, por tanto,

N o .

D D (7.14)
kes

Vo = Z:’“. (7.15)
k€sq ka

Entonces, sera

cuyas varianzas son por tanto idénticas y se reducen a

A
~ 5 5 - 1 ~HT SHT 2
Vbra = Vbra1 = Vbraz = AA—T) E <YaU - Yy ) : (7.16)

a=1

No es dificil demostrar que el sesgo de Vbra es

8 [Fone] ¥ 7] - 25 [ - v 7]

2
donde V; = % Y oker E [M — YU} . El ejemplo anterior es, de hecho, un caso particular

n Tk

de este ejemplo. |

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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Ejemplo 28. Cuando la muestra s se obtiene mediante un muestreo estratificado, existen
dos maneras fundamentalmente diferentes de aplicar la técnica de los grupos alea-
torios dependientes, que conducen a estimadores de la varianza diferentes (sin una
preferencia clara por ninguna de ellos). Por simplificar, estimemos el total poblacional

Yy = 2 vy, mediante el estimador HT dado por YrHT = ™7 ?ngHT. El primer
enfoque es centrarse en la varianza V (?5“”) =" v (?(ET) y aplicar la técnica de

los grupos aleatorios dependientes a cada estrato h por separado, de modo que puede
escribirse

H
o (727) = 3 (2.
h=1

El segundo enfoque consiste en formar los grupos aleatorios transversalmente a todos
los estratos, de modo que cada s, es en realidad una muestra estratificada de la pobla-
cién U. Si la muestra completa s tiene n;, elementos del estrato h, entonces el grupo
aleatorio s, tendra m;, = “ elementos del estrato h. Tenemos asi A grupos aleatorios
dependientes de igual tamafio 7 = Y1, my, con una afijacién por estrato idéntica a la
de la muestra completa. Como estimador de la varianza de }AfﬁtrHT podemos usar ‘A/DR(H
0 Vbras- No existe evidencia clara sobre qué opcioén es preferible (Wolter 2007). |

Ejemplo 29. Cuando el disefio muestral incluye dos o més etapas de muestreo, una
préctica extendida es aplicar la técnica de los grupos aleatorios a las PSUs tinicamente.
Asfi, la muestras s; de PSUs se divide en grupos aleatorios s;, (a = 1, ..., A). Suponemos
que estos grupos de PSUs se forman del mismo modo que los grupos de elementos en los
ejemplos previos. Considérese, por ejemplo, un muestreo en primera etapa proporcional

al tamarfio sin reemplazamiento. Sea el estimador para el total poblacional Yy, = >, ., Uk
~ VHT

dado por YT =37, fz , donde 7; denota la probabilidad de inclusion en primera

etapa del conglomerado . El disefio muestral en etapas posteriores es arbitrario. La

muestra en primera etapa s; de n; conglomerados se divide aleatoriamente en grupos

aleatorios sy, ..., s;a de igual tamafio m; = n;/A. Se sigue que, para una muestra s;

dada, el grupo s, se comporta como una muestra aleatoria simple de s;. El estimador

de Yy basado en sy, serd, por tanto,

VHT
}//\HT _nr YUi
W T
I kEsra I

oy Cy A oHT .. . ., .
Nuevamente, YT e Yprg = %Za:l Y,y coinciden y la estimacién de su varianza
comun sera

-~ 1 A mr - 2
VDRG:m;(YaU —Y§T> :

Comentario 32. Los estimadores de la varianza (7.11) y (7.12) pueden sufrir inestabi-
lidad en el sentido de que estdn basados en un pequefio niimero de grupos. Norlen

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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y Waller 1979 sugirieron un procedimiento mejorado, concretamente, repetir el procedi-
miento completo de grupos aleatorios independientemente un ntimero de veces, por
ejemplo R veces, sobre la misma muestra s. De esta forma, obtenemos una secuencia
de R estimadores de la varianza independientes Vl, - VT, .. VR, donde cada V es un
estimador de la varianza de grupos aleatorios dependientes. Calculando la media da
un estimador de la varianza .

Z

Este procedimiento de grupos aleatorios repetido proporcionara obviamente un estima-
dor de la varianza con variabilidad reducida. Sea

<>

A\ (12) =1 + cg,
dondec;, = E [V (A | )} ycy = [ (‘Z!s)] Entonces
V(?) = (%) 4+ ¢y < ¢ + 6o

Cabe sefialar que los grupos aleatorio repetidos estdn formados a partir de una tinica
misma muestra, por eso el inico coste adicional, normalmente pequefio, se debe al
esfuerzo computacional mayor.

7.3 Meétodo de las semimuestras equilibradas

El método de semimuestras equilibradas se desarroll6 inicialmente para el caso de un
gran namero de estratos y una muestra compuesta tinicamente por dos elementos (o
dos PSUs) por estrato. En este caso, la técnica de grupos aleatorios dependientes tendra
una estabilidad pobre, porque solo se pueden formar dos grupos disjuntos. La idea
de usar semimuestras para la estimacién de la varianza fue introducida por la Oficina
de Censos de EE.UU. en torno a 1960. La técnica de semimuestras equilibradas que
describiremos fue desarrollada por McCarthy 1966; McCarthy 1969. Otros nombres para
esta técnica son replicaciones repetidas balanceadas (BRR del inglés balanced repeated
replications) y pseudoreplicacién.

Describimos la técnica tal y como se usa en el caso de la estimacién de la varianza de
un estimador HT. Se han explicado varios métodos de estimacion de la varianza de un
estimador HT. Sin embargo, el estimador HT ilustra bien la forma en que funciona esta
técnica. El caso en que § es un estimador mas complejo es de mds interés en la practica
y se verd al final de la seccion.

Sea una poblaciéon U de N elementos dividida en H estratos Uy, ..., Uy de tamafios
Ni, ..., Ny respectivamente. Sea s;, una muestra de tamafo fijo n;, = 2 seleccionada
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independientemente en cada estrato (h = 1, ..., H) mediante un disefio con probabili-
dades de inclusién 7, y . El total poblacional se puede escribir como

H H
Y= Yo =3 ) we
t=1 h=1 keUy,
El correspondiente estimador HT viene dado por
H H y
VHT VHT k
T D7 3D 9 71
h=1 t=1 k’ESh

Un estimador simplificado de la varianza para el caso del muestreo estratificado es

N H 1 U - 2
Sy (o)

t=1 nh(nh N 1) kEsp Pk

donde p;, = /1y, en este caso (con n;, = 2), queda
1 u Y 2
> k {HT
Vo = 5 E E (— - Yy, ) ) (7.18)

La técnica de semimuestras equilibradas ofrece una forma alternativa de calcular el
estimador de la varianza (7.18). Consideremos una muestra dada s = Uthl sy, donde
cada s;, consiste de exactamente dos elementos. Una semimuestra es un conjunto que
consiste de exactamente uno de los dos elementos de cada s;,. Hay, por tanto, 27 posibles
semimuestras.

La idea bésica de la técnica de semimuestras equilibradas es seleccionar un conjunto

de semimuestras del conjunto de todas las 2 semimuestras, calcular una estimacion
~ HT . _ ~ HT
Y, de Yy para cada semimuestra seleccionada y entonces usar estos valores Y,;, para

estimar V(Y1T)). Veremos que la seleccion de las semimuestras de una forma ingeniosa

(concretamente como un 'conjunto balanceado’) hace posible calcular V; dado por (7.18)
~ HT
a partir de los valores observados Y,;; .

Necesitamos notacién adicional para describir la técnica. Para cada s, sean sus dos
elementos renombrados de forma temporal (aleatoriamente) como 21 y h2. De esta
forma, una semimuestra consiste tinicamente en uno solo de los dos elementos i1y h2
para cada estrato h. Para cada semimuestra posible (a = 1,...,2"), definimos ademds
variables indicadoras d,;, y €1 (h =1, ..., H) tales que

5 1 sila semimuestra a contiene al elemento A,
h= . . .
“ 0 silasemimuestra a contiene al elemento h.,
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y
- 1 si la semimuestra a contiene al elemento h;,
ah —1 sila semimuestra a contiene al elemento h..
Por tanto, cada semimuestra posible (¢ = 1,...,2") estd caracterizada por el vec-
tor (0u1, ..., 0q.m), O, alternativamente, por el vector (cal, ..., ec,m). Claramente, ¢, =
20an — 1.

Definicion 9

Un conjunto de A semimuestras (etiquetadas a = 1, ..., A) se dice que estd equilibrada
si |
> canoy =0 (7.19)
a=1

para todos los pares de estratos b y b’ (h # h'). Un conjunto de semimuestras que es
equilibrada y también verifica

A
D ean=0 (7.20)
a=1
paracada h = 1,..., H se dice que es equilibrada ortogonal completa o esta en equilibrio

ortogonal completo.

La técnica de semimuestras equilibradas de estimacién de la varianza se puede ahora
describir de la siguiente forma.

i. Obtener un conjunto equilibrado de semimuestras s, (e =1, ..., A) a partir de s.
ii. Para cada semimuestra (¢« = 1,..., A), se calcula
HT . [6 (1 —ban)
Vo = Z { ahYhl I ah)Yn2 ’ (7.21)
1 L Pni Pn2

donde pj; = T = T (i = 1, 2).

np

iii. El estimador de la varianza de semimuestras equilibradas \A/B 1 © se obtiene como
1 A HT
oo+ Z o HTN2
VBH — A s (YaU U ) ) (722)

donde YT es el estimador HT definido en (7.17).

Este estimador verifica la siguiente propiedad importante: si el conjunto de semimues-
tras estd equilibrado, entonces
Ven = Vo, (7.23)

bdel inglés balanced half-samples
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donde V; esta definido por (7.18). Por tanto, el procedimiento de semimuestras equili-

bradas es simplemente una forma alternativa de calcular V. Ademas, si el conjunto de
. s . ~ HT
semimuestras es equilibrado ortogonal completo, entonces la media de los valores Y,;;

es igual a YT, es decir,
A
—~ . 1 ~ HT SHT
Vo = - ;Yw = YT, (7.24)

Por tanto, bajo el equilibrado ortogonal completo, el estimador de la varianza Vin se
puede obtener de forma alternativa como

A

1 ~HT  ~

ZE Yoy — Yau)*
a=1

Ejemplo 30. Considérese un disefio muestral estratificado aleatorio simple con dos
elementos muestreados por estrato. Entonces, 7,1 = mp2 = 2pp1 = 2ppe = 2/Ny, el
estimador HT es

H
UstrtHT 2 —
YU - Nhysh
h=1

H
R 1
v (V5HT) = 3 D NEL = i) Sk,
h=1

Supongamos que disponemos de un conjunto equilibrado de semimuestras. Entonces
HT
Yo = Z N, [6anyn1 + (1 — 6an)yn2]
h=1
y se verifica facilmente que se cumple (7.23), de modo que
1z
1 2 ¢2
Ve =5 NiSj,
h=1

Ademas, si el conjunto estd en equilibrio ortogonal completo se cumple You = ?gtrHT.
|

Veamos ahora coémo puede obtenerse un conjunto equilibrado de semimuestras. El
conjunto que consiste en todas las 27 semimuestras posibles es equilibrado y también
equilibrado ortogonal completo. Sin embargo, por motivos computacionales, quere-
mos un conjunto mucho mas pequefio de semimuestras. En todos los casos de interés
préctico, resulta que podemos encontrar un conjunto que consiste en no més de H + 3
semimuestras equilibradas, por motivos que se discuten més adelante.

Se sigue de la ecuacion (7.19) que encontrar un conjunto equilibrado de A semimuestras
es lo mismo que encontrar una matriz A x H con elementos ¢, igualesaloa —1y con
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todas las columnas ortogonales a pares. Tales matrices de orden ¢ X ¢, originalmente
destinadas a su uso en el disefio experimental, fueron creadas por Plackett y Burman
1946 para c = 2,4, 8,12, 16, .. ., 200. Wolter 2007 también presenta estas matrices para
c = 2,4,8,12,16,...,100. Las matrices presentadas por estos autores no son tnicas,
es decir, para una c dada, existen otras matrices ¢ x c de valores de ¢, que también
satisfacen la condicién de equilibrado. Hay que aclarar que las matrices de Plackett y
Burman y de Wolter no verifican la condicién de equilibrio ortogonal completo. Estas
matrices tienen exactamente una columna de solo 1 o solo —1, por lo que (7.20) no se
verifica. El resto de columnas en cada matriz, sin embargo, verifican la condicién de
equilibrio ortogonal completo.

Ejemplo 31. Veamos un ejemplo concreto de construccién de un conjunto de semimues-
tras equilibradas. Supongamos que tenemos I = 8 estratos. Podemos entonces usar la
siguiente matriz 8 x 8 dada por Wolter 2007:

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
+1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1
+1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
+1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
+1 -1 41 -1 -1 +1 -1 +1
+1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1

Cada file de la matriz definird una semimuestra. De este modo, la primera semimuestra
consistira de los primeros elementos de cada estrato. La segunda semimuestra consistird
de los primeros elementos de los estratos 1, 3, 5 y 7 y de los segundos elementos para los
estratos 2, 4, 6 y 8.Y asi para el resto de filas. El conjunto de semimuestras es equilibrado
ya que la matriz es ortogonal por construccién. Si H fuese 7, podemos utilizar la misma
matriz seleccionando cualesquiera 7 columnas para obtener 8 semimuestras balanceadas.
Similarmente sucede si H = 6, 5. [ |

El principio que ilustra este ejemplo consiste en que una matriz ¢ x c (siendo ¢ multiplo
de 4) puede emplearse para construir conjuntos de A = ¢ semimuestras balanceadas
cuando H = ¢,c—1,¢— 2, ¢ — 3. De este modo, el nimero de semimuestras balanceadas
no necesita ser mayor que H + 3.

Si se precisa equilibrio ortogonal completo, el procedimiento del siguiente ejemplo
ilustra cémo obtenerlo.

Ejemplo 32. Si partimos de la misma matriz 8 x 8 anterior y suprimimos la primera
columna, las restantes siete columnas satisfaran la propiedad de equilibrio ortogonal
completo por construccién. De este modo, estas 7 columnas son ortogonales a pares y la
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suma por columnas es 0. Por tanto, para H = 7 estratos obtenemos un conjunto de A = 8
semimuestras en equilibrio ortogonal completo. Para H = 6 estratos, suprimiendo la
primera columna y cualquier de las siete restantes obtendriamos A = 8 semimuestras
en equilibrio completo para el caso de /' = 6 estratos. Similarmente para I/ = 5 estratos.
Para el caso [{ = 8 la matriz anterior no sirve y deberiamos partir de una matriz 12 x 12
y aplicar este mismo procedimiento. Por tanto, este principio muestra que una matriz
¢ x ¢ (donde c es multiplo de 4) puede usarse para obtener A = ¢ semimuestras en
equilibrio ortogonal completo para H =c—1,c—2,c—3,c — 4. u

Comentario 33. La técnica de semimuestras equilibradas se puede ampliar a muestreo
multietdpico con muestreo estratificado de dos PSUs en cada estrato de PSUs. La técnica
se aplica entonces a las PSUs. Consideremos la estimacién del total poblacional Y, por

el estimador insesgado
1
st o U-HT
vpt=> — > ¥,
h=1 Ii 1ESTH

donde sy, es la muestra de dos PSUs del h-ésimo estrato de PSUs, 7;; es la probabilidad
de inclusién del i-ésimo PSU y }A/[?T es un estimador insesgado del total Yy, del i-ésimo
PSU, basado en el submuestreo dentro de la PSU mediante un disefio arbitrario en
una o mas etapas. Podemos proceder como en el muestreo en una etapa. Las dos PSUs
seleccionadas del estrato h-ésimo se renombran como i1 y h2. Procediendo entonces

como en los ejemplos anteriores para cada semimuestra (a = 1, ..., A) calculamos
H AN AN
> HT 01anYn1 | (1 — 01an) Yo
YaU = + )
w1 | PInt D12

donde d;,, = 1 si la semimuestra a-ésima contiene la PSU etiquetado A1, (y d7,, = 0 en

otro caso), prx; = 7”2” paraj =1,2,y ?hj es el estimador de Y7, ; basado en los datos del

submuestreo dentro de la PSU hj. Ahora se puede calcular el siguiente estimador de la
varianza

A
~ 1 SHT  Spreo
VBH:Z;O/CLU - Yy )”

Comentario 34. Una limitacién de la técnica de semimuestras equilibradas descrita
anteriormente es la necesidad de que exactamente dos elementos (o dos PSUs) se
seleccionen de cada estrato. Se han sugerido modificaciones de la técnica para casos en
los que el tamafio muestral de los estratos n;, sea superior a dos. Véase (Wolter 2007). W

Comentario 35. La técnica de semimuestras equilibradas descrita aqui da lugar a un
estimador de la varianza aproximado idéntico a (7.18) mediante un método alternativo
de calculo. El estimador de la varianza resultante habria sido apropiado bajo muestreo
con reemplazamiento. El enfoque se olvida del hecho de que nuestra muestra ha sido
seleccionada sin reemplazamiento, pero se puede modificar para tener en cuenta la
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caracteristica de la falta de reemplazamiento. Para cada semimuestra (a = 1,..., A)
calculamos

H 1
SHT o Th1Th2 2 [6an2ynr (1 —0an)2yn2 o
}/;1 — YstrHT + < . 1) |: + . YHT
v v Z Th1h2 Thi Tha Un

donde YrHT — Sy, YUh = £ 4 22 (Claramente, esto requiere conocer las

probablhdades de 1nc1u51on de segundo orden Th1,n2 tales que

Th1Th2
— =120
Th1,h2
parah =1,..., H. Un estimador modificado de la varianza se define ahora como

Vig = — yHT)?2 (7.25)

H
-
=)

Si el conjunto de semimuestras es equilibrado ortogonal completo, entonces Vi es
idéntico al estimador de la varianza de Sen-Yates-Grundy (véase el tema 2 del bloque
de Produccién Estadistica Oficial (Materias Comunes), que en este caso (con todos los

ny, = 2) es
h=2) oa, )
sz(hlhz_l)(%_%)

T T T
P h1,h2 hl h2

Por ejemplo, con muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en cada estrato, tene-
mos

2
Th1 = Th2 = F
h
B 2
y
TnThe Ny —2 >0
Thih2 Ny, 7

por tanto, el método modificado funciona y nos da el estimador insesgado

H
. ~ 1
Vig =V =53 Ni(l= f)S},,
h=1
u

Comentario 36. En nuestra discusién anterior, hemos usado semimuestras equilibradas
para estimar la varianza del estimador HT ?I}{T En este caso, sin embargo, los métodos
estandares discutidos en el tema 2 del bloque de materias comunes sobre Produccién
Estadistica Oficial se pueden aplicar facilmente y la técnica de semimuestras equilibra-
das no ofrece ninguna ventaja particular. Su principal interés reside en aplicaciones a
estimaciones de la varianza para pardmetros mas complejos, por ejemplo, regresion de
poblaciones finitas y coeficientes de correlacion. En tales casos, no tenemos resultados
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exactos para las propiedades (como el sesgo) del estimador de la varianza de semimues-
tras equilibradas. Pero como se sabe que la técnica funciona bien para el estimador HT
sencillo, el supuesto técito es que contintia dando resultados satisfactorios, incluso si la
situacion es mds compleja. Un conjunto considerable de evidencias empiricas pueden
respaldar estos supuestos.

Cuando el pardmetro ¢ y el estimador 0 son complejos, la literatura sugiere varios
estimadores de semimuestras equilibradas alternativos para la varianza V(6 0). Segui-
remos asumiendo un muestreo estratificado de dos elementos por estrato, pero no
necesariamente muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento dentro del estrato. Sea
0 un estimador de ¢ de la muestra completa. Sea 0, un estimador de ¢ basado en los
datos de la a-ésima semimuestra y de la misma estructura que §. Sea 53 un estimador
de 0 basado en el complementario de la a-ésima semimuestra. Se han sugerido cuatro
estimadores de la varianza en esta situacién:

A
. 1 ~ A
— — 7.
Vim = ;w 0)°, (7.26)
LA
i _ ne 7\ 2
Ve = o gwa -0, (7.27)
N 13 N
Vers = 5 ;(VBHI + VBa2) (7.28)
Y A
Vi = iZ(é % (7.29)
BH4 AA — a a ’
Sustituyendo

en lugar de 0 en las ecuaciones (7.26) a (7.29) obtenemos incluso mas férmulas. Las
comparaciones tedricas entre estos estimadores alternativos de la varianza son escasos.
Aclaramos que si § es un estimador HT o una combinacién lineal de estimadores HT
y si el conjunto de semimuestras es equilibrado, entonces (7.26) a (7.29) son idénticos.
Estos cuatro estimadores estan incluidos en un estudio sobre Monte Carlo de Frankel
1971. No hay grandes diferencias en el comportamiento (sesgo, error cuadrético medio,
tasa de cobertura) entre los cuatro estimadores. Desde un punto de vista computacional,
VB my VB 2 son ligeramente mds sencillos que los otros dos estimadores. [ |
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7.4 Método jackknife

El método jackknife surgi6 fuera del campo del muestreo para encuestas. La idea inicial,
desarrollada por Quenouille 1949; Quenouille 1956, fue usar jackknifing ” para reducir
el sesgo de un estimador en el contexto de una poblacién infinita. Quenouille 1958
posteriormente sugirié que la técnica también deberfa usarse para calcular estimaciones
de la varianza. Para poblaciones finitas, el método jackknife fue considerado por primera
vez por Durbin 1959. En este tema veremos una revisién del método jackknife tal y como

se usa normalmente para estimar la varianza en muestreo. Para mds detalle, véase
(Wolter 2007).

Sea s una muestra (la muestra completa) de n elementos obtenidos mediante un disefio
muestral no estratificado de elementos. El muestreo estratificado se discutird mas tarde.
Sea 0 el pardmetro poblacional a estimar mediante 6, un estimador basado en los datos

~

de la muestra total s. El objetivo es estimar V(9).

El método jackknife comienza con una particiéon de la muestra s en A grupos aleato-
rios dependientes de igual tamafio m (= %), como se ha descrito en la Seccion 7.2.2.
Asumimos que, para cualquier s dada, cada grupo es una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento obtenida a partir de s, incluso si s en si misma no es una muestra
aleatoria simple sin reemplazamiento. A continuacién, para cada grupo (a = 1,..., A),

calculamos 6,), un estimador de ¢ con la misma forma funcional que ¢, pero basado
unicamente en los datos que hay en la muestra después de eliminar el grupo a. Para
a=1,..., A, definimos entonces

0, = A0 — (A— 1)), (7.30)
(a)

que a veces se denomina el a-ésimo pseudovalor. El estimador jackknife de 6 (un estima-
dor alternativo a 0) es

A
~ 1 ~

:_E 7.31
HJK Aa:19a ( 3)

y el estimador de la varianza jackknife se define como

A
~ 1 ~ o~
VJKl — m <0a — GJK)Q, (732)

a=1

En la préctica, I7JK1 se utiliza tanto como estimador de V(é\) como de V(é\JK). Una
alternativa a V51 que se usa a veces es

A
~ 1 ~
Vi = g =y 2 e = 0 (7.33)

a=1

7El verbo jackknife se utilizard en inglés, no se traduce dado su uso extendido en la comunidad
estadistica.
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Sefialamos que XA/JKQ > \7,]K1, que se sigue de (7.4).

Ademas, se sigue de (7.3) que si los 0 (a =1,...,A) fuesen variables aleatorias incorre-
ladas con la misma esperanza, entonces V)1 seria insesgado para V(6x). Sin embargo,

los estimadores f, estdn en general correlados, por eso no se verifica la insesgadez. No
hay resultados exactos (tamafio muestral finito) para las propiedades (sesgo, etc.) de

los estimadores de la varianza jackknife cuando 6 es mds complejo que un estimador

HT. En el caso en que ¢ es un total poblacional y 6 el estimador HT correspondiente, el
método jackknife funciona bien en lo que se refiere al sesgo. Este resultado, junto con la
evidencia empfrica, parece ser la principal justificacién para usar el método jackknife en
situaciones mas complejas.

Ejemplo 33. Sea § = Yy = Y, ., yx el total poblacional. Sea s una muestra de U de
tamario fijo n obtenida mediante muestreo proporcional al tamano sin reemplazamiento

con probabilidades de inclusién , ..., my. Sea 8 = YT = 3, % Dividase s en A
grupos aleatorios de igual tamafio como se ha descrito anteriormente. Definimos

yH Yk
Oy = Y = _1 > o (7.34)

k€s—sq

Se sigue de (7.30), (7.31) y (7.34) que

A
- ~ 1 ~ ~

a=1

Por tanto, los estimadores de la varianza V1 y V; k2 son idénticos:

A
VJK1 VJKz Z ( U(a) )2 = V;K. (7.35)

a=1

Obsérvese que en este caso Vi1 = Vjkx2 = Vpra. es decir, con el estimador HT), la
técnica jackknife es un método alternativo para calcular Vprg y, por tanto, tienen el
mismo sesgo. u

Ejemplo 34. En caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, los resultados
del ejemplo anterior se reducen a
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5 N,
-HT -
U(a) - Nys—sa7
vHT —
U(a) - Nysaa
Yik = Ny,
N N2 4 )
V. == Ys Ys s
JK A(A_l);(ya y)
~ S2
E(Vix) = E [N2£} ,
n

E[?JK} _V(Ng,) = NS%.

Por tanto, en este caso, para corregir el sesgo tan solo hace falta incluir el factor 1 — f. Si
A =mnym =1, obtenemos

~ S2
Vig = N*—2
n
y
~ S2
(L= Vi = N*(1 = )=,
que es el estimador usual para este tipo de muestreo. |

Comentario 37. Cuando el método jackknife se aplica a muestreo estratificado, usaremos
estimadores de la varianza distintos de (7.32) y de (7.33). De acuerdo con Wolter 2007,
pag. 175, se debe ser "especialmente cuidadoso de no aplicar los estimadores jackknife
clasicos ...alos problemas de muestreo estratificado’. Asumamos que la muestra del
estrato h (h = 1,..., H) estd particionada aleatoriamente en A;, grupos. para un total
de A =37 A, grupos. Como antes, sea 0 el estimador de § con la muestra completa.
Sea g(ha) el estimador de # basado en lo que queda en el estrato h después de omitir el

~

a-ésimo grupo. Un estimador sugerido para V(f) es (véase (Rust 1985))
H Ap
> _ (Ah — 1) 0 \2
Viks = ; [ T > (B — 0)*, (7.36)

que serfa insesgado si la seleccién muestral fuese con reemplazamiento y si 0 fuese el
estimador HT del total poblacional § = Yy = >, ., yi.

En particular, supongamos que se usa muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
en cada estrato. Sea

H
UstrtHT 2 —
YU - Nh ys h
h=1
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Yg(l;fa) = NG, + -+ Noc1¥s,y + Nosy—sp,
+ Nh+1gsh+1 + -+ NHgsH~

Entonces obtenemos

Ap

H 2
‘7JK3 = E —Nh E (Uspn — ﬂsh)Q-
P Ap(An —1) °

a=1
Bajo la hipétesis adicional de que A;, = n;, obtenemos

H 2Q2
‘//\Y o NhSySh
JK3 = n—7
h

h=1

que es el estimador de la varianza, en el que se ha omitido la correccién por poblacién
finita. Véase (Wolter 2007) para otros estimadores para el caso del muestreo estratificado.
|

Comentario 38. En el muestreo multietdpico, el método jackknife normalmente se aplica
a nivel de las PSUs. Supongamos una muestra en primera etapa s; que contiene n;
PSUs se selecciona a partir del conjunto U; compuesto por N; PSUs. Sea s; particionado

aleatoriamente en A grupos de PSUs, con m PSUs en cada grupo. Sea 0 es estimador de

6 con la muestra completa, y denotemos por ﬁ(a) el estimador de 6 que esta basado en
los datos que quedan tras eliminar el a-ésimo grupo de PSUs. Usando las ecuaciones
(7.30) a (7.33) en este nuevo contexto, obtenemos

0= A0 — (A= 1)0a); a=1,..., 4,

A
~ 1 Sy

que sirven para el prop6sito dual de estimar V(
0=Yy = ZieU; Yu,, y

)
)

=
jab)
9]
=N
0
:
o
=
=
<
a
}ﬁ
o
=
Q.
3
o)
=
e
9]
o
QO
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donde ?Ui es un estimador del i-ésimo total Yy, de la PSU i basado en submuestrear
dentro de la i-ésima PSU y 7j; es la probabilidad de inclusion de primera etapa de esta

PSU. Ademas R
~ ~ 1 Y,

pr— Y p— —— —

o) = Yo [A(A - 1)1 2 i

1EST—STq

lo que da

A~

~ HT Y;

}/’aU - A E y
; Trq
USES P

- . ~ur
Ok =Yk =Yy

y el estimador de la varianza
1 A
Viki =Vike = 75— Z(Ya

En el muestreo estratificado de PSUs, la técnica descrita en el Comentario 37 se podria
aplicar a las PSUs. |

Comentario 39. Para el método jackknife necesitamos fijar un ntiimero adecuado de
grupos A. Para tener una buena acuracidad en los resultados del estimador de la
varianza, lo ideal seria tener tantos grupos como sea posible, lo que significa A = n, es
decir, m = 1. Por otro lado, por motivos computacionales, lo ideal seria tener tan pocos
grupos como fuese posible, el caso mas extremo seria A = 2, y m = . En la practica,
la elecciéon mas frecuente parece ser A = n, o, cuando el coste computacional es una
cuestién seria, un compromiso entre los dos extremos A =ny A = 2. [ |

Comentario 40. Kovar, Rao y Wu 1988 encontraron en un estudio empirico que el
método jackknife funcionaba mal para estimar los estimadores de la varianza de cuantiles
poblacionales. [}

7.5 Método bootstrap

Como en el caso del método jackknife, el método bootstrap se desarroll6 fuera de la teoria
de muestreo como una forma de obtener estimaciones aproximadas de la varianza e
intervalos de confianza. Su creador fue Efron (Efron 1979; Efron 1981; Efron 1982).

De forma gradual, el método bootstrap empez6 a llamar la atencién como una alternativa
a las otras técnicas de estimacién aproximada de la varianza vistas en este tema. El
método bootstrap se disefi6 inicialmente para su uso con observaciones independientes,
la hipétesis inicial de la teoria estadistica tradicional. Un problema badsico, que todavia
no se ha resuelto, es como el método deberia de modificarse de manera correcta para
incorporar las caracteristicas especiales del muestreo, incluyendo la falta de independen-
cia que aparece en el muestreo sin reemplazamiento y otras complejidades de disefios y

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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de estimadores.

El objetivo de esta seccién es indicar el simple uso de la idea del bootstrap en el muestreo.
Para mas informacién sobre el bootstrap en muestreo véase (Bickel y Freedman 1984;
Bondensson y Holm 1985; Gross 1980; Kovar, Rao y Wu 1988; McCarthy 1985; Rao y Wu
1984; Rao y Wu 1987; Wolter 2007).

Supongamos que se selecciona una muestra probabilistica s de una poblacién U median-
te un disefio de muestreo arbitrario sin reemplazamiento. El parametro poblacional 6 se

estima mediante 6, y buscamos un estimador de V(@) Veamos una breve descripcién de
cémo funciona el método bootstrap.

i. Usando los datos muestrales, construimos una poblacién artificial U*, que asumi-
mos que es una réplica de la poblacién U real, pero desconocida.

ii. Seleccionamos un conjunto de muestras independientes, ‘remuestras’ o ‘'muestras
bootstrap’, de U* mediante un disefio idéntico al que se us6 para seleccionar s a
partir de U. La independencia implica que cada muestra bootstrap debe devolverse
a U* antes de seleccionar la siguiente. Para cada muestra bootstrap, se calcula una

estimacion 67 (a =1, ..., A) de la misma forma en que se calcul6 6.

iii. Se considera la distribucién observada de 67, ..., % como una ‘estimacion’ de la
distribucién muestral del estimador 6 y V(6) se estima mediante

A
. 1 U
V :—E 9*_0*2
BS A—]_a:1<a )7

donde

Comentario 41. En algunas aplicaciones del método bootstrap, cuando el célculo de
un intervalo de confianza es el principal objetivo, no se calcula una estimacion de la

varianza Vpg, sino que el intervalo se obtiene directamente a partir de las distribucién

observada de 0}, ... , 0. Por ejemplo, para un intervalo de confianza al 95 % se toma el
intervalo entre los puntos menores y mayores al 2,5 % de esa distribucién. |

El siguiente ejemplo muestra como pueden usarse los principios del método bootstrap
para estimar una varianza V(6), cuando 6 es el estimador HT del total poblacional.
Ejemplo35. Sea 0 = Yy =Y o ue y 0 = YT =3, .. %, donde 7, son las probabilida-
des de inclusién bajo el disefio utilizado para obtener s. Por simplicidad, supongamos
que el disefio tiene un tamafio muestral fijo n. Buscamos estimar V(¢) = V.

Tema 7. Métodos indirectos de estimacién de la varianza.
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El primer paso es construir la poblacién artificial U*. Una posibilidad es que U™ esté
compuesto de réplicas de los elementos en s. Para cada k € s creamos % elementos
artificiales de U*, compartiendo todas el mismo valor y, concretamente, y;, y el mismo
valor de 7, ;. Por simplicidad asumiremos que % es un entero para todo k£ € s.
Usaremos el subindice i para etiquetar a los elementos artificiales de U*. Para el i-ésimo
elemento, sean y; y 7 los valores respectivos de y y . Entonces, a cada k € s le
corresponden ﬂ—lk elementos en U* y todos ellos tienen y; = y;, y 7} = 7. Mediante esta

construccion, U* sera del tamano

y el total poblacional de U* sera

Yy = ZQ:ZZ%:?(?T
kes

ieU*

El siguiente paso es seleccionar las remuestras de U*. Para simplificar, sea cada re-
muestra una muestra proporcional al tamafio con reemplazamiento de n muestras, con
probabilidades de seleccion p; = %’“ para cada i € U*. Entonces, las remuestras son con
reemplazamiento aunque la muestra original s fuese sin reemplazamiento. Obsérvese

que > ey i = 1.

Para cada muestra bootstrap (a = 1, ..., A) calculamos el estimador de Hansen-Hurwitz

n

*

o — e _ 1N~ Yiw

a” “a - * ’
n i

j=1 " "(a)

donde el valor de y dado por y; = esta asociado con el elemento de U™ que se obtuvo en
la j-ésima seleccion para la a-ésima muestra bootstrap. Definiendo

A
}/}HH* _ % Z f/aHH*
a=1

definimos el estimador de la varianza como
N 1 A N 2
Voo — (YHH* _ YHH*> ‘
B =T > (Y.

a=1

Su sesgo se obtiene basicamente. Dada la muestra s, los estimadores Y/ #*, ..., Y+

son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Entonces:

?)
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Por tanto, para el estimador YT obtenemos

E (\733) ~E, [E (?Bs\sﬂ - ”;11@1,

Mk _ g
n(n —1) kzes ( Tk v

Es decir, el estimador bootstrap proporciona con el mismo valor esperado que los estima-
dores de las técnicas anteriores. |
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Tema 8

Estimaciéon en dominios. Los métodos basicos de estimacion en domi-
nios. Condicionamiento sobre el tamafio muestral del dominio. Domi-
nios pequeios: estimadores sintéticos.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

8.1 Introduccidon

Enla mayoria de las operaciones estadisticas, sino en todas, las estimaciones se necesitan
no solo para la poblacién total, sino también para varias subpoblaciones. Por ejemplo,
en las encuestas econémicas se suelen publicar los datos por actividad econémica y/o
regiones, y en las las encuestas sociales por tipo de hogar, por sexo y/o por edad.

A menudo, los datos de base (el tamafio muestral) para para la poblacién total es con-
siderable, y por eso se pueden obtener estimaciones con una buena precisién a nivel
nacional, mientras que cuando la muestra total se desagrega a un nivel local detallado,
algunas dreas tendran tan pocas observaciones (o ninguna) que es imposible obtener
estimaciones de una precision aceptable. Por otro lado, otras subpoblaciones no pre-
sentan ningtn problema de carencia de datos. En una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento de tamarfio n = 1000 de una poblacién de individuos, se espera que
en torno a 500 observaciones sean de “hombres”y otras tantas de “mujeres”, una base
sOlida para obtener estimaciones separadas por sexo.
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Definiciéon 10

Las subpoblaciones para las que se necesitan estimaciones puntuales e intervalos de
confianza separados se llaman dominios. A veces se usa el término dominios de estudio,
en particular sobre una subpoblacién disefiada en la fase de planificacién como
aquélla para la que es necesario una estimacion separada. En tal caso se pueden
reservar recursos adecuados para garantizar que la muestra es suficientemente
grande en ese dominio y asi obtener una estimacion de una precisién aceptable.

Sin embargo, en general, un dominio es cualquier subpoblacién para la cual se puede ne-
cesitar una estimacién separada, antes o después de la fase de planificaciéon. A menudo,
la necesidad de estimaciones para ciertos dominios se manifiesta inicamente después
de que se ha decidido el disefio muestral o después de que el muestreo y el trabajo de
campo han sido completados. Para responder a estas necesidades, el estadistico debe de
aprovechar lo mejor posible los datos que tenga a mano. El nimero de observaciones
que caen en el dominio es normalmente aleatorio y a veces muy pequefio. Estas son las
caracteristicas que le dan a la estimacién en dominios sus rasgos particulares.

Definiciéon 11

Un dominio pequefio es aquél que representa tinicamente una pequeia fraccién del
total de la poblacién. En este dominio, el estadistico normalmente tiene muy pocas
observaciones (o ninguna). Esta complicacion crea el problema de “la estimacién
en dominios pequefios”también conocido como la estimacion en pequefias dreas. Los
pequefios dominios suelen estdn definidos geograficamente.

Para mds informacién sobre la estimacion en pequefias dreas véase (Rao y Molina 2015).

En este tema se verdn técnicas que asumen que el ntimero de observaciones de un
dominio es escaso, pero no extremadamente pequefio.

Consideremos una particién de la poblacion U = {1, ..., k, ..., N} en D subconjuntos,
Ui,...,Uq, ...,Up, llamados dominios. Sea N, el tamafio de U,. Tenemos las ecuaciones
de particiones

D D
U=JUs N=> Ng (8.1)
d=1 d=1

El objetivo es estimar los totales de los dominios

Y= ws d=1,..,D,

0 las medias de los dominios

Tema 8. Estimacion en dominios.
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Comentario 42. En este tema, usaremos Y; para el total del dominio e g, para la media
del dominio. La notacién general para los estimadores de estos pardmetros es Yy y 7.,
respectivamente.

Si N4 es desconocido (es el caso mas comuin en la préctica), entonces el pardmetro
Yu, = % es un cociente de dos pardmetros desconocidos. Cabe sefialar que el estimador
de yy, analizado en la seccién 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza del
tema 3! del bloque “Produccion Estadistica Oficial: Principios bésicos del ciclo de pro-
duccién de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes es el resultado de
considerar y;;, como una razén de dos totales desconocidos.

Comentario 43. La divisién en dominios representa un nuevo tipo de particién de la
poblacién en subconjuntos. Algunas particiones importantes que se han visto en temas
anteriores son: (a) un conjunto de estratos (con motivo del muestreo estratificado); (b)
un conjunto de PSUs (para el muestreo de conglomerados bietdpico o multietdpico); (c)
un conjunto de grupos (para los modelos de grupos en la estimacioén por regresion).

Si los elementos en u, (digamos, un drea geogréfica) pueden ser identificados de ante-
mano e incluidos en una lista, el estadistico puede seleccionar una muestra directamente
del dominio de acuerdo con un disefio adecuado. El dominio es entonces designado en
efecto como un estrato, y la seleccién de la muestra en el dominio se controla mediante
la eleccion del disefio en el estrato. Sin embargo, incluso si U, pudiese ser seleccionado
como un estrato, no siempre se elige hacerlo asi en la practica. Si el nimero de dominios
D es grande, se puede incurrir en un coste alto si se decide realizar una seleccién contro-
lada en cada dominio. En este tema veremos el caso en el que es imposible (por ejempo,
por falta de marco) o no es practico (por ejemplo, por razones de coste) considerar cada
dominio como un estrato.

Asumamos que una encuesta se lleva a cabo sobre la poblacién U. Es decir, una muestra
probabilistica s de tamafio n, se selecciona a partir de U de acuerdo con un disefio
muestral especificado p(-) con probabilidades de inclusién 7, 7y, y, como de costumbre,
. X A
fl]arnos Akl =Tg — Ty Akl = W—:ll
Denotemos por s, la parte de s que cae en Uy, es decir,
sqg=sNUy

Denotamos por n,, el tamafio de s,. Los andlogos muestrales de las ecuaciones (8.1) son

entonces
D D
s = U Sq; Mg = g N, (8.2)
d=1 d=1

Aqui, n,, es aleatorio y posiblemente bastante pequefio. Con este ntimero aleatorio de
observaciones, la tarea del estadistico es obtener la mejor estimacién posible dentro del

!Tema 3. Estimaci6n insesgada en disefios muestrales sobre unidades elementales 1. Muestreo de
Bernoulli: definicién, estimadores, varianza y estimador de la varianza. Muestreo aleatorio simple: sin y
con reemplazamiento: definicién, estimadores, varianza y estimador de la varianza.

Tema 8. Estimacion en dominios.
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dominio.

Es 1til, como en la seccién 3.3.3 Estimacion en dominios del tema 3 del bloque “Produccién
Estadjistica Oficial: Principios basicos del ciclo de produccién de operaciones estadis-
ticas”del grupo de materias comunes, trabajar con variables indicadoras de dominio.
Para el dominio d-ésimo, definimos

1 sikeUy
= ’ 8.3
“dk { 0 en caso contrario. (8.3)

El vector
Rk = (211@7 ey Rdky +eos ZDk)

consiste en D — 1 valores “0”y un tinico valor “1”especificando el dominio del k-ésimo
elemento. Los z4; son constantes, no variables aleatorias, y a menudo son desconocidos
antes del muestreo.

El tamafo del dominio se puede expresar como

Nd = Z Zdk -
U
El estimador de Horvitz-Thompson (por tanto insesgado) de IV; viene dado por
~ Zdk 1
NHT N7 2k NT
Por otro lado, el tamafio muestral del dominio se puede representar como

Ngy = E Zaplp = E I,
U Uq

donde I}, es la variable indicadora de pertenencia a la muestra, es decir, I, = 1sik € s
e I;; = 0 en caso contrario. Bajo el disefio muestral dado p(-), el tamafio muestral del
dominio esperado es por tanto

E(nsd) = szkﬂ-k = Z’ﬂ'k. (84)
Ug

U

De esta forma, el disefio, o mds especificamente los 7, inducidos por el disefio, determi-
nan si se puede esperar un tamafio muestral bueno o malo en el dominio.

En particular, bajo un disefio aleatorio simple sin reemplazamiento, con n elementos

elegidos a partir de NV,
N,
Esrswor(nsd> = Tdn = deN (85)

Tema 8. Estimacion en dominios.
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donde f = 'y N

d
Py = ~
es el tamano relativo del dominio. En la ecuacién (8.5), dos fracciones normalmente
pequeias, f y P, son multiplicadas por un nimero normalmente grande, el tamarfio
poblacional N. Cambios menores en los tres términos, f, P; y N pueden causar cambios
considerables en Eg,syor(ns,). Por ejemplo, si P; = 0,3%, f = 1% y N = 100000,
tenemos

Earaor (1a,) = 3

lo que obviamente ofrece una mala perspectiva para obtener una buenas estimacion.
Si aumentamos cada uno de los tres valores, las perspectivas son mucho mejores. Si
P, =09%, f =2%y N = 400000, tenemos

Esrswor (nsd) = T72.

Asi, si es posible disponer de alguna informacién auxiliar de peso, un ntimero de obser-
vaciones cercano a 70 puede proporcionar una estimacién bastante precisa del dominio.

Purcell y Kish 1979 sefialaron que la eleccion del método de estimacion dependera de la
situacion, en funcién del tamafio relativo del dominio, P;. Introducen cuatro tipos de
dominios calificados como mayor, menor, mini y raro dependiendo de si el tamafio relati-
vo P, = % satisface, respectivamente, P, > 0,1, 0,01 < P; < 0,1,0,0001 < P; < 0,01,y
P, < 0,0001. Para un dominio mini o raro, incluso una muestra total muy grande puede
que no incluya ninguna observacién en ese dominio. En tales casos puede ser necesario
usar métodos de estimacion especiales, que no consideraremos en este tema.

Comentario 44. El problema de la estimaciéon en dominios esta relacionado con los
marcos imperfectos. Supongamos que el marco poblacional U tiene un tinico problema
que es la sobrecobertura. Entonces, la poblacién marco U es un subconjunto (un dominio)
de Up. Por ejemplo, para una poblacion de establecimientos de empresas, el marco puede
estar un poco desactualizado y la sobrecobertura Ur — U se corresponde con empresas
que han cerrado desde que el marco se elaboré.

Comentario 45. Si las proporciones de los dominios P, (d = 1, ..., D) son muy variables,
los tamafios muestrales de los dominios n;,, ..., ns, también pueden ser significativamen-
te diferentes. Es posible entonces que en muchos dominios, se obtengan estimaciones
muy precisas, mientras que en los dominios mds pequefios las estimaciones sean pobres.
Esto sugiere un enfoque en dos fases. En primer lugar la muestra grande de primera fase
s se divide en las partes de los dominios s,4, y a continuacién tiene lugar el submuestreo,
con pequeias tasas de submuestreo en los dominios grandes, y cerca del 100 % de
submuestra en los dominios mds pequefios.

Tema 8. Estimacion en dominios.
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8.2 Los métodos basicos de estimacion en dominios

Examinemos en primer lugar las técnicas bdsicas para la estimacion del total del domi-

nio
Yo = Z Yk
Uq

de la media del dominio

y, al final de la seccidn, la diferencia entre las medias de dos dominios.

Sea
Yy Sik e Uy,

_ 8.6
0 en caso contrario, ( )

Ydk = ZdkYx = {

donde zg4, es la variable indicadores definida por (8.3). Entonces, el total del dominio

es
Ya=> yar
Uqg

y el estimador de Horvitz-Thompson correspondiente es
Yyt = ngk = Zﬂk
s Sd

Cuando N, es conocido, un estimador mejor de Y, se obtiene usando los resultados
de la seccion 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza del tema 3 del bloque
“Produccion Estadistica Oficial: Principios bésicos del ciclo de produccién de opera-
ciones estadisticas”del grupo de materias comunes. Consideremos la media muestral
ponderada por 7 del dominio

_ 1 y
Ysa = ot Zyk (8.7)
Nd Sq
con

~ 1
Sd

Multiplicando y,, por Ny obtenemos un estimador alternativo de t; que denotamos por
Y. Esto es,

Ya = Nas,, -

Para ello es necesario que n;, > 1.

En resumen, las técnicas bdsicas para la estimacién en dominios son:

Tema 8. Estimacion en dominios.
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1. Para estimar el total del dominio cuando N, es desconocido, se usa el estimador
de Horvitz-Thompson
=0
Sd

Veremos sus propiedades en el Teorema 15.

2. Para estimar el total del dominio cuando N, es conocido, usamos
~ N Nqg .
Va = Nufoy = <57 D
Nd Sd

El Teorema 15 muestra sus propiedades fundamentales.

3. Para estimar la media del dominio, tanto si V; es conocido como si no, usamos
gUd = gsd

como se han descrito los resultados de la seccién 3.3.2 Estimadores, varianza y
estimador de la varianza del tema 3 del bloque “Produccién Estadistica Oficial:
Principios basicos del ciclo de produccion de operaciones estadisticas”del grupo
de materias comunes.

El estimador de Horvitz-Thompson del total del dominio ¢; = ZUd Yk €S

v =" (8.8)
Sd
con varianza R
V(YT = Z Z O Y- (8.9)
Ug

Un estimador insesgado de la varianza es

V) = Z Z Okt (8.10)
Sd

Cuando el tamafio del dominio N, es conocido, un estimador més habitual es
Yy = Nuils,, (8.11)

donde ¥, es la media ponderada por m dada por (8.7). La varianza aproximada es

AV (§e,) =D dw (y’“ ;kyUd> <yl ;f’”) . (8.12)
Uq

Tema 8. Estimacién en dominios.
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Un estimador de la varianza viene dado por

@@%%=<Nm> }ji}m(% y%)(w;f%). (8.13)

Un intervalo de confianza construido de la forma habitual con la ayuda de (8.10) o
de (8.13) da aproximadamente un cobertura del 100(1 — «) % cuando se seleccionan
repetidamente muestras s del total poblacional U, con el disefio dado p().

Aqui, las expresiones (8.9) y (8.10) se siguen facilmente si aplicamos el teorema 4 del
tema 2 ? del bloque “Producciéon Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de
produccién de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes a la variable
del dominio y,; cuyo valor ygq, viene definido por (8.6). Las igualdades (8.12) y (8.13) se
siguen de los resultados de la seccién 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza
del tema 3 del bloque “Produccién Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de
producciéon de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes, simplemente
multiplicando por N3. Cabe sefialar que (8.12) se expresa por medio de diferencias a par-
tir de la media del dominio, y; — ¥y, mientras que (8.9) involucra los valores y;, brutos.
En consecuencia, la varianza de Y; es generalmente mas pequefia que la de YHT La me-
jora es méas obvia si nos centramos en un disefio especifico, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 36. Bajo el disefio aleatorio simple sin reemplazamiento con n elementos selec-
cionados a partir de N, el estimador de Horvitz-Thompson de ¢, es

= () S

Si Py = Ng y =1—-F, la varianza mostrada en la ecuacién (8.9) se puede expresar
d N d
como

1— f(Na—1)Sp, + NaQaiips,
1nf N-1 (8.14)
n Pd(SQUd + Qd?JUd)

Vsrswor (}/}dHT) = N2

donde )
2 _ N2
SyUd — m UZ(yk - yUd)
d

es la varianza del dominio. El estimador de la varianza en (8.10) tiene una expresién

2Tema 2. Ideas bésicas sobre estimacién en muestreo probabilistico. Disefio muestral. Probabilidades
de inclusién. La nocién de estadistico. Indicadores de pertenencia a la muestra. Estimadores y sus
propiedades basicas. El estimador Horvitz-Thompson (estimador 7) y sus propiedades. Muestreo con
reemplazamiento. Efecto de disefio. Intervalos de confianza.
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analoga,
\ (VHT) = N2 1 — f (na — 1)S5,, + naqays,
2 n-1 (8.15)
= N2 n pd(Sjsd + nggd)a
donde )
Sjsd - ne, — 1 Z(Z/k - gsd)2 (8.16)
Sd
_ Yk ng
o=~ pa=- Y a=1-pa
sS4 Sd

Volviendo ahora al estimador 3,, que requiere conocer el tamafio del dominio, obtene-
mos a partir de la ecuacién (8.12)

1—f (Nd - 1)55Ud

n N -1 (8.17)

L—f 5

A‘/srswor (gd) = N2

= N2

mientras que el estimador de la varianza dado en (8.13) toma la forma

2 H
~ N, sy — 1)S2,
Vsmwor(gd) _ < d > N2 § : (n d ) YSa

NHT n—1
d h= (8.18)

1—f( 1 1
. 2 2
—= N - /\HT Sy3d7
n \ns, N}

con NHT = N =4 QObviamente, el calculo de (8.18) requiere que n,, > 2.

El incremento en la varianza debido a la falta de conocimiento de IV, se puede expresar
mediante el cociente de las ecuaciones (8.14) y (8.17),

Vsrswor <?dHT) . Qd
Vorswor\Ya ) . g Gd 8.19
A‘/srswor(yd) (vaUd)Q ( )

donde cv,y, = ;UUd es el coeficiente de variacion de y en el d-ésimo dominio. Por ejem-
d

plo, si cu,y, = 0,5, la varianza de YHT es aproximadamente cinco veces la de Y, cuando
el dominio cuenta s6lo con un pequefio porcentaje de la poblacién (@4 cerca de la
unidad). Si el dominio cuenta con el 50 % de la poblacién (con cv,y;, invariante en 0,5) la
varianza de YT no crece tanto con respecto a la de Yy, pero atin as sigue siendo mayor;
el cociente de varianzas decrece a tres aproximadamente.

Tema 8. Estimacion en dominios.
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Ejemplo 37. Supongamos que el dominio se puede identificar previamente y que po-
demos muestrear de forma controlada. ;Obtendriamos entonces un estimador mejor
que (8.11)? La intuicién podria indicar que si, para una respuesta mas completa en un
caso especifico, consideremos el disefio aleatorio simple sin reemplazamiento. Si se
puede identificar el dominio previamente, el estadistico puede seleccionar una muestra
aleatoria simple sin reemplazamiento de n, (ahora un ntimero fijo) a partir de los N,
elementos del dominio. El estimador insesgado de t, es entonces

Yk

Ngys, = Ny g’

Sd
con varianza exacta

/ _ 1 1
VSTSU}OT‘(NdySd) = N(g (n_d Nd) 52 (820)

Comparemos esto con el enfoque de la estimacién del dominio no controlada. La
expresion de la AV mostrada en (8.17) se puede escribir

1 1
N 2
A‘/tsrswar(yd) = Nd (’I’L_g - E) SyUd’ (821)
donde
ny =
N

es el total muestral esperado en el dominio.

Es decir, si el tamafio muestral n, bajo condiciones controladas es igual al total muestral
esperado en el dominio E(n,,) = nj bajo condiciones sin controlar, las dos varianzas
serdn aproximadamente la misma, que es un resultado bastante intuitivo. Por tanto,
al grado de aproximacién usado aqui no hay pérdida de precisiéon usando el enfoque
de estimacion en dominios teniendo en cuenta que N, es conocido. Para obtener una
aproximacién mas cercana a AVy,suwor(74), de forma que se pierda menos precision, ver
la Seccién 8.3.

Ejemplo 38. Consideremos el disefio aleatorio simple sin reemplazamiento, con H es-
tratos que tienen unidades en los D dominios. El estimador de la media del dominio
mostrado en la ecuacién (8.7) es entonces

Nh sth Yk
= —H "
el C) PP o VSd

donde 22 es el inverso de la fraccion de muestreo en el estrato 5, sy, es la interseccién
del dommlo U, y la muestra aleatoria simple seleccionada en el estrato h, y n,,, es el
tamario aleatorio de esta intersecciéon. La varianza estimada (8.13) dividida por N} se
puede escribir, después de algunos célculos, como

gUd = gsd

H — _ ~
1 N — In st, ( ySdh)2 + nsdh(l - pdh)(ysdh B yUd)2
(NET)Q h=1 "o, np— 1

Vsrsi(yy,) =

Tema 8. Estimacion en dominios.
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donde

H

LE S N

Pan = —*, NC?H: E Ny <—dh>
Mth h=1 h

e ¥s,, esla media directa de y en la celda dh.

2 . . o 2 . 2
Los términos en (¥, — ¥y,)° de la expresion resultan molestos ya que suponen hacer
las diferencias entre las medias de los estratos en el dominio. Una estratificacion que
sea altamente eficiente para estimar la poblacién total o un dominio grande puede de-
jar de serlo para estimaciones en dominios pequefios, como se puede ver en Durbin 1958.

En muchas aplicaciones, es de interés analizar si dos dominios son diferentes. Si la
poblacién muestral consiste en individuos, nos puede interesar comparar, por ejemplo,
los hombre y las mujeres, o el grupo de edad de los mayores de 65 con el grupo de edad
entre 30 y 50, o los residentes en dreas rurales con los residentes en areas urbanas. Es de
particular importancia la comparacién entre las medias de dos dominios. Un cientifico
social o un politico a menudo puede estar interesados no s6lo en un estimacién puntual
de la diferencia entre entre la media de dos dominios, sino también en un valor que
indique si la diferencia es significativamente grande. Por tanto, es de interés obtener un
intervalo de confianza para la diferencia desconocida de dos medias. Si el valor cero
no estd contenido en el intervalo a un nivel del 95 %, hay evidencias suficientes para
rechazar la hipétesis de que los dominios sean iguales.

Si consideramos los dos dominios a comparar U; y U, (es decir, d = 1y d = 2), la
estimacion de la diferencia vendrd dada por

_ _ thh 1
D =gy, —Ju, = — — —=.
yUl yUQ N]_ ]\/’2
Un estimador natural es la diferencia de las medias muestrales ponderadas por =
correspondientes,

D = gs1 - gsg
con y,, dado en (8.7) para d = 1, 2. La varianza es

V(D) = V(fs,) + V(Fs,) — 2C(fsy. s, )-

Se pueden obtener aproximaciones de las dos varianza del lado derecho de la ecua-
cion dividiendo la expresion en la ecuacion (8.12) por NZ, d = 1,2, mientras que una
expresion aproximada para la covarianza correspondiente se calcula como

L 1 Y — Yoy Y1 — Yus
AC (G o) = e 3 DA . 8.22
O(y 1 y 2) NlNQ kEUl lEUQ kl 7Tk 7Tl ( )

La varianza aproximada resultante de D se puede expresar como

AV(D) = Z ZAklAkAl; (8.23)

U1UU2
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con A, = ﬁ—:, donde

A — 2 Yk — Uun)  2o(Yr — Y,
: i N,

El estimador de la varianza correspondiente, necesario para el cdlculo del intervalo de

confianza, es
=3 A (8.24)

s1Uso
con a;, = Z—’Z, donde
Zlk(yk: - 951) . ZQk(y ys2)
N1 NQ

A =

Ejemplo 39. Se puede comprobar que la covarianza aproximada en (8.22) es cero para un
disefio tal que ; sea constante para todos los k y Ay, sea constante para todos los & # .
Si consideramos el disefio muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (n elementos
de N), tenemos

~

D= Ysy — Yss
con ys, = st &, d = 1,2. En ausencia del término de covarianza, tenemos a partir de
Sd
(8.21),

2
AV, srswov = Z <_ - > 52
=1

y el estimador de la varianza mostrado en (8.24) es en consecuencia aditivo,

2
§ : 2
srswor Sysd
= \ Msa - NIT

donde NIT = N =4,y donde hemos apr0x1rnad0

1) por la unidad.

Existen técnicas para mejorar el estimador de la diferencia de las medias de dos dominios
usando informacion auxiliar.

8.3 Condicionamiento sobre el tamaiio muestral del dominio

En el Ejemplo 37 se ha visto que la estimacién en dominios, cuando se usa el muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de toda la poblacién y Y; = Ny, es
esencialmente tan eficiente como el muestreo muestreo aleatorio simple sin reempla-
zamiento directo dentro de un dominio a priori identificado. Cuando se desconoce el
tamafio muestral del dominio se hace necesaria una aproximacién de la varianza mejor
que (8.17) para poder apreciar esta pérdida limitada de eficiencia. Con este fin, es ttil
en condicionamiento sobre n,.

Denotaremos por A, el evento ns, > 1. Sin es muy grande, P(A,) es cercano a la unidad,
incluso si el tamafio relativo del dominio P, es bastante pequefio. Para un valor fijo
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de n,, tal que n,, > 1, la parte del dominio de la muestra, s; = s N Uy, se comporta
como una seleccién aleatoria simple de n,, a partir de N,. Para Y; = N;y;, tenemos, por
tanto,

]Esrswor(ffd‘Ad; nsd) = td (825)
~ 1 1

Verswor(Ya|Ad,ns,) = N3 ( — AHT) Sy, (8.26)
ne, NP

Asi, Y; es condicionalmente insesgado, dado cualquier tamafio muestral en el dominio
tal que n,, > 1, y la varianza condicional viene dada por (8.26). Calculando la media
sobre todos los valores ns, > 1,

Esrswor(f/d|Ad) = td (827)

Vsrswor(ﬁ”Ad) = Ng

1 1
Esrswor (n_|Ad) - W] SjUd' (828)

Sd d
Para obtener (8.28) hemos usado
V[Esrswor(}7d|Ada nsd)] = V(td|Ad) = O’

donde V(-) denota la varianza con respecto a la distribuciéon de n,. En otras palabras,
dado que el dominio contiene al menos una observacién, Y; es insesgado para Y; bajo el
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de U.

Los momentos (8.27) y (8.28) todavia tienen una condicién, concretamente, el evento
A,. Suponiendo que n es suficientemente grande como para que A, ocurra casi seguro,
concluimos, a partir de (8.27) y de (8.28), que Y; es insesgado para Y; con la varianza
sin condicionar.

Vsrswor(i/d) = Ng

1 1
Esrswor (TL_> ] SjUd (829)

W) N

Al hacer uso del signo de igualdad estamos haciendo un abuso de notacién: la ecuacién
(8.29) es valida bajo la hipétesis de que n,, = 0 con probabilidad despreciable.

Mediante el desarrollo en serie de Taylor obtenemos

Esrswor (i) = io Gt ><01 — Fu) (8.30)
g

54 (ng)?

donde f = &,y

N,
ny =E(n,,) = an =nP,.
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A partir de (8.29) y de (8.30), y asumiendo Q; =1 — Py

- 1
Vsrswor(}/d) - Nj (_0 Nd) (1 + Qd) S;Ud- (831)

g g

Comparando la varianza muestral sin controlar (8.31) con la varianza muestral contro-
lada (8.20) obtenemos

Vsrswor }N/
, ( c_l) g Q_Sl
Vsrswor (Ndysd) nd

que es aproximadamente 1 + - si n es mucho més grande que n = nP;. Por ejemplo,

d
si el tamafio muestral del dominio esperado es n) = 10 elementos, la varianza aumenta
aproximadamente un 10 %. En otras palabras, hay una pérdida de precisién no despre-
ciable causada por la pérdida de control del tamafio muestral del dominio.

Comentario 46. La varianza condicional mostrada en (8.26) se estima insesgadamente
(dado n,, tal que n,, > 2) por

1 1
* 2 2
‘/srswor = Nd <_ - E) Sysd

Ury
donde 52 viene dado por (8.16). Este estimador de la Varianza condicional en su esen-
cia c01nc1de con la expresién (8.18). La diferencia entre Am y & N es insignificante, con lo

que no tiene consecuencias significativas en la préctica.

8.4 Dominios pequefios: estimadores sintéticos

Se pueden obtener estimadores mejorados en los dominios si se dispone de més in-
formacién auxiliar (més alld de conocer Ny). Una posibilidad es usar un método de
estimacion de regresion. Otra es usar un estimador de razén por dominio.

En el caso del estimador de regresién, denotaremos por x;, el valor del k-ésimo elemento
del vector auxiliar x, de dimensién, por ejemplo, J. A continuacién se ajustard un
modelo que describa la presunta relacién entre la variable de estudio y las variables
auxiliares. Los valores ajustados ¥ se usan para construir un estimador de regresién
adecuado. Los valores resultantes predichos son

:l//\k = X;g B
donde

’ -1 ’
B (X)) yu
- 2 2
y los residuos vienen dados por

€ks = Yk _Z//\k = Yk —X;B-
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Asumiendo que el tamafio del dominio N, es conocido, el estimador de regresion
del total del dominio t; = ZUd Y. €S

donde

. _€ks_(yk—yk) Yk
ks = — = Y=
Tk Tk Tk

y las ponderaciones g (que dependen del dominio d, de la muestra total s, y del
elemento k) son

!

o\ -1
Gdks = de + (Z Xy — Z Vk) (Z j%::) j—g
S

Sd

con z4; el indicador del dominio dado por (8.3).

La varianza aproximada vendra dada por

V()= %; S (E’“ ;kEUd) (E’ ;ZEUd) (8.33)

donde Ej, = y;, — x}eﬁ son los residuos ajustados poblacionales, con

o\ -1

U U

Do Ey - .
y Eu, = >y, 3 Un estimador de la varianza es

Yvdr Z Z 5 gdksek’s gdlsels (834)

Un tercer enfoque es modelizar en términos de grupos de elemento de la poblacién que
se perciben como homogéneos. Esto lleva a un estimador de dominio postestratificado.
La idea es que los grupos son un factor de peso para explicar la varianza de la variable
y, mientras que los dominios quizd no lo son. Por ejemplo, los grupos por edad/sexo a
menudo explicardn una buena parte de la variacion entre individuos, pero una particién
en dominios geograficos puede resultar, en comparacién, un factor explicativo débil.

Particionamos la poblacién en G grupos que se denotan U.y, ..., U, ..., U.¢. Los tamafios,
normalmente desconocidos, se denotan por N.q, ..., Ny, ..., N.i. Consideraremos el caso
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en que los G grupos poblacionales intesecan los D dominios para formar una matriz
de DG celdas denotadas por Uy, d = 1,...,D; g = 1,..,G. Sea Ny, el tamafio de Uy,.
Para una mayor claridad, los dominios se denotan ahora por U,., d = 1,..., D, y sus
respectivos tamafios por Ny, d =1, ..., D.

Si aplicamos el Teorema 16 a esta metodologia tenemos el estimador de dominio postes-
tratificado

G
deos - Z nggsdg’ (835)
g=1

donde los totales poblacionales V4, tienen que ser conocidos.

Este modelo contiene, sin embargo, DG pardmetros 3 a estimar, posiblemente un nu-
mero muy grande. Esto puede causar dificultades, incluyendo la imposibilidad de
calcular algtin estimador cuando los totales de algunas celdas n,,, (g = 1,...,G) son
cero. A menudo es sensato reducir el niimero de parametros del modelo; una opcién
es trabajar con un modelo expresado tinicamente en términos de los efectos del grupo.
Esto estabiliza las estimaciones de los pardmetros y causa poca pérdida de eficiencia si
los grupos (mds que los dominios) son el principal factor para explicar la variacién en y.
Como se ha mencionado anteriormente, los grupos por edad/sexo pueden ser un factor
dominante para explicar la variacién en los individuos, mientras que los dominios
definidos geogréaficamente pueden ser, comparativamente, un factor explicativo débil.

Esta simplificacién del modelo pretende limitar al méximo (aunque sin pérdida de in-
formacién auxiliar valiosa) el niimero de parametros en el modelo usando para generar
el estimador de la media o el total del dominio.

Consideremos entonces el modelo de grupo tal que, parag =1, ..., G,

{wyk) ~ o2 (530

para todos los k € U,. En este modelo ANOVA unidireccional, Uy, ...,U,, ..., U son los
grupos poblacionales indicados anteriormente.

A partir del Teorema 16, podemos obtener el estimador aproximadamente insesgado
del total del dominio ¢, generado por este modelo mds parsimonioso

G G
% i N. VHT (~ ~
}/dr = ZngysAg + (NHT) Zng (ysdg - ys,g)7 (837)
g=1 d- g=1
con 3 §
s Ye .~  _ Uk
Ys.g = Z ]/\}HT’ Ysag = _]/\}HT
S-g 9 Sdg dg
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_ L 1 1
Nyt =D N =) — Nif=) —.
sq.

S.g Sdg

Las cantidades Ny, deben proceder de fuentes precisas (registros administrativos, etc.).
Cabe sefialar que el término

N3 s,
Z NHTd _Z ZNHT: Sd-

g=1

no conlleva cédlculos dificiles en tanto en cuanto el dominio tenga por lo menos una
observacion. Por tanto, podemos escribir el estimador (8.37) como

Los residuos para la féormula de la AV mostrada en la ecuacién (8.33) son en este
caso

Ey = yx — yu, (8.38)

para k € Uy, donde jjy, es la media de y en U,,. Las cantidades necesarias para el
estimador de la varianza (8.34), para k € s4,, vienen dadas por

€ks = Yk — gs.g

N, NHT\
9ars = Na. L dg _ “dg ) .
Ny T\ Na N ) R

Comentario 47. Resulta de interés comparar la eficiencia del estimador (8.37) con el
estimador postestratificado dado por (8.35). Este tltimo deberia de tener una varianza
menor si hay muchos datos y existen diferencias entre dominios asi como diferencias
entre grupos. Los residuos (8.38) que determinan la varianza aproximada del estimador
(8.37) se puede escribir como

Ey = By + (Jv,, — Wu,,)
donde la barra denota una media directa sobre los conjuntos indicados, y
E;i'k = yk - gUdg

es el residuo asociado con el estimador postestratificado (8.35). Un caso de especial
interés se da cuando

Yua, = YU, (8.39)

para todos los grupos g = 1, ..., G. Esto indica que, en cada grupo, la media del grupo
para todos los dominios es igual a la media del grupo para la poblacién en conjunto, es
decir, en un sentido, el dominio es como la poblacién. Entonces se tiene la igualdad de
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los residuos; Ej, = Ej para todos los k. En consecuencia, la varianza aproximada de los
estimadores (8.35) y (8.37) son iguales, y ambos son casi insesgados. En la préctica, no
se puede calcular (8.39) de forma exacta. Pero en presencia de efectos de grupo fuertes
y sin efectos de dominio pronunciados, se pierde poca eficiencia usando el estimador
obtenido a partir del modelos més sencillo en (8.36). Ademas, el estimador (8.37) tiene
la ventaja de que su cdlculo es posible aunque haya algunas celdas con totales nulos.
En raras ocasiones, (8.37) puede dar lugar a estimaciones imposibles. Si y es siempre
una variable no negativa, s6lo se pueden tolerar estimaciones no negativas de Y, pero
existe una remota posibilidad para dominios muy pequefios de que (8.37) sobrecorrija y
dé lugar a estimaciones negativas.

Definicién 12

El primer término del estimador (8.37),

G
Ydsy = Z ngﬂs.g (840)
g=1

se puede considerar un estimador por si mismo; sin embargo, es sesgado. Se llama
estimador sintético y ha sido estudiado a fondo, especialmente para el disefio aleatorio
simple sin reemplazamiento, en cuyo caso §,, se convierte en ¥, , la media sin
ponderar del grupo. Para mas informacién véase Gonzalez 1973.

Se verifica que
c
E(Yasy) = Z Naglv.,
g=1

por lo tanto el sesgo de ?dsy como estimador de ¢; es aproximadamente

G
B(Ydsy) = E(Ydsy) —tqg=— Z ng@Udg - qu)

g=1

Si se cumple la igualdad dada en (8.39) para g = 1, .., G, entonces }Afdsy es insesgado. Para
que se verifique (8.39) en la practica, seria necesario un golpe de suerte; generalmente, el
sesgo desconocido no es cero, quizd pueda tomar un valor considerable, y un intervalo
de confianza obtenido en torno a la estimacién puntual no estaria centrado y seria
invélido. Entonces, ;por qué los estadisticos estdn interesados en el estimador (8.40)?
La respuesta es que la varianza de ffdsy es a menudo extremadamente pequefia, y en la
mayoria de los casos mucho més pequefia que la del estimador casi insesgado mostrado
en la ecuacion (8.37). Esto no es una sorpresa ya que las medias de los grupos ¥, , en
(8.40) vienen determinadas con mucha precisiéon como resultado de tamafios muestrales
de grupo considerables y quizd varianza pequefias dentro de los grupos. Por otro lado,
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el término de correccion del sesgo,

N\ &
d- Z ST/ ~ N
( N > N;—“IQT(ysdg - y3~g)
Ny

g=1

aportara una varianza grande al estimador (8.37). Por tanto }A/dsy serd mucho mds preciso
(varianza baja), pero puede ser altamente inacurado (sesgo y MSE considerables). Usar

A~

Yysy es arriesgado; el estadistico confia en tener un sesgo pequefio o despreciable. Si la
hipétesis se verifica, el estimador sintético es interesante. Por eso el estimador sintético
(8.40) no es recomendable excepto si el estadistico estd dispuesto a correr el riesgo del
valor que puedan tomar el sesgo y el intervalo de confianza.

Comentario 48. De forma general, un estimador sintético se define usando el término
de prediccion del estimador de regresion (8.32)

?dsy = Zﬁk = (Xk)/ﬁ
U

en donde se mejora el estimador al usar informacién externa al dominio al obtener las
predicciones y,. Por ejemplo, un estimador sintético obtenido al imponer el modelo de
razén simple de un pardmetro, en el que x;, = z;, y B = 3, sobre el dominio d viene

dado por

Yasy = (O _a1)B (8.41)
Uq
donde
B 2l
25 T
Aqui, B estima el parametro de la pendiente
B = 2uYk (8.42)
v Tk

para la poblacién en su conjunto. La varianza de B es a menudo pequefia porque la
estimacion usa la muestra completa s. En consecuencia, la varianza del estimador (8.41)
es pequeiia, pero el sesgo es considerable si la razén del dominio

_ ZUd Yk
EUd Lk

difiere considerablemente de la razén de la poblacién en conjunto mostrada en la ecua-
cién (8.42).

By

Se han construido un gran ntiimero de estimadores como combinacién lineal ponderada
de un término sintético sesgado y de varianza pequefia, y de un término que es un
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estimador estdndar insesgado de varianza grande, como la media muestral ponderada
del dominio. Se pueden usar distintos principios estadisticos a la hora de construir las
ponderaciones. Para més informacién véase R. Platek y C. Sdarndal 1987.

Los estimadores combinados normalmente tienen sesgo considerable en muestras
pequefias y medianas, por lo que el MSE contiene un término bastante importante
de sesgo al cuadrado. Por tanto, normalmente es imposible obtener un intervalo de
confianza vélido. Sin embargo, el MSE puede ser mas pequefo que el de un estimador
insesgado. Ademas, la ponderacién de los términos se puede hacer de forma que el
sesgo tienda a cero a medida que el tamafio muestral aumenta. Cuando el tamafio
muestral del dominio es muy pequetio, se le puede dar un peso considerable al término
sintético. De esta forma, a medida que el tamafio muetral aumenta, la ponderacién se
va desplazando hacia el estimador estdndar, de forma que el estimador combinado sea
consistente.
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Tema 9

Reponderaciéon de datos en presencia de falta de respuesta. Tratamien-
tos tradicionales de la falta de respuesta. Vectores auxiliares e infor-
macién auxiliar. El enfoque de calibrado. Estimaciéon puntual bajo ca-
librado.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

C.-E. Sarndal y S. Lundstrém (2005). Estimation in Surveys with Nonresponse.
Chichester: Wiley

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

9.1 Tratamientos tradicionales de la falta de respuesta

La teoria basada en disefio, también llamada teoria de la aleatoriedad, es aplicable
cuando la encuesta tiene el total de las respuestas (respuesta completa). Esta teoria de
inferencia se basa en la aleatoriedad en la seleccién muestral. El disefio muestral puede
ser el muestreo aleatorio estratificado, el muestreo por conglomerados, etc. Sea el que
sea, cada elemento posee su propia probabilidad de inclusién 7. Estas probabilidades
juegan un papel decisivo en la inferencia estadistica con respuesta completa.

Cuando la falta de respuesta entra en escena, hecho que es inevitable en la préctica,
es conveniente pensar en cada elemento como si tuviese su propia probabilidad de
respuesta. A diferencia de la fase muestral, la fase de respuesta estd fuera del control
de los estadisticos. La falta de respuesta ocurre con probabilidades desconocidas. Sin
embargo, el concepto de probabilidades de respuesta individuales genera un marco
productivo para los métodos de tratamiento de la falta de respuesta, como se verd en
este tema.

Nuestra principal preocupacion en este tema seran las encuestas afectadas por la falta
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de respuesta. Es decir, los valores de una variable de estudio y se observan s6lo para los
k elementos de un subconjunto r de la muestra completa s. Llamaremos a r el conjunto
respuesta. En este punto asumimos que y se ve afectada s6lo por falta de respuesta
total. Con cualquier técnica que se use, un estimador del total Y = }; y), estard mas o
menos insesgado (excepto si la falta de respuesta tiene lugar de una forma totalmente
aleatoria, lo que casi nunca ocurre). Por tanto el sesgo es inevitable. Buscamos métodos
que limiten el sesgo lo mas posible.

Antes de 1980, los métodos de ajuste de la falta de respuesta generalmente se basaban
en un modelo deterministico de respuesta de la encuesta. Se asumia que la poblacién
finita consistia de dos partes disjuntas, un estrato con respuesta y otro sin respuesta.
Cada elemento del primero respondia con certeza si era seleccionado en la muestra, y
cada elemento del segundo estrato tenia probabilidad nula de responder. Una critica
obvia de este modelo es que es muy simplista y no realista. Mds atin, los tamafios de los
dos estratos a menudo no se podian asumir como conocidos, por lo que, a menudo, se
estimaba el total para el estrato con respuesta y se afiadia un término que compensase
de alguna forma la contribucién del estrato con falta de respuesta.

En los afios 80 se hizo popular un método que resulté mas satisfactorio. Este conside-
raba el conjunto respuesta r como el resultado de dos selecciones probabilisticas. La
muestra s se selecciona en primer lugar a partir de la poblacién U, entonces el conjunto
respuesta r se obtenfa como un subconjunto de s. Este es mas realista y méas general
que el deterministico en el sentido de que permite que cada elemento k tenga su propia
probabilidad de respuesta 6, donde 0 < ;, < 1 para todo k. Esta generalizacion tiene
un precio: las probabilidades de respuesta 6;, son siempre desconocidas. Un método
que se ha utilizado es reemplazar las 6, por estimaciones basada en informacién auxiliar.

El que el elemento k responda o no es un resultado binario con probabilidad desconoci-
da, como un lanzamiento de una moneda no equilibrada que puede dar cara o cruz con
probabilidad desconocida. Para el elemento k, podemos definir una variable aleatoria
binaria Ry, con valor R;, = 1 si k responde y R, = 0 si no lo hace. El valor esperado
del indicador de respuesta R), condicionado a la muestra obtenida s, es E,(Rx|s) = 6y,
donde E, es la esperanza con respecto al mecanismo de respuesta ¢(r|s). Asumiremos
que la probabilidad de respuesta 6, depende de k pero no de la muestra s a la cual k
pertenece.

No esté claro como se originé esta idea tan importante de asociar a cada elemento un
nimero tnico, la probabilidad de respuesta (o proporcionar el valor solicitado y;, de la
variable de estudio y). Para ver el calculo de la esperanza y la varianza de estimadores
tradicionales en este contexto, se puede consultar Lindstrém y Lundstrom 1974 y R. Pla-
tek y Tremblay 1978.

Hay una teoria que basa la estimacién en torno a la idea de que el elemento k esta
equipado con una probabilidad de inclusién individual conocida, 7, y una proba-
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bilidad de respuesta individual desconocida, 6. Esto la convierte en una "teoria de
cuasi-aleatorizacion término adecuado acufiado por Oh y Scheuren 1978.

En torno a 1980 se realizé un importante trabajo por parte del Panel on Incomplete Data,
promovido por US National Science Foundation. El resultado son tres volimenes con
contribuciones de distintos autores, algunas tedricas y algunas empiricas y précticas.
Varias contribuciones estan en linea con la teoria de cuasi-aleatorizacién’ se pueden
consultar, por ejemplo, el capitulo de Platek y Gray 1983. Esta teoria ha servido como
guia en las tltimas décadas para los metoddlogos en los institutos de estadistica.

Otras de las contribuciones introducen y explican conceptos, bastantes nuevos en ese
momento, tales como “ignorado’, en oposicién a 'no ignorado’, ‘falta de respuesta’ (o
‘missingness’), missing aleatoriamente (MAR del inglés missing at random), completa-
mente missing aleatoriamente (MCAR del inglés missing completely at random). Estos
conceptos han contribuido, desde entonces, de forma significativa a entender la falta de
respuesta y los datos missing. Para ver el enfoque Bayesiano, consultar Rubin 1987 y
Little y Rubin 1987.

Otro manual que se puede consultar es Lundstrom y Sarndal 2001, a Current Best Methods
manual producido por y usado en Statistics Sweden para el tratamiento de los datos de
encuestas afectados por falta de respuesta y deficiencias del marco.

La idea de la cuasi-aleatorizacion nos lleva al método de reponderacion en dos fases para
la falta de respuesta. La idea aqui es seleccionar una muestra s y luego obtener el un
conjunto de respuesta r como un subconjunto de s. Sirndal, Swensson y Wretman 1992
es un ejemplo de referencia reciente en la que se ha discutido el método de las dos fases
para ajustar la falta de respuesta. El Capitulo 9 de ese libro trata sobre la formulacién
tradicional del muestreo bifdsico, en ausencia de falta de respuesta. Consiste en lo
siguiente: se selecciona una primera muestra de U, se observan determinadas variables
ttiles (aunque no la(s) variable(s) de estudio), a continuacién se selecciona de la primera
muestra una submuestra mds pequefia, y se observan la(s) variable(s) de estudio en los
elementos de la submuestra. En este contexto, todas las probabilidades de inclusién son
conocidas, tanto las de la primera fase como las de la segunda. En el Capitulo 15 del
libro, se adapta la teoria del muestreo bifasico a la situacién en la que existe falta de
respuesta. Comentaremos brevemente este método.

En primer lugar consideramos la hipétesis de que la distribucién de la respuesta ¢(r|s)
es conocida (aunque en la préctica no sea el caso). Esto implica que las probabilidades
de respuesta de primer y segundo orden, dadas por

Pk erls) =0k, P(k&ler|s) =0k, 9.1)

son conocidas y se pueden usar para estimar Y = ), y;. Podriamos entonces calcular

) i _ 1oy 1 " ) i
los pesos combinados % L w L parak € usarlos para construir el estimador
O T (2
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bifésico insesgado
~ dy,
Y = E — Y- 9.2
6, Yk (9.2)

Esto extiende el estimador basico de Horvitz—Thompson a una seleccién en dos fases.
Pero el ), siempre es desconocido en la préctica, por eso no se puede calcular (9.2).
Para hacerlo operativo debemos primero estimar el ;. Debemos suponer que existe
informacién auxiliar para que esto sea posible. Sea 0, la estimacion de 6, para k € 7.
Un estimador ajustado a la falta de respuesta en dos fases se obtiene sustituyendo 6y,

por QA;C en (9.2). De esta forma podemos calcular

~ d
y=>" ?:yk. (9.3)

r

Se han propuesto distintas formas de estimar f. Los estimadores del tipo (9.3) han sido
estudiados y usados de forma extensiva en los tltimos 30 afios.

Una tendencia mas reciente enfatiza el uso de informacién auxiliar para alcanzar dos
objetivos: una reduccién de la varianza del estimador y una reduccién de su sesgo debi-
do a la falta de respuesta. Cuando hablemos de informacién auxiliar distinguiremos
dos tipos: vectores con informacién a nivel de la poblacién, de forma que el total de un
vector x;. es conocido; y vectores con informacién tinicamente a nivel de muestra, de
forma que se especifica un vector de valores x{, para cada k € s.

Podemos extender el uso de la técnica de estimacion GREG (Tema 4). Denotemos
por >, xj. el total conocido del vector auxiliar x;. Si el 6, fuese conocido, podriamos
construir el estimador GREG en dos fases, que es aproximadamente insesgado, y que
viene dado por

~ d
V=3 2 oo 9.4)
— O
donde d, = %, y
* dk’ * / dk’ */ox\/ -1 *
gro = 1+ (;Xk - ; G_kxk> ( T H_kckxk(xk) > (crxy)- (9.5)

donde las c;, son constantes especificadas. Sustituyendo los ¢, desconocidos por estima-

ciones adecuadas 6, basadas en valores de variables auxiliares conocidos para k € s

obtenemos, a partir de (9.4),
- d
V=2 =g (9.6)

. Uk

donde g,; viene dado por (9.5) con 0, en lugar de 0.
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En general, es preferible trabajar con (9.6) a hacerlo con (9.3), y tanto maés si xj. es un
vector auxiliar con informacién ttil. Se han obtenido buenos resultados usando (9.3) y
(9.6) en encuestas. Muchos de los estimadores obtenidos a partir de estas formulas son
casos particulares de una familia mds amplia que son los estimadores de calibrado.

En Kott 1994 se discuten varias cuestiones en relacién a (9.2) y (9.4). En estas férmulas
aparece 0, lo que hace que no sean estimadores practicos, ya que los ¢, son desconocidos.
Ademas, para ser insesgados o aproximadamente insesgados, ambos requieren que
todos los 6, sean estrictamente positivos. Como se sefiala en Kott 1994, este requisito es
quiza poco realista, porque la mayoria de las encuestas tienen una fraccién de nicleo
duro de falta de respuesta, compuesta de individuos que no responden bajo ninguna
circunstancia.

Un método alternativo ha consistido en usar las férmulas (9.2) y (9.4) como punto

de partida y llegar a los estimadores (9.3) y (9.6) mediante una estimacién de los 6,

desconocidos. Como resultado, ‘;xk jugaréa el papel de peso para los k elementos que
k

responden. Este enfoque se estructura en tres pasos:
i. se asume la existencia de un mecanismo de respuesta;

ii. se formula, para este mecanismo, un modelo realista en el cual los ¢, desconocidos
aparezcan como pardmetros desconocidos; y

iii. se estiman los 6, usando variables auxiliares cualesquiera que sean relevantes y
la informacién del subconjunto de la muestra s que respondio.

Una critica que se puede hacer a este método es que es dificil defender un modelo
propuesto como mads realista que cualquier otro competidor. Nuestro conocimiento
sobre el comportamiento de la verdadera respuesta es limitado. El tiempo y los recursos
necesario para realizar un estudio en profundidad del comportamiento de la respuesta
son también limitados en los institutos de estadistica.

Se han usado distintos modelos para el mecanismo de respuesta. Un modelo que se usa
con mucha frecuencia es asumir que la poblacién consiste en grupos que no se solapan
de forma que todos los elementos dentro del mismo grupo responden con la misma pro-
babilidad, y de forma independiente. Estos grupos se conocen como grupos homogéneos
de respuesta (RHGs del inglés response homogeneity groups). Aqui, la informacién auxiliar
necesaria es que podemos clasificar de forma tnica cada elemento muestral, si responde
o no responde, en uno de los grupos. A menudo, en encuestas dirigidas a individuos, se
usan grupos formados por un cruce de categorias de edad con sexo, de forma que, por
ejemplo, cinco categorias de edad cruzadas con las dos de sexo nos da diez grupos. La
experiencia ha demostrado que esta forma tan sencilla de agrupar raramente lograra
la hipétesis inherente de probabilidad de respuesta constante dentro de cada grupo.
Una agrupacion por edad y sexo puede puede ser facil de establecer pero a menudo es
ineficiente para explicar un comportamiento a la hora de responder que, por lo general,
es mucho mds complejo. Se pueden obtener modelos RHG mas eficientes, siempre que
la informacién esté disponible, agrupando via otros factores distintos a la edad y el

Tema 9. Reponderacién de datos en presencia de falta de respuesta.



9.2. Vectores auxiliares e informacién auxiliar 9-6

sexo.

Supongamos ahora que sustituimos los ¢, desconocidos en (9.4) por las estimaciones O
obtenidas a partir del modelo RHG. Este caso particular para (9.6) se discute en detalle
en Sarndal, Swensson y Wretman 1992, Capitulo 15, en el que también se proporciona
un estimador de la varianza. Este estimador de la varianza tiene dos componentes, una
que mide la varianza muestral y otra la varianza por la falta de respuesta. El estimador
puntual es (casi) insesgado si el modelo RHG asumido es la verdadera representacion
del mecanismo de respuesta. Sin embargo, como ya se ha mencionado anteriormente,
no importa qué grupos podemos establecer para los elementos muestrales, probable-
mente no se ajustardn de forma perfecta a las necesidades de igual probabilidad de
respuesta para todos los elementos dentro de un grupo. Otras alternativas consisten en
la modelizacién mediante la regresion logistica y la modelizacion exponencial, como se
explica en en Ekholm y Laaksonen 1991 y Folsom 1991.

Para resumir, el método de reponderacién en dos fases para tratar la falta de respuesta
necesita modelizar el mecanismo de respuesta como paso inicial para obtener los estima-
dores en (9.3) y (9.6). Para ello, uno debe (i) proporcionar la formulacién matematica del
modelo, y (ii) seleccionar las variables explicativas para este a partir de un conjunto mds
grande de variables auxiliares disponibles. Esto precisa andlisis y toma de decisiones.

9.2 Vectores auxiliares e informacién auxiliar

El uso eficiente de informacién auxiliar permitird realizar una estimacién fiable en
presencia de falta de respuesta. El de calibrado es més sencillo y directo que el en dos
fases que se ha visto anteriormente.

La informacién auxiliar se transmite a través de un vector auxiliar. El vector auxiliar es
un vector cuyos valores son conocidos para cada elemento informante, k£ € r. Ademas,
existe informacién en este vector para un conjunto mayor que r. Esta informacién ayudara
tanto ante la falta de respuesta como en la reduccién de la varianza. La notacién genérica
para un vector auxiliar serd x y su valore para el elemento k-ésimo se denotard por z.
La informacién para el conjunto mayor proporciona la informacion input, necesaria para
el cdlculo de los pesos de calibrado.

En el método de calibrado distinguiremos tres casos distintos, llamados InfoU, InfoS e
InfoUS, dependiendo de la informacién de que dispongamos. Son los siguientes:

Infoll. Se dispone de informacién a nivel de la poblacién U. Denotamos por x; al vector
de dimensién J* > 1 tal que:

(i) el vector poblacional total ), x}, es conocido;

(ii) para cada k € r, el vector de valores xj, es conocido.

Tema 9. Reponderacién de datos en presencia de falta de respuesta.
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El vector auxiliar en este caso es x;, = x;. A menudo nos referimos a x; como el "vector
estrella’.

InfoS. Se dispone de informacién a nivel de la muestra s, pero no se dispone de ninguna
a nivel de la poblacién. Denotamos por xj, al vector de dimensién J° > 1 tal que:

(i) para cada k € s, el vector de valores x{, es conocido, mientras que ), x} es
desconocido;

(ii) para cada k € r, el vector de valores x{, es conocido.

El vector auxiliar para este caso es x; = xj. A menudo nos referimos a xj como el
"vector luna’. Tiene informacién a un nivel inferior que el vector estrella.

InfolS. Se dispone de los dos tipos de informacién, InfoU y InfoS, y se usan combina-
dos para el calculo de pesos. Una opcién es formular el vector auxiliar como el vector
x; = (¥%) de dimension J* + J°.

k

Las condiciones (i) y (ii) en InfoU y InfoS son las minimamente requeridas para los procedi-
mientos de estimacion puntual. Veamos de donde salen en la practica InfoU y InfoS. Las
posibles fuentes de informacién son la encuesta en si misma, un censo de la poblacién
en cuestion, un registro administrativo o la unién de varios registros.

Empecemos considerando InfoU. Las condiciones (i) y (ii) prevalecen bajo dos esce-
narios importantes en la practica: (a) El vector total auxiliar es ‘importado” de una
fuente fiable externa a la encuesta. (b) Existe un registro que enumera los elementos
de la poblacién de 1 a N de forma que el vector de valor x; esta especificado para
cada elemento K = 1,2, ..., N. La lista puede ser el resultado de unir varios registros
administrativos usando una clave o un identificador tnico. Por ejemplo, personas o
empresas. La lista también puede servir como un marco muestral (o para crear un
marco) para la poblacién objetivo en la encuesta.

En el caso de un total importado, la informacién ) ;; xj. proviene de una fuente externa,
mientras que los valores individuales xj son conocidos o medidos en la encuesta para
k € s. Es importante entonces que el vector tras el total importado ) _,; x; en la condiciéon
(i) de InfoU mida el mismo concepto que xj, en (ii). En otras palabras, ) ,; x; no puede
estar desactualizado o tendremos medida erréneas del total poblacional real del vector
x;, medido en la encuesta actual para cada k € r.

El vector x; también puede contener variables distintas de las categéricas, teniendo
en cuenta que los totales poblacionales correspondientes se pueden importar de una
fuente fiable.

Por otra parte nos encontramos con un problema cuando los valores de xj propor-
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cionados por los informantes contienen errores de medida. Esto es particularmente
problematico si estos errores no son aleatorios sino sistematicos, como cuando hay
variables sensibles. Por ejemplo, supongamos que a los individuos encuestados se les
pide cuantificar su consumo de alcohol durante un mes de referencia. Puede haber
una tendencia a subestimar el consumo que hace uno mismo. En el caso del total po-
blacional, supongamos que podemos importar los datos mensuales de las ventas de
una fuente considerada fiable, como por ejemplo de algtn registro del estado sobre
bebidas alcohdlicas. Aunque esto nos pueda dar una imagen razonablemente precisa
del consumo total, el problema es que las medidas obtenidas de los informantes estan
subestimados de forma sistemdtica. Esta disparidad puede perturbar de forma severa
los pesos calculados para el calibrado.

Consideremos ahora el caso de un listado poblacional existente y que se usa para satisfa-
cer las necesidades de InfoU. Esta situacién es tipica en las encuestas a individuos y a
hogares en varios paises europeos, principalmente en los paises nérdicos, en los que un
registro poblacional contiene un listado de todos los individuos k de la poblacién (el
marco) U. Los errores de cobertura de estos registros son escasos.

El registro puede ser el resultado de cruzar varias fuentes administrativas usando para
ello un tnico elemento identificador, tal como el D.N.I. o N.LLE. en el caso de Espafia
para las encuestas sociales, y el N.LF. en el caso de las encuestas econémicas.

Un registro de la poblacién tipicamente contiene valores de una gran variedad de varia-
bles. Los valores de las variable estan por tanto disponibles para todos los elementos de
la poblacién, no sélo para los elementos muestreados. Ejemplos de estas variables son
la edad y el sexo, la situacién laboral, la region en la que reside y el tipo de residencia,
el nivel de estudios, y la nacionalidad. Como resultado, se puede especificar un vector
estrella de valores x para cada individuo k£ € U. Por tanto x;j, es conocido para cada
k € s, de igual forma que lo es para cada k£ € r. Sumando los valores x; del marco
podemos obtener el total deseado ), x;, satisfaciendo por tanto la condicién (i).

Consideremos ahora la InfoS, caracterizada por un vector luna de valores x} medido o
conocido de alguna otra manera para cada elemento muestral, k € s. Es especialmente
importante incluir en xj las variables que explican el comportamiento de la falta de
respuesta. El ingenio y el buen juicio ayudan en la identificacién de estas variables. Un
ejemplo es la identidad de los entrevistadores a los que se les asigna el elemento k € s.

Se pueden obtener valores de la variable auxiliar para k € s a través del método de
preguntas bésicas propuesto por Bethlehem y Kersten 1985. Por experiencia, las perso-
nas que rehdsan responder a un cuestionario entero pueden, sin embargo, responder
de buen grado a una o dos ‘preguntas basicas’. Las variables detras de las preguntas
bésicas deberian reflejar, o estar relacionadas con, temas que son fundamentales para la
encuesta en cuestion, de forma que estén bien correladas con variables importantes de
la encuesta y con la propensién a la respuesta.
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Las respuestas a las preguntas bésicas también se pueden obtener por mail o por en-
cuesta telefénica. Las variables de las preguntas basicas se pueden incluir en el vector
x{,, asumiendo que las respuestas a esas variables se han obtenido para todas, o virtual-
mente todos, los elementos k € s.

Case Auxiliary vector, x;, | Information input, X
InfoU X, X =%
InfoS x{ X =" dpx]

x* X*
InfoUs ) &)

Tabla 9.1: Formulacién del vector auxiliar y del input de informacién correspondiente
para los casos InfoU, InfoS e InfoUS.

La notacién para InfoU, InfoS y InfoUS se resume en la Tabla (9.1), donde X es la
notacion genérica para el input de informacién que acompana al vector auxiliar xy.

Podemos vee InfoU como un caso especial de InfoUS, que se obtiene cuando existe un
vector estrella pero ningtn vector luna; el vector auxiliar, por tanto, se reduce a x;, = x;.
De forma similar, InfoS es un caso especial de InfoUS obtenido cuando no hay un vector
estrella, de forma que x; = xJ.

Elinput de informacién Xo = >, dixy, es la estimacién insesgada de Horvitz-Thompson
del total desconocido X° =}, x7. De ser posible, se puede reemplazar ) __ d;x] por
una mejor estimacion (insesgada o casi). Una posible alternativa es usar una del tipo

GREG (Tema 4), Xo = > . digrxy. Esto requiere que x; sea conocido individualmente
paracada k € s.

9.3 El enfoque de calibrado

Como ya hemos comentado, abordar el problema de la falta de respuesta es importante.
Nuestro objetivo es obtener un estimador de Y = ), v, que cumpla las siguientes
propiedades:

(i) que tenga un sesgo pequefio;
(ii) que tenga una varianza pequefa;

(iii) que tenga un sistema de pesos que reproduzca el input de informacién auxiliar
cuando se aplique a las variables auxiliares;

(iv) que tenga un sistema de pesos que sea 1til para estimar el total de cada variable y
en una encuesta multi-propésito.
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La propiedad (i) es particularmente importante. En relaciéon con la varianza, consistira
en la suma de una componente de la varianza muestral y una componente de la va-
rianza por falta de respuesta. Lo ideal seria que ambas componentes fuesen pequerias.
La propiedad expresada en (iii) es la pieza clave en el de calibrado. La propiedad (iv)
expresa la conveniencia de un tinico sistema de pesos. Este aspecto es importante pa-
ra la produccién rutinaria y puntual de estadisticas, especialmente en encuestas grandes.

Veamos ahora el de calibrado para reponderar encuestas con falta de respuesta. El primer
paso es fijar un vector auxiliar adecuado mediante la seleccién de variables de un con-
junto grande de variables disponibles. A continuacién veremos unos principios bdsicos
sobre esta seleccion. El siguiente paso es el cdlculo de los pesos de calibrado, usando
software existente. Existen distintos programas que pueden ser usados para esta tarea,
y algunos también estiman la varianza para disefios de muestreo particulares.

Los principios que se pueden usar para la seleccién de las variables auxiliares que nos
permitan tener un vector auxiliar eficiente son:

Principio 1

El vector auxiliar (o el vector instrumento, si es distinto del vector auxiliar) deberia
explicar la probabilidad de respuesta inversa, llamada la influencia de respuesta.

Principio 2

El vector auxiliar deberia explicar las principales variables de estudio.

Principio 3

El vector auxiliar deberia identificar los dominios mds importantes.

El Principio 1 se ve corroborado por los resultados de W. A. Fuller y Baker 1994, y el
Principio 2 fundamentalmente confirma las conclusiones de Bethlehem 1985.

Cuando se cumple el Principio 1, se reduce el sesgo en las estimaciones calibradas para
todas las variables de estudio. Esto es importante, ya que una encuesta grande tendra
normalmente muchas variables de estudio, y necesitamos asegurarnos de la eliminacién
efectiva del sesgo en todas las estimaciones. Por tanto, el Principio 1 es particularmente
relevante.

Si se cumple el Principio 2, el sesgo se reduce en las estimaciones de las principales
variables de estudio, pero quiza no en las estimaciones (obtenidas con los mismos pesos)
para otras variables de estudio. Las principales variables de estudio en una encuesta
se pueden identificar generalmente, pero basado en razones subjetivas. Cuando se
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satisface el Principio 2, la varianza de las estimaciones también se reducira.

Los residuos que determinan la varianza es probable que sean mds pequefios si el vector
auxiliar se puede formular de forma que identifique los principales dominios. También
es deseable que los residuos sean pequefios en los dominios, desde la perspectiva de
reducir el sesgo. Esta es la motivacion detras del Principio 3.

El de calibrado produce un estimador calibrado de Y , denotado por Yiv y su correspon-
diente estimador de varianza, que denotamos XA’(?W). El subindice W se usa para indicar
ponderado (del inglés weighting). Este enfoque es muy general. En presencia de informa-
cién auxiliar de peso, alcanza el doble objetivo de reducir el error de muestreo y el error
de no respuesta. Se puede aplicar a cualquiera de los disefios de muestreo comunes y
para cualquier vector auxiliar. El no recurre a ningtin modelo(s) de forma explicita. Es
muy adecuado para la produccién rutinaria y atemporal de estimaciones, por ejemplo,
en un instituto nacional de estadistica. En la siguiente seccién veremos los aspectos
tedricos y précticos de este enfoque. Los desarrollos teéricos estan principalmente en
Lundstrom y Sarndal 1999 y Deville 2000.

9.4 Estimacién puntual bajo calibrado

Presentamos ahora el estimador calibrado de Y = )", y;, denotado por Yir. Los pesos
calibrados se denotan por wy, para k € r. El estimador calibrado viene dado por

Yiv = Zwkyk- 9.7)

Dependiendo de lo buena que sea la informacién auxiliar podria ocurrir que los wy,
protejan satisfactoriamente al estimador frente al sesgo de no respuesta. Nos centrare-

*
X
o

de dimensiones
Xk

mos en el caso general, InfoUS, en el que vector auxiliar es x;, = (

*

J* + J°y el input de informacién es X = %0 InfoU serfa un caso especial en el que
x; = X}, € InfoS cuando x;, = xj. Los tres casos dan lugar a sistemas de peso calibrado

diferentes.

Buscamos un sistema de pesos wy, para k € r que satisfaga la ecuacién de calibracion

La ecuacién (9.8) implica para x; que ) wpX; = Y, Xj, Y para x; que ) wpXj*x =
> dpx}. Los pesos que satisfacen (9.8) se dice que estan calibrados al input de informa-
cién X. Reproducirdan exactamente la informacién dada X cuando se apliquen a los
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valores del vector auxiliar x; y se sumen en el conjunto de respuesta r. Con otro término
a menudo utilizado, el sistema de pesos wy, para k € r se dice que es consistente con la
informacién X.

Como consecuencia de la selecciéon de muestreo, el elemento k lleva asociado el peso
dp = i Cuando hay falta de respuesta, los pesos d;, para k € r son por ellos mis-
mos demasiado pequefios en media para producir estimaciones aceptables. La suma
ponderada ) diyi es una subestimaciéon de ), yi. El d; debe aumentar. Se deben
buscar nuevos pesos que sean mayores que los d;, para todos, o al menos una mayo-
ria, de los elementos que han respondido. Denotamos por v}, el factor, o peso, por el
cual multiplicamos dj, para obtener el nuevo peso para el elemento k. Es decir, wy, = djyv;.

¢Qué expresion deberia de tener el peso v;,? Deberia reflejar las caracteristicas indivi-
duales conocidas del elemento k € r, resumida en el vector de valores x;. Una forma
sencilla es por tanto v, = 1 + A\'x;, donde A es un vector a determinar. En esta férmula,
dejamos que v, dependa linealmente del valor conocido x;, para el elemento k.

Es un ejercicio sencillo determinar el valor de A que satisface el requisito de calibrado. Si
introducimos v, = 1+ \'x; en (9.8) y resolvemos para X', obtenemos \' = )\;g, donde

-1
A, = (X = dixi) (O dkxkx;> : (9.9)

asumiendo que existe la inversa de la matriz 3" dyx;x,. El nuevo peso es w, =
dy, + dy, /\}ﬂxk, donde el término afiadido dk)\;cxk serd positivo para la mayoria de (pero no
necesariamente para todos) los elementos. Este término modifica el peso de muestreo
di, que no es suficientemente grande, por un valor méas razonable, habitualmente mayor.

Hemos determinado los pesos que se tienen en cuenta para la falta de respuesta y estdn
calibrados a la informacién dada. Estos pesos se denominan pesos estdndares y vienen
dados por

Wy, = dyvp, vk = 1+ \Xe, (9.10)

donde \, = (X — Y, dixx) (32, dixix;,)~t. El estimador calibrado resultante es

Ademads del input de informacién X, el calculo de wj, necesita dos sumas sobre el
conjunto de respuesta r. Ambas sumas se pueden calcular porque x;, es conocido pa-
ra cada k € r. La matriz (3, dyx;X)), que necesita ser invertible, es de dimensién
(J*+ J°) x (J*+ J°), donde J* y J° son las dimensiones de x} y x{, respectivamente.
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Al sistema de pesos definido por (9.10) lo llamaremos pesos estdndar. Veremos algunos
pesos alternativos en la Seccién (9.6).

Ejemplo 40. El vector auxiliar mas sencillo
El vector auxiliar mds sencillo es uno que es constante para todo k. Como no reconoce
diferencias entre individuos, es ineficiente para el tratamiento de la falta de respuesta.

Pero nos da el ejemplo mas basico de estimacién por calibrado. Con x;, = x; = 1 para

todo k, obtenemos a partir de (9.10) wy, = dk(%) y }A/W = NY,.q, donde 4,4 = (%)

es la media de y elevada con los pesos de disefio de los informantes. En particular, para
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, wy, = % paratodoky Yy = Ny,, donde

Yr = (%) y m es el tamafio del conjunto de respuestas r. Veremos mds ejemplos en la
Seccién 9.7

Comentario 49. Para un vector dado x;, y el correspondiente input de informacién X,
el calculo de wy definido por (9.10) puede dar lugar a unos pocos valores negativos
o excesivamente grandes v;. Los pesos negativos son considerados por muchos co-
mo no deseables, lo mismo que pesos positivos excesivamente grandes. Hay distintas
formas de abordar esta cuestion. Alguno de los software existente tiene incorporados
procedimientos que permiten que los pesos se restrinjan a unos intervalos previamente
especificados. Se deberfa de tener en mente esta cuestiéon cuando construya el vector
auxiliar. Antes de tomar una decision final sobre z;, se deberia de estar seguro de que el
vector no contiene variables x que puedan causar problemas con pesos no deseables.

Comentario 50. Hemos argumentado que la forma lineal, v, = 1 + \'x;, es razonable
para el ajuste. Las formas no lineales también se pueden considerar. Podriamos supo-
ner v, = F(\'x;) para alguna funcién F(-) con propiedades adecuadas, por ejemplo,
F(X'x;,) = exp(\'x;). Buscarfamos entonces un vector \ que satisfaga la ecuacion de ca-
librado 3", dy F'(\'x;) = X. Si ese vector es ), los pesos calibrados son wy, = diF(\,x}).
Para nuestros propositos, la forma lineal serd suficiente; tiene considerables ventajas
computacionales.

9.5 Comentarios sobre el calibrado

En la Seccién (9.3), se formularon cuatro propiedades deseables para el estimador. ;Se
verifican estas propiedades en el estimador calibrado }A/W = >, wyyy con los pesos datos
por (9.10)? Las propiedades (i) y (ii) relativas al sesgo y varianza se discuten a fondo
en el tema siguiente. La propiedad (iii) se satisface por construccién. La propiedad (iv)
expresa la conveniencia de tener un conjunto de pesos que son aplicables, con buenos
resultados, a todas las variables de interés en una encuesta. Los pesos calibrados wy,
cumplen este objetivo en el sentido de que ya incorporan la informacién considerada: la
mejor posible bajo las condiciones de la encuesta. El siguiente comentario sefiala una
propiedad interesante del estimador calibrado.
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Comentario 51. Consideremos el caso InfoU, donde x;, = x; y X = X* = >, x].
Asumamos que existe una relacién lineal perfecta en la poblacién entre la variable de
estudio y;, y el vector auxiliar x;, de forma que, para cada k € U,

/

k= (x3) 67 9.12)

donde /3 es un vector columna de constantes (desconocidas). Entonces el estimador
calibrado Yy nos da una estimacion exacta del total objetivo Y. Esto se sigue a partir de

Yie = > wigy = (wai) g = (ZXZ> B =y =Y.
r r U U

Todo lo necesario para establecer la igualdad Y =Y esla propiedad de calibracién de
los pesos, dada por (9.8).

En la préctica, la relacion lineal perfecta expresada por (9.12) no se verifica. Si lo hiciese,
dificilmente seria necesario que la variable y fuese parte de la encuesta. Pero el resultado
sugiere que cuando existe una relacion lineal fuerte entre y;, y x;, el estimador calibrado
Yy deberia de acercarse en valor al objetivo Y. Tanto el error de muestreo como el error
por falta de respuesta deberian esencialmente de desaparecer.

Algunas caracteristicas adicionales del método de calibrado son:

e Generalidad. Aunque Yyy se llama “el estimador calibrado’, en realidad es la expre-
sion para una familia mas amplia de estimadores, que se corresponden con las
distintas formulaciones de x;. Se obtienen una gran generalidad y flexibilidad a
partir del hecho de que el vector x;, en (9.11) puede tener virtualmente cualquier
forma, mientras esta disponible el correspondiente input de informacién X, y en
la medida en que la matriz sea invertible.

* Aspectos computacionales. Cuando se usa en la practica el método de calibrado, no
es necesario una desarrollar una férmula o expresion algebraica para un vector
x; elegido. Se lleva a cabo a través de software existente. Podemos contar con un
namero de programas de software disponibles. El usuario necesita especificar el
vector x;, y el correspondiente input de informacién. El software producira los
pesos calibrados wy, y las correspondientes estimaciones calibradas Yy = > Wk
Algan software también calcula la varianza asociada.

e Técnicas convencionales. Hay técnicas para la reponderacion de la falta de respuesta
que se puede denominar ‘convencional’, considerando la atencién que han tenido
en los dltimos afios en la literatura. Muchas de éstas se pueden obtener como

casos especiales del estimador calibrado Yir.
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9.6 Pesos de calibrado alternativos

Los pesos de calibrado no son tinicos. La ecuacién de calibrado (9.8) impone sélo una
pequenia restriccion sobre los pesos. Como aclaramos ahora, existen muchos conjuntos
de pesos calibrados, para un vector x; dado con input de informacién X.

Necesitamos algunos conceptos adicional con el fin de ver la imagen completa de la
técnica de calibrado: los pesos iniciales, los pesos finales y el vector instrumento. Los dj,
son los pesos iniciales en (9.11), en el sentido de que los célculos definidos por (9.11)
transformardn los d; en los nuevos pesos wy, que son los pesos finales.

Primero aclaremos que podemos trabajar con otros pesos iniciales distintos de los dj,
y atin asi conseguir que se satisfagan las condiciones de los pesos finales de calibrado
a la informacién X dada. Sea d,, para k € r, cualquier conjunto de pesos positivos.
En (9.11) y en el correspondiente vector A;, sustituimos dj, por d,i. Los pesos finales
resultantes wy, atn satisfaran la ecuaciéon de calibrado (9.8). Por ejemplo, podriamos
considerar d.; = Cdy, donde C' es un valor positivo que no depende de k, como ™, el
inverso de la tasa de respuesta en la encuesta.

Ahora sefialamos un segundo cambio en (9.11) que también dejara la propiedad de
calibrado (9.8) intacta. Sea z;, cualquier vector de valores especificado para k € 7y con
la misma dimensién que x;. El vector z; puede ser una funcién concreta de x;, o de
otros datos observados con anterioridad sobre k. En (9.11), sustituye v, = 1 + )\;xk y
O dixix,) "t por v, = 14+ Nz y (3, dezix,,) !, respectivamente. Los nuevos pesos
resultantes todavia estan calibrados al input de informacién X. Llamamos a zj un vector
instrumento para el calibrado.

Usando los conceptos de pesos iniciales y vector instrumento, obtenemos el sistema de
pesos calibrados
Wy = dakl/lm V — 14 )\TZk (913)

donde A, = (X =" doxi) (32, darzix,)~". Estos wy, satisfacen la ecuacién de calibrado
(9.8) para cualesquiera pesos iniciales positivos d,x y cualquier instrumento z;, mientras
la matriz 3" d..z,X, pueda ser invertible. Usando estos pesos, el estimador calibrado

es }/}W = Zr WrYk-

El peso estdndar definido por (9.11) es el caso especial de (9.13) obtenido para d,; = dj
y zr = X;. A no ser que se especifique otra cosa, asumimos a partir de ahora que se
utilizaran las especificaciones estandar doy, = di, v 2, = Xy

En resumen, para calcular los pesos w;, dados por (9.13) necesitamos especificar:
* los pesos iniciales dx;

¢ el vector auxiliar de valores x;, y el correspondiente input de informacién X;
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¢ ¢] vector instrumento de valores x;,, si es diferente de x;,.

El procedimiento de calibrado transforma los pesos iniciales a través de un input de
informacién en los pesos finales dados por (9.11) o mds general por (9.13). Los pesos
finales también se conocen por pesos calibrados, y tienen en cuenta la falta de respuesta
de una forma apropiada.

Comentario 52. Una propiedad deseable (pero no obligatoria) de los pesos calibrados
es que su suma sea el tamafio poblacional N. Cuando esto ocurre, el sistema de pesos
estima correctamente el tamafio poblacional. Es una condicién justificada, pero por si
misma da poca informacién para la eleccién de d,;, y z;. Un gran niimero de sistemas
de pesos calibrados verifican esta propiedad. Independientemente de los pesos iniciales
dor y del vector instrumento z;, en (9.13), la ecuacién ) |, wy, = N se verifica para InfoU
e InfoUS cuando el vector estrella x; contenga la constante 1 para todo k. No es un
inconveniente serio si ), wy = N no se verifica, considerando, por ejemplo, que en
algunas encuestas, el tamafio poblacional N es desconocido.

Debido a la libertad para elegir d.i y z, existen muchos sistemas de pesos calibrados
para dar input de informacién, X. A cada sistema de pesos le corresponde un estimador
calibrado }A/W = > wyyi. Esto plantea la cuestiéon de cémo elegir d,;, y z;. La mayoria
de las veces usaremos d,; = d; como pesos iniciales. Una razén es que los pesos finales
wy, son en muchos casos invariantes a un ajuste preliminar de los d, como d,, = Cdy,
donde C' es un valor que no depende de k, por ejemplo, C' = *, el inverso de la tasa de
respuesta.

Consideremos ahora la eleccién de z;. En la mayoria de los casos tomamos z;, idéntico
a xy, la eleccion estindar. Veremos mads ejemplos en la Secciéon 9.7. Pero en la préctica,
podemos especificar las componentes de z; como otras funciones de las componentes de
Xg. Si X = (214, xzk)', donde x1, y z2;, son positivos, podemos obtener pesos calibrados a
partir de (9.13) tomando, por ejemplo,x; = (\/Z1r, \/Zar) - No queremos decir que un zy,
diferente de x;, dé pesos, en algtin sentido mejores que los que se obtienen con z;, = x,
ni tampoco recomendamos ninguna forma especifica de z;. Simplemente queremos
alertar sobre una generalidad del de calibrado que quiza puede ser explorado y usado
como ayuda en algunos escenarios.

Comentario 53. Para el caso de respuesta completa, existe una relaciéon cercana entre el
estimador calibrado }A/W = >, wgyi con pesos definidos por (9.13) y el estimador GREG
(Tema 4). Sir = sy six; = X}, 2, = ¢;X}, los dos estimadores son idénticos. Esta es
una propiedad atractiva, ya que el estimador GREG es conocido por tener propiedades
favorables: un sesgo muy cercano a cero y una varianza pequefia cuando y;, estd bien
explicada por x;. Cuando la falta de respuesta es muy limitada, el estimador calibrado
es cercano al estimador GREG.

Comentario 54. El estimador en dos fases YV = >, ‘é—’“ 9,5y dado por (9.6) es un estima-
k

Tema 9. Reponderacién de datos en presencia de falta de respuesta.
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dor calibrado con pesos de la forma (9.13). Los pesos iniciales son d,;, = ‘91—:, el vector

auxiliar es x;, = X}, el instrumento es z;, = x}, el input de informaciénes ) _;; x;, y los
pesos finales son

!

-1
d d /
wp== 1+ > xp— > =x; =x;(x;) | x
O - O, ~ O

T

Es facil ver que satisfacen la ecuacién de calibrado (9.8) con X = >, x;.

Comentario 55. Inclusosi ) alakzkx;,C es singular, los pesos calibrados podrian todavia
venir dados por (9.13) si sustituimos una inversa generalizada.

9.7 Ejemplos de estimadores calibrados

Veamos algun ejemplo mds de estimadores calibrados.

9.7.1 Clasificacion unidireccional

La informacién sobre una clasificacion de elementos es muy ttil para la estimacion con
falta de respuesta. Consideremos un modelo de clasificacién que asigna un elemento k a
uno de los grupos o categorias que forman el conjunto P, donde cada grupo o categoria
es mutuamente exclusivo y exhaustivo — por ejemplo, grupos de edades, o los grupos
definidos por la clasificacién cruzada de grupo de edad por sexo por situacion laboral.
El identificador del grupo para el elemento k se define como

!

Ve = (71k;--~»7pk7--~77Pk) (914)

donde, parap = 1,..., P, v, = 1 si k pertenece al grupo py 7, = o en caso contrario.
Es decir, el vector v, tiene P — 1 componentes cero y una iinica componente que vale
la unidad. Este tiltimo identifica la pertenencia al grupo de k. La informacién sobre
para InfoU y la informacién sobre +;, para InfoS representan dos casos diferentes; con-
sideremos ambos. La condicién ' x; = 1 para todo k se verifica tomando o = (1,1, ..., 1).

En el caso de InfoU, el vector auxiliar es x;, = x; = 7, con la informacién asociada
> uxi = (N1, .., N,, ..., Np)', donde N, es el tamafio conocido del grupo U,. Esto se utili-
za en muchas encuestas, en particular en los paises nérdicos, en los que se dispone de
registros de la poblacién con sus caracteristicas demogréficas, educativas y econémicas.
En otros paises, N, se puede obtener de los totales censales (actualizados). Sea 7, el
conjunto de respuestas del grupo p; el conjunto total de respuestas es r = U]I;l rp. A
partir de la férmula de pesos (9.10), con dux = di. y zx = X, obtenemos v, = F, para

todo k € r,, donde F* = <*2_. El estimador calibrado (9.11) se convierte en
p DDA
P
Y = Z NpYrpa = Ypwa. (9.15)
p=1

Tema 9. Reponderacién de datos en presencia de falta de respuesta.
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2 vy, Yk
2y Ak
la falta de respuesta ocurre de forma aleatoria en cada grupo, entonces ¥,,.4 estima la

. o PRI . . :
media del grupo gu, = >, A practicamente sin sesgo, y entonces (9.15) casi no tiene

sesgo para Ypwa = Y i Y-

donde ¥,,.q = es la media ponderada de las respuestas dentro del grupo. Si

En particular, para muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento e InfoU, (9.15) se
convierte en

P
YPWA = Z Npgrp- (916)
p=1

donde y,, = >, ng; es la media de y para los m, informantes que responden en el
grupo p. La férmula (9.16) a veces se denomina estimador postestratificado. El término
es un poco confuso ya que el estimador postestratificado tradicional se refiere a una
Unica fase de muestreo. En consecuencia, algunos autores como Kalton y Kasprzyk
1986 hacen una distincién entre el estimador postestratificado, tal y como se usa para
la respuesta completa en el muestreo en una sola fase, y (9.16), al que ellos llaman el
estimador ajustado con el peso poblacional, como se refleja en la notacién ?pw 4. En el Gltimo,
el término mas apropiado reconoce una fase de muestreo seguida por una fase de falta
de respuesta.

9.7.2 Una tnica variable auxiliar cuantitativa

Este ejemplo no es muy comun ya que el objetivo de llegar a una férmula bien conocida
requiere un vector instrumento z;, distinto de la eleccién estandar z; = x;. Considere-
mos una variable auxiliar cuantitativa, =, cuyo valor para el elemento £ es x;. Puede ser
una medida del tamafio de £, como el nimero de empleados de la empresa k en una
encuesta a empresas. Para cada k € r, se observa el valor z;, o es conocido. Podemos
encontrarnos con dos casos: podemos trabajar tinicamente con x, 0, suponiendo que N
es conocido, con el vector (1,z) . Consideraremos ambas posibilidades.

Consideremos InfoU con x;, = x; = x;, y el correspondiente total poblacional conocido
> v Zk-De (9.13) con dy = di y 2z, = 1 para todo k, obtenemos

~ E Ay ~
w <§U k) Zr dkxk RA ( )

Esto tiene la forma del estimador de razon, de ahi el indice RA (del inglés ratio estimator),
Tema ??. Si ocurre la falta de respuesta con igual probabilidad en toda la poblacién,
entonces (9.17) casi no tiene sesgo para Y = >, yi.

Los rasgos del estimador de razén se hacen incluso mds explicitos bajo muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento, en cuyo caso

Yia = NjU&, (9.18)
T

T

Tema 9. Reponderacién de datos en presencia de falta de respuesta.
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donde 7y =} ;, %, ¥, = >_, %,y 7, se define de forma analoga. Notese que el estima-
dor de razon definido en el Tema ?? coincide con el (9.17) cuando r = s, es decir, cuando
no hay falta de respuesta. Bajo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, el esti-
mador de razén con respuesta total es casi insesgado, pero esta propiedad no se puede
be aplicar a (9.18) a no ser que la falta de respuesta ocurra de forma completamente
aleatoria.

En el caso InfoS, conocemos el valor de z;, para cada k£ € s. Obtenemos los pesos de
(9.13) con x;, = X}, = 7, dor = d V¥ Zzx, = 1 para todo k. En particular, para muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento e InfoS, la media muestral de =, 7, = ) _, %%, se
puede calcular, y el estimador se convierte en

Viw = Nz, 2 (9.19)

T

En presencia de una variable = continua, podemos formular el vector auxiliar alterna-
tivamente como x; = (1,2;) . Para InfoU, tenemos x;, = x;p = (1, ) con el input de
informacion X = >, x; = (N, zk)’, asumiendo que el tamafio poblacional N es
conocido. Con los pesos estdndar (9.10) obtenemos

}/}W = N{§ra + (Tv — Z.a) Bra} = ?REG- (9.20)

, iy _ d
la forma del estimador de regresion, donde z,.q = % y

Yo de(xe — Trea) (Yk — Uria)
B,, === L . 9.21
“ > (T — Tro)? ©-21)

Los beneficios de Yz como un estimador ajustado para la falta de respuesta se dis-
cuten, por ejemplo, en Bethlehem 1985. El clasico estimador de regresion se obtiene
a partir de (9.20) cuando r = s. El estimador (9.20) normalmente da mejor protecciéon
contra el sesgo por falta de respuesta que el estimador de razén (9.17).
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Estimacién basada en modelos estadisticos. Aspectos generales de la
estimacion basados en modelos. Teoria de la prediccién. Comparacién
con la teoria del muestreo probabilistico en poblaciones finitas.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

R. Valliant, A.H. Dorfmann y R.M. Royall (2000). Finite population sampling and
inference. A prediction approach. New York: Wiley

R.G. Clark R.R. Chambers (2012). An introduction to model-based survey sampling with
applications. New York: Oxford University Press

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

10.1 Aspectos generales de la estimacién basados en modelos

El conjunto de temas expuestos con anterioridad contiene las ideas centrales de la
estimacion basada en disefios muestrales 0 muestreo probabilistico, que es el enfoque
seguido en la produccién estadistica oficial. No obstante, esta no es la tinica opcién para
calcular estimaciones y realizar inferencia sobre una poblacién finita. Para entender
adecuadamente las sutilezas entre estas variantes comentaremos, en primer lugar, un
ejercicio propuesto por Deming 1950 y, en segundo lugar, las definiciones de muestra
empleadas en muestreo y en inferencia estadistica.

Centrémonos en la siguiente versién adaptada del ejercicio propuesta por Deming 1950,
pag. 254. Considérese una maquina industrial que fabrica tuercas segtin un conjunto
dado de especificaciones técnicas (forma geométrica, resistencia térmica, peso, dureza,
etc.). Estas tuercas se empaquetan en cajas de capacidad fija (digamos, N tuercas), que
se distribuyen posteriormente para su venta al por menor. Distinguimos dos cuestiones
estadisticamente diferentes (aunque relacionadas). Por un lado, podemos interesarnos
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por conocer el niimero de tuercas defectuosas en una caja dada. Por otro lado, podemos
también interesarnos por conocer el ratio de produccién de tuercas defectuosas por la
méquina. Ambas cuestiones tienen interés por si mismas. El vendedor al por menor
tendrd interés en la primera cuestion, que se formula estadisticamente como un proble-
ma de estimacion en poblaciones finitas (Cassel, Sirndal y Wretman 1977). Este es el
problema que se resuelve con el muestreo probabilistico contenido en el resto de temas
sobre produccién estadistica oficial. La segunda cuestion se trata en realidad de un
problema clasico de inferencia (véase, p.ej. Casella y Berger 2002). El funcionamiento de
la maquina puede modelizarse como un fenémeno aleatorio, lo que justifica la definicién
de una variable aleatoria de Bernoulli P ~ Ber(p), cuyo pardmetro p expresa la ratio
de tuercas defectuosas y que se estima, bien puntualmente bien por intervalos, con
cualquiera de las técnicas contenidas en los temas de inferencia estadistica.

Adviértase que en el primer problema no existen elementos estocasticos en su definiciéon
mientras que en el segundo si. Es la propia definicién del problema la que introduce
la sutil diferencia: en la formulacién de un problema de estimacién en una poblacién
finita no existe ningtin elemento aleatorio, las probabilidades se introducen como parte
de la solucién (principio de aleatorizacion').

Las definiciones del concepto de muestra en teoria de muestras y en inferencia esta-
distica ponen claramente en evidencia las diferencias entre ambos tipos de problemas.
La definicién de muestra en el muestreo probabilistico puede formularse asi (Cassel,
Sarndal y Wretman 1977):

Definicién 13

Dada una poblacién finita U = {1, ..., N} de tamafo finito N, se define una muestra
ordenada como una sucesion os = (ki, ..., ky)) tal que k; € U parai =1,...,n(s).
Dada una poblacién finita U = {1, ..., N} de tamafio finito NV, se define una muestra

no ordenada como un subconjunto no vacio s C U.

Comentario 56. Adviértase como en esta definicion no existe ningtin elemento que
haga referencia a un espacio de probabilidad ({2, F,P) subyacente. |

En los problemas de inferencia estadistica, la definicién de muestra, a pesar de usar el
mismo término, es matemdticamente muy diferente (Casella y Berger 2002):

Definiciéon 14
Las variables aleatorias X1, ..., X, se denominan una muestra aleatoria de muestra
n de una poblacién F si X, ..., X, son variables aleatorias mutuamente indepen-

1Randomization principle, en inglés.

Tema 10. Estimacién basada en modelos estadisticos.
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dientes y la funcién marginal de distribucién de cada variable X; es la misma funcién
Fx.

Comentario 57. N6tese como en la propia definicién de muestra ahora si es necesario
disponer de un espacio de probabilidad subyacente (sobre el que estdn definidas las
variables aleatorias X;). |

Esto tiene consecuencias directas en las expresiones de los estimadores que se usan para
generar las estimaciones. Consideremos, por ejemplo, el muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento de modo que el estimador HT viene dado por XA/UHT = NN es Uk En
esta expresion, el tnico elemento aleatorio es la muestra s. Alternativamente, si expresa-
mos }A/[}{T = % D ohes Uk = % > rev Yxlr, ahora los elementos aleatorios son las variables
Ii,. Los valores y;, de la variable Y son valores numéricos fijos. En los problemas de
inferencia, el estimador media muestral viene dado por Y = % >, Y;, donde ahora
cada elemento Y; es una variable aleatoria, que al realizar el experimento aleatorio,
tomara valores numéricos y; (diferentes en cada realizacion del experimento de acuerdo
con la distribucion Fy).

Como se explica en los temas sobre estindares internacionales de produccién (véase
el tema 14 ? del bloque “Produccién Estadistica Oficial: Principios basicos del ciclo de
produccion de operaciones estadisticas”del grupo de materias comunes), el proceso
de produccién estadistica presenta varias fases: identificar las necesidades estadisticas,
disefiar el proceso, construir las herramientas necesarias, recoger los datos, procesar los
datos, analizar los datos, difundir los resultados y evaluar el proceso. De todas estas
fases, la estimacion basada en los modelos estadisticos atafie sobre todo a la seleccion de
la muestra y a la construccion de los estimadores y su varianza para la inferencia.

10.2 Teoria de la prediccién

10.2.1 Cuestiones generales

En esta seccion planteamos los principios generales de la estimaciéon basada en modelos
estadisticos.

Supongamos que conocemos el nimero N de unidades en una poblacién finita y que
cada unidad tiene asociado un valor y;. El problema general es elegir algunas de las uni-
dades como una muestra, observar los valores y;, de las unidades muestrales y, después,
usar estas observaciones para estimar el valor de alguna funcién h(yi, yo, ..., yn) de
todos los valores y;, de la poblacién. La funcién h(y;, ys, . . ., yn) puede ser una simple
combinacién de los valores y;, como la media o el total, o algo mas complejo como los
cuantiles. Nos centraremos en funciones que son combinaciones lineales de los valores

2Tema 14. Metadatos de la produccién estadistica. I. GSBPM. Introduccién. El modelo. Relaciones con
otros modelos y estdndares. Niveles 1y 2 del GSBPM. Descripciones de fases y subprocesos. Procesos
generales. Otros usos del GSBPM.

Tema 10. Estimacién basada en modelos estadisticos.
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Yk, como el total poblacional )", ;; yx.

El enfoque de la prediccion trata a los valores y1, ys, . . ., yny como valores de variables
aleatorias Y1,Y5, ..., Yy. Una vez se ha observado la muestra, estimar h(yi, yo, - - ., yn)
implica predecir una funcién de los valores y;, no observados. Para ello, las relaciones
entre las variables aleatorias se expresan a través de un modelo de su funcién de proba-
bilidad conjunta y las predicciones se calculan tomando como referencia este modelo.
Usamos el término "prediccion’ en el sentido de hacer una hipétesis sobre los valores
y no observados, no en el sentido literal de predecir valores futuros. En la mayoria de
las aplicaciones, los valores de Y se realizardn para todas las unidades de la poblaciéon
finita antes de que se seleccione la muestra (por ejemplo, todas las empresas tienen una
cifra de negocios aunque solo observemos la de aquellas seleccionadas en la muestra).
Después de seleccionar y observar una muestra, conoceremos los valores y;, de las
unidades muestrales, pero los valores y; de las unidades no muestrales siguen siendo
desconocidas. Nuestro desconocimiento de los valores y;, no muestreados significa que
debemos predecir matemdticamente alguna funcién de esos valores con el fin de tener
un estimador o predictor del total de la poblacion.

Para introducir el método de estimacién, consideremos un ejemplo muy sencillo. Su-
pongamos una poblacién U de N = 33 unidades, de la cual se extrae una muestra s de
ns = 32 unidades y de la que queremos estimar el total poblacional Y, = 3, _; y. Deno-
tamos el conjunto de unidades muestrales (muestra) por s y la unidad no seleccionada
como k*. El total poblacional se puede escribir como

Yy = Z?/k+yk*~

La primera componente es conocida (se recogen los datos de toda la muestra®) y estimar
Yy equivale basicamente a predecir el valor y;-. Si la variable Y esta correlacionada
con otra variable X, cuyos valores conozcamos, entonces una forma natural es usar
un modelo de regresién para predecir. Podemos ajustar el modelo de regresion a los
valores muestrales observados y usar el modelo ajustado y los valores conocidos de X
para predecir el valor desconocido de la variable aleatoria Y.

Ejemplo 41. Consideremos la tabla 10.1 de valores z e y. Ajustemos un sencillo modelo
de regresion a los 32 elementos de la muestra y usemos este modelo para predecir el

valor desconocido y;-. La recta de regresion lineal tiene coeficientes By = 1,620716 y

B1 = 1,231947, de modo que Yie = 22,88411. Esto nos permite estimar, segtin el enfoque
esbozado anteriormente, mediante

> "y + Vi = 617,93 4 22,8841 = 640,8141,

kes

3No consideramos errores ajenos al muestreo como la falta de respuesta.

Tema 10. Estimacién basada en modelos estadisticos.
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que supone un error relativo frente al total verdadero de #2221=08558 ~ () 0035, esto es,

menos del 1 %. [
ID| x y sample
1 |2649 | 15,09
2 | 11,70 | 14,96
3 | 1445 | 15,03
4 | 7,06 9,39
5 117,66 | 3291
6 | 20,60 | 47,17
7 | 15,12 | 28,06
8 | 22,81 | 42,98
9 | 23,86 | 34,81
10 | 7,88 | 12,71
11 | 10,35 | 18,31
12 | 992 | 14,44
13 | 29,07 | 32,65

—_
S

18,45 | 27,89
3,00 | 4,28
12,75 | 14,03
13,99 | 16,27
18,40 | 13,12
549 | 4,17
12,77 | 13,78
12,66 | 10,85
17,26 | 20,65%
1,62 | 2,57
9,84 | 14,19
544 | 9,08
6,60 | 3,32
23,00 | 32,29
1,21 1,92
26,19 | 21,26
16,45 | 33,45
8,28 | 11,12
16,85 | 28,98
29,53 | 36,85
Yy = | 638,58

W W WO N DNIDNDNDNDNMNDNDNDNDNRERE R =
NP, SOOI UTEWNROWO®N O U
G G VG VG o YO N U GG VG U GV G G VUV GG VG G VG G G W U

W
(O8]

Tabla 10.1: Estimacién por modelos. Ejemplo.

Este mismo razonamiento se extiende al caso con mds de una unidad no seleccio-
nada en la muestra (como es el caso habitual). Si denotamos por r el conjunto de

Tema 10. Estimacién basada en modelos estadisticos.
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X

sample FALSE ® TRUE

Figura 10.1: Relacién entre z e y.

unidades no seleccionadas en la muestra (r de resto), el total poblacional estd da-
do por Yy = >, ..Uk + X e, Yk- La tarea de estimar Yy se convierte en la de pre-
decir el valor ),y para la variable aleatoria no observada ), . Y;. Adviértase
que estamos suponiendo que los valores y; son realizaciones de las variables alea-

torias Y. Si denotamos por Yj el predictor para la unidad no muestral k, enton-

ces un estimador de Yy es Yy = Y, vk + > ., Vi El error de estimacién es en-
tonces la diferencia entre la prediccién del total no muestral y su valor verdadero

}/}U B YU - Zkér i}k - ZkET Yk - Zker <}/}k - Y;C)

Adviértase que el error absoluto }A/U — Yy es una variable aleatoria y, como tal, tiene
momentos. En particular, pueden calcularse bajo el modelo m escogido su valor espe-

rado E,, [?U - YU} y varianza V,, [XA/U — YU] . La cantidad Y7, en contra de lo supuesto

en muestreo probabilistico, no es ahora una cantidad fija. Esto permite seguir una
estrategia habitual en la construccién de estimadores: buscar un estimador 6ptimo en

el sentido de ser insesgado (E,, [}AfU — YU} = () y con minima varianza (V,, [?U - YU} ).
Esta btisqueda, en general, se realiza entre los estimadores que pueden escribirse como
combinaciones lineales de las variables aleatorias Y};:

}/}U = Zyk + ZakYk

kes ker

Bajo hipétesis de normalidad, pueden entonces construirse intervalos de confianza para
Yo —Yy

Tema 10. Estimacién basada en modelos estadisticos.
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En el enfoque basado en modelos, no obstante, existen otros métodos adicionales
de predicciéon. Podemos usar las técnicas de prediccién bayesianas, que calculan la
distribucién a posteriori de Y;; dada la muestra de valores y;. O se podrian usar métodos
basados en la inferencia fiduciaria o, incluso, en algoritmos de aprendizaje automatico.
En cualquier caso, todos estos métodos tienen en comun que reconocen que:

(i) una vez que las unidades muestrales han sido elegidas y sus valores y; son
conocidos, estimar el total poblacional Y, es equivalente a predecir el valor de la
suma de los valores y;, que no pertenecen a la muestra;

(ii) el modelo de la distribucién de probabilidad conjunta de Y3, Y5, ..., Yy proporcio-
na la base para la prediccion.

Por contra, el enfoque que ha dominado el muestreo en poblaciones finitas desde media-
dos del siglo XX no esta basado en modelos de prediccién, sino en las distribuciones de
probabilidad creadas cuando la seleccion de las unidades que componen la muestra se
deja al azar. Este enfoque, como el enfoque prediccion basado en modelos de regresiéon
lineal, da lugar a una teoria en la que las inferencias se hacen en términos de sesgo,
varianza y normalidad aproximada.

10.2.2 Prediccién 6ptima

En linea con estas cuestiones generales, vamos a encontrar una expresion genérica para
el estimador 6ptimo para el total poblacional Yy, = ), ., yx de una variable y en una
poblacién finita U de N unidades estadisticas. Como es habitual, emplearemos el error
cuadratico medio como criterio de optimalidad, de modo que construiremos un estima-

dor basado en un modelo m que haga que el error cuadratico medio MSE,, <1A/U - YU>

sea minimo. Recuérdese que bajo el modelo m tanto Y;; como Yy son variables estadisti-
cas. Este error cuadrético medio puede descomponerse del modo habitual:

MSE,, (?U _ YU) —v,, (?U - YU) n (Em (?U _ YU>>2.

Si nos restringimos a los estimadores insesgados respecto al modelo, entonces debemos
encontrar el estimador ?U minimiza la varianza V,, (?U — YU> . Al tratarse de variables
aleatorias podemos usar el siguiente resultado en teoria de la probabilidad:

Sean V, W variables aleatorias reales. El predictor de minima varianza de W condi-
cionado a la variable aleatoria V' esta dado por la esperanza condicionada E (W |V) .

Demostracion 15

Véase, p.ej., Grimmet y Stirzaker 2004.
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En nuestro caso de estimacién en poblaciones finitas, este resultado se reduce a

El predictor de minimo error cuadrético medio del total poblacional Y;; en una
poblacién finita U de tamafio N es

}/}U =E, (YU‘yk,k € s,y k € U) =Y, +E, (ZYk|yk,k € s;xp, k € U) , (10.1)

ker

donde s y r denotan la muestra y el resto de la poblaciéon r = U — s y x;, denota el
valor de la variable auxiliar (posiblemente multidimensional) = para el elemento k
de la poblacioén.

Demostracion 16

Apliquese el teorema anterior a las variables Yy eYy.

Obsérvese que la esperanza condicionada (10.1) dependera de parametros desconocidos
(que definen el modelo estadistico m), por tanto, en la practica no puede computarse.
Bajo condiciones suficientemente generales, sin embargo, estos pardmetros pueden ser
estimados a partir de los elementos de la muestra £ € s, de modo que estas estimaciones
se sustituyen en (10.1) produciendo un predictor empirical best ?K}EB.

Ejemplo 42. Poblacién homogénea

Un modelo general para una poblacién homogénea empieza con el concepto de inter-
cambiabilidad*. Las variables aleatorias cuya realizacion arroja los valores poblacionales
yr, k € U, se dicen intercambiables hasta orden K si la distribucién conjunta de {y }rea
es la misma para cualquier permutacion Ade k = 1,2, ..., K etiquetas de la poblacion.

Es facil comprobar que en una poblacién intercambiable todos los momentos de pro-
ductos de los valores Y de la poblacién hasta orden K son los mismos. En particular,
si K > 2, entonces todas las unidades de la poblacién tienen valores y con la misma
media y la misma varianza y todos los pares de unidades diferentes de la poblacién
tienen la misma varianza. Una poblacién asi se denominaré homogénea de segundo orden
(a menudo solo homogénea). Se supondran que los valores de unidades diferentes son
independientes de modo que todas las covarianzas son 0.

El modelo para poblaciones homogéneas de segundo orden representan la unidad
bésica para construir modelos mas complejos méas cercanos a situaciones practicas. Bajo
este modelo, los valores y se modelizan mediante las especificaciones:

4Exchangeability, en inglés.
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Vi (Vi) = o2, (10.2b)
Y, Y, independientes para todo £ # [. (10.2¢)

Bajo estas hipétesis, podemos construir el estimador Yy para el total del poblacién
Yu = > v Yk- Obsérvese que en este modelo carecemos de variables auxiliares z, por
tanto, la esperanza condicionada (10.1) se reduce a

?U:}/;+Em (ZYk’yk,k€S> .

kes

Para el modelo 10.2 esta expresion se reduce a

Yo=Y, + (N —n)p

Como se indic6 anteriormente, el pardmetro y necesita ser estimado. Bajo la hipétesis
de intercambiabilidad parece natural estimar i@ = 3, de modo que

VB =Y, + (N —n) g, = Nj. (10.3)

Este estimador también recibe el nombre de estimador de expansién y coincide con el
estimador homoénimo en el muestreo probabilistico. |

Adviértase que el estimador EB no es tinico, puesto que no existe una tinica manera de
estimar los parametros desconocidos como 1. Proporciona un método sencillo de cons-
truir estimadores y sera estadisticamente eficiente si se emplea un método de estimacién
razonable. Una alternativa mds compleja consiste en encontrar el Mejor Predictor Lineal
Insesgado (BLUP?). En muchas ocasiones, el estimador BLUP también es un estimador
EB.

Para definir el estimador BLUP, se define primero un estimador linear como aquél
que es combinacion lineal de los variables aleatorias Y de las unidades muestrales. El

estimador Y;BLUP del total poblacional Y, satisface las siguientes condiciones:

* Es un predictor lineal; esto es, se escribe de la forma YZ'UP = 3", _ .Y}, donde los
pesos wy, estan por determinar. No existen restricciones sobre estos pesos maés alla
de suno dependencia de las variables Y. Pueden depender, como suele suceder, de
las unidades muestrales k € sy de las variables auxiliares X de estas unidades.

* Esinsesgado para Yy; esto es, cumple E,, (?(?LUP — YU> = 0.

°Best Linear Unbiased Estimator, en inglés.
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¢ Para cualquier muestra s el error tiene minima varianza; esto es, cumple
Vo (T8~ ¥y ) < Vi (T — Y0

para cualquier otro predictor lineal Y.

Para llegar a una expresion del estimador BLUP, tan solo es necesaria la incorrelacién (no
necesariamente la independencia) de las variables Y}. La derivacién es sencilla. Por la

linealidad, tenemos Yy, = Dohes Wk Yo = D e Vet D pes (e —1) Y =D Y+ uinYs
de modo que el error puede escribirse como

?U_YU:ZukYk_ZYk

kes ker

Imponemos ahora la condicién de insesgadez, de modo que

E, (?U—YU> _ [Zuk—(]\f—n)] —0,

kes

esto es,

Al minimizar la varianza llegamos a

Vo (Yo =Yo) = Vo (Yoo = Vo)
= V, (}/}U—s> -2-C, (?U—s, YU—S) + Vo Yo—s)
= azzui—O—l—(N—n)az.

kes

Esta expresion sera minima para aquellos valores de u;, (por tanto, de wj) que minimicen
> kes Up sujetos a la restriccion Y, up — (N —n) = 0. Con las técnicas usuales de
optimizacion se obtiene que u, = £="y, por tanto, w;, = 2. El estimador BLUP es, por

n

tanto, nuevamente el estimador de expansion

YT = Ny

En la misma linea puede encontrarse una expresion para la varianza y construir, por
tanto, intervalos de confianza. Usando u; = & —=, siguiendo las mismas expresiones
anteriores se llega inmediatamente a

—~ N2
Y s Ny (R Y
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Para construir los intervalos de confianza es preciso estimar o2, 1o que puede hacerse
de modo insesgado mediante la cuasivarianza muestral, de modo que un estimador
insesgado de la varianza de prediccién esta dado por

~ N? n
v (YBLUP> _ (1 _ _) 52
v n N/ v
donde SSS = ﬁ > kes Wk — Qs)z. Para muestras de tamafio grande puede aplicarse
como es comun el teorema central de limite de modo que el estadistico 2 definido
por
}/}[}BLUP — Yy

@m (?I]JSLUP)

7 =

se distribuye como una variable aleatoria normal N (0, 1). Por tanto, un intervalo de
confianza aproximado del 100(1 — «) % para Y estd dado por

VPP & oo [V (8207,

donde ¢, /> es el cuantil (1 — «/2) de la distribucion normal estdndar. Como Y7y es una
variable aleatoria, a menudo nos referimos a este intervalo como un intervalo de predic-
cion.

Este procedimiento de construccién de estimadores EB y BLUP puede extenderse con
relativa facilidad para modelizar poblaciones més complejas dando lugar a los modelos
de poblaciones homogéneas estratificadas, de poblaciones con estructura de regresion,
de poblaciones conglomeradas. Véase (R.R. Chambers 2012) para los detalles.

10.3 Comparacién con la teoria del muestreo probabilistico en pobla-
ciones finitas

10.3.1 La teoria del muestreo probabilistico

Un disefio muestral probabilistico es un esquema de seleccién de muestra de forma que
cada subconjunto s de unidades de la poblacién U tiene una probabilidad p(s) conocida
de seleccion. Para un vector poblacional y = (v, ..., yx)" y un estimador Yy (s;y) dados,
cada posible muestra proporciona un valor del estimador. La probabilidad de que el
estimador tome un valor particular es la probabilidad de que una de las muestras dando
ese valor es seleccionada. Las definiciones de sesgo y varianza se establecen en funcion
de las probabilidades de seleccién p(s):

E, (?U> Yy = Zp(s)?[](s; y) — Zyk, (10.4a)
s€S keU
v, (%) = Ya6s) (Tulsiy) ~E, (%)) (10.4b)
SES
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Puesto que el sesgo, la varianza y otras cantidades estadisticas se calculan obteniendo
la media de todas las muestras que podrian obtenerse para un disefio de muestreo
particular, a veces se refieren a ellas como propiedades basadas en el disefio. En este
enfoque el tinico elemento aleatorio es el conjunto s, que indica qué unidades estan
incluidas en la muestra.

Ejemplo 43. Consideremos una poblacién U de N = 4 elementos. Seleccionamos una

muestra probabilistica mediante un disefio muestral de Bernouilli de pardmetro 7 = 1.

Supongamos que al realizar la seleccién se obtiene la muestra s = U, lo que puede

. s 4 . ) -
ocurrir con probabilidad 7V = (4)". Segun la teoria general de muestreo vista en
el resto de temas, el estimador de Horvitz-Thompson arroja una estimacion g#7 =

Txys = 2% Yy, que tiene un error del 100 %. La varianza de este estimador es V (?I}{T) =

(£ —1) >, ¥i > 0, que es estrictamente positiva. ;Como es posible que teniendo los
valores y;, de todos los elementos de la poblacién la estimacion del total sea tan mala
y, ademas, la varianza sea estrictamente positiva (conocemos todos los valores)? La
respuesta es que la inferencia con los disefios muestrales se basan en todas las muestras

que podrian obtenerse y no tiinicamente en la muestra seleccionada. [

Ejemplo 44 (Los elefantes de Basu). Un ejemplo histérico que muestra las limitaciones
del muestreo probabilistico es la siguiente historia debida a Basu 1971:

El propietario de un circo esté planificando embarcar sus 50 elefantes, para
lo que necesita tener una estimacién aproximada del peso total de los elefan-
tes. Como pesar un elefante es un proceso engorroso, el propietario quiere
hacer la estimacion del peso total pesando tinicamente un elefante. ;Qué
elefante elegir? Asi pues, el propietario consulta sus registros y descubre
una lista con los pesos de todos los elefantes de hace 3 afios. Descubre que
hace 3 afios, Sambo, el elefante de tamafio medio, tenia el peso medio de la
manada. Consulta con el entrenador de los elefantes, quien le asegura que
Sambo puede atn considerarse el elefante medio de la manada. Por tanto,
el propietario planifica pesar a Sambo y estimar el peso total Yy, = >, ., ¥«
mediante 50 X Ysambo (donde ysampo denota el peso de Sambo).

Pero el estadistico del circo se horroriza cuando conoce el plan de muestreo
intencionado®. “;Cémo puedes obtener una estimacién insesgada de Yy, de
este modo?”, protesta el estadistico. De este modo, juntos trabajan en un
plan de muestreo de compromiso. Con la ayuda de una tabla de nimeros
aleatorios’ idean un plan que afija una probabilidad de seleccion msambo = %
para Sambo y una probabilidad de seleccién igual m, = 55755 para el res-
to de elefantes. Naturalmente, Sambo es seleccionado y el propietario es
feliz. “;Cémo vas a estimar Y;;?”, pregunta el estadistico. “;Por qué? La
estimacion debe ser 50 X ysambo, pOr supuesto”, dice el propietario. “;Oh!
iNo! Eso no puede ser correcto”, dice el estadistico, “He leido recientemente

®Purposive sampling, en inglés.
"Hoy dfa esta parte se haria con un generador de ntimeros pseudoaleatorios en una computadora.
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un articulo en Annals of Mathematical Statistics donde se demuestra que el
estimador de Horvitz-Thompson es el tinico estimador hiperadmisible en
la clase de todos los estimadores insesgados polinomiales generalizados”.
“¢Cual es la estimacion de Horvitz-Thompson en este caso?”, pregunta el
propietario, ciertamente impresionado. “Como la seleccién de probabilidad

de Sambo en nuestro disefio muestral es %”, dice el estadistico, “la esti-
1A 1 AHTM __ 100 % .z e
macién apropiada para Yy es Y}, romee — 55 X Ysambo - Y ;cémo habrias

estimado Y”, pregunta el incrédulo propietario, “si con nuestro plan de
muestreo hubiese sido seleccionado, digamos, el gran elefante Jumbo?”.
“De acuerdo con mi entendimiento del método de estimacién de Horvitz-
Thompson”, dice el infeliz estadistico, “la estimacién apropiada de Yy, hu-

biese sido YT = 9 = 4900 X Yjumbo”’, donde Yjumbo €s el peso de Jumbo.
100 7 49
Asfi es como el estadistico perdi6 su empleo en el circo (jy quiza se convirtié

en profesor de Estadistica!).

10.3.2 ;Qué enfoque usar?

Si tenemos opciones para la inferencia (teoria de prediccidn, teoria de muestreo pro-
babilistico, o quizé, una mezcla de ambas), ;cudl deberiamos usar? No hay ninguna
duda sobre la validez matematica de cualquiera de las dos teorias. La cuestion clave
es cual es mds apropiada para la inferencia a partir de una muestra observada y una
estimacion calculada. En el ejemplo anterior se empleé un modelo de regresion lineal
como un modelo tentativo y aproximado, pues nunca conocemos el modelo estadistico
que generan los datos y;. En contraste, nuestro control y conocimiento de una probabili-
dad de seleccién muestral p(-) en el enfoque basado en disefios es completo (al menos,
en principio). Por tanto, es mas convincente a priori basar la inferencia en esta tltima
opcién, manteniendo los resultados tan independientes como sea posible de modelos
de predicciéon mds sujetos a errores (de especificacion).

La cuestién de la falibilidad inevitable de los modelos estadisticos es una cuestion
central en la teorfa de prediccién para el muestreo y la estimaciéon basada en modelos en
general. Existen cuestiones fundamentales que se encuentran en la controversia entre la
inferencia basada en modelos estadisticos y en disefios muestrales. Existe importante
literatura al respecto (Royall 1968; Royall y Herson 1973a; Royall y Herson 1973b; Royall
1976b; Royall 1976a; Royall 1976c; Royall y Cumberland 1978; Cumberland y Royall
1981; Hansen, Madow y Tepping 1983; Royall y Cumberland 1981; Royall 1992; Brewer
1994; Brewer 1999; Smith 1976; Smith 1983; Smith 1994; Smith 1999; Smith 2001). Inclui-
mos algunas de estas cuestiones importantes a continuacion.

Retomemos el Ejemplo 41 y supongamos que para hacer la estimacién del total poblacio-
nal Yy usamos un disefio muestral aleatorio simple sin reemplazamiento. Empleamos el
correspondiente estimador de Horvitz-Thompson, que en este caso se reduce al estima-

dor de expansién ?I}{T = Ny, = 33 x y5, donde gy, denota la media muestral. Este estima-
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dor, como sabemos, es insesgado. Y es insesgado independientemente de la existencia
entre las variables z e y. Supongamos que la muestra seleccionada es de tamafion = 5y
corresponde a las unidades con los valores x mds pequefios (unidades 28, 23, 15,25 y
19). Para esta muestra, tenemos ¢ = 4,404 y, por tanto, }A/(}{T = 145,332 < Yy = 638,58,
que es una muy mala estimacion para el total poblacional. En este caso, aun sabiendo
que hemos tenido mala suerte en la seleccion (aleatoria) de la muestra, mantenemos

que el estimador ?I}{T es insesgado para Y y, por tanto, tiene buena calidad.

Ejemplo 45. Quizé pueda pensarse que escoger un ejemplo extremo como el caso de la
muestra con las 5 unidades con valor x més bajo es demasiado extremo para emplearlo
como argumento en liza frente a la insesgadez del estimador de Horvitz-Thompson
y la calidad de la estimacion final. Pero si extraemos 10° muestras aleatorias simples
sin reemplazamiento de la misma poblacién del Ejemplo 41, calculamos 17’5” para
cada muestra y representamos la distribucién en el muestreo de este valor (véase la
Figura 10.2), observamos que la mitad de los valores se encuentran fuera del intervalo
(520,344, 749,694), todas estimaciones muy pobres del valor Y;; = 638,58. Aun asi, se
sigue aludiendo a la insesgadez respecto al disefio muestral p(-) como un argumento de
calidad suficiente. |

A !

Densidad de probabilidad

!
.
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l
l
l
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l
l
l
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|

500 1000

Estimaciones HT

Figura 10.2: Estimaciones de Horvitz-Thompson para 10° muestras.

Al considerar, por tanto, la cuestién del sesgo como medida de calidad, parece evidente
que )A/(?T = Ny, puede presentar sesgo en cierta manera a definir a continuaciéon. A
partir de la Figura 10.1, parece evidente que existe una relacién lineal entre = e y, de
modo que podemos escribir y = Sz para algun valor positivo de /3. Por tanto, podemos
escribir

E,. (Nys — Ngy) = NB (zs — Ty) -

Por tanto, si la muestra s seleccionada tiene una media muestral de la variable auxiliar
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x superior al valor de la media poblacional, el sesgo respecto al modelo sera positivo.
Complementariamente, si la media muestral es inferior, el sesgo respecto al modelo seré
negativo. Esto puede explicar la mala calidad de las estimaciones fuera del intervalo
(520,344, 749,694) indicadas mads arriba. Luego, aparentemente el concepto de sesgo
respecto al modelo parece mds relevante que el de sesgo respecto al disefio muestral.
El ejemplo extremo de las 5 unidades seleccionadas con el valor x mds pequefio se
reproduce también con cualquier otra muestra con valores 7, muy alejados de 7.

Un principio fundamental que rige la inferencia estadistica es el llamado Principio de
Condicionalidad, esto es, que la inferencia sobre un fenémeno aleatorio se base en las
variables aleatorias observadas cuya distribucién de probabilidad es conocida y, por
tanto, no dependa de pardmetros sobre los que debemos establecer la inferencia. Para
ilustrar este concepto, supongamos, de acuerdo con el muestreo probabilistico, que
extraemos una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamafio n = 100 de
una poblaciéon U de N = 1000 unidades. La varianza del estimador HT de la media
poblacional estd dada por

1 S2
0o ) v (10.5)

A
V(%) ( 1000 ) 100

donde S};; denota la cuasivarianza poblacional de la variable y. Supongamos que,
antes de extraer la muestra, se considera la posibilidad de realizar un censo de toda
la poblacién, pero por las restricciones presupuestarias no somos capaces de decidir
si invertir esta cantidad de dinero en este estudio o en otro alternativo igualmente
importante. Para decidir, lanzamos una moneda al aire. El tamafio muestral en estas
condiciones es claramente aleatorio: n = 100 con probabilidad 1/2 y n = 1000 con
probabilidad 1/2. La varianza del estimador y; es, por tanto,

100 \ Sgyr
1000/ 100

V() = %V (7ln = 100) + %V (7aln = 1000) % « ((1 ) (106)

Las dos varianzas son matemdaticamente correctas, pero ;qué varianza debe usarse?
Debemos usar la varianza condicional (10.5) porque realiza la inferencia sobre el ta-
marfio verdadero de la muestra observada. La varianza incondicional (10.6) subestima
la incertidumbre de la estimacién porque se basa en informacién que no tiene lugar
(el censo que nunca se realiza). La varianza incondicional es probabilistica correcta
pero inferencialmente errénea. No es correcto emplearla como una herramienta para
interpretar y comunicar la incertidumbre de nuestra estimacion de la media poblacional.
No es correcto porque no distingue entre la incertidumbre cuando n = 100 y cuando
n = 1000, algo que, sin embargo, si conocemos.

Por tanto, parece evidente que la inferencia sobre una poblacion finita debe estar basada
condicionalmente sobre los valores de la muestra observada, es decir, el sesgo, el error
estandar, el coeficiente de variacion, etc. deben estar basados sobre la muestra realmente
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observada y no sobre un promedio de todas las posibles muestras.

Otro ejemplo que ilustra las limitaciones del muestreo probabilistico en relacién con
el Principio de Condicionalidad es el siguiente. Consideremos un estadistico A que
emplea un disefio muestral aleatorio simple con reemplazamiento de tamafio muestral
n = 25 de una poblaciéon U de N = 100 unidades. La muestra seleccionada resulta
no tener unidades duplicadas a pesar del reemplazamiento. El estadistico A emplea
el estimador de Hansen-Hurwitz para estimar el total poblacional de modo que su
varianza es

~ N?
VY = TSjU.

Supongamos que otro estadistico B emplea independientemente un disefio muestral
aleatorio simple sin reemplazamiento, obteniendo exactamente la misma muestra que el
estadistico A. Ahora, este segundo estadistico utiliza el estimador de Horvitz-Thompson
cuya varianza estd dada por

(7)< (- 2) Vi

Adviértase que la estimacién en ambos casos es la misma: N;. Sin embargo, la varianza
en el caso con reemplazamiento es 1,33 veces mayor que en el caso sin reemplazamiento,
incluso a pesar de usar la misma muestra y resultar la misma estimacién. ;Realmente
es la estimacion de B maés precisa que la de A? Este tipo de resultado, nuevamente, se
produce por la violacion del Principio de Condicionalidad.

Existen otros dos argumentos de indole més técnica que ilustran igualmente las li-
mitaciones del muestreo probabilistico. Por un lado, Basu 1971 demostré que para
el problema de estimacién en poblaciones finitas no existe ningtn estimador lineal
insesgado 6ptimo (de minima varianza), en contra de las situaciones comunes en otros
campos de la Estadistica. Por otro lado, si se calcula la funcién de verosimilitud para el
problema de estimacién en poblaciones finitas, se obtiene una funcién constante (Cassel,
Sarndal y Wretman 1977), por tanto, no permite realizar inferencia valida alguna sobre
los valores de y para las unidades no seleccionadas en la muestra. Si se pesan bien
un hacha, un asno o una caja de herraduras, su peso no permite realizar inferencia
alguna sobre el peso de los otros dos objetos. Y esto es asi independientemente de
cémo se han empleado los niimeros aleatorios para seleccionar qué objeto pesar. Si
debemos aprender algo sobre las unidades no seleccionadas en la muestra a partir de las
observaciones de las unidades muestrales, entonces ambos grupos de unidades deben
tener una conexioén légica més fuerte que la que pueda obtenerse por efecto del azar (de
seleccion de la muestra).

10.3.3 ;Por qué usar muestreo aleatorio?

El Principio de Aleatorizacién establece que el muestreo aleatorio es la condicién sine
qua non para la inferencia en poblaciones finitas. Si rechazamos este principio, entonces
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surge la cuestion: “;por qué usar muestreo aleatorio?”. Existen varios argumentos para
la aleatorizacién. Algunos son razonables mientras otros, no tanto.

Una posicién extrema (y poco razonable) es la establecida por el Principio de Aleatori-
zacion, esto es, que la aleatorizacion artificial proporciona la tinica base para la rigurosa
inferencia probabilistica y que, en ausencia de la aleatorizacion, es imposible establecer
inferencias probabilisticas vélidas.

En contraste con esta visién, hemos visto con anterioridad algunos ejemplos de que la
distribucion de probabilidad determinada por la aleatorizacion artificial no es apropiada
incluso cuando estd disponible. Afirmar que, en general, las inferencias probabilisticas
no son vélidas cuando la distribucién de la aleatorizacién no estéd disponible es simple-
mente erréneo. Esto no implica negar el valor de la aleatorizacién, sino tan solo negar
que representa la base para toda la inferencia probabilistica védlida y rigurosa. Una de
las razones acertada para la aleatorizacion es asegurar la imparcialidad. Por ejemplo, los
arbitros en fttbol lanzan una moneda al aire para decir quién tiene la primera posesiéon
del balon. El otro equipo puede maldecir su suerte, pero en cualquier caso el arbitro esta
protegido de acusaciones de parcialidad. La aleatorizacién para la seleccién de muestras
o la afijaciéon de tratamientos puede tener una funcién similar, especialmente cuando los
resultados de la encuesta se usan en decisiones controvertidas. La aleatorizacién puede
proporcionar proteccion contra la acusacién de que una muestra se ha seleccionado deli-
beradamente para apoyar determinado punto de vista. La aleatorizacién puede también
ser un escudo efectivo contra las multiples fuentes de sesgo personal inconsciente que
podrian aparecer en una seleccién de muestra basada en el juicio personal, incluso, de
expertos. Estos sesgos son notoriamente insidiosos y a menudo imposibles de corregir
mediante tratamientos estadisticos cuando son detectados.

Uno de los roles més importantes de la aleatorizacién en las encuestas por muestreo
es similar al del disefio de experimentos. En un experimento, si los grupos de placebo
y tratamiento difieren con respecto a una variable objetivo clave, entonces queremos
atribuir tal diferencia al efecto del tratamiento. Pero si los grupos difieren con respecto
a alguna otra variable importante, entonces nuestra conclusién se debilita. Esta otra
variable importante, y no el tratamiento, puede explicar la diferencia observada. Estas
“otras variables” estdn siempre presentes en los estudios observacionales, donde por
definicién siempre hay una auto-seleccién de unidades en la composicién de los grupos.
Los grupos de fumadores y no fumadores pueden ser comparables con respecto a la
edad, el sexo y la ocupacién, pero inevitablemente difieren en relaciéon con cualquier
factor social, fisica y psicolégica que conduce al tabaquismo.

Los experimentos presentan la ventaja de que pueden evitar las diferencias de grupo
que se crean cuando hay auto-seleccién (como en los estudios observacionales). Pero
cuando las unidades estadisticas se asignan a los grupos de comparacién (digamos,
grupos de placebo y tratamiento) por el experimentador que observa que los grupos son
comparables con respecto a las variables A y B, no es necesario que un escéptico esté de
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acuerdo en que las diferencias observadas representen efectos del tratamiento. Puede
plantear la hipétesis que los grupos difieren con respecto a otra variable C y desarrollar
una explicacién plausible de los resultados en términos de C, no del tratamiento. Si los
datos disponibles no nos permiten examinar los grupos en términos de las diferencias
respecto a C, entonces las conclusiones se tornan una disputa.

El experimentador se encuentra en una situacion ventajosa si las unidades se han divi-
dido en los grupos de placebo y tratamiento de modo aleatorio de modo que existe una
alta probabilidad de obtener comparabilidad entre ambos en términos de C. En estas
circunstancias, es el escéptico el que debe aportar argumentos a su favor: en ausencia
de evidencia contraria, hay buenas razones para creer que los grupos son comparables.
Hay buenas razones para cree que lo que suele pasar (comparabilidad en términos
de C) también ha sucedido en esta ocasién con los grupos establecidos, a menos que
exista una evidencia clara que indique lo contrario. El escéptico debe proporcionar
argumentos en contra.

En el caso de muestreo en poblaciones finitas, se necesita comparabilidad entre las uni-
dades estadisticas seleccionadas en la muestra y las no seleccionadas para ser capaces de
establecer inferencias sobre la poblacién completa. Si existe evidencia de que la muestra
y el resto de la poblacién difieren en algunas caracteristicas conocidas, esto debe ser
tenido en cuenta al construir los estimadores incluso si se ha empleado la aleatorizacién
para seleccionar la muestra.

En la estimacién en poblaciones finitas, debemos usar estimadores como los estimado-
res de razon (véase el tema 3) y de regresion (GREG) (véase el tema 4) o estimadores
estratificados para dar cabida a la estructura de la poblacién y algunos desequilibrios
entre la muestra y el resto de la poblacién.

Si dependemos por completo de la distribucién generada por la aleatorizaciéon para
hacer inferencias, entonces estamos inclinados a aceptar la posicién insostenible de
ignorar las propiedades particulares de la muestra seleccionada, violando, por tanto, el
Principio de Condicionalidad. Si existen variables que afectan a la variable objetivo a
estimar Y, pero carecemos de conocimiento sobre estas variables, entonces no podemos
tener en cuenta tales peculiaridades. Pero no podemos ignorar aquellas variables que si
conocemos.

La aleatorizacion es deseable, pero no es ni necesaria ni suficiente para una inferencia
estadistica rigurosa. La inferencia vélida puede llevarse a cabo sin ella y, cuando esta
presente, no crea necesariamente el marco probabilistico apropiado para la inferencia. La
aleatorizacién puede proporcionar una garantia razonable de equilibrio con respecto a
los factores incontrolados, pero no garantiza equilibrio y no justifica ignorar la evidencia
de que existan desequilibrios. No hay nada en la naturaleza de la aleatorizacién que
libere al estadistico de la responsabilidad de identificar las peculiaridades en la muestra
y entender por qué estdn ahi.
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Para terminar, incluimos algunas reflexiones finales sobre la cuestién de la inferencia y
las técnicas empleadas en la produccién estadistica oficial.

En primer lugar, debemos mencionar que ya se establecié un debate a través de la litera-
tura cientifica (véase, p.ej., Smith 1976; Hansen, Madow y Tepping 1983; Smith 1999;
Brewer 1999, y multiples referencias alli citadas). La posicién final de la comunidad de
estadisticos oficiales badsicamente se resume en que los disefios muestrales liberan al
estadistico de realizar hip6tesis sobre la generacién de los valores de la poblacién, hip6-
tesis que luego deben ser justificadas dada la utilidad y finalidad de estas estadisticas.
Se reconoce la superioridad de los modelos en términos de la acuracidad si el modelo
escogido para la poblacién es correcto (Hansen 1987), extremo que a menudo es dificil de
asegurar con suficiente certidumbre (Hansen, Madow y Tepping 1983). No obstante,
esto no debe tomarse como una garantia de los disefios muestrales frente a los modelos
estadisticos tampoco. El ejemplo de los elefantes de Basu muestra que las estimaciones
basadas en disefios muestrales pueden igualmente tener muy baja calidad si el disefio
muestral escogido para la muestra no es bueno. Decia Box 1976 que “todos los modelos son
incorrectos, pero algunos son ttiles”; bien puede afirmarse lo mismo de los disefios
muestrales.

En segundo lugar, las nuevas fuentes de datos tanto digitales como administrativas
limitan el uso de los disefios muestrales puesto que el estadistico no puede seleccionar
las unidades muestrales (mecanismo de selecciéon de la muestra desconocido®), por
lo que los modelos estadisticos aparecen como el principal recurso para establecer la
inferencia. Adviértase que las técnicas de aprendizaje automatico (Murphy 2012) son en
realidad un uso extendido de modelos estadisticos.

En tercer lugar, la estadistica bayesiana ha realizado avances notables tanto desde el
punto de vista del andlisis de datos y la modelizacién como desde el punto de vista
computacional. Su uso en la produccién de estadisticas oficiales empieza a ser objeto de
analisis (Fienberg 2011; Little 2012).

Por ultimo, la abundancia de datos, muy conectada con la reciente Ciencia de Redes’,
estd permitiendo la creacioén de planes de muestreo donde se tenga en cuenta la relacién
entre los elementos de la poblacién, relaciones que se expresan mediante la teoria de
grafos. Técnicas como el muestreo en grafos'® (Zhang y Patone 2017) o el muestreo de
conglomerados adaptativo (Turk y Borkowski 2005) deberédn ser tenidas en cuenta para
la produccién de estadisticas oficiales.

8Por ejemplo, la informacién de la web obtenida por técnicas de web scraping.
?Network Science, en inglés.
OGraph sampling, en inglés.
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Tema 11

Métodos para el desarrollo, testeo y evaluaciéon de instrumentos de re-
cogida de datos. Un marco para el desarrollo, testeo y evaluacion. De-
sarrollo de contenido, medidas y cuestiones en encuestas. Testeo de
preguntas y cuestionarios. Evaluaciéon de preguntas y cuestionarios.
Desarrollo, testeo y evaluacidon de instrumentos de recogida electré-
nica de datos. Andlisis de datos cuantitativos. Enfoques multimétodo
para el desarrollo, testeo y evaluacién. Organizacion y logistica.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia.

G. Snijkers, G. Haraldsen y col. (2013). Designing and Conducting Business Surveys.
New York: Wiley.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

11.1 Un marco para el desarrollo, testeo y evaluacién

Nuestro marco para llevar a cabo los procesos de desarrollo, testeo y evaluacién se basa
en el enfoque del Total Survey Error (TSE) (Groves y col. 2004), en el que los pasos para
desarrollar medidas de encuestas estdn asociadas con las fuentes de los errores de la
encuesta en cada fase. La Figura 11.1 ilustra este marco.

La recogida de datos puede considerarse como mediciones de algtin concepto subyacen-
te de interés para los investigadores. Por tanto, el desarrollo del cuestionario empieza
definiendo los conceptos asociados con los objetivos de la investigacién. Los conceptos
se pueden descomponer en atributos especificos que pueden o no ser medibles en un
sentido préctico. Las mediciones se especifican con mas detalle y estas especificaciones
se convierten en el material bruto para las preguntas de las encuestas. Las respuestas a
las preguntas de las encuestas se convierten en datos que son resumidos o analizados
para examinar los objetivos de investigacion de una recogida de datos particular.
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Figura 11.1: Pasos y fuentes de error en el desarrollo, testeo y evaluacién de cuestionarios

Estos pasos, que muestran como pasamos de los conceptos a los datos via encuestas, se
muestran en la Figura 11.1, presentados como una ligera variacion del lado de ‘'medida’
del enfoque TSE. También en la Imagen 11.1 podemos ver los tipos de fuentes de errores
ajenos al muestreo asociados a cada paso - validez, errores de especificacién, y errores
de medida. Algunas preguntas sobre la validez son, ';Qué se puede medir para reflejar
el concepto?’ o ’;Cémo de bien la medida refleja el concepto?’. El error de especificacion
se asocia a la pregunta ';Cémo de bien capta la pregunta la medida deseada?’. Final-
mente, el error de medida se asocia a la pregunta ';Cémo de bien se ajusta la respuesta al
proposito de la pregunta?’.

Finalmente, la Figura 11.1 enlaza los pasos - empezando por conceptos, definiendo su
medida, especificando las preguntas de la encuesta, y obteniendo las respuestas - a
las fases de desarrollo, testeo y evaluacién de cuestionarios en los cuales estos errores
ajenos al muestreo pueden ser encontrados, investigados y examinados.

Definimos el desarrollo del cuestionario como las actividades y procesos en los cuales se
definen los conceptos, se especifican los atributos medibles, y se formulan las preguntas
del cuestionario para recoger estas medidas. Durante el desarrollo, nuestro objetivo es
identificar y definir medidas validas de los conceptos subyacentes de interés, y después
especificar preguntas que son traducciones de las definiciones de medida. Por tanto,
durante el desarrollo, intentamos asegurar la validez y minimizar los errores de especi-
ticacion.

Definimos el testeo del cuestionario como la investigacion realizada antes de la recogida
de datos con el fin de determinar el grado con el cual las respuestas obtenidas a partir del
cuestionario alcanzan el objetivo de la pregunta tal y como se especifica por las medidas
deseadas. En otras palabras, el motivo de las pruebas del cuestionario es asegurar que
las medidas se han operacionalizado de forma correcta en las preguntas del cuestionario
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con el fin de identificar y abordar los problemas en las preguntas que contribuyen a los
errores de medida en los datos, y, si es necesario, determinar si medidas pobremente
especificadas dan lugar a preguntas problematicas.

Definimos la evaluaciéon del cuestionario como las investigaciones que conducen a eva-
luar la capacidad del cuestionario de medir el concepto reflejado en la calidad de los
datos recogidos. La evaluacion se realiza durante o después la recogida de datos, o al
menos, implica los datos recogidos de los informantes reales, como los test de campo o
experimentos realizados como parte del desarrollo y testeo.

El modelo de respuesta de la encuesta y el error de medida

La recogida de datos difiere entre las encuestas sociales y las econdmicas. Las encuestas
econdmicas recogen en su mayoria datos numéricos, mientras que las sociales recogen
informacién autobiogréfica o de comportamiento de personas o atributos de hogares.
Los informantes de encuestas sociales normalmente responden a preguntas sobre ellos
mismos, sus hogares u otros individuos del hogar, y las preguntas a menudo (no siem-
pre, por eso hay que tener cuidado con el sesgo de memoria en las encuestas sociales) se
pueden responder de memoria. Las encuestas econémicas precisan un informante que
acttie en nombre de la unidad (empresa/establecimiento), a menudo proporcionando
datos que se encuentra grabados en una base de datos.

Como consecuencia, el proceso de respuesta de una encuesta puede ser un poco mds
complejo en el caso de encuestas econdmicas. Los pasos del modelo de respuesta de
una encuesta son los siguientes (algunos se aplican s6lo a las encuestas econémicas por
lo explicado anteriormente) (D. Willimack y Nichols 2010; Sudman y col. 2000; Bavdaz
2010):

1. Registro de la informacién y codificacién de la informacién en la memoria;
2. Organizacion de las tareas de respuesta:
a Seleccion y/o identificacion del informante(s);
b Planificacién del trabajo;
¢ Establecer las prioridades y la motivacién.
3. Comprension de lo solicitado en la encuesta;
4. Recuperacion de la informacién de la memoria y/o registros;

5. Evaluacién de la adecuacion de la informacién recuperada para alcanzar el propo-
sito percibido de la pregunta;

6. Comunicacién de la respuesta;

7. Revision y envio de los datos a la organizacion.

Tema 11. Métodos para el desarrollo, testeo y evaluacion de instrumentos de recogida de datos.
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Variaciones en la realizacién de estos pasos contribuye al error de medida. Para especifi-
car mejor las fuentes del error de medida en el proceso de respuesta empecemos por el
paso 1, grabacién de la informacién, junto con el conocimiento de esos registros codificados
en la memoria de la persona. En el caso de encuestas econémicas, los datos grabados en
bases de datos de empresas tienen un prop6sito no estadistico, y pueden estar distribui-
dos en distintos departamentos. Como consecuencia pueden haber potenciales errores
de medida.

El relacion con la seleccién del informante, en las encuestas sociales los proxys pueden ser
fuentes de errores de medida. En las encuestas econémicas influye no sélo esto, sino
también el hecho de que esta actividad no sea prioritaria.

En relacién con los cuatro pasos cognitivos - comprension, recuperacion, evaluaciéon y
comunicacién - contribuyen a potenciales errores de medida no sélo las variaciones en
las habilidades cognitivas del informante, sino también el contexto organizativo, tanto
dentro de la empresa como en el hogar. Veamos algunos ejemplos:

* Comprensién. Los informantes pueden tener distintos grados de familiaridad con la
terminologia, y pueden interpretar las preguntas de forma distinta a las personas
de su entorno (hogar/empresa).

® Recuperacion. Grado en que los informantes tienen conocimiento o acceso a los
registros, o su habilidad para obtener o extraer datos de fuentes alternativas. El
error de medida puede aumentar.

* Evaluaciéon. Cuando los datos disponibles no se ajustan a los datos solicitados, el
error de medida se puede asociar con variaciones entre informantes (y sistemas de
registro en caso de econémicas) en relacion con las estrategias usadas para estimar,
aproximar o manipular los datos disponibles en un esfuerzo para proporcionar la
respuesta.

* Comunicacion. Los disefios y las instrucciones sobre cémo incluir las respuestas en
los cuestionarios pueden no ser adecuadas para distintos tipos de datos, o poco
claras, permitiendo que la misma informacién se pueda proporcionar de mas de
una forma posible, contribuyendo al error de medida.

El altimo paso en el modelo devuelve la respuesta al nivel organizativo, donde los datos
estdn disponibles para la organizacion que realiza la encuesta. En este paso hay que tener
en cuenta temas como la consistencia, confidencialidad, y seguridad. Variaciones en
los criterios para la difusién de datos, y su impacto en los datos publicado, pueden
contribuir al error de medida.

Restricciones y limitaciones en el desarrollo, testeo y evaluacién de cuestionarios

La complejidad del proceso de respuesta, la naturaleza de las encuestas y el contexto
en que se realizan interactdan de tal forma que tienen consecuencias en el disefio
del cuestionario y en los métodos usados para el desarrollo, testeo y evaluaciéon de
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instrumentos de recogida de datos. D. K. Willimack y col. 2004 identificaron algunos de
los mas importantes temas que influyen:

* La naturaleza de los datos solicitados - medida de conceptos técnicos con definicio-
nes precisas - tiene consecuencias en muchos aspectos de la recogida de datos,
incluyendo el personal implicado en el disefio del cuestionario, la eleccion del
(los) modo(s) de recogida de datos, disefio de cuestionarios, y la habilidad de
proporcionar informacién por parte del informante. Los modos de recogida auto-
cumplimentados son los que més se usan en las encuestas econémicas, mientras
que en las sociales se estd produciendo un cambio de face to face a CATI y autocum-
plimentados. En los cuestionarios autoadministrados es necesario proporcionar
instrucciones detalladas para igualar los distintos grados de conocimiento y moti-
vacion de los informantes, y para transmitir la informacién necesaria de forma
consistente a todos los informantes.

* La respuesta de la encuesta requiere mucho trabajo y representa un coste tangible, pero
no productivo para la organizacién. Mds atin, esta naturaleza de requerir mucho
trabajo puede ser acentuada por la necesidad de mdltiples informantes y fuentes
de datos. Como consecuencia, el completar un cuestionario largo o complejo en el
caso de encuestas econémicas puede llevar horas, dias o incluso semanas, mientras
el informante dedica el tiempo en identificar, contactar, solicitar y esperar por los
datos de otros departamentos, y fuentes de datos de la empresa.

* Carga de respuesta al informante exhaustiva, porque las necesidades relacionadas
con las caracteristicas de la poblacion objetivo y el uso de datos representa unas
restricciones para la organizacién que realiza la encuesta en la implementacién
de los métodos de testeo y evaluaciéon de cuestionarios. Ademads, involucra a
informantes (en todo tipo de encuestas, pero en las econémicas mds atin) en el
testeo y evaluacioén de cuestionarios afiade carga sobre la carga que esas personas
ya tienen al responder a las encuestas en las que ya estan incluidos.

11.2 Desarrollo de contenido, medidas y cuestiones en encuestas’

Muchas encuestas econémicas realizadas por los INEs proporcionan datos que pueden
servir como input de contabilidad nacional, ademas de servir para describir la situacién
econdmica. En el caso de las encuestas sociales, ademds de servir para describir la situa-
cién social, sus microdatos pueden ser utilizados por los investigadores para realizar
multiples estudios. Independientemente de su uso, los datos necesitan empezar con
algtin tipo de concepto o constructo subyacente asociado con teorias o hipétesis que
requieren medidas especificas. Asi es como las cuestiones empiezan.

Dentro de una teoria, los conceptos subyacentes o postulados son descritos en una
red de relaciones entre atributos que forman los componentes de los conceptos. Un
atributo o indicador puede ser considerado como la pieza mds pequefia de informacién
medible que puede ser identificada. Un algoritmo especifico asocia uno o mds atributos
como inputs para definir un concepto. De forma maés especifica, un concepto C;, puede

1La mayor parte de esta seccion se ha extraido de Snijkers y D.K. Willimack 2011
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ser expresado como una funcién de atributos que van desde a n (4, ..., A4,), donde la
definicién funcional denota el mapeo:

Ci = f(Ar, ..., Ay).

Los conceptos pueden ser sencillos, consistiendo de un tnico atributo, y por tanto, uni-
dimensional. Sin embargo, muchos conceptos suelen ser multidimensionales, indicando
que un concepto estd compuesto de mas de un atributo. Mientras que los conceptos
subyacentes y sus atributos pueden parecer basicos y sin complicaciones, sus medidas
puede que no sean tan sencillas. Consideremos, por ejemplo, el concepto de empleo,
uno de los constructos méas fundamentales en la descripcién de la economia. Aunque
parece muy sencillo, ‘empleo’ tiene una gran variedad de dimensiones: ;El investigador
estd interesado en personas o en equivalentes a jornada completa (EJCs)? ;Qué periodo
de referencia deberfa de considerar el informante - un dia en particular, una semana
al mes, a final de mes? ;Hay que incluir a los trabajadores a tiempo parcial? ;Y a los
temporales, subcontratados, contratistas? Y los asalariados? Teniendo en cuenta estos
atributos, y siguiendo un algoritmo especifico, se define el concepto "'empleo’.

Especificar los atributos es el primer paso hacia la vinculacién de los conceptos en el
proceso de recogida de datos. En el caso de una encuesta, las preguntas del cuestiona-
rio se disefian para medir estos atributos. Las preguntas son la operacionalizaciéon de
estos atributos; son las definiciones operativas de acuerdo con las cuales se miden los
atributos. Esto incluye la redaccién de una pregunta, las opciones de respuesta, y las
instrucciones. Una pregunta puede basarse en un tinico atributo, y ser el resultado de
una pregunta unidimensional; también puede basarse en una combinacién de atributos,
resultando una pregunta multidimensional.

Theoretical world:
conceptualization

Empirical world:
operationalization and
survey measurement

| Theory I,A.. I Datafile |
i | Response |
A 4 1
| Concepts Measurement and Nonresponse errors A

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
; Processing errors A
1
I
1
1
1
1
I
1
1

! | Questionnaire |

A ! Operationalization errors A
| Attributes AN : ! >| Question(s) |
1 Measurements and

operational definitions

Specification errors

Figura 11.2: De la teoria al dato. Fuente: Snijkers y D.K. Willimack 2011

Los pasos para ir de la teorfa al dato se muestra en la Figura 11.2. Ir de los conceptos a
los atributos es lo que se llama conceptualizacion (o especificacion del concepto); ir de los atri-
butos a las preguntas y al cuestionario se llama operacionalizacién. Si la conceptualizacién
y la operacionalizacion se hacen de forma correcta, obtenemos datos vélidos en relaciéon
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con la validez de constructo (Groves y col. 2004) reflejando conceptos subyacentes. Una
pobre conceptualizacién da lugar a errores de especificacion (Biemer y Cantor 2007); del
mismo modo, una pobre operacionalizacién da lugar a errores de operacionalizacién o
de disefio (Snijkers 2002).

Para obtener datos vélidos, la validez de constructo es un criterio importante y nece-
sario. Sin embargo, un cuestionario valido en el sentido de que mide los conceptos
subyacentes puede no ser valido en el sentido de que la operacionalizacién puede llevar
a otro tipo de errores ajenos al muestreo (Snijkers 2002; Groves 1989), como falta de
respuesta parcial o errores de medida. Para completar nos podemos encontrar con
errores de procesamiento, que ocurren al codificar las respuestas (Groves y col. 2004).

Para conseguir un cuestionario que proporcione datos validos es necesario realizar
un proceso iterativo entre la conceptualizacién y la operacionalizacion. Esto se puede
conseguir usando los métodos que veremos el la Seccién 11.2. Pero antes veamos los
roles de las distintas partes de este proceso.

Los roles de los expertos en la materia, las partes interesadas y los usuarios *

A menudo las distintas partes interesadas y los usuarios pueden jugar un papel im-
portante en el desarrollo de los cuestionarios como proporcionar los fundamentos
conceptuales o las necesidades de las encuestas, incluso pueden elaborar borradores de
preguntas o colaborar en el disefio del cuestionario con los expertos. Se puede buscar
input de asociaciones de empresarios, que indiquen la terminologia correcta o informen
sobre la disponibilidad de los datos solicitados, o de investigadores o expertos en la
materia.

Métodos para el desarrollo del contenido y la especificacién de medidas

Se pueden usar distintos métodos para evaluar las necesidades de datos, investigar
conceptos, identificar medida y especificar preguntas para conseguir la validez del
constructo durante el disefio. Hox 1997 distingue dos enfoques, el top-down, basado
en la teoria, y el bottom-up, basado en los datos. El enfoque basado en la teoria esta
representado en el lado izquierdo de la Figura 11.2, empieza con constructos y avanza
hacia variables observables; el enfoque basado en los datos es el del lado derecho, parte
de las operacionalizaciones y las observaciones y avanza hacia los conceptos teéricos.

¢ Top-down basados en la teoria

?Los usuarios y partes interesadas engloban desde unidades dentro del propio INE como contabilidad
nacional (usuario de la mayorfa de las operaciones econémicas), organismos internacionales como
Eurostat (que a través de los Reglamentos establece desagregaciones, periodicidades o clasificaciones a
utilizar), o otro tipo de organizaciones de usuarios.
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Andlisis de dimension/atributo. Un indicador es similar a lo que llamamos un atri-
buto. Atributos empiricos (o indicadores) se especifican para los conceptos en
una teoria. El resultado es una red de conceptos que estan vinculados de forma
l6gica, y de forma colectiva construyen la teoria. El proceso de especificaciéon de
conceptos termina cuando uno o mds atributos se pueden identificar para todos
los conceptos. Los atributos con la base para las preguntas de la encuesta.

Evaluacién de las necesidades de los usuarios. Se pueden usar varios métodos que
involucran a usuarios, investigadores, y otras partes interesadas.

Grupos de expertos/usuarios/asesores. Los miembros de estos grupos priorizan
nuevas preguntas y cambios en las existentes, y son los responsables de la
aprobacion final del cuestionario.

— Seminarios con usuarios. Se pueden usar para (1) identificar cémo y por qué los
datos de interés serdn usados, (2) identificar carencias en los datos existentes,
(3) entender mejor las necesidades de datos para temas especificos, y (4) crear
un conjunto preliminar de prioridades.

— Rondas iterativas de consultas. Los usuarios preparan una lista de datos solici-
tados, que son priorizados por los expertos en la materia. A continuacién el
resto de stakeholders realizan otra priorizacién. El resultado es un cuestionario
que equilibra las necesidades de nuevos datos con los datos obtenibles.

— Revision de contenido a larga escala. Se realizan revisiones de borradores de
cuestionarios y se mandan a los usuarios, asociaciones de empresarios (en
caso de encuestas econémicas) y otras asociaciones.

— Grupos exploratorios con personal de las encuestas y con usuarios. Sirve para
clarificar los conceptos a medir, las tablas de resultados, y las publicaciones,
ayudando en la especificacion de preguntas, definiciones y terminologfia.

¢ Bottom-up basados en los datos

Los siguientes métodos utilizan datos proporcionados por los informantes, o in-
formacién recogida desde su perspectiva.

Mineria de cuestionario. Se comienza con cuestionarios ya existentes y se revisan
las preguntas con la ayuda de expertos en la materia. Se puede usar informes de
estudios pretest, el andlisis de paradatos, de falta de respuesta parcial o de los
tipos y la frecuencia de los edits que no se verifican. El resultado es una seleccion
de preguntas que pueden ser usadas en instrumentos de recogida de datos poste-
riores, en la misma operacionalizacién o en modificadas.

Grupos de discusion. Si es totalmente incierto cémo se pueden medir los conceptos,
se pueden realizar entrevistas exhaustivas con un grupo pequefio representativo
de la poblacién objetivo, que se puede acompanar de grupos de discusiéon o de
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entrevistas personales (Snijkers 2002). Un primer objetivo es entender los concep-
tos desde el punto de vista del informante. También se investiga la disponibilidad
en la base de datos y la periodicidad en caso de encuestas econémicas. Otros
objetivos incluyen evaluar la carga al informante y la calidad.

Mapeado de conceptos. Este proceso implica 6 pasos. En el primero, se especifica el
tema del grupo de discusién, y se seleccionan los participantes de la poblacion
objetivo. El segundo es una sesion de brainstorming con los participantes para gene-
rar frases que describan los aspectos mds relevantes. En el tercero los participantes
ordenan las frases relacionadas en pilas de acuerdo con su propia perspectiva.
En el cuarto se analizan las matrices de similaridad producidas por las distintas
pilas, el resultado es un mapa de conceptos. En el quinto los participantes discuten
posibles significados y etiquetas del mapa. En el dltimo se traducen las frases en
preguntas.

Estudios de viabilidad. Se escoge un pequefio grupo de informantes para que propor-
cionen la informacién solicitada en el instrumento de recogida. Sirve para saber si
los conceptos son medibles, la estructura de las preguntas y del cuestionario. En
este método no es necesario tener el cuestionario finalizado.

Revisién por parte de los expertos. Los expertos pueden ayudar en la definicién de
los conceptos, evaluar las fuentes de datos esperadas, ayudar a asociar conceptos
con medidas. El resultado son sugerencias para redacciones alternativas a las
preguntas o especificaciones.

Estudios de recordkeeping. En el caso de las encuestas econémicas se selecciona un
pequefio grupo de unidades de la poblacién objetivo y se analiza la disponibilidad
de la informacién necesaria y como esta estructurada en el sistema de gestién de
la empresa.

11.3 Testeo de preguntas y cuestionarios

Las pruebas empiezan cuando hay un borrador de cuestionario elaborado por los meto-
dologos de encuestas y con el que los otros stakeholders estan de acuerdo. Es importante
una fase de desarrollo en la que se usen métodos descritos en la Seccién 11.2. Veamos al-
gunos métodos de pretesteo. Primero consideraremos cémo el conocimiento del proceso
de respuesta puede guiar los planes y protocolos de pretesteo. Después, a medida que
describimos varios métodos, destacaremos algunas modificaciones que se han hecho en
la préctica en el caso de encuestas econdmicas.

El modelo de respuesta como marco para el testeo
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El modelo presentado en la Seccién 11.1 es una herramienta ttil para planificar y realizar
el testeo de los cuestionarios. El modelo no ofrece soluciones a los problemas, sino que
ofrece un marco para investigar las actividades y comportamientos de los informantes
que pueden contribuir a errores de medida. Evaluar si las soluciones funcionan requiere
métodos complementarios de evaluacién como los descritos en la Seccion 11.4.

Existen diferencias entre las encuestas sociales, que pueden desarrollarse en un medio
controlado como es un laboratorio que pueda simular el entorno en el que se realizarian
las encuestas, y las encuestas econémicas, las que las entrevistas cognitivas muchas
veces no se pueden realizar en un laboratorio (no resultaria sencillo simular el entorno
habitual de una empresa), ni tampoco en la empresa (no resulta sencillo que mientras el
resto del personal de la empresa realiza sus labores habituales una persona realice un
entrevista cognitiva al informante de la encuesta).

Los protocolos disefiados en torno al modelo de respuesta a menudo comienzan con
cuestiones globales, determinando el criterio de seleccién de los informantes, y otras
tareas de las que el informante es responsable. Los protocolos usados para conducir
entrevistas pretest en campo son:

1. Presentacion de la visita, que creen las expectativas de los informantes con motivo
de la visita y los procedimientos a utilizar.

2. Preguntas generales sobre el informante y el proceso de respuesta, para captar la aten-
cién del informante permitiendo también a los investigadores crear un ambiente
familiar y obtener informacién para luego realizar preguntas mas especificas.

3. Observacion o reconstruccion del proceso de respuesta, para examinar asuntos cogniti-
vos, procedimentales, y de carga asociados con las preguntas del cuestionario a
testear.

4. Preguntas de evaluacion, para obtener detalles adicionales que evalten la calidad
de las respuestas a las preguntas del cuestionario, y para conocer la opinién del
informante sobre la encuesta y sugerencias de mejoras.

5. Correccion de datos y respuestas a las preguntas del informante, aprovechando el
encuentro cara a cara para proporcionar feedback constructivo e instrucciones
al informante para mejorar la calidad de futuros datos, y también creando una
relacion entre la oficina estadistica y los informantes.

En el caso del proceso de respuesta de encuestas econémicas Bavdaz 2010 ha desarrolla-
do el modelo que se puede ver en la Figura 11.3.

Las definiciones asociadas a este modelo son las siguientes:
(@) Un dato es accesible - la respuesta necesaria puede estar disponible.

(b) Un dato es generable - 1a respuesta necesaria no estd disponible pero con los datos
disponibles se puede generar.
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Levels of answer Likely response
availability outcome
Accessible Practdaiim
Approximation
Generable
Solid estimate
Estimable Rough estimate
Inconceivable ? Blunder
S, -

Figura 11.3: Niveles de disponibilidad de las respuestas y posibles resultados de las
respuestas. Fuente: Bavdaz 2010

(c) Un dato es estimable - 1a respuesta necesaria no estd disponible y con los datos
disponibles se puede obtener una estimacion.

(d) Un dato es inconcebible - no hay datos disponibles para obtener o estimar la
respuesta necesaria, el esfuerzo necesario para la estimacion es inimaginable

(e) Un dato es inexistente - no se puede estimar la respuesta necesaria.

Cualquier resultado distinto de “dato exacto’” implica error de medida.
Métodos

Veamos a continuacién algunos métodos para testear preguntas y cuestionarios extrai-
dos del D. K. Willimack y col. 2004.

Revisiones de expertos metoddlogos. En estas revisiones, los expertos en disefio de cues-
tionarios evaltian el cuestionario, aplicando principios generales de disefio junto con
otras experiencias de pretesteo. Asi se identifican potenciales problemas y se sugieren
soluciones.

Estudios exploratorios/de viabilidad y visitas. En el caso de encuestas econémicas en las
que los datos estan disponibles en bases de datos se pueden realizar visitas in-situ. Los
tamafios suelen ser pequerios y se pueden realizar también telefénicamente para reducir
el coste.

Grupos de discusion con informantes. Los grupos de discusién se pueden usar en los
procesos de desarrollo del cuestionario, testeo y evaluacion. Se basan en discusiones
entre un pequefo grupo de personas (8-12 miembros de la poblacién objetivo) sobre un
(conjunto de) tema(s). Se centra en evaluar la claridad de la redaccién de las preguntas,
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el uso y la utilidad de las instrucciones, reacciones generales al cuestionario y a su
disefio.

Meétodos de pretesteo cognitivos. Estos métodos incluyen entrevistas en profundidad,
pensar en voz alta y/o técnicas de investigacién, reuniones y vignettes. Los métodos
tradicionales cognitivos se han adaptado para reducir el trabajo de los informantes.

Vignettes. Escenarios hipotéticos, conocidos como vignettes, permiten a los investigadores
evaluar los errores de respuesta, ya que se conocen las respuestas asociadas a las vifietas.

Meétodos etnogrdficos. Los métodos etnograficos usados en el pretesting consisten en
encuestas en profundidad sin estructura, y, en menor medida, la observacién. La investigacion
etnografica emplea dos niveles de analisis:

e Significados/conocimiento - las interpretaciones de los informantes a las preguntas,
su conocimiento sobre la materia y sobre aspectos relevantes para la encuesta.

® Proceso - las interacciones de los informantes con los instrumentos de la encuesta,
sistemas de informacién (en el caso de encuestas econémicas), etc.

Las entrevistas en profundidad facilitan la discusién de las interpretaciones de las pregun-
tas de la encuesta de los informantes y como las responden. La observacién permite a
los investigadores recoger informacion sobre el proceso que explica la interaccién de
los informantes con los instrumentos de recogida de informacién, las relaciones con
los demdas miembros de la familia/hogar/empresa o la apariencia y estructura de la
interface con los sistemas de informacion (en caso de encuestas econémicas).

Meétodos para las instrucciones de testeo. Se puede estudiar el uso de las instrucciones por
parte de los informantes, dénde estan colocadas en el cuestionario y su formato. Uno
de los métodos para probar la comprension de las instrucciones consiste en pedirle al
informante que explique a otra persona, de su hogar o de su empresa, como tendrian
que contestar las preguntas.

Estudios piloto. Los estudios piloto formales permiten la evaluacién de datos proporcio-
nados por informantes a los cuestionarios, y son particularmente importantes de cara a
la realizacién de nuevas encuestas o para grandes redisefios. Se usa el término piloto
para referirnos a pruebas de campo con informantes en los que la recogida de datos
simula el proceso de recogida. Otra caracteristica de los estudios piloto, independien-
temente del tamafio muestral o del alcance, es que los datos recogido no se usan para
estimaciones oficiales, aunque se pueden calcular estimaciones para evaluar su calidad.
Los tamarfios muestrales y los disefios de estudios piloto varian mucho. Los estudios
piloto pueden ser iterativos o involucrar multiples paneles, que en el caso de encuestas
econdmicas pueden dirigirse a empresas de distintos tamafios y actividades econémicas.
Los estudios piloto a menudo se aprovechan de otros métodos de evaluacion.
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11.4 Evaluacién de preguntas y cuestionarios

Métodos usados durante la recogida de datos

Codificacion de conducta. Codificacién de conducta (también conocida por andlisis de
interaccién) se centra en comportamientos observables de los entrevistadores e informan-
tes mientras interactiian durante la cumplimentacion del cuestionario. Las entrevistas
realizadas en persona o por teléfono son directamente observables, o se pueden grabar y
revisar a posteriori. Puede incluir descripciones del grado en el cual los entrevistadores
leen o no las preguntas tal y como estdn redactadas o, en el caso de los informantes,
incluye acciones como interrumpir, preguntar por aclaraciones, proporcionar una res-
puesta adecuada o inadecuada o rechazar responder. Estos resultados permiten localizar
preguntas problemaéticas (véase Groves y col. 2004). En el caso de cuestionarios auto-
completados incluye el anédlisis del cuestionario en busca de patrones o notas para
preguntas especificas.

Experimentos con parte de la muestra. Experimentos con parte de la muestra (también
conocidos por paneles divididos) permiten la evaluaciéon de preguntas, cuestionarios
o disefios alternativos. También se han utilizado para evaluar la posicién de las ins-
trucciones. En este tipo de experimentos partes de la muestra son asignados de forma
aleatoria a uno de dos o méas grupos en los que algunos atributos del disefio han sido
modificados. Uno de estos grupos, el grupo control, mantiene las condiciones/disefio.
Se analizan los resultados del resto de grupos para evaluar el efecto de las variaciones
(Keppel y Wickens 2013).

Métodos usados después de la recogida de datos

Evaluaciones empiricas post recogida. Actividades de evaluacion esta asociadas con en-
cuestas periddicas. Se analiza la falta de respuesta parcial, las tasas de imputacion, los
outliers y los registros que presentan problemas en la depuracién. Esto puede llevar a la
eliminacién de preguntas o a redefinir las categorias de respuesta.

Reuniones con informantes y encuestas de andlisis de respuesta. En las reuniones con in-
formantes (o segundas entrevistas) se recontacta con informantes y se les pregunta
sobre las estrategias de respuesta y las fuentes de datos que han usado para propor-
cionar las respuestas de preguntas especificas. De esta forma se puede evaluar si los
datos recogidos cumplen los propésitos de las preguntas. Las reuniones formales con
informantes, también conocidas como encuestas de andlisis de respuesta (RASs del
inglés response analysis surveys) se realizan después de la recogida de datos usando
cuestionarios estructurados. Aunque lo normal es que se usen en encuestas pilotos o
encuestas redisefiadas, también se pueden usar para evaluar la calidad de los datos de
encuestas periddicas (Goldenberg 1994). El tamafio de las muestras puede variar desde
20 personas a varios cientos.
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Estudios de reentrevistas y evaluaciones de contenido. Los estudios de reentrevistas es una
variacién de las reuniones con informantes en las que el primer objetivo es estimar el
sesgo en estadisticas de sintesis debido a los errores al proporcionar la informacién,
por tanto, los tamafios de muestra y las metodologias de la recogida de datos deberian
de ser suficientes para este propésito. Las evaluaciones de contenido son estudios de
reentrevistas que examinan las componentes de los datos proporcionados asi como sus
fuentes y su fiabilidad. Se suelen utilizar para cambiar cuestionarios e instrucciones.

Estudios de validacién. Los errores de medida se pueden evaluar directamente si existe
un "valor real’ conocido que se pueda comparar con las respuestas de los informantes.
Como fuentes para estos valores se pueden usar los registros administrativos (Groves
y col. 2004). Este tipo de estudios se pueden usar para validar los datos. Se puede utilizar
sobre todo en encuestas econémicas.

Métodos para identificar problemas en los cuestionarios de encuestas periddicas

Muchas encuestas, en particular las realizadas por los INEs, se repiten con cierta perio-
dicidad para generar series temporales (por ejemplo, mensualmente, trimestralmente,
anualmente) ofreciendo la posibilidad de evaluaciones posteriores de respuestas pasa-
das que pueden ayudar a identificar preguntas o disefios problematicos. Cualquiera de
los métodos descritos anteriormente son ttiles para este objetivo. Veamos algunos mds
para encuestas periddicas.

Feedback del personal encuestador. A menudo se puede usar la experiencia del personal de
recogida que tienen contacto con los informantes. El personal de recogida puede trans-
mitir el feedback de recogidas previas, y pueden actuar como proxis de los informantes.
A pesar de su falta de rigor, estas evaluaciones informales son ttiles para sugerir dreas
que precisan mds investigacion. Algunos métodos de feedback incluyen:

* Reuniones con entrevistadores. Se puede utilizar para identificar preguntas proble-
maticas y asegurar su correcta comprension.

* Preguntas, comentarios y quejas de los informantes. El feedback de las interacciones del
personal de recogida con los informantes se puede usar de forma informal para
evaluar los cuestionarios. Se pueden usar las preguntas de los informantes, y las
llamadas sobre los edits que han fallado.

* Entrevistas o grupos de discusion con personal. Se puede realizar con personal que
revisa los datos y que resuelve dudas en la depuracioén (Tuttle, Morrison y D.
Willimack 2010).

Examinar los cuestionarios completos. Examinar los cuestionarios completos obtenidos
durante la recogida a menudo proporciona pistas que pueden ayudar a los metodé-
logos a identificar las preguntas o los disefios que pueden ser probleméticos para los
informantes. En el caso de encuestas econémicas los informantes pueden indicar aparta-
dos que fueron dificiles de responder o en los que se tuvieron que hacer estimaciones.
Apartados en los que se proporcioné una respuesta y posteriormente se cambié puede
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indicar problemas con preguntas, instrucciones o formato. Los informantes pueden
escribir observaciones o aclaraciones donde se puedan escribir dentro del cuestionario,
o especificar respuestas alternativas cuando se pueda elegir ‘Otros’.

Indicadores estadisticos de procesos. Varios indicadores se pueden usar para evaluar la
calidad de los datos recogidos y para evaluar el resultado de preguntas individuales.
Algunos de estos indicadores son la tasa de falta de respuesta total y parcial, indices de
verosimilitud, y tasas de incumplimiento de edits, pero hay que tener cuidado con su
interpretacion:

e La tasa de falta de respuesta total puede ayudar a identificar las caracteristicas de la
poblacién muestral que suelen tener problemas al responder.

* La tasa de falta de respuesta parcial es un poco mds dificil de interpretar ya que puede
significar 'no aplicable’, “aplicable pero cero’, ‘reuso a contestar” o 'no lo sé’.

* Un indice de verosimilitud se define como un indice de desviacién de valores es-
perados que son calculados de datos administrativos, datos de afios anteriores
o datos de fuentes comparables. Hay que interpretarlo con cuidado porque su
variabilidad se puede deber a las condiciones econémicas.

e Las tasas de incumplimiento de edits puede ayudar a identificar preguntas problema-
ticas. Tasas altas en algtn edit puede indicar qué apartados pueden ser dificiles
de contestar. Hay que tener cuidado en su interpretaciéon porque algunos edits
pueden ser el resultados de varias preguntas, lo que dificulta aislar la fuente de
error (Tuttle, Morrison y D. Willimack 2010).

11.5 Desarrollo, testeo y evaluacién de instrumentos de recogida elec-
tronica de datos

En este tema nos centraremos en el desarrollo, testeo y evaluacion de instrumentos de
recogida electrénica de datos, tanto a través de la web como a través de hojas de calculo
o el intercambio electrénico de datos °.

Estrategias de desarrollo para instrumentos electrénicos

Las estrategias de desarrollo para instrumentos electrénicos siguen algunos de los
procedimientos asociados con el desarrollo de aplicaciones de software. Veamos cuatro
de ellos.

Disefio centrado en el usuario. Es importante usar el enfoque del disefio centrado en
el usuario cuando se desarrollen los instrumentos electrénicos, prestando atencion a
las necesidades de los informantes. Este enfoque se centra en coémo los informantes
quieren usar los instrumentos de encuesta, mas que en que los informantes aprendan las

SEDI del inglés Electronic Data Interchange que incluye ficheros XML o XBRL)
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caracteristicas de los instrumentos. Los investigadores abogan por este tipo de enfoque
asegurando que el instrumento es intuitivo y facil de usar, con el fin de reducir una
potencial carga al informante y, con suerte, aumentar la tasa de respuesta. Se deberian
de realizar test de usabilidad para asegurar que se ha alcanzado un disefio centrado en
el usuario.

Recopilacion de necesidades/Andlisis de tareas.

* Recopilacién de necesidades. Los objetivos de esta fase ocurre durante la fase de desa-
rrollo. Las necesidades son especificaciones para todos los aspectos del sistema y
vienen de los objetivos y propdsitos del sistema, las necesidades del informante, y
un andlisis funcional del sistema en el que se encuentra la encuesta electrénica. En
este paso los miembros del equipo de disefio obtienen ideas de distintas fuentes,
como los usuarios, las quejas o las peticiones de los informantes. Las necesidades
deberian de estar documentadas, ser medibles, testeables, trazables y relacionadas
con las necesidades de los usuarios o de los informantes.

* Anidlisis de tareas. Es el proceso de identificar las tareas de los informantes e identifi-
car coémo pueden ser satisfechas usando un cuestionario electrénico. Es importante
conocer qué necesitan los informantes para responder el cuestionario y qué ac-
ciones tiene que realizar en la encuesta electréonica para conseguirlo. Ademas
es importante entender cémo los informantes evaltan la calidad del proceso de
respuesta electrénica. Aunque el informante pueda tener un resultado exitoso, es
importante asegurar que el proceso de conseguir ese resultado es satisfactorio.
Este analisis de tareas deberia ser realizado tan temprano como sea posible en el
proceso de desarrollo para que pueda proporcionar un input en el disefio del siste-
ma. Se deberian de identificar las necesidades de los informantes de forma que sea
posible una transicion facil entre un entorno basado en el papel y uno electrénico.
La incorporacién de métodos como la recopilacién de necesidades o el andlisis
de tareas en el proceso de desarrollo de encuestas electrénicas ayuda a asegurar
que la organizacion desarrolla un instrumento que conoce las expectativas de los
informantes sobre como deberia funcionar una encuesta electrénica. Cuando los
informantes se enfrentan a un instrumento que funciona de una forma distinta a
la esperada los informantes pueden sentirse defraudados y minimizar el uso del
instrumento.

Evaluaciones heuristicas de los instrumentos electronicos, guias de estilo y estdndares. Los
instrumentos electrénicos también estan sujetos a revisiones de expertos, que se llaman
evaluaciones heuristicas porque normalmente son evaluadas en relacién con los principios
de interaccién humano-ordenador o heuristicos. Las revisiones usando esquemas de
codificacién heuristicos pueden ser realizadas por expertos en usabilidad, paneles de ex-
pertos o miembros del equipo de desarrollo. La carga adicional de probar instrumentos
electrénicos con informantes puede ser minimizada adhiriéndose a una guia de estilo
o unos estandares para la interface de usuario cuando se desarrollen los instrumentos
electrénicos. Estas reglas de navegacion, formato, disefio de pantalla, graficos, ayuda,
tratamiento de errores, feedback con el usuario, y otros mecanismos electrénicos se basan
en estdndares de usabilidad y en buenas practicas, asi como en pruebas anteriores y
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experiencias operativas con los instrumentos electrénicos.

Tests funcionales y de ejecucion. Hacia el final de la fase de desarrollo de encuestas electr6-
nicas, los programadores prueban el sistema de varias formas para asegurar que todas
las componentes necesarias funcionen correctamente. Durante los tests, los programa-
dores trabajan con el sistema para resolver los problemas relacionados con el disefio,
la velocidad y la capacidad de respuesta de la encuesta electrénica. Para hacer esto,
pueden utilizar varios escenarios. Ademads, los programadores realizan una prueba de
carga, en la cual simulan la demanda esperada en un sistema para determinar cémo se
comporta el sistema bajo condiciones normales o de médxima demanda. De esta forma
pueden identificar la capacidad operativa maxima del sistema y anticipar cuellos de
botella.

Pruebas de usabilidad

Los cuestionario autocumplimentados a través de internet afiaden otra capa a la in-
teraccion entre informantes y el cuestionario, el de la interface del usuario. Pruebas de
usabilidad es el nombre que se le da las metodologias para probar las interfaces gréficas,
tales como la navegacion o los edits integrados. Algunos ejemplos son:

* Uso de prototipos. Puesto que el plazo para el desarrollo de instrumentos electré-
nicos debe incluir la programacion, los tests pueden empezar con prototipos en
papel o capturas de pantalla que puedan ayudar a los desarrolladores. Las prue-
bas de usabilidad se realizan normalmente con prototipos que estdn funcionando
total o parcialmente. Las entrevistas con los usuarios pueden realizarse usando
instrumentos existentes, para detectar problemas de usabilidad y poder realizar el
redisefio.

* Observacién. Las pruebas de usabilidad dependen en la observacion directa de los
informantes. Los investigadores asignan tareas halladas al usar el instrumento,
y después observan a los informantes cuando llevan a cabo acciones como pro-
porcionar los datos, corregir los errores, o enviar el cuestionario completado. Los
comportamientos de los informantes al interaccionar con el instrumento también
pueden ser codificado, para servir de ayuda en el andlisis empirico de problemas
de usabilidad. Estos tests se podrian grabar con el permiso de los informantes.

* Meétodos cognitivos. Los investigadores pueden adaptar e incorporar métodos cog-
nitivos en los tests de usabilidad, como pruebas simultdneas, entrevistas retros-
pectivas y valoraciones de los usuarios y los informantes. Se han usado vifietas u
otros hipotéticos escenarios para probar opciones de disefio alternativas. Después
de interactuar con el instrumento, se pide a los usuarios que rellenen cuestionarios
o que participen en grupos que proporcionen el feedback sobre sus experiencias.

* Rastreo ocular. Los investigadores han estado usando cada vez mds equipos con
reastreo ocular para completar la informacién aprendida durante las pruebas
tradicionales de trazabilidad. El rastreo ocular consiste es seguir el recorrido de
lo que una persona mira. Este tipo de equipamiento estd incluido en el monitor
del ordenador, y el software de rastreo ocular capta la ruta de lo que mira el

Tema 11. Métodos para el desarrollo, testeo y evaluacion de instrumentos de recogida de datos.



11.5. Desarrollo, testeo y evaluacion de instrumentos de recogida electrénica de datos 11-18

informante en la pantalla. El resultado muestra el recorrido y la duracién del
tiempo empleado en mirar los objetos de la pantalla. Estas pruebas se tienen que
llevar a cabo en los laboratorios donde se hacen las pruebas de usabilidad.

Evaluacién de instrumentos de recogida electrénica de datos

El uso de los instrumentos de recogida electrénica también se puede evaluar empiri-
camente una vez que el instrumento estd en campo. Las decisiones de disefio que se
tomen tienen que tener en cuenta el modo seleccionado.

Paradatos. Para encuestas online, los paradatos se refieren a los datos de proceso que se
han creado como un subproducto de la recogida de datos con este tipo de encuestas
(Couper 2008). Estos datos pueden reunirse y analizarse y proporcionar informacién
sobre el proceso por el que pasan los informantes cuando rellenan un cuestionario
online. Los paradatos describen cémo los informantes completan la encuesta frente al
contenido de sus respuestas.

Recoger paradatos que consisten en la informacién sobre el niimero de visitas a la
pégina web donde se encuentran los cuestionarios hace posible controlar el progreso de
los informantes en la cumplimentacién de la encuesta, en relacién con cémo iniciaron la
encuesta, cuantos la han completado y en qué punto los informantes interrumpen la
cumplimentacion. También es posible examinar el comportamiento del informante al
completar la encuesta; por ejemplo, si los informantes tienden a entrar y completarlo
de una vez, o si vuelven varias veces antes de enviarlo. Examinar el punto en el que
los informantes tienden a abandonar la cumplimentacién puede ayudar a identificar
preguntas problematicas.

Los paradatos recogidos sobre el informante hacen posible identificar el proceso de
respuesta de los informantes en su medio natural. Cada accién ’significativa’ es regis-
trada, de forma que puede ser identificada y situada en el tiempo. Puesto que uno
de los mayores desafios al analizar los paradatos es manejar ficheros de datos muy
grandes y extraer la informacién ttil de ellos, es aconsejable decidir qué acciones tienen
significado dependiendo de los asuntos de interés. Algunas posibilidades son:

e (Clicar un botén de seleccion;

Clicar y seleccionar una opcién de respuesta en un ment desplegable;

Clicar en una casilla (tanto para seleccionar como para deseleccionar);

Escribir texto en una casilla habilitada para ello;
¢ Clicar en un hyperlink;
¢ Enviar la pagina.

Algunos ejemplos de paradatos recogidos y analizados incluyen:
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1. Tiempos de respuesta - el tiempo que pasa entre que se carga la pantalla en el
ordenador del informante y la respuesta se envia.

2. Si, y en qué sentido, el informante cambia su respuesta.
3. El orden en que las preguntas son respondidas.

Analizando estos paradatos se pueden mejorar los instrumentos de recogida electrénica
de datos.

11.6 Analisis de datos cualitativos

En todo tipo de encuestas se usan métodos cualitativos de investigacion. La investiga-
cién cualitativa se caracteriza tipicamente por disefios muestrales deliberados con un
numero pequerfio de casos. Hemos visto que los métodos cualitativos varian y pueden
incluir contacto personal entre investigadores y sujetos, observaciones abiertas o encu-
biertas, y andlisis de textos y documentos. Aunque es inapropiado hacer inferencias
estadisticas generalizadas a una poblacién objetivo, los datos resultantes son ricos en
detalles, proporcionando contexto subyacente y una vision de la informacién empirica.
Veamos ahora métodos de anélisis, resumen e informes de resultados de métodos cuali-
tativos.

Los datos cualitativos recogidos durante el desarrollo y las pruebas de los instrumentos
de encuestas consistirdn en conversaciones, observaciones y documentos. Los datos
cualitativos proporcionan informacién sobre el ‘qué’ y el ‘por qué’, y estan caracteriza-
dos por proporcionar informacioén rica y detallada. Como en cualquier otra recogida de
datos y anélisis de proceso, pueden ocurrir errores , incluyendo el sesgo del investigador.
Todas estas cuestiones han dado lugar a la necesidad de métodos sistemaéticos para el
analisis cualitativo (Miles y Huberman 1994).

El andlisis de datos cualitativos no es una tarea sencilla, ya que generalmente se recoge
una cantidad enorme de datos cualitativos. El volumen de datos puede resultar abruma-
dor, dejando al investigador no seguro de por déonde empezar. La tarea es convertir la
cantidad de datos en un resumen y asegurar que éste es un fiel reflejo de los datos.

Captura de datos

En primer lugar, los datos necesitan ser capturados de los medios en los que se encuen-
tran. Las entrevistas grabadas en audio o en video tiene que ser resumidas o transcritas.
Si este trabajo es realizado por personal que no pertenece al instituto de estadistica, en-
tonces debe firmar un documento que asegure la confidencialidad. Ademads es necesario
usar métodos que aseguren la calidad con el fin de que los datos sean acurados.

Tipos de anélisis

Distintos tipos de técnicas de andlisis son necesarias para distintos tipos de investigacio-
nes cualitativas.
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Los datos recogidos de entrevistas, grupos de debate, u observaciones son tipicamente
analizados usando andlisis de contenidos. Este enfoque consiste en identificar temas a
partir de los datos, o categorizar la informacién de acuerdo con temas previamente
identificados. Algunos de los pasos son:

* Afadir cédigos a un conjunto de notas de campo extraidas de observaciones o
entrevistas;

* Anotar reflexiones u otros comentarios en los margenes;

* Ordenar o cribar este material para identificar frases similares, relaciones entre
variables, patrones, temas, etc.;

* Aislar estos patrones y procesos, coincidencias y diferencias, y llevarlas a campo
en la siguiente ola de recogida de datos;

¢ Elaborar gradualmente un pequefio conjunto de generalizaciones que cubra las
consistencias detectadas en los datos de base;

* Confrontar estas generalizaciones con un conjunto de informacién formalizado en
forma de constructos o teorfas.

La mayoria de los andlisis de datos cualitativos tendran tres flujos simultdneos de
actividad: reduccién de datos, visualizacién de datos, y extraccién de conclusiones/ve-
rificacion.

Reduccién de datos

Una dificultad del andlisis de datos cualitativos es tener una posicioén neutral, sin prejui-
cios, con el fin de asegurar la validez y la fiabilidad. Para conseguirlo los estadisticos se
debe sumergir en los datos, con el objetivo de identificar los temas clave que surgen de
los datos.

Durante la reduccion, los detalles contextuales también se deben de tener en cuenta.
Por ejemplo, si el informante tuvo acceso a los datos requeridos en el cuestionario o
las condiciones en la oficina durante la realizacién de la entrevista cognitiva si ésta se
realiz6 en la oficina.

El proceso de reduccién de datos también depende del objetivo de la investigacién y de
los métodos usados para recoger los datos.

Display de datos

A continuacién de la reducciéon de datos, hay que examinar los temas para identificar
las asociaciones existentes entre ellos. Por ejemplo, quizd muchos informantes que no
pudieron proporcionar los datos de una determinada pregunta son empresas pequefias
u hogares con determinadas caracteristicas. Esto relaciona el tema y el contexto. Esta
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actividad se puede hacer de forma visual, usando diagramas de flujo. Sin este paso los
resultados pueden consistir s6lo en temas y subtemas, pero sin las conexiones entre
ellos.

Extracciéon de conclusiones y verificacion

Una vez que se ha realizado el andlisis, las conclusiones se pueden alcanzar centrdndose
en los patrones comunes percibidos a partir de los datos. A medida que se alcancen las
conclusiones a menudo serd necesario verificarlas volviendo a los datos brutos.

11.7 Enfoques multimétodo para el desarrollo, testeo y evaluacién

Puesto que muchos métodos de pretesting son cualitativos, usar méds de método para
desarrollar, pretestear, y/o evaluar un cuestionario puede incrementar la confianza en
los resultados de los estadisticos. Los distintos métodos tienen sus fortalezas y defi-
ciencias, y suelen ser complementarios. Algunos métodos ayudan a revelar o entender
la naturaleza de problemas con las preguntas o los cuestionarios, mientras que otros
métodos sugieren soluciones, mientras que otros métodos comparan las alternativas o
evaltian la efectividad. Véase (Bavdaz 2009) para mds informacion.

11.8 Organizacién y logistica

Estructuras organizativas de la encuesta para el desarrollo, testeo y evaluacién de
instrumentos

En muchos INEs el personal estd organizado por encuesta o por dominio, por eso adquie-
ren experiencia en el tema tratado en la encuesta. En la mayoria de los casos obtienen
su experiencia en fases posteriores para sugerir modificaciones en los cuestionarios.
Y los expertos en los cuestionarios trabajan fuera de estas dreas de dominios, aunque
algunas organizaciones asignan especialistas en el disefio de encuestas a expertos en
temas. Es importante que el experto en el disefio del cuestionario forme parte del equipo
que desarrolla una encuesta desde el principio. El uso de su conocimiento sobre las
perspectivas de los informantes y buenas précticas en el disefio de cuestionarios puede
contribuir al proceso de conceptualizacién y de operacionalizacién, junto con el resto
de interesados, expertos en la materia, estadisticos a cargo de la encuesta, ayudando a
resolver problemas comunes y a evitar obstaculos.

Logistica de prestests

Procedimientos para entrevistas pretests, incluyendo entrevistas cognitivas, tienen dife-
rentes caracteristicas dependiendo de si las encuestas son sociales o econémicas. En el
caso de las sociales se suelen desarrollar en un laboratorio, mientras que en el caso de
las econémicas pueden realizarse directamente en la empresa, para que los informantes
tengan acceso a sus datos. Esto implica un mayor coste en tiempo y dinero, pero a
cambio el contexto es més realista. Debido a las limitaciones de recursos, alguna vez
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los pretest cognitivos se han desarrollado mediante entrevistas telefénicas o con un
cuestionario auto-administrado. Sin embargo, las comparaciones entre estos métodos
abreviados y las entrevistas cognitivas tradicionales face-to-face han mostrado que las
ultimas proporcionan informacién méds completa y detallada.

En relacién con la duracién, también se observan diferencias entre las encuestas sociales,
mas largas, y las econémicas, 60-90 minutos. Por este motivo en el caso de las encuestas
sociales se suele usar todo el cuestionario, mientras que en las econémicas se reduce a
un conjuntos de preguntas.

Los tamafios de las muestras varian mucho debido a las condiciones de las organiza-
ciones. Los estudios pueden usar grupos de tan s6lo 2-5 personas hasta grupos de 60,
dependiendo de los objetivos del estudio y de los recursos.

Aunque no es inusual realizar s6lo una ronda de entrevistas con un pequefio ntiimero de
casos en los estudios cognitivos, es preferible rondas multiples o fases en las entrevistas
pretest, en los que el cuestionario es redisefiado entre fases. Habitualmente, las entrevis-
tas cognitivas pretest son realizadas por expertos en el desarrollo de cuestionarios y por
metoddlogos.
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