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Tema 1

Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II. Mues-
treo de conglomerados con submuestreo: definición, estimadores, va-
rianza y estimador de la varianza.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

1.1 Introducción

En el tema 71 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de
producción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes se introdujo el
muestreo de conglomerados monoetápico2 o sin submuestreo. Este tipo de muestreo
surge especialmente en encuestas de tamaño medio o grande cuando las unidades
muestrales no son los elementos de la población (unidades de análisis). El muestreo
directo de elementos no se usa por una de las siguientes razones o ambas:

• No existe un marco muestral que identifique todos y cada uno de los elementos
de la población y el coste de producir un marco muestral así es prohibitivo o
prácticamente imposible.

• Los elementos de la población se encuentran tan dispersos que el proceso de
medida (recogida de datos) presenta un coste prohibitivo debido a la logística
necesaria (desplazamientos para administrar entrevistas, supervisión del trabajo
de campo, etc.). Estas dificultades, además, suelen conllevar errores ajenos al
muestreo (como errores de medida o falta de respuesta).

1Tema 7. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados I. Muestreo por conglome-
rados sin submuestreo: definición, estimadores, varianza y estimador de la varianza.

2One-stage cluster sampling.
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1.1. Introducción 1-2

Ejemplo 1. Supóngase que quieren estimarse el número de tablets electrónicas por resi-
dente en un país. No existe un listado de todos estos dispositivos vendidos y el muestreo
directo sobre personas conduciría a una muestra dispersa cuya recogida de datos supe-
raría nuestras restricciones presupuestarias. Por tanto, no puede plantearse un muestreo
directo sobre las personas. En su lugar, puede considerarse un listado de secciones
censales, seleccionarlas bajo un diseño muestral probabilístico, como se introdujo en el
tema 7, y entrevistar a todos los residentes de cada sección censal seleccionada. Esto es
el muestreo de conglomerados monoetápico. Las unidades de análisis son las personas
residentes y las unidades muestrales son las secciones censales. �

En este segundo tema sobre muestreo de conglomerados se introducirán posteriores
etapas de selección de unidades dentro de cada conglomerado. Para ello, retomamos
las mismas definiciones anteriores:

Definición 1

Una unidad muestral primariaa (a veces también unidad primaria de muestreo) es un
subconjunto Ui de elementos de la población de una partición disjunta de la pobla-
ción U = ∪NIi=1Ui, con Ui ∩ Uj = ∅ para todo i 6= j, donde NI denota el número total
(conocido) de conglomerados.

aPrimary Sampling Unit – PSU.

En el muestreo bietápico o polietápico (más de dos etapas de selección muestral), se
seleccionan (sub)conglomerados o unidades en cada conglomerado.

Definición 2

Una unidad muestral secundariaa (a veces también unidad secundaria de muestreo) es
cualquier tipo de unidad seleccionada dentro de cada PSU. Si las SSUs son elemen-
tos de la población, hablamos de muestreo bietápico de elementos y si las SSUs son
(sub)conglomerados, hablamos de muestreo bietápico de conglomerados, en cuyo caso
todos los elementos de cada SSU son seleccionados.

aSecondary Sampling Unit – SSU.

Por extensión, se define de manera análoga el muestreo polietápico (tanto de elementos
como de conglomerados) surgiendo, por tanto, las unidades muestrales terciarias, cua-
ternarias, etc. Las unidades seleccionadas en la última etapa se denominan las unidades
muestrales últimas3 o unidades muestrales finales.

Comentario 1. Conglomerados vs. estratos (1/2).
La agrupación de elementos de la población en subconjuntos de la población no es
novedoso en el muestreo por conglomerados, pues en la estratificación de la población

3Ultimate sampling units.

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.2. Definición y notación 1-3

para los diseños muestrales estratificados que se ve en el tema 6 4 del bloque “Pro-
ducción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de operaciones
estadísticas” del grupo de materias comunes también se realizan agrupaciones de las
unidades de análisis. De hecho, desde el punto de vista estrictamente matemático, las
definiciones de PSU y estrato son idénticas (particiones disjuntas de la población). La
diferencia estriba en el uso que se hace de estas agrupaciones en el diseño de la muestra.
Como veremos más adelante, mientras que todos los estratos se muestrean (algunos
incluso exhaustivamente), los conglomerados son seleccionados de acuerdo con un
diseño muestral. Esto tiene consecuencias en la estimación de la varianza y, por tanto,
en la precisión de las estimaciones. �

Al igual que indicamos en el tema 7 sobre muestreo por conglomerados monoetápico,
para la construcción de estimadores debemos distinguir entre la estimación de totales
poblacionales YU =

∑
k∈U yk y de medias poblacionales ȲU = 1

N

∑
k∈U yk. En los diseños

muestrales de elementos, la construcción del estimador Horvitz-Thompson de la media

poblacional ̂̄Y HT

U , de su varianza V
[̂̄Y HT

U

]
y del estimador de Horvitz-Thompson de

ésta V̂HT

[̂̄Y HT

U

]
se reduce a dividir por N en el primer caso y por N2 en los dos últimos

casos las correspondientes expresiones para los totales poblacionales. En los diseños
muestrales por conglomerados, cuando el total de número de elementos N de la pobla-
ción no se conoce (p.ej. porque el marco muestral no puede construirse), este método de
construcción no puede aplicarse y debe construirse también un estimador para N , lo

que conduce al uso de estimadores de razón ̂̄Y Rat

U =
Ŷ HT
U

N̂HT (véase el tema 3).

1.2 Definición y notación

Mantenemos la misma notación que el tema 7 sobre muestreo por conglomerados sin
submuestreo del grupo de materias comunes. La población finita U = {1, . . . , k . . . , N}
se divide en una partición disjunta de conglomerados U = U1 ∪ . . . Ui ∪ · · · ∪UNI , donde
el conjunto de conglomerados se denota por UI = {1, . . . , i, . . . , NI}. De este modo, el
subíndice I denota las entidades asociadas con la primera etapa en el muestreo. El
tamaño de cada conglomerado Ui se denotará por NUi o, simplemente, Ni. Adviértase
que se cumple

U =
⋃
i∈UI

Ui N =
∑
i∈UI

Ni.

Para la muestra, de modo similar, se denotará por nsi o, simplemente, ni el tamaño de
la submuestra del conglomerado Ui.

En el muestreo por conglomerados monoetápico sucede en general que la varianza del
estimador HT es mayor que en el caso de un muestreo aleatorio simple sin repetición.

4Tema 6. Estimación insesgada en diseños muestrales sobre unidades elementales IV. Muestreo
estratificado: definición, estimadores, varianza y estimador de la varianza. Afijación muestral óptima.
Otras afijaciones bajo muestreo aleatorio simple.

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.2. Definición y notación 1-4

Esto se debe a (i) la tendencia habitual de que los elementos de un mismo conglomerado
son parecidos entre ellos5 y (ii) la variación en el tamaño de los conglomerados. La
varianza del estimador HT bajo muestreo de conglomerados monoetápico siempre se
puede reducir seleccionando más y más conglomerados. Sin embargo, esto conlleva
un mayor coste de recogida de datos por ser una muestra mayor resultando a menudo
inadmisible debido a las restricciones presupuestarias.

Para mantener bajo control el coste y, al mismo tiempo, aumentar el número de con-
glomerados seleccionados, podemos extraer una submuestra en los conglomerados
seleccionados en lugar de entrevistar a todas las unidades de los conglomerados se-
leccionados. En tal caso, a continuación debemos estimar el total poblacional de cada
conglomerado YUi a partir de las submuestras. Si la variación dentro del conglomerado
es pequeña, las estimaciones Ŷ HT

Ui
tendrán una varianza pequeña, incluso para tamaños

de submuestras relativamente moderados. En tal caso, merece la pena usar muestreo
bietápico en lugar de muestreo unietápico.

Empezamos con una categoría muy general de diseños muestrales de elementos bietá-
picos:

Definición 3. Muestreo bietápico

Un diseño muestral de elementos bietápico se define mediante dos etapas de mues-
treo:

Primera etapa: Se selecciona una muestra sI de PSUs de UI (sI ⊂ UI) de acuerdo con
el diseño pI(·).
Segunda etapa: Para cada i ∈ sI , se selecciona una muestra de si elementos de Ui
(si ⊂ Ui) de acuerdo con un diseño pi(·|sI) invariante e independiente.

Comentario 2. La invarianza de los diseños de segunda etapa pi(·|sI) quiere decir que,
para cada i ∈ UI y cada sI ⊂ UI , se cumple

pi(·|sI) = pi(·).

En otras palabras, cada vez que un conglomerado Ui es seleccionado en la primera
etapa, debe emplearse el mismo diseño de submuestreo pi(·). Por ejemplo, se puede
establecer que se realice un muestreo aleatorio simple de tamaño muestral ni cada vez
que el conglomerado Ui es seleccionado. �

Comentario 3. La independencia de los diseños de segunda etapa pi(·|sI) quiere decir
que, para cada cada sI ⊂ UI , se cumple

P

(⋃
i∈sI

si|sI

)
=
∏
i∈si

P (si|sI) .

5Por ejemplo, porque las personas que viven en un mismo área tienen características similares.

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.
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En otras palabras, el submuestreo en cada conglomerado se efectúa independientemente
del submuestreo en el resto de conglomerados. �

Comentario 4. Cuando las propiedades de invarianza y de independencia no se cum-
plen, nos encontramos en una situación más general y deben aplicarse entonces los
métodos de muestreo bifásico (o multifásico).

La muestra de elementos resultante, denotada por s, está compuesta por nI = |sI |
submuestras s =

⋃
i∈sI si y, por tanto, el tamaño muestral final será la suma de los

tamaños muestrales de cada submuestra n =
∑

i∈sI ni.

Debemos fijar también la notación para las probabilidades de inclusión asociadas al
muestreo de elementos bietápico. Para el diseño de primera etapa pI(·) denotaremos las
probabilidades de inclusión como πIi y, πIij . Denotaremos también ∆Iij = πIij − πIiπIj ,
con ∆Iii = πIi(1− πIi), y ∆̌Iij =

∆Iij

πIij
.

De modo similar, para el diseño de segunda etapa pi(·), usaremos la notación πk|i y
πkl|i. Las cantidades ∆ son ∆kl|i = πkl|i − πk|iπl|i, con ∆kk|i = πk|i(1− πk|i) y, finalmente,
∆̌kl|i =

∆kl|i
πkl|i

.

1.3 Estimadores, varianza y estimador de la varianza

Para obtener el estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza podemos
usar el resultado general sobre la construcción del estimador HT con las probabilidades
de inclusión πk y πkl particulares del muestreo bietápico. Se sigue de las propiedades de
invarianza y de independencia que las probabilidades de inclusión de los elementos
son

πk = πIiπk|i si k ∈ Ui (1.1a)

y

πkl =


πIiπk|i si k = l ∈ Ui,
πIiπkl|i si k, l ∈ Ui, k 6= l,

πIijπk|iπl|j si k ∈ Ui y l ∈ Uj.
(1.1b)

Teorema 1

El estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza para un muestreo
de elementos bietápico están dados por

i. Ŷ HT
U =

∑
k∈U

yk
πk

,

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.3. Estimadores, varianza y estimador de la varianza 1-6

ii. V
[
Ŷ HT
U

]
=
∑

k,l∈U (πkl − πkπl) yk
πk

yl
πl

,

iii. V̂HT
[
Ŷ HT
U

]
=
∑

k,l∈U
πkl−πkπl

πkl

yk
πk

yl
πl

,

donde las probabilidades de inclusión están dados por (1.1).

Demostración 1

Es una aplicación directa del Teorema de Horvitz-Thompson. �

Aunque este resultado nos permite computar directamente las estimaciones derivadas
de este diseño muestral, el Teorema 1 no nos permite comprender cómo influye cada
etapa en la construcción de las estimaciones. Para ello, debemos recurrir a un resultado
general de la teoría de probabilidad (véase p.ej. Grimmet y Stirzaker 2004, pág. 69). Sean
X, Y variables aleatorias. Se cumplen:

• E [X] = EY [E [X|Y ]].

• V [X] = VY [E [X|Y ]] + EY [V [X|Y ]].

En el muestreo bietápico, condicionamos sobre el suceso de que la muestra sI se selec-
cione en la primera fase. Sea y̌k|i = yk

πk|i
y sea6

Ŷ HT
Ui|i =

∑
k∈si

y̌k|i (1.2)

el estimador HT con respecto a la segunda etapa del total poblacional de la PSU YUi =∑
k∈Ui yk. En caso de submuestrear Ui repetidamente de acuerdo con el diseño pi(·), Ŷ HT

Ui|i
es un estimador insesgado de YUi , esto es, es insesgado condicionalmente a seleccionar
si en la primera etapa. La varianza con respecto a la segunda etapa es

Vi ≡ V
[
Ŷ HT
Ui|i

]
=
∑
k∈Ui

∑
l∈Ui

∆kl|i y̌k|i y̌l|i (1.3)

cuyo estimador insesgado es

V̂i ≡ V̂HT
[
Ŷ HT
Ui|i

]
=
∑
k∈si

∑
l∈si

∆̌kl|i y̌k|i y̌l|i. (1.4)

Como sucede con el muestreo directo de elementos, se pueden emplear fórmulas
alternativas para diseños de tamaño muestral fijo. Si el diseño pi(·) es de tamaño fijo, Vi
también se puede escribir como

Vi = −1

2

∑
k∈Ui

∑
l∈Ui

∆kl|i (y̌k|i − y̌l|i)2 (1.5)

6Adviértase la diferencia entre Ŷ HT
Ui

y Ŷ HT
Ui|i. El primero es el estimador HT del total poblacional de

la variable y en el conglomerado Ui, que se construye con las probabilidades de inclusión πk, k ∈ si. El
segundo es el estimador HT del total poblacional de la variable y en el conglomerado Ui, condicionado a
que se ha escogido el conglomerado Ui en la primera etapa, por tanto, se construye con las probabilidades
inclusión πk|i.

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.3. Estimadores, varianza y estimador de la varianza 1-7

cuyo estimador insesgado viene dado por

V̂i = −1

2

∑
k∈si

∑
l∈si

∆̌kl|i (y̌k|i − y̌l|i)2. (1.6)

Para las estimaciones HT en el muestreo bietápico, deben combinarse las aportaciones
de ambas etapas:

Teorema 2

En el muestreo de elementos bietápico, el estimador HT del total poblacional YU =∑
k∈U yk viene dado por

Ŷ HT
U =

∑
i∈sI

Ŷ HT
Ui|i

πIi
=
∑
i∈sI

1

πIi

∑
k∈si

yk
πk|i

(1.7)

La varianza de Ŷ HT
U se puede escribir como la suma de dos componentes,

V2st ≡ V
[
Ŷ HT
U

]
= VPSU + VSSU (1.8)

donde

VPSU =
∑
i∈UI

∑
j∈UI

∆Iij
YUi
πIi

Yj
πIj

, (1.9a)

VSSU =
∑
i∈UI

Vi
πIi
≡
∑
i∈UI

1

πIi

∑
k∈Ui

∑
l∈Ui

∆kl|i y̌k|i y̌l|i (1.9b)

El estimador HT de la varianza V2st se construye estimando cada componente por
separado de modo insesgado:

V̂PSU =
∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui|i

πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj
−
∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)
V̂i

≡
∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui|i

πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj

−
∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)∑
k∈si

∑
l∈si

∆̌kl|i y̌k|i y̌l|i, (1.10a)

V̂SSU =
∑
i∈sI

V̂i
π2
Ii

=
∑
k∈si

1

π2
Ii

∑
k∈si

∑
l∈si

∆̌kl|i y̌k|i y̌l|i. (1.10b)
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El estimador HT de Ŷ HT
U está dado por:

V̂2st ≡ V̂HT
[
Ŷ HT
U

]
= V̂PSU + V̂SSU =

∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui|i

πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj
+
∑
i∈sI

V̂i
πIi

. (1.11)

Comentario 5. Para construir la demostración del Teorema 2 simplificamos la notación,
permitiendo así su generalización al caso multietápico:

EIEII
[
Ŷ HT
U

]
= EpI

[
E
[
Ŷ HT
U |sI

]]
,

VIEII
[
Ŷ HT
U

]
= VpI

[
E
[
Ŷ HT
U |sI

]]
,

EIVII

[
Ŷ HT
U

]
= EpI

[
V
[
Ŷ HT
U |sI

]]
.

Es decir, el subíndice I indica la esperanza o la varianza con respecto al diseño pI(·) usa-
do en la primera fase y II indica la esperanza condicionada o la varianza condicionada
con respecto al conjunto de diseños pi(·), i ∈ sI , usado en la segunda fase, dado sI . �

Demostración 2

La ecuación (1.7) equivale al estimador de Horvitz-Thompson toda vez que recono-
cemos las probabilidades de inclusión de primer orden de cada unidad k ∈ U de la
población (véase la ecuación (1.1a)):

Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk

=
∑
i∈sI

∑
k∈si

yk
πIiπk|i

=
∑
i∈sI

(∑
k∈si

yk
πk|i

)
πIi

=
∑
i∈sI

Ŷ HT
Ui|i

πIi
.

Sin embargo, también es conveniente saber cómo influye cada etapa en la insesgadez
del estimador:

EIEII
[
Ŷ HT
U

]
= EpI

[
E
[
Ŷ HT
U |sI

]]
= EpI

[
E

[∑
i∈sI

1

πIi

∑
k∈si

yk
πk|i
|sI

]]

= EpI

[∑
i∈sI

1

πIi
E

[∑
k∈si

yk
πk|i
|sI

]]

= EpI

[∑
i∈sI

1

πIi

[∑
k∈Ui

yk

]]
= EpI

[∑
i∈sI

YUi
πIi

]

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.
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=
∑
i∈UI

YUi

=
∑
k∈U

yk = YU

Para la varianza, usamos los momentos condicionales calculados gracias a las pro-
piedades de invarianza e independencia:

EII
[
Ŷ HT
U

]
= E

[
Ŷ HT
U |sI

]
=
∑
i∈sI

Epi

[
Ŷ HT
Ui|i

πIi
|sI

]
=x︷ ︸︸ ︷

invarianza

∑
i∈sI

Epi

[
Ŷ HT
Ui|i

πIi

]
=
∑
i∈sI

YUi
πIi

,

(1.12a)

VII

[
Ŷ HT
U

]
= V

[
Ŷ HT
U |sI

]
=x︷ ︸︸ ︷

independencia

∑
i∈sI

V

[
Ŷ HT
Ui|i

πIi
|sI

]
=x︷ ︸︸ ︷

invarianza

∑
i∈sI

Vpi

[
Ŷ HT
Ui|i

πIi

]
=
∑
i∈sI

Vi
π2
Ii

.

(1.12b)

De este modo, la varianza se escribe inmediatamente como

V2st = V
[
Ŷ HT
U

]
= VIEII

[
Ŷ HT
U

]
+ EIVII

[
Ŷ HT
U

]
= VI

[∑
i∈sI

YUi
πIi

]
+ EI

[∑
i∈sI

Vi
π2
Ii

]

=
∑
i∈UI

∑
j∈UI

∆Iij
YUi
πIi

YUj
πIj

+
∑
i∈UI

Vi
πIi

que demuestra la expresión de la varianza (1.8).

Ahora debemos demostrar las expresiones para la estimación insesgada de la va-
rianza. Procedemos nuevamente analizando cada componente. Por la propiedad de
independencia y la definición de Vi, se cumple

EII
[
Ŷ HT
Ui|i Ŷ

HT
Uj |j

]
=

{
Y 2
Ui

+ Vi, si i = j,

YUiYUj , si i 6= j.

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.
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Ahora tenemos

E

[∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui|i

πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj

]
= EI

∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

EII
[
Ŷ HT
Ui|i Ŷ

HT
Uj |j

]
πIiπIj


= EI

[∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij
YUi
πIi

YUj
πIj

]
+ EI

[∑
i∈sI

∆̌Iii
Vi
π2
Ii

]

=
∑
i∈UI

∑
j∈UI

∆Iij
YUi
πIi

YUj
πIj

+
∑
i∈UI

πIi − π2
Ii

π2
Ii

Vi

= VPSU +
∑
i∈UI

(
1

πIi
− 1

)
Vi (1.13a)

y

E

[
−
∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)
V̂i

]
= −EI

[∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)
EII

[
V̂i)
]]

= −EI

[∑
i∈sI

1

πIi

(
1

πIi
− 1

)
Vi

]

= −
∑
i∈UI

(
1

πIi
− 1

)
Vi (1.13b)

La suma de (1.13a) y (1.13b) implica que E
[
V̂PSU

]
= VPSU .

A continuación demostramos que V̂SSU es insesgado para VSSU :

E
[
V̂SSU

]
= EI

∑
i∈sI

EII
[
V̂i

]
π2
Ii


= EI

[∑
i∈sI

Vi
π2
Ii

]
=
∑
i∈UI

Vi
πIi

= VSSU .

Recopilando tenemos que

E
[
V̂HT

[
Ŷ HT
U

]]
= E

[
V̂PSU + V̂SSU

]
= VPSU + VSSU = V

[
Ŷ HT
U

]
La demostración queda completada. �
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Es importante remarcar que el Teorema 2 es válido independientemente de la igualdad
de los tamaños de los conglomerados y de los tipos de muestreo de ambas etapas
(aleatorio simple, Bernoulli, Poisson, sistemático, etc.).

La descomposición de la varianza y su estimador no solo tiene interés teórico. En muchas
aplicaciones, como en los estudios piloto previos a una encuesta o en la planificación
y mejora de una encuesta en curso (véase la siguiente sección), puede resultar de
interés tener una idea de la contribución a la varianza de cada una de las dos etapas de
muestreo. Es decir, es necesario estimar VPSU y VSSU de forma separada. Los estimadores
proporcionados en (1.10a) y en (1.10b) son útiles para este propósito. Téngase en cuenta
que (1.10a) no siempre proporciona estimaciones positivas.

Ejemplo 2. Consideremos el diseño bietápico en el que se usa el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento en ambas etapas. En la primera etapa se toma una muestra
sI de nI conglomerados a partir de los NI conglomerados y, a continuación, para cada
conglomerado i ∈ sI , se selecciona una muestra de tamaño ni sobre los Ni elementos del
conglomerado. Aplicando el Teorema 2 obtenemos el estimador HT del total poblacional
YU que puede escribirse como

Ŷ HT
U =

∑
i∈sI

Ŷ HT
Ui|i

πIi
=
NI

nI

∑
i∈sI

Niȳsi . (1.14)

La varianza es
V2st = N2

I

1− fI
nI

S2
Y UI

+
NI

nI

∑
i∈UI

N2
i

1− fi
ni

S2
yUi

(1.15)

donde

• fI = nI
NI

es la fracción de muestreo en primera etapa;

• fi = ni
Ni

es la fracción de muestreo en segunda etapa;

• S2
Y UI

= 1
NI−1

∑
i∈UI (YUi−ȳUI )

2 es la cuasivarianza enUI de los totales poblacionales

YUi de los conglomerados i, con ȳUI =
∑

i∈UI
YUi
NI

;

• S2
yUi

= 1
Ni−1

∑
k∈Ui(yk − ȳUi)

2 es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el
conglomerado Ui, con ȳUi =

∑
k∈Ui

yk
Ni

.

El estimador insesgado de la varianza es

V̂2st = N2
I

1− fI
nI

S2
Ŷ sI

+
NI

nI

∑
i∈sI

N2
i

1− fi
ni

S2
ysi

(1.16)

donde

• S2
Ŷ sI

= 1
nI−1

∑
i∈sI

[
Ŷ HT
Ui|i −

(
1
nI

∑
i∈sI Ŷ

HT
Ui|i

)]2

es la cuasivarianza en sI de los totales

estimados Ŷ HT
Ui|i = Niȳsi de los conglomerados i;

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.3. Estimadores, varianza y estimador de la varianza 1-12

• S2
ysi

= 1
ni−1

∑
k∈si(yk − ȳsi)

2 es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el
conglomerado Ui, con ȳsi = 1

ni

∑
k∈si yk.

�

Ejemplo 3. Conglomerados de igual tamaño y probabilidades iguales
En la literatura de muestreo (véase p.ej. Kish 1965; Cochran 1977; Lehtonen y Pahkinen
2004; Lohr 2010) a menudo se singulariza el caso de conglomerados de igual tamaño
seleccionados con probabilidades iguales en ambas etapas. Supongamos, por tanto,
Ni = N/NI , ni = m para todo i ∈ UI , de modo que las probabilidades de inclusión
de primer orden πIi = nI

NI
≡ fI y πk|i = NI ·m

N
≡ fII para todo i ∈ UI y todo k ∈ U se

reducen a las fracciones de muestreo en primera y en segunda etapa, respectivamente.
Las probabilidades de inclusión de segundo orden equivalen respectivamente a las
obtenidas por muestreo aleatorio simple, de modo que nos encontramos en el mismo
caso que el Ejemplo 2.

En estas condiciones, el estimador HT del total poblacional se reduce a

Ŷ HT
U =

NI

nI

∑
i∈sI

N/NI

m

∑
k∈si

yk =
N

nIm
Ys = Nȳs.

La varianza (1.15) se reduce a

V2st = N2

[
1− fI
nI

S2
yB +

1− fII
mnI

S2
yW

]
, (1.17)

donde

• S2
yB = 1

NI−1

∑NI
i=1 (ȳUi − ȳU)2 es la cuasivarianza poblacional entre7 los conglome-

rados.

• S2
yW = 1

N−NI

∑Ni
i=1

∑
k∈Ui (yk − ȳUi)

2 = 1∑NI
j=1(Nj−1)

∑NI
i=1 (Ni − 1)

[
1

Ni−1

∑
k∈Ui (yk − ȳUi)

2
]

es la cuasivarianza poblacional combinada dentro8 de los conglomerados.

Estas expresiones permiten expresar el efecto de diseño en términos del coeficiente de
correlación intraconglomerados poblacional ρ (Lohr 2010). Adviértase que

S2
yU =

NI − 1

NI

N

N − 1
S2
yB +

N −NI

N − 1
S2
yW ,

de modo que, si ρ = 1− N
N−1

S2
yW

S2
yU

y δ = 1− S2
yW/S

2
yU , podemos escribir

S2
yW =

N − 1

N
(1− ρ)S2

yU ,

7Between, de ahí el subíndice B.
8Within, de ahí el subíndice W .
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S2
yB =

(
NI

N

)2
N − 1

NI − 1

[
1 +

N −NI

NI

ρ

]
S2
yU ,

V2st ≈ N2S2
yU

[
NI

N

1− fI
nI

(
1 +

N −NI

NI

ρ

)
+

1− fII
nI ·m

(1− ρ)

]
. (1.18)

El efecto de diseño del diseño bietápico con conglomerados de igual tamaño y probabi-
lidades iguales será, por tanto,

deff2st =
V2st

Vsrswor

=
fII(1− fI)
1− fIfII

(
1 +

N −NI

NI

ρ

)
+

1− fII
1− fIfII

(1− ρ) , (1.19)

donde Vsrswor = N2 1−fIfII
nIm

S2
yU .

Obsérvese:

• Si fII = 1, esto es, en muestreo de conglomerados monoetápico, será deff1st =(
1 + N−NI

NI
ρ
)

, recuperando el resultado conocido.

• Si ρ > 0, esto es, si los elementos de la población dentro de un conglomerado
tienden a ser similares, entonces el muestreo monoetápico es menos eficiente
que el muestreo aleatorio simple. Por ello, es conveniente introducir la segunda
etapa de selección, lo que se observa con el segundo término del lado derecho
de la ec. (1.19). Esto suele suceder cuando los conglomerados se han formado
de manera natural en la población, puesto que los elementos similares tienden a
agruparse (mismas áreas geográficas como barrios, ciudades, etc.). El mecanismo
de interacción entre los elementos de la población originan la similaridad entre
ellos y, por tanto, la construcción de conglomerados naturales con ρ > 0. En el
caso usualmente genérico en que fI ≈ 0, se obtiene deff2st ≈ 1 + ρ(m − 1) y la
afirmación es evidente.

• Si ρ ≈ 0, esto es, si la variabilidad dentro de los conglomerados es similar a
la variabilidad de los conglomerados en la población, entonces deff2st ≈ 1 y el
muestreo de conglomerados es similar al muestreo aleatorio simple, como cabe
esperar.

• Si ρ < 0, esto es, si los elementos dentro de cada conglomerado presentan más
variabilidad que un grupo de elementos elegidos al azar, entonces el muestreo
monoetápico es más eficiente que el muestreo aleatorio simple. Esto ocurre rara
vez en los conglomerados formados de modo natural, pero sí puede suceder si se
construyen artificialmente. Para el muestreo bietápico, también sucede así cuando
fI ≈ 0, aunque en general para este caso los costes constituyen un factor muy
importante.

El coeficiente de correlación intraconglomerados solo se define para conglomerados
de igual tamaño. Una medida alternativa de homogeneidad es el coeficiente de homo-
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geneidad δ = 1− S2
yW

S2
yU

(Särndal, Swensson y Wretman 1992) de los conglomerados (R2

ajustado (Lohr 2010)). El análisis anterior puede repetirse en términos de δ. �

Comentario 6. Es ilustrativo señalar las condiciones bajo las cuales cada componente
de la varianza es cero:

(a) si sI = UI con probabilidad 1, entonces πIi = πIij = 1 para todo i y todo j. En-
tonces, VPSU = 0 y VSSU =

∑
i∈Ui Vi. Esto es la varianza del estimador HT en el

muestreo estratificado, donde los NI PSUs constituyen el conjunto de estratos;

(b) si si = Ui con probabilidad 1 para todo i, entonces VSSU = 0. En este caso, VPSU es
la varianza del estimador HT del total poblacional en muestreo unietápico (véase
el tema 7 de Producción Estadística Oficial del grupo de materias comunes).

�

Comentario 7. En la práctica muchas encuestas con diseño bietápico o multietápico
hacen uso de los llamados diseños autoponderados9. Un diseño bietápico autoponderado
consiste en lo siguiente. Sea ui una medida del tamaño de la PSU i-ésima. En primera
etapa se escoge un diseño muestral proporcional al tamaño de cada PSU de modo que
πIi ∝ ui y, en segunda etapa, se escoge un muestreo aleatorio simple con fracción de
muestreo en cada conglomerado dada por ni

Ni
= 1

ui
. Si en la primera etapa se emplea un

diseño de tamaño muestral fijo nI , entonces

πIi =
ui∑
i∈UI ui

· nI .

Las probabilidades de inclusión de los elementos de la población se reducen entonces a

πk = πIiπk|i =
ui∑
i∈UI ui

· nI ·
ni
Ni

=
nI∑
i∈UI ui

.

El estimador HT se simplifica notablemente:

Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk

=

∑
i∈UI ui

nI

∑
k∈s

yk =

∑
i∈UI ui

nI
Ys,

esto es, el estimador es proporcional al total muestral de la variable a estimar. Aparte
de la simplificación computacional, este tipo de diseños permite un mayor control
del trabajo de campo, pues si Ni

ui
≈ K, siendo K una constante para todo i, entonces

ni ≈ K y el número de entrevistas a realizar en cada conglomerado es básicamente el
mismo. Esto permite un mayor control de la logística de la fase de recogida de datos
(por ejemplo, asignando un entrevistador por conglomerado de modo que todos tengan
la misma carga de trabajo). �

9Self-weighting design.
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Comentario 8. Conglomerados vs. estratos (2/2).
Visto el efecto que tiene en la varianza el muestreo de conglomerados, podemos ofrecer
ahora una perspectiva más amplia de sus diferencias con el muestreo estratificado
observando así las diferencias prácticas entre conglomerados y estratos. En el muestreo
estratificado se seleccionan elementos de la población de todos los estratos mientras que
en el muestreo de conglomerados se seleccionan elementos de una muestra de conglo-
merados. El objetivo fundamental del muestreo estratificado es aumentar la acuracidad
de los estimadores mientras que del muestreo de conglomerados es reducir el coste y
aumentar la eficiencia. En este sentido, los estratos se construyen artificialmente por el
estadístico mientras que los conglomerados suelen formarse por mecanismos naturales
de interacción entre los elementos de la población. Por este motivo, en el muestreo estra-
tificado se observa un alto grado de homogeneidad entre los elementos de la población
mientras que en el muestreo de conglomerados se observa homogeneidad entre los
conglomerados. Análogamente, en el muestreo estratificado existe heterogeneidad entre
los estratos mientras que en el muestreo de conglomerados esta heterogeneidad se da
dentro de los conglomerados. �

1.4 El diseño de una muestra de conglomerados

En la planificación y diseño de una estrategia muestral con conglomerados deben
tomarse decisiones sobre cuatro cuestiones fundamentales (Lohr 2010):

1. ¿Qué precisión (acuracidad) quiere alcanzarse?

2. ¿De qué tamaño deben ser los conglomerados (PSUs)?

3. ¿Cuántas SSUs deben ser seleccionadas en segunda etapa en cada PSU selecciona-
da en primera etapa?

4. ¿Cuántas PSUs deben seleccionarse en primera etapa?

La cuestión 1 debe abordarse en cualquier diseño de una encuesta y, en particular, en su
diseño muestral. El resto de cuestiones, como veremos, está muy asociado al coste de
muestrear PSUs, al coste de muestrear SSUs en cada PSU y al grado de homogeneidad
de los conglomerados (ρ o δ).

1.4.1 Tamaño de las PSUs

Dependiendo de la población de análisis, se pueden presentar dos tipos de conglo-
merados. Por un lado, aquellas poblaciones donde los conglomerados aparecen de
modo natural, como, por ejemplo, en una encuesta de educación a estudiantes los
conglomerados naturales pueden ser los colegios o en una encuesta agraria pueden las
explotaciones agrícolas. Por otro lado, también existen poblaciones donde el estadístico
tiene la oportunidad de escoger una variedad de conglomerados. Por ejemplo, en una
encuesta sobre hábitos alimentarios los conglomerados pueden ser barrios, distritos
municipales, municipios, etc.

Un principio general en encuestas en áreas geográficas es que a mayor tamño de las
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PSUs, mayor variabilidad dentro de cada PSU. Por tanto, tendremos menor valor del
coeficiente de correlación intraconglomerados ρ y del coeficiente de homogeneidad δ.
Pero si el tamaño es demasiado grande, perdemos entonces el ahorro en costes asociado
al muestreo por conglomerados.

Antes de escoger un valor para el tamaño de los conglomerados, es recomendable
realizar estudios previos con información preliminar o auxiliar sobre la población.
Es recomendable postular algún modelo que relaciona δ o ρ con el tamaño de los
conglomerados.

1.4.2 Tamaño de las SSUs

Para escoger el tamaño de las SSUs debe establecerse un criterio. Como en todas las
encuestas, el objetivo es obtener el máximo de información con el menor coste posible
(en sentido amplio, esto es, no solo monetario, sino con menor carga de respuesta a los
informantes o en el menor tiempo de difusión posible). Para ello, por tanto, es necesario
considerar una función de coste. Para ser concretos, consideremos el caso del muestreo
bietápico con conglomerados de igual tamaño y probabilidades iguales. Denotaremos
por M = N/NI el tamaño de los conglomerados, respetando el resto de la notación
introducida en el Ejemplo 3. El primer paso es considerar una función de coste. Por
simplicidad, consideramos una función de coste lineal dada por

C(nI ,m) = cInI + cIInIm, (1.20)

de modo que cI expresa el coste por PSU (sin considerar sus unidades secundarias)
y cII es el coste de medir cada SSU. Un criterio habitual similar a algunas afijaciones
en muestreo estratificado es escoger nI y m de modo que se minimice la varianza
(máxima acuracidad) sujeto al coste expresado por la ec. (1.20). El problema, por tanto,
formalmente se plantea como

minimizar
nI ,m

V2st(nI ,m) = N2

[
1− fI
nI

S2
yB +

1− fII
mnI

S2
yW

]
sujeto a C(nI ,m) = C0.

La solución a este problema de optimización está dada por

n∗I =
C0

cI + cII ·m∗
, m∗ =

√
cIM(NI − 1)(1− δ)

cII(N − 1)δ
.

El valor del coeficiente de homogeneidad δ suele estimarse a través de una encuesta
piloto. Nótese que en poblaciones muy grandes, M(NI−1)

(N−1)
≈ 1, por tanto, podemos

simplificar m∗:

m̂∗ =
cI(1− δ̂)
cII · δ̂

,

Tema 1. Estimación insesgada en diseños muestrales por conglomerados II.



1.5. La estimación de la media poblacional 1-17

donde δ̂ es el valor estimado mediante la encuesta piloto.

Aunque el razonamiento anterior se ha realizado para el sencillo ejemplo de conglo-
merados de igual tamaño y con probabilidades iguales, también pueden plantearse
situaciones más complejas de manera análoga permitiendo tamaños de conglomerados
diferentes, así como tamaños muestrales en segunda etapa también diferentes.

1.4.3 Número de PSUs

Para estimar un número adecuado de PSUs nuevamente necesitamos fijar un criterio.
Como en otros diseños muestrales, lo más adecuado es relacionar el tamaño muestral
con la precisión del estimador. Esto puede abordarse de dos modos. En primer lugar, de
modo directo, consideremos la expresión (1.17) para la varianza en muestreo bietápico
de conglomerados de igual tamaño y con probabilidades iguales. Podemos entonces
acotar

V2st(nI) ≤
1

nI

[
N2S2

yB +
N2

m
S2
yW

]
≡ ν

nI
.

Entonces, una medida del radio del intervalo de confianza para el estimador será
zα/2

√
ν
nI

. Por tanto, si fijamos la precisión mediante un valor e para este radio, el tamaño

muestral en primera etapa será

nI =
z2
α/2ν

e2
.

Como es evidente, este enfoque supone tener conocimiento del valor de ν, normalmente
a través de una encuesta piloto o de encuestas anteriores.

En segundo lugar, de modo algo más indirecto, la estrategia puede ser relacionar el
tamaño muestral, la precisión y el efecto de diseño deff. Para ello, teniendo en mente el
significado del efecto de diseño, podemos estimar el tamaño muestral nsrswor si el diseño
fuese aleatorio simple y, posteriormente, multiplicar este valor por el valor deff.

1.5 La estimación de la media poblacional

Como se adelantó anteriormente, en el caso de muestreo bietápico la estimación de la
media poblacional ȳU = YU/N no puede abordarse directamente a partir del Teorema 1
dividiendo el estimador HT por N , puesto que por las condiciones del muestreo N no
es conocido.

Tanto para la media como el total poblacional, la construcción de estimadores puede
variar dependiendo de la información auxiliar disponible, que puede ser a nivel de
los conglomerados, a nivel de los elementos de la población o ambas. El estimador
generalizado de regresión y la calibración de pesos de muestreo son técnicas habituales
para la incorporación de esta información auxiliar dependiendo de cada circunstancia.
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En lo que sigue, tan solo asumiremos que conocemos el tamaño de los conglomerados
NUi para todo i ∈ SI . La media poblacional es ȳU = Y

U
N , donde tanto YU comoN pueden

considerarse totales poblacionales a estimar. En estas condiciones, puede demostrarse
el siguiente resultado:

Teorema 3

En un muestreo bietápico de elementos, un estimador aproximadamente insesgado
está dado por

̂̄yRat
U =

Ŷ HT
U

N̂HT
UI

, (1.21)

donde

Ŷ HT
U =

∑
i∈sI

∑
k∈si

yk
πk|i

πIi
,

N̂HT
UI

=
∑
i∈sI

NUi

πIi
.

La varianza aproximada de ̂̄yRat
U es

V
[̂̄yRat

U

]
≈ 1

N2

(∑
i∈UI

∑
j∈UI

∆Iij
NUi(ȳUi − ȳU)

πIi

NUj(ȳUj − ȳU)

πIj
+
∑
i∈UI

Vi
πIi

)
(1.22)

El estimador aproximadamente insesgado de la varianza es

V̂
[̂̄yRat

U

]
≈ 1(∑

i∈sI
NUi
πIi

)2

(∑
i∈sI

∑
j∈sI

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui
−NUi

̂̄yRat
U

πIi

Ŷ HT
Uj
−NUj

̂̄yRat
U

πIj
+
∑
i∈sI

V̂i
πIi

)
,

(1.23)

donde Vi está dado por (1.3) y V̂i está dado por (1.4).

Demostración 3

La demostración es una aplicación directa del estimador de razón aplicado a los
estimadores Ŷ HT

U y N̂HT
UI

(véase el tema 3). �

Las consideraciones realizadas anteriormente para la estimación de totales poblacio-
nales siguen vigentes para la estimación de medias poblacionales. El Teorema anterior
también puede demostrarse empleando resultados generales de estimadores generali-
zados de regresión (GREG) cuando se dispone de información auxiliar ui para todos
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los conglomerados muestreados i ∈ sI y del valor poblacional
∑

i∈UI ui (véase Särndal,
Swensson y Wretman 1992, pág. 313).

1.6 Simplificación de la estimación de la varianza

Históricamente existen resultados teóricos para simplificar el cálculo de la estimación
de la varianza debido a su complejidad computacional cuando estos recursos en las
décadas antes de los noventa. El cálculo de la estimación de la varianza a partir de la
fórmula (1.11) resultaba complicado, especialmente debido a que hay que calcular la
estimación de la varianza V̂i para cada i ∈ sI . Por ello, a veces era deseable disponer de
una estimación de la varianza más sencilla. Estas simplificaciones hoy día están menos
justificadas desde el punto de vista computacional, pero siguen siendo interesantes
desde la perspectiva teórica para ilustrar cómo la introducción de un pequeño sesgo de
manera controlada en los estimadores es a menudo beneficioso.

Consideremos tan solo el primer término de (1.11), es decir,

V̂ ∗ =
∑
i∈sI

∑
j∈sj

∆̌Iij

Ŷ HT
Ui|i

πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj
(1.24)

Las cantidades ∆̌Iij vienen determinadas por el diseño de primera etapa y la otra única
información necesaria para este estimador simplificado de la varianza son los totales
estimados de los PSU. Tenemos, a partir de (1.13a) en la demostración del Teorema
2

E
[
V̂ ∗
]

= V̂2st −
∑
i∈UI

Vi

Por tanto, el sesgo de V̂ ∗ viene dado por

B
[
V̂ ∗
]

= −
∑
i∈UI

Vi, (1.25)

lo que significa que V̂ ∗ subestima la varianza desconocida de Ŷ HT
U . Esta propiedad no

deseable puede llevar a un excesivo optimismo al juzgar la precisión de la estimación.
Sin embargo, un vistazo al sesgo relativo del estimador de la varianza

B
[
V̂ ∗
]

V2st

= −
∑

i∈UI Vi∑
i∈UI

∑
j∈UI ∆Iij

Ŷ HT
Ui|i
πIi

Ŷ HT
Uj |j

πIj
+
∑

i∈UI
Vi
πIi

(1.26)

muestra que la subestimación obtenida de V̂ ∗ puede, en muchos casos, no ser impor-
tante. El numerador en la expresión (1.26) a menudo será pequeña comparada con el
denominador si las probabilidades πIi son pequeñas y, en consecuencia, la subestimación
será despreciable. Por ejemplo, supongamos que los conglomerados se seleccionan con
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muestreo aleatorio simple con fracción de muestreo en primera etapa nI
NI

= 10 % = πIi.
Si VPSU

VSSU
= 4, entonces el sesgo relativo obtenido de la ecuación (1.26) es sólo− 1

50
= −0,02.

1.7 Muestreo con reemplazamiento en primera etapa

Además de la simplificación directa de la varianza considerada en la sección anterior,
otro procedimiento para rebajar los costes computacionales relacionados con la estima-
ción de la varianza es emplear diseños muestrales con reemplazamiento en primera
etapa. Esto produce ciertamente cierta disminución de la eficiencia del muestreo (por
seleccionar conglomerados repetidos), pero conlleva también una reducción de la carga
computacional.

Para ello consideremos el siguiente tipo de diseño muestral:

i. En la primera etapa de muestreo, se selecciona una muestra ordenada de conglo-
merados (PSUs)

osI = {i1, . . . , iν , . . . , inI}

siguiendo un esquema de muestreo con reemplazamiento tal que, en cada ex-
tracción10, la probabilidad de seleccionar el conglomerado i, i ∈ {1, . . . , NI}, es
pi.

ii. En la segunda etapa, se satisfacen las mismas propiedades de invarianza e inde-
pendencia que en las secciones anteriores.

iii. Si un conglomerado (PSU) es seleccionado más de una vez, se submuestrea inde-
pendientemente tantas veces como haya sido seleccionado.

Denotemos por Ŷ HT
Uiν |osI

el estimador HT del total poblacional YUiν en el conglomerado

Uiν ; por Viν = V
[
Ŷ HT
Uiν |osI

|osI
]

la varianza del estimador Ŷ HT
Uiν |osI

condicionada al con-
glomerado seleccionado en primera etapa. Entonces, podemos demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 4

En un muestreo bietápico bajo las condiciones i, ii y iii anteriores, un estimador
insesgado para el total poblacional YU está dado por

Ŷ HH
U =

1

nI

nI∑
ν=1

Ŷ HT
Uiν |osI

piν
. (1.27)

La varianza de Ŷ HH
U está dada por

10Draw.
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V
[
Ŷ HH
U

]
=

1

nI

NI∑
i=1

pi

(
YUi
pi
− YU

)2

+
1

nI

NI∑
i=1

Vi
pi
. (1.28)

Un estimador insesgado para esta varianza está dado por

V̂
[
Ŷ HH
U

]
=

1

nI(nI − 1)

nI∑
ν=1

[
Ŷ HT
Uiν |osI

piν
− Ŷ HH

U

]2

. (1.29)

Demostración 4

Al tratarse de una muestra ordenada en primera etapa podemos definir las variables

aleatorias Zν = Yiν
piν

y Ẑν =
Ŷ HT
Uiν

piν
. Puesto que son variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas con función de masa de probabilidad pi, se cumplen

E
[
Ẑν

]
= E

[
E
[
Ẑν |osI

]]
= E [Zν ] = YU

y

V
[
Ẑν

]
= V

[
E
[
Ẑν |osI

]]
+ E

[
V
[
Ẑν |osI

]]
= V [Zν ] + E

[
Viν
p2
iν

]
=

NI∑
i=1

pi

(
YUi
pi
− YU

)2

+

NI∑
i=1

Vi
pi
.

Como Ŷ HH
U es la media de nI variables aleatorias Ẑν independientes distribuidas

idénticamente, el Teorema se sigue de resultados genéricos de la media de este tipo
de variables aleatorias. �

El muestreo bietápico con reemplazamiento presenta la ventaja de que resulta fácil
seleccionar la muestra y obtener estimaciones para el total poblacional y su varianza.
Sin embargo, si el número de estratos es pequeño (como sucede en muchas encuestas
complejas altamente estratificadas donde cada estrato tiene pocos conglomerados), el
muestreo con reemplazamiento puede ser mucho menos eficiente que el muestreo sin
reemplazamiento.
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Tema 2

Diseños para encuestas a lo largo del tiempo. Encuestas repetidas. En-
cuestas de panel rotante. Encuestas de panel

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

G. Kalton, Designs for surveys over time, en D. Pfefferman y C.R. Rao (2009). Handbook
of Statistics 29A. North-Holland, Amsterdam: Elsevier, cap. 5, pp. 89-108

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

2.1 Diseños para encuestas a lo largo del tiempo

La mayoría de la literatura sobre metodología de encuestas se centra en encuestas que
se diseñan para producir una imagen de la población en un momento de tiempo. Sin
embargo, en la práctica, los investigadores a menudo están interesados en obtener un
vídeo de los cambios que tienen lugar a lo largo del tiempo.

La dimensión temporal se puede introducir reproduciendo la encuesta en distintos
momentos de tiempo o usando alguna forma de diseño panel. En este tema veremos las
distintas opciones de diseño disponibles para las encuestas a lo largo del tiempo y una
breve descripción de algunas dificultades que nos podemos encontrar.

Muchas operaciones estadísticas 1 buscan estimar características de una población en
un instante específico de tiempo. Por ejemplo, la operación Cifras oficiales de pobla-
ción de los municipios españoles: Revisión del Padrón Municipal 2 proporciona una
imagen de la población con referencia a 1 de enero de cada año. En la práctica, las

1Aunque en la fuente utiliza se habla sobre surveys que son encuestas, nosotros nos referiremos a
operaciones estadísticas en general

2https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736177011&menu=resultados&idp=1254734710990

1

https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177011&menu=resultados&idp=1254734710990
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177011&menu=resultados&idp=1254734710990


2.1. Diseños para encuestas a lo largo del tiempo 2-2

operaciones necesarias para obtener la información sobre el Padrón no se pueden llevar
a cabo en un único día, pero el objetivo es que represente a la población en esa fecha.

A menudo los datos recogidos no se refieren a una fecha específica sino a un periodo de
tiempo, por ejemplo la situación laboral en una semana, las enfermedades sufridas el
mes pasado, o los gastos en los últimos seis meses. Sin embargo, el objetivo de estas
encuestas trasversales es el de recoger los datos necesarios para describir y analizar carac-
terísticas de la población en un instante de tiempo.

Este interés de las operaciones estadísticas trasversales en un determinado instante
de tiempo es importante porque tanto las características como la composición de una
población cambian con el tiempo. Las estimaciones, por tanto, se refieren a un instante
específico de tiempo, un rasgo que es particularmente importante en algunos contextos.
Por ejemplo, la tasa de desempleo es un indicador económico fundamental que varía
en el tiempo; la tasa puede cambiar de un mes al siguiente debido a un cambio en la
economía (con empresas despidiendo a empleados o contratando nuevo personal) y/o
debido a un cambio en el mercado laboral (por ejemplo, al finalizar el curso académico,
que es cuando los graduados empiezan a buscar trabajo).

Los cambios en las características de una población a lo largo del tiempo plantean
cuestiones para el análisis. Por un lado, los políticos necesitan estimar determinadas
características de la población de forma reiterada en el tiempo para obtener estima-
ciones lo más recientes posibles. Pero también están interesados en conocer el cambio
que ha tenido lugar en la estimaciones a lo largo del tiempo: ¿La tasa de desempleo
ha aumentado o ha disminuido desde la encuesta anterior? Este cambio se denomina
cambio neto y refleja los cambios tanto en las características como en la composición de
la población.

Un análisis más detallado implica conocer las componentes del cambio. ¿Hasta qué
punto el cambio (o la ausencia de cambios) se debe a la dinámica de la población, con
gente entrando en la población mediante los ’nacimientos’ (por ejemplo, con gente que
cumple los 16 años o inmigrantes) y saliendo de la población a través de las ’muertes’
(por ejemplo, gente que fallece, emigra o se jubila)? ¿Hasta qué punto el cambio se debe
a cambios en los estados de las personas de la población? Más aún, ¿cómo funciona
el cambio en casos en los que hay un cambio de estado? Por ejemplo, asumiendo que
no hay dinámicas poblacionales, si la tasa de desempleo sufre un incremento neto del
1 %, esto se debe a que un 1 % de las personas previamente empleadas perdieron su
trabajo o a que, por ejemplo, un 10 % perdió su empleo y un 9 % de estos desempleados
encontraron trabajo?

La descomposición del cambio neto en sus dos componentes lleva a medir el cambio
bruto. Mientras que el cambio neto se puede medir usando muestras separadas para las
dos ocasiones, medir el cambio bruto requiere medidas repetidas en la misma muestra,
o por lo menos en una submuestra representativa.
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Hay dos grandes clases de objetivos para las encuestas a lo largo del tiempo, y dan
lugar a distintos enfoques en el diseño de encuestas. En muchos casos, los objetivos se
restringen a estimar los parámetros poblacionales o económicos en distintos instantes de
tiempo así como los cambios netos, tendencias o valores medios a lo largo de un periodo.
Ninguno de estos objetivos requiere mediciones repetidas sobre la misma muestra. En
particular, estos objetivos se pueden alcanzar con muestras totalmente independientes
en cada instante de tiempo. También con muestras que se construyen para minimizar el
solapamiento de la muestra a lo largo del tiempo y la carga de respuesta al informante.
Este tipo de encuestas repetidas se ven en la Sección 2.2.

Algunos objetivos también se pueden alcanzar con diseños panel, que incluyen a algu-
nos o a todos los miembros de la muestra en distintos instantes de tiempo. De hecho,
la precisión de las estimaciones transversales y los cambios netos se pueden mejorar
usando un diseño muestral de panel rotante que cree algún grado de solapamiento en
la muestra a lo largo del tiempo. Los diseños de panel rotante también se pueden usar
para eliminar los efectos telescópicos o de memoria que ocurren cuando los informantes
proporcionan información errónea sobre cuándo tuvo lugar un evento. Los paneles
rotantes se discuten en la Sección 2.3.

Otros objetivos se centran en la estimación del cambio bruto y en otras componentes
de cambio individual, y en la agregación de respuestas, por ejemplo, los gastos, de
individuos a lo largo del tiempo. Estos objetivos pueden satisfacerse sólo con algunas
formas de encuestas panel que recogen datos de los mismos individuos para el periodo
de interés. Las encuestas panel o longitudinales se discuten en la Sección 2.4.

Otros objetivos de las encuestas a lo largo del tiempo están relacionados con la obtención
de estimaciones para poblaciones raras (es decir, un subconjunto de la población general
que tiene una característica rara). Uno de esos objetivos es acumular una muestra de
casos con esa característica rara a lo largo del tiempo. Si la característica es un evento,
como divorciarse, entonces este objetivo puede satisfacerse con cualquiera de los di-
seños. Sin embargo, si la característica es estable, como por ejemplo pertenecer a un
determinado grupo étnico, la acumulación sólo funciona cuando se incluyen nuevas
muestras a lo largo del tiempo. En cualquier caso, los analistas necesitan reconocer que
las características de una población rara puede variar a lo largo del tiempo.

Un objetivo distinto con una población rara es la producción de estimaciones para esa
población en distintos instantes de tiempo. Si la característica rara es estable, se puede
identificar una muestra de miembros de esa población en un instante de tiempo y luego
volver a esa muestra de forma reiterada en un diseño de panel.

En la última sección del tema, Sección 2.5, se resumirán los aspectos a considerar al
elegir el tipo de diseño a adoptar para encuestar una población a lo largo del tiempo.
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También se resumirán las dificultades metodológicas que se encuentran al producir
conclusiones válidas de encuestas a lo largo del tiempo.

2.2 Encuestas repetidas

En esta sección se discuten varios aspectos y diseños para encuestas a lo largo del tiempo
cuando el análisis se centra en la producción de series de estimaciones transversales que
se pueden usar para analizar los cambios netos y las tendencias a nivel de agregados.
Los diseños que se consideran a continuación no están estructurados de forma que
permitan análisis longitudinales a nivel de las unidades elementales.

Una forma común de encuestas repetidas es aquélla en la que se seleccionan muestras
separadas de las últimas unidades muestrales cada vez. Cuando el tiempo que transcu-
rre entre las rondas de una encuesta repetida es grande, digamos 5-10 años, la selección
de muestras totalmente independientes puede ser una estrategia efectiva.

Sin embargo, en encuestas repetidas con diseños muestrales multietápicos y con perio-
dos de tiempo más pequeños entre rondas se pueden lograr beneficios manteniendo
las mismas unidades muestrales de primera etapa (PSUs del inglés primary sampling
units), y quizás también unidades en etapas posteriores (pero no las unidades de última
etapa), en cada ronda 3. Muestras maestras de PSUs son muy utilizadas para encuestas
a hogares, tanto en las encuestas repetidas sobre un determinado tema como para
encuestas que tratan diversos temas.

El solapamiento de unidades muestrales para niveles más altos también da lugar a
estimaciones más precisas del cambio neto a lo largo del tiempo. Sin embargo, una
muestra maestra deja de ser eficiente con el paso del tiempo, al cambiar la población.
Cuando se dispone de un marco actualizado y se observa un cambio substancial en la
población, es necesario modificar los tamaños de los PSUs y la estratificación. Hay una
gran variedad de métodos para mantener tantos PSUs muestrales como sea posible en
la nueva muestra mientras se actualizan los tamaños y estratos.

En el caso de encuestas económicas repetidas, se puede usar una metodología basada
en alguna forma de números aleatorios permanentes (PRNs del inglés permanent random
numbers). En esencia, la metodología consiste en asignar un número aleatorio entre
0 y 1 a cada elemento poblacional del marco. A continuación, se puede seleccionar
fácilmente una muestra estratificada no proporcionada incluyendo todos los elementos
con números aleatorios menores que la fracción muestral en cada estrato. Los valores
aleatorios asignados no cambian con el tiempo, dando como resultado que un elemento
seleccionado en la muestra en una determinada ronda de una encuesta repetida se
mantendrá con una probabilidad bastante alta en las muestras de otras rondas para las
cuales la probabilidad de selección no es inferior que aquélla en la que se le asignó el

3waves se traducirá por rondas
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valor aleatorio.

Este procedimiento flexible automáticamente incluye los cambios en los tamaños de los
estratos muestrales y de la muestra en general entre rondas, los elementos que cambian
de estratos, los nacimientos y las muertes. Está pensado sobre todo para mejorar la
precisión de las estimaciones de cambios entre rondas y a veces para facilitar la recogida
de datos, pero también se puede usar para generar una muestra panel para un periodo
dado. Los elementos en la muestra para todas las rondas de un periodo dado constitu-
yen la muestra probabilística de elementos que existen a lo largo del periodo, siendo la
probabilidad de un elemento de estar en el panel el mínimo de sus probabilidades de
selección entre las rondas.

La metodología PRN también se puede modificar para proporcionar una rotación mues-
tral que limite la carga de respuesta de las empresas de la muestra, de forma particular
para las pequeñas empresas para las que las probabilidades de selección son pequeñas.
Por ejemplo, el PRN de cada empresa se puede aumentar en, por ejemplo, 0,1 en cada
ronda y tomando la parte decimal si el resultado excede 1.

Un objetivo crítico cuando se usan las encuestas repetidas es la producción de estimacio-
nes de tendencias válidas a lo largo del periodo de interés, de forma particular cambios
de una ronda a la siguiente. Sin embargo, los cambios en el diseño de la encuesta a
menudo son convenientes, y desgraciadamente incluso pequeños cambios de diseño
pueden afectar a las estimaciones.

Por tanto, los cambios en la redacción de las preguntas o en el contenido del cuestionario,
modo de recogida, entrenamiento del encuestador, el marco muestral, procedimientos
de codificación, imputación o ponderación pueden afectar y amenazar la validez de las
estimaciones de la tendencia.

Está bien documentado el hecho de que cambios en el contenido de un cuestionario
pueden implicar efectos en el contexto, que pueden distorsionar las estimaciones de las
tendencias (Biemer y col. 1991; Tourangeau, Rips y Rasinski 2000), e incluso el significa-
do de preguntas idénticas puede cambiar a lo largo del tiempo (Kulka 1982).

Incluso un incremento en el tamaño muestral puede afectar a las estimaciones debido a
la necesidad de disponer de nuevos entrevistadores y quizá porque sea necesario un
esfuerzo para obtener las respuestas. Los que realizan encuestas repetidas a menudo
se ven ante el dilema de si mejorar los procedimientos basándose en las experiencias
pasadas, en estudios metodológicos, cambios en la población y temas de interés, o no
hacer ningún cambio y mantener las estimaciones válidas.

Cuando resulta necesario hacer un cambio metodológico significante, una práctica
común es realizar una encuesta puente para uno o más periodos, es decir, realizar
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una parte de la encuesta usando los métodos antiguos y otra parte usando los nuevos
métodos de forma simultánea. Por ejemplo, si se va a realizar un cambio de modo de
recogida para una operación estadística, se puede seleccionar una parte de la muestra
que conteste tanto con el antiguo, por ejemplo PAPI y presenciales, como con el nuevo,
por ejemplo, CAPI y CATI.

A veces se combinan los datos recogidos en varias rondas de encuestas repetidas para
producir muestras más grandes y de esta forma reducir los errores de muestreo, en
particular para estimaciones de subgrupos de poblaciones pequeñas (Kish 1999). Tam-
bién se puede repartir la recogida de datos de una encuesta a lo largo del tiempo para
facilitar el trabajo de campo. En este caso, la muestra de la encuesta se puede obtener
como un conjunto de repeticiones, cada una de las cuales puede producir estimaciones,
aunque menos precisas, para la población completa.

2.3 Encuestas de panel rotante

Las encuestas repetidas a hogares pueden mantener el mismo conjunto de PSUs, unida-
des muestrales de segunda etapa y unidades en otras etapas de muestreo de una ronda
a la siguiente, pero seleccionando nuevas muestras de informantes en cada ocasión4.
Por contra, las encuestas de panel rotante se diseñan para asegurar algún grado de
solapamiento en las unidades muestrales finales en rondas específicas. Sin embargo, a
diferencia de las encuestas de panel, no todas las mismas unidades muestrales finales
se mantienen en todas las rondas. Con un diseño rotante, cada unidad muestral final se
mantiene en la muestra sólo durante un periodo limitado de tiempo.

Los diseños de panel rotante son muy utilizados en la encuestas de población activa.
Por ejemplo, en la Encuesta de Población Activa realizada por el INE 5, una vez una
vivienda ha sido seleccionada para formar parte de la encuesta, permanece en la misma
durante seis trimestres consecutivos, al cabo de los cuales se sustituye por otra de la
misma sección. Cada trimestre, un sexto de las viviendas entra a formar parte de la
muestra y un sexto sale de la misma.

La Tabla 2.1 muestra el esquema de rotación durante un periodo de tres años. La mues-
tra en el primer trimestre está formada por seis grupos de rotación, cada uno de los
cuales contiene un sexto del total de la muestra. El grupo de rotación A ha estado en
la muestra los cinco trimestres anteriores y sale en el siguiente trimestre, el grupo de
rotación B ha estado en la muestra los cuatro trimestres anteriores y permanecerá en la
muestra dos trimestres más antes de salir, etcétera.

Varios diseños de panel rotante se usan para encuestas de población activa en distintos

4De hecho, las encuestas repetidas se pueden diseñar de forma que minimicen la probabilidad de que
una unidad informante sea seleccionada en rondas muy cercanas en el tiempo.

5https://ine.es/inebaseDYN/epa30308/docs/resumetepa.pdf
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T1A1 T2A1 T3A1 T4A1 T1A2 T2A2 T3A2 T4A2 T1A3 T2A3 T3A3 T4A3
A G G G G G G M M M M M
B B H H H H H H N N N N
C C C I I I I I I O O O
D D D D J J J J J J P P
E E E E E K K K K K K Q
F F F F F F L L L L L L

Tabla 2.1: Ejemplo del esquema de rotación de la EPA durante un periodo de 3 años

países. Por ejemplo, en la encuesta mensual de Población Activa de Canadá cada vivien-
da permanece en la muestra durante seis meses consecutivos, la encuesta trimestral de
Población Activa en Reino Unido usa un panel rotante en cinco etapas y la encuesta
mensual de Población Activa de Estados Unidos usa un esquema de rotación más com-
plejo, cada unidad permanece en la muestra durante ocho meses, pero no consecutivos,
ya que está en la muestra durante cuatro meses, sale ocho, y vuelve a entrar otros cuatro
meses consecutivos, es lo que se denomina un esquema de rotación 4-8-4.

Los objetivos principales de estas encuestas de población activa son las mismas que
las de las encuestas repetidas: producir estimaciones trasversales en cada momento
de tiempo y medir los cambios netos a lo largo del tiempo. Comparadas con muestras
independientes en cada ronda, un diseño rotante induce una correlación entre estima-
ciones en rondas en las que hay algún solapamiento. Puesto que esta correlación es
casi siempre positiva, el solapamiento da como resultado una reducción en el error de
muestreo de las estimaciones de cambio neto.

El patrón de rotación 4-8-4 utilizado en la EPA de Estados Unidos, por ejemplo, está
diseñado para proporcionar un solapamiento importante de un mes al siguiente y
también de un mes determinado en un año con el mismo mes del año siguiente. Es
más, con un diseño de panel rotante, la precisión de las estimaciones del nivel actual y
del cambio neto pueden ’tomar prestada fortaleza’ de los datos recogidos en todas las
rondas anteriores de la encuesta, usando la técnica de estimaciones compuestas.

Un diseño de panel rotante puede dar lugar no sólo a mejoras en la precisión de las
estimaciones sino también a una reducción de coste ya que entrevistar a las mismas
unidades a menudo es más barato que empezar de nuevo. En particular, mientras que
la primera entrevista puede ser necesario realizarla presencialmente, las entrevistas
posteriores se pueden realizar por teléfono. Esto es lo que ocurre en España, Canadá y
Reino Unido.

Hay, sin embargo, una preocupación que de las respuestas obtenidas por teléfono no
sean comparables con aquéllas obtenidas mediante entrevistas presenciales. Y, en gene-
ral, por los efectos de la recogida de datos usando distintos modos de recogida entre
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las etapas de la encuestas panel. Véase de Leeuw 2005 sobre los efectos de recogida de
datos con distintos modos en general y Dillman y Christian 2005 sobre el uso de varios
modos entre etapas de una encuesta panel.

Se han hecho estudios sobre este tema para analizar los efectos del cambio teniendo
también en cuenta el sesgo de los grupos de rotación y se ha concluido que el cambio
en los métodos de recogida de datos tiene efectos transitorios en las estimaciones, pero
este efecto prácticamente desparece hacia el final del periodo de transición.

Incluso sin tener en cuenta los cambios de modo, hay cierta preocupación de que las
respuestas obtenidas en entrevistas repetidas con el mismo informante puedan no ser
comparables. Este efecto, que se denomina condicionamiento de panel, ocurre cuando las
respuestas en etapas posteriores se ven afectadas por la participación del informante en
etapas anteriores de la encuesta. Por ejemplo, los informantes pueden cambiar su actitud
al verse sensibilizados por el tema de la encuesta y quizá por aprender algo a lo largo
de la entrevista (por ejemplo, la existencia de un programa de ayuda social). Algunos
informantes pueden cambiar sus conductas de respuestas en entrevistas posteriores,
quizá demostrando una mejor memoria después de aprender más sobre los contenidos
de la encuesta, estando más motivados a dar respuestas más precisas, dando respuestas
menos consideradas por haber perdido interés, o respondiendo a las preguntas filtro de
forma que eviten conjuntos largos de preguntas de seguimiento.

Los informantes también pueden pretender ser excesivamente consistentes en las res-
puestas sobre ítems de opinión. Véase Waterton y Lievesley 1989 y Sturgis, Allum
y Brunton-Smith 2009 para una discusión sobre las posibles razones para los efectos
de condicionamiento de panel y Cantor 2007 para una revisión más completa sobre el
condicionamiento de panel.

Otro asunto a tener en cuenta en los diseños panel, en general, es el cansancio por el
panel, ver también la Sección 2.4. Mientras que, tanto las encuestas trasversales como las
panel están sujetas a falta de respuesta total en la ronda inicial de la recogida de datos,
una encuesta de panel también sufre bajas en rondas posteriores. Aunque los pesos de
ajuste por falta de respuesta puede ayudar a compensar el cansancio por el panel, las
estimaciones derivadas de un grupo de rotación que ha estado en la muestra durante
varias rondas, con cansancio por el panel asociado, puede diferir por este motivo de
aquellas derivadas de grupos de rotación que han estado en la muestra durante periodos
más cortos.

Por último, está la combinación de los efectos de condicionamiento de panel y de
cansancio por el panel, que se conoce como el sesgo por grupo de rotación, el sesgo del
tiempo en muestra o el sesgo por mes en la muestra. La existencia de este sesgo implica
que la estimación en un mes dado está sesgada. Sin embargo, bajo un modelo aditivo
para el sesgo por grupo de rotación, las estimaciones de los cambios mensuales están
insesgadas ya que el patrón del grupo de rotación está compensado en cada instante
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de tiempo (Bailar 1975). Este balance no siempre se consigue; en cualquier caso, no se
consigue durante el periodo inicial del diseño de panel rotante. También hay que tener
en cuenta que las estimaciones están sesgadas bajo un modelo que incluya un término
multiplicativo de sesgo.

Los diseños de panel rotante no se restringen a las encuestas de población activa. Tam-
bién se usan para mejorar la eficiencia en la recogida y la precisión de las estimaciones
de cambio y nivel. Una razón importante para usar un diseño de panel rotante es para
solucionar el efecto telescópico. Este efecto tiene lugar cuando a los informantes se les
pregunta por sucesos que han ocurrido en un periodo determinado y proporcionan
información sobre algo ocurrido fuera del periodo de manera inconsciente. Véase Neter
y Waksberg 1964a y Neter y Waksberg 1964b para un estudio clásico tanto sobre el efecto
telescópico como sobre condicionamiento de panel. Este efecto se puede solucionar
con una encuesta de panel rotante, de hecho con cualquier encuesta panel en la cual
la muestra es entrevistada nuevamente en intervalos correspondientes con el periodo
de referencia: los eventos notificados en la ronda actual que también se modificaron en
rondas anteriores se pueden eliminar porque ocurrieron con antelación al periodo de
referencia actual. Véase también en la Sección 2.4 las entrevistas dependientes.

Otra aplicación de los diseños de panel rotante es cuando no cabe esperar que los
informantes se acuerden de forma precisa de toda la información solicitada para un
periodo dado de referencia. Pueden volver a ser entrevistados en intervalos de tiempo
para proporcionar la información de periodos de referencia más cortos, siendo luego
agregada la información para proporcionar los datos necesarios para el periodo comple-
to.

Un diseño de panel rotante a veces puede proporcionar los datos necesarios para análi-
sis longitudinales durante un periodo de tiempo limitado. Y hay que tener en cuenta
la unidad muestral de la encuesta ya que, por ejemplo, en las encuestas de población
activa la unidad muestral es la vivienda y no los miembros de la misma ni el hogar. De
esta forma, no es necesario entrevistar a los miembros del hogar ni usar los hogares
como unidades, pero por contra no sirve para estudios longitudinales de hogares ni de
personas.

Un aspecto general de las estimaciones trasversales de encuestas panel es que, a menos
que se tomen medidas especiales, la muestra en rondas posteriores no es representativa
de los elementos que han entrado en la población después de que la muestra fue selec-
cionada para la ronda inicial. Raramente es esto un problema para los paneles rotantes
ya que la duración de cada grupo de rotación en el panel es relativamente corta.

Por otra parte, en cualquier momento de tiempo, la muestra puede incluir nuevas
unidades a través de grupos de rotación más recientes siempre y cuando la cobertura
muestral se actualice para cada grupo (por ejemplo, mediante la actualización de las
listas de viviendas en el caso de diseños con varias etapas. De esta forma, pueden
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estar perfectamente representados en las estimaciones trasversales mediante el uso
de un esquema de ponderaciones adecuado que refleje el hecho de que han podido
ser seleccionados en alguno de los grupos de rotación en los cuales las estimaciones
trasversales están basadas.

2.4 Encuestas de panel

En esta sección se consideran los diseños de encuesta en los cuales los mismos elementos
son encuestados a lo largo del tiempo. Estos diseños son conocidos como encuestas
panel o encuestas longitudinales. Para estos diseños se usa el término ’encuesta panel’,
mientras que el término ’longitudinal’ se usa para describir los datos que se producen a
partir de dicho diseño.

La distinción entre encuestas panel y encuestas de panel rotante se vuelve borrosa en el
caso de encuestas panel de duración fija, cuando se introducen paneles nuevos de forma
periódica; el nuevo panel se puede solapar con el vigente o puede empezar después
de que el actual haya terminado. La distinción que se hace aquí es entre encuestas
que se centran principalmente en estimaciones trasversales y estimaciones de cambio
neto, como en los paneles rotantes de las encuestas de población activa y las encuestas
panel que se centran principalmente en los estudios longitudinales a nivel de unidad
individual (por ejemplo, cambio bruto).

En la Sección 2.4.1 se describirán algunos tipos de encuestas panel mientras que en la
Sección 2.4.2 se revisarán los problemas metodológicos que surgen con las encuestas
panel.

2.4.1 Tipos de encuestas panel

El beneficio de una encuesta panel es que produce los datos necesarios para estudios
longitudinales y, de esta forma, expande el potencial analítico de una encuesta trasversal.
Aunque las encuestas panel se realizan desde hace mucho tiempo, en los últimos años
ha aumentado el interés en ellas gracias al uso de ordenadores más potentes necesarios
para manejar grandes ficheros de datos y realizar análisis longitudinales. Hay muchas
encuestas panel realizándose actualmente y mucha literatura sobre cómo realizarlas
(por ejemplo, Lynn 2009; Trivellato 1999).

Martin y col. 2006 describe de un gran número de encuestas panel sobre condiciones
sociales llevadas a cabo en varios países. Estas encuestas abordan temas como la salud
física y mental y discapacidad; desarrollo físico, social y educativo; historia laboral;
dinámicas familiares; efectos del divorcio; el cambio a la jubilación y los efectos del
envejecimiento; y la integración social y cultural de los inmigrantes. La mayoría se
centran inicialmente en áreas específicas pero, con el paso del tiempo, tienden a ampliar
los temas tratados. De hecho, una de las ventajas de los diseños de panel es que permiten
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la recogida de muchos temas en las distintas rondas de la encuesta.

Los datos longitudinales obtenidos a partir de encuestas panel ofrecen la oportunidad
de llevar a cabo una gran variedad de análisis que no sería posible con datos trasversales.
Por ejemplo, análisis de cambios brutos; la duración de fases (por ejemplo, de pobreza);
trayectorias de crecimiento con modelos de curvas de crecimiento (como el desarrollo
físico y cognitivo de los niños); indicadores tempranos que predigan resultados posterio-
res (por ejemplo, resultados en la salud por exposiciones medioambientales en la niñez);
y relaciones causales temporales entre ’causas’ y efectos, usando la modelización de
ecuaciones estructurales longitudinales (la auto eficacia como mediador entre sucesos
en una vida estresante y síntomas depresivos entre otras).

A veces, los datos longitudinales necesarios se pueden obtener mediante una encuesta
retrospectiva o de registros administrativos. Sin embargo, cuando la calidad de la en-
cuesta retrospectiva es inadecuada y los datos administrativos no están disponibles o
son insuficientes, se hace necesaria la recogida directa de datos mediante una encuesta
panel.

Aunque las encuestas panel se ocupan principalmente de producir los datos necesarios
para análisis longitudinales a nivel de microdato, en la mayoría de los casos también se
pueden analizar trasversalmente en cada ronda. Un aspecto importante para el análisis
trasversal es que la cobertura muestral sea adecuada en cada una: a no ser que se tomen
medidas de forma regular para ’refrescar’ las muestras trasversales añadiendo muestras
de nuevos miembros de la población desde la última actualización de la muestra, los
nuevos miembros no estarán representados en los análisis trasversales. Los nuevos
miembros generalmente no están incluidos y por tanto no son necesarios para esos
análisis longitudinales que empiezan con datos desde la primera ronda del panel.

Estudios de cohortes

Un tipo de encuestas panel es la que se conoce a menudo como un estudio de cohorte
(Bynner 2004). Muchos estudios de cohortes toman muestras de personas de una edad
particular y los siguen a través de importantes periodos de sus vidas. Una cohorte
puede ser seguida a lo largo de su vida y, de hecho, el estudio puede extenderse para
seguir a la descendencia de la cohorte original.

Aunque las cohortes de nacimiento proporcionan datos longitudinales muy valiosos
para examinar los efectos de experiencias en la salud a edades muy tempranas y otros
factores que aparecen más tarde en la vida, también tiene algunas limitaciones. Los
miembros de un estudio de cohorte se ven afectados por los mismos sucesos históricos,
o efectos temporales (por ejemplo, guerras y desastres medioambientales) que afectan
a la población en ese momento. También se pueden ver afectados por esos eventos de
forma distinta debido a su susceptibilidad en la edad en que se ven afectados por los
sucesos (efectos de cohorte). Los datos de una única cohorte pueden confundir edad,
periodo y efecto de cohorte, y el resultado tiene que ser debidamente interpretado (Yang

Tema 2. Diseños para encuestas a lo largo del tiempo.



2.4. Encuestas de panel 2-12

2007).

Encuestas panel a hogares

Una segunda categoría de encuestas panel son las encuestas panel a hogares (Rose 2000).
Este tipo de encuestas empieza con una muestra de hogares y sigue a sus miembros a
lo largo de la duración del panel. Para reflejar las condiciones económicas y sociales
de los hogares del panel en cada ronda, la encuesta también recoge datos sobre las
personas con las que los miembros del panel viven en rondas posteriores, denominadas
cohabitantes, personas externas a la muestra o personas asociadas. Estas encuestas son, en
realidad, muestras de personas más que de hogares. Los hogares están cambiando
constantemente, con miembros entrando y saliendo, formándose nuevos hogares mien-
tras que otros desaparecen. Por eso, la definición de un hogar longitudinal es bastante
problemática, a no ser que el periodo temporal sea muy corto. Son preferibles para
análisis longitudinales los análisis a nivel de persona con características específicas de
cada ronda.

Algunos ejemplos son la European Community Household Panel (ECHP) (https://
www.eui.eu/Research/Library/ResearchGuides/Economics/Statistics/
DataPortal/ECHP) o la European Union Statistics on Income and Living Condi-
tions (EU-SILC) que susutituye a la ECHP. (https://ec.europa.eu/eurostat/
statistics-explained/index.php?title=EU_statistics_on_income_and_
living_conditions_(EU-SILC)_methodology). Un rasgo distintivo de estas en-
cuestas es que están diseñadas para durar un periodo fijo de tiempo, por ejemplo la
EU-SILC sigue un diseño con rotación de cuatro años.

Una ventaja de paneles contiguos es que el tamaño muestral total está disponible para
análisis longitudinales durante la duración del panel. Sin embargo, los paneles con-
tiguos no pueden tratar los análisis longitudinales durante el periodo que abarcan
dos paneles. También hay que tener en cuenta que estimaciones válidas de tendencias
de estaciones trasversales, como estimaciones anuales que son importantes para estas
encuestas, no se pueden obtener por los sesgos generados por el tiempo de pertenencia
en la muestra entre años. Los diseños de rotación con una rotación anual puede producir
estimaciones aceptables de la tendencia debido al equilibrio del tiempo de pertenencia
en la muestra de entre rondas.

La elección de la duración de las encuestas panel de hogares de duración limitada
depende de una combinación de objetivos analíticos y de consideraciones prácticas
sobre la recogida de datos, en particular sobre la carga al informante y su efecto en
la tasa de respuesta en las rondas posteriores. La tasa de respuesta y otros asuntos
prácticos fueron los que influyeron en que se pasase de la ECHP a la EU-SIlC, con un
diseño rotante.
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Encuestas panel transnacionales

Un proyecto reciente y que es importante en la investigación con encuestas es el uso de
datos para comparaciones internacionales, permitiendo la investigación de los efectos
de condiciones sociales diferentes en la población estudiada. Estos proyectos se aplican
por igual a varias encuestas panel. Algunos ejemplos notables son las encuestas panel
sobre el envejecimiento (HRS, ELSA, y SHARE) que se realizan de forma coordinada
entre varios países y las encuestas panel sobre ingresos del hogar. Si bien la coordinación
es útil, es también necesaria la armonización de la recogida de datos en los distintos
países.

2.4.2 Aspectos metodológicos en encuestas panel

Muchos de los aspectos metodológicos (desgaste de la muestra debido al cansancio,
condicionamiento de panel, sesgo por el tiempo de permanencia en la muestra, y
la necesidad de incluir nuevos miembros) se encuentran tanto en encuestas panel
como en encuestas de panel rotante. Sin embargo, los problemas sobre el cansancio o
desgaste muestral y la inclusión de nuevos miembros se incrementa con paneles de
mayor duración, y los efectos de condicionamiento son un problema serio en el análisis
longitudinal.

Mantener la participación en el panel

Éste es un asunto crítico en una encuesta panel. Una encuesta panel está sujeta a falta de
respuesta total, que ocurre cuando una unidad muestral no participa en ninguna de las
rondas del panel. Además, una encuesta panel está sujeta a falta de respuesta por ronda,
que ocurre cuando una unidad muestral participa en alguna pero no en todas las rondas
de la encuesta.

La falta de respuesta por ronda puede consistir en la falta de respuesta por cansancio
(cuando la unidad abandona el panel en una de las rondas y nunca vuelve) o falta de
respuesta por una causa diferente (cuando una unidad muestral no responde en una
ronda pero responde en la siguiente o alguna posterior).

Por razones prácticas, muchas encuestas no hacen ningún intento de convertir la falta
de respuesta inicial en respuesta en la siguiente o posteriores etaoas. Por tanto, los no
informantes iniciales se convierten en no informantes totales. También, los informantes
que rotundamente rechazan participar o que no pueden ser localizados en una ronda
pueden ser seguidos en rondas posteriores y, por lo tanto, se convierten en casos faltan-
tes debidos al desgaste. Con frecuencia no se hace ningún intento de seguir a aquellos
que no han contestado dos rondas consecutivas.

En general, las encuestas panel se enfrentan a la mayor tasa de pérdida en la ronda
inicial, después de la cual una alta proporción de los informantes en cada ronda conse-
cutiva también proporciona datos en la siguiente ronda. Sin embargo, la acumulación
de falta de respuesta a lo largo del tiempo a menudo da lugar a una tasa de falta de
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respuesta alta. En el caso de paneles de largo plazo, esta situación plantea el dilema de
si continuar con el panel existente, con su potencial analítico creciente, o terminarlo y
empezar con uno nuevo.

Algunos panel, en particular aquellos con una alta tasa de respuesta, se diseñan para
que tengan una duración limitada por la preocupación sobre el cansancio. Los posibles
efectos en el sesgo de la acumulación de falta de respuesta son una seria preocupación
en casi todas las encuestas panel. Véase, por ejemplo, el número especial sobre cansancio
en encuestas longitudinales en Journal of Human Resources (Volume 33, Number 2, 1998).

Las principales causas de falta de respuesta por ronda son la falta de seguimiento
de los miembros del panel que se traslada y los rechazos a contestar por la carga al
informante. Se utiliza una gran variedad de métodos con el fin de minimizar la pérdida
del seguimiento, de forma particular en los paneles con intervalos grandes entre rondas.
Una forma es conseguir información de contacto como el mail o el teléfono móvil.

Prevenir la pérdida de miembros del panel que no quieren participar más es un reto. Lo
mismo que en encuestas trasversales, los incentivos pueden aumentar la participación.
Con encuestas panel, se puede ofrecer incentivos a aquellos informantes que mostraron
reticencia en la ronda previa, es decir, aquellos que no respondieron a muchas de las
preguntas. Hay un debate sobre esta forma de proceder, ya que se puede premiar com-
portamientos que no son deseables.

Minimizar la carga al informante es otro enfoque que limita las negativas en rondas
posteriores de la encuesta panel. Una forma de reducir la carga al informante es enla-
zando con datos administrativos; esto también se puede utilizar si los miembros del
panel no puede responder de forma precisa. Por razones éticas, hay que pedir permiso
a los miembros del panel para enlazar los datos, y es necesario usar procedimientos
que aseguren que el enlace entre los daros no pueda perjudicar a los miembros del
panel.

Errores de medida

Los errores de medida son un problema en todas las encuestas, pero son especial-
mente problemáticos para los análisis longitudinales de los datos de las encuestas de
panel.

Kalton, Kasprzyk y McMillen 1989 proporciona una gran variedad de fuentes de errores
de medida pueden sesgar las estimaciones de los cambios brutos: los efectos de con-
dicionamiento del panel, cambios en los modos de recogida de datos, cambios en los
informantes entre rondas (incluyendo la posibilidad de proxys cuando no se puede
contactar con las unidades de la muestra), cambios en el personal (por ejemplo, en los
entrevistadores, codificadores de respuestas abiertas), cambios en el cuestionario (con
posibles efectos de contexto incluso cuando las preguntas no cambian), cambios en el
contenido del cuestionario, cambios en la interpretación de una pregunta, imputación
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de respuestas missing, y errores de grabación. Los tipos de efectos que los errores de
medida tienen sobre los análisis de los cambios brutos también afectan a muchas otras
formas de análisis longitudinal.

Una forma de intentar reducir la sobreestimación del cambio bruto es usar entrevistas
dependientes, en las que se recuerda a los informantes sus respuestas en rondas previas.
Un riesgo de las entrevistas dependientes es, por supuesto, la generación de falsa con-
sistencia en las respuestas. Se han realizado muchos estudios para evaluar el efecto de
las entrevistas dependientes.

En general, se considera que las entrevistas dependientes reducen los errores de respues-
ta y la sobreestimación del cambio bruto. Las entrevistas dependientes se pueden usar
de forma proactiva recordando al informante su estado en rondas previas (por ejemplo
que estaba trabajando) y después preguntando por el estado actual, o de forma reactiva
preguntando sobre el estado actual y las discrepancias desde la respuesta anterior. Las
entrevistas dependientes proactivas también pueden ser útiles para reducir la carga
de respuesta. En situaciones en las que los informantes de un hogar pueden cambiar
entre rondas, las entrevistas dependientes pueden dar lugar a que se proporcionen
las respuestas de un informante a otro. Este problema de la confidencialidad debe ser
tratado con un consentimiento que permita compartir las respuestas entre miembros
del hogar (Pascale y Mayer 2004).

Ponderación e imputación

Los métodos de ajuste de ponderaciones usados para compensar la falta de respuesta
total en las encuestas trasversales se pueden usar también en el caso de falta de respues-
ta total en encuestas panel. Sin embargo, compensar las falta de respuesta por ronda
(particularmente, la falta de respuesta no causada por cansancio) y la falta de respuesta
parcial es mucho más difícil.

Gran parte de la información se puede llegar a conocer a través de respuestas proporcio-
nadas en ronda(s) en las que participaron los informantes. Un enfoque para gestionar
los datos missing es imputar todos los ítems que son missing, incluyendo los ítems en
las rondas en las cuales las unidades muestrales no son informantes. Este enfoque tiene
la ventaja de conservar en los ficheros de análisis toda la información proporcionada por
las unidades muestrales. Sin embargo, la gran cantidad de imputación necesaria plantea
dudas sobre los sesgos que los valores imputados pueden introducir en el análisis.

Otro enfoque alternativo es usar pesos de ajuste para tratar alguna o todas las rondas
de missings. Este enfoque limita el fichero de análisis a las unidades muestrales que res-
ponden en todas las rondas. Usa un número limitado de respuestas de la encuesta para
hacer los ajustes, pero se pierden las respuestas a otros ítems (Kalton 1986; Lepkowski
1989). La imputación es la solución natural cuando una unidad no responde a varios
ítems, pero la elección entre imputación y ajustes con pesos es menos directa para la
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falta de respuesta por ronda.

Para conservar la estructura de la covarianza en el conjunto de datos, la imputación
requiere que se usen todas las otras variables asociadas con la variable a imputar como
variables auxiliares en el modelo de imputación. Satisfacer este requerimiento de forma
adecuada es muy difícil en el caso de encuestas trasversales, pero lo es incluso más en el
caso de encuestas panel porque el modelo tiene que incorporar variables de otras rondas
en la encuesta y variables de la ronda en cuestión. Si no se incluyen las respuestas a
la misma variable en otras rondas, el cambio bruto estará sobreestimado. Por tanto, es
necesario que el conjunto de datos incluya los datos de las rondas previas. Puesto que
en el momento de imputar los datos de la ronda actual no se dispone de los datos de
rondas futuras, se pueden producir imputaciones preliminares para cada ronda y luego
actualizarlas cuando se disponga de los datos de la siguiente ronda.

Las dudas sobre el sesgo que puede producir la imputación masiva por la falta de
respuesta por ronda ha dado lugar a que se prefiera el uso de pesos en la imputación. En
el caso de falta de respuesta por cansancio, una práctica común es calcular pesos para
que los que han informado en cada ronda, basados en los datos recogidos en rondas
anteriores (por la definición de cansancio, todos los que han informado en la ronda en
curso han informado en rondas previas). Con la gran cantidad de datos disponibles
para los informantes y los no informantes por cansancio en una ronda determinada,
el cálculo de pesos es más complejo que en encuestas trasversales, pero el proceso es
esencialmente el mismo.

Cuestiones sobre el muestreo

Hay muchas cuestiones sobre el muestreo que surgen con las encuestas panel. Una
cuestión trata sobre el grado de agrupamiento que se debe usar al seleccionar la muestra
en la primera ronda de un panel. La efectividad de agrupación al reducir el tiempo de
viaje de los entrevistadores y facilitar las entrevistas personales desaparece en el tiempo
a medida que algunos miembros del panel se mudan. Además, una vez que la muestra
ha tenido sus primeras encuestas cara a cara se pueden usar otros métodos de recogida
de datos que no se benefician del agrupamiento (teléfono o web). Esto hace que el uso
de agrupamiento en la primera ronda de una encuesta panel no sea tan importante
como en el caso de encuestas trasversales.

La mayoría de las encuestas tienen como objetivo calcular estimaciones para ciertos
subgrupos de la población así como para el total poblacional. Subgrupos pequeños
a menudo están sobremuestreados para generar tamaños muestrales que produzcan
niveles adecuados de precisión para las estimaciones de los subgrupos. Hay que eva-
luar cuidadosamente el uso del sobremuestreo en el caso de encuestas panel ya que
los objetivos y los subgrupos de interés pueden cambiar a lo largo del tiempo y el
sobremuestreo puede terminar siendo perjudicial. También hay que tener en cuenta
el tipo de subgrupo. La característica del subgrupo puede ser estática, como el grupo
racial/étnico, pero también puede cambiar a lo largo del tiempo (por ejemplo, estar
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en situación de pobreza o vivir en una determinada provincia). En este último caso el
sobremuestreo puede ser problemático ya que las unidades que se muevan de subgrupo
en rondas posteriores tendrán pesos distintos a los iniciales de ese subgrupo, dando
lugar a una pérdida de precisión de las estimaciones.

Un ejemplo extremo ocurre con paneles de empresas, a menudo se usan muestra de
empresas muy desproporcionadas (esto se debe a la asimetría en el tamaño de las
empresas, suele haber pocas grandes y muchas medianas y pequeñas), pero con el
paso del tiempo, algunas empresas pequeñas pueden crecer. Estas empresas con gran
crecimiento pueden mantener los pesos grandes que tenían inicialmente, lo que puede
provocar una pérdida de precisión en las estimaciones. Si el sobremuestreo se usa con
subgrupos no permanentes en una encuesta panel, se tienen que tener en cuenta algu-
nas consideraciones sobre mantener la variabilidad en las tasas de muestreo dentro de
límites razonables, para evitar la pérdida de precisión asociada con movimientos entre
subgrupos.

En los tipos de encuestas panel descritas aquí, el objetivo principal es el de proporcionar
los datos necesarios para análisis longitudinales. Sin embargo, los datos de una encuesta
panel también se pueden usar para análisis trasversales con los datos de cada ronda.
Un aspecto importante para este tipo de análisis es que el total de la población esté
representado en el momento de la ronda en cuestión, es decir, que se tengan en cuenta
en la muestra unidades que han entrado en la población después de que la muestra
para la primera ronda ha sido seleccionada. Este mismo problema surge en los análisis
longitudinales cuando el punto de inicio de los análisis son posteriores a la puesta
en marcha del panel. Hay que tener en cuenta las unidades nuevas de la población y
también las pérdidas.

Cuestiones éticas y de confidencialidad

Para concluir esta sección sobre los aspectos metodológicos, es necesario comentar
la importancia de las cuestiones técnicas y de los problemas de confidencialidad. El
requisito de que los informantes estén informados sobre los motivos del estudio desde
el principio puede ser difícil de llevar a cabo en el caso de un estudio panel a largo
plazo ya que los motivos pueden cambiar a lo largo del panel. Por eso hay que tener
cuidado con estos temas al diseñar los documentos de consentimiento.

Las encuestas panel suelen ser caras de realizar, pero producen mucha información
muy valiosa para los análisis de distintos temas. Por tanto, los datos deberían de estar
disponibles para tanta gente como sea posible, incluyendo investigadores y público
general. Para ello hay que asegurarse de que se cumplen las condiciones de control del
secreto estadístico tanto la difusión del conjuntos de datos para el uso público como su
uso por parte de investigadores (Béland 1999). Aunque se pueden usar técnicas como la
supresión de datos (principalmente de datos geográficos detallados), intercambio de
datos, etc., para proteger los ficheros de microdatos que se proporcionen al público en
general. En el caso de los investigadores se pueden utilizar otros métodos. Otro aspecto
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a tener en cuenta en la difusión de los datos de los estudios panel es que se debe de
proporcionar toda la documentación desde el principio, para que se disponga de toda
la información necesaria.

2.5 Conclusiones

La recogida de datos en el tiempo permite elegir entre encuestas repetidas, como se
ha visto en la Sección 2.2, encuestas de panel rotante Sección en 2.3 y diseños de panel
completo visto en Sección 2.4. Si los datos se van a usar para análisis longitudinales,
entonces sólo un diseño de panel sirve para este propósito. Sin embargo, si los datos
se van a usar sólo para análisis de tendencias, se puede usar cualquiera de los diseños,
teniendo en cuenta que hay que refrescar a muestra en cada ronda para incluir nuevos
miembros de la población.

Las cuestiones de diseño para una serie de encuestas repetidas podrían parecer las
mismas que las de encuestas trasversales, pero de hecho son distintas. Si se quiere
realizar una serie de encuestas repetidas, necesitamos reflejar las necesidades de los
datos en el futuro con el fin de incluirlos desde el principio.

A lo largo de la serie de encuestas, será necesario tomar decisiones sobre los aspectos
que cambiarán en el diseño con el fin de satisfacer las condiciones y de ajustarse a las
mejores prácticas, o si es necesario no modificar el diseño con el fin de mantener las
estimaciones de las tendencias. Los analistas de encuestas repetidas deben de tener
información sobre cualquier cambio que se haga en el diseño que pueda alterar las
estimaciones de la tendencia.

Las encuestas panel son más complejas de diseñar y analizar que las encuestas tras-
versales. Además de los aspectos generales del diseño de encuestas, los que diseñan
encuestas panel tienen que prestar mucha atención a asuntos como la cooperación de
los miembros del panel, métodos de seguimiento, incluir nuevos miembros en la mues-
tra con el fin de proporcionar estimaciones trasversales válidas, el uso de entrevistas
dependientes, y el uso de incentivos.

Los analistas deben de tener información sobre los errores de medida y las condiciones
del panel en sus análisis, así como del posible deterioro de la muestra a lo largo del
tiempo.
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Introducción a problemas de estimación complejos. El efecto del sesgo
en intervalos de confianza de las estimaciones. Consistencia e insesga-
dez asintótica. La técnica de linealización de Taylor para la estimación
de la varianza. Estimador de una razón: varianza y sesgo.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

3.1 Introducción a problemas de estimación complejos.

Además de parámetros como los totales o medias poblacionales, nos pueden interesar
otros parámetros como las razones de totales, coeficientes de regresión, medianas y
otros cuantiles poblacionales. Estos parámetros no están estructurados de una manera
tan sencilla como el total poblacional y requieren un procedimiento algo más complejo
de estimación.

Como ejemplo, supongamos que queremos estimar la razón de dos totales poblacionales
desconocidos,

R =

∑
U yk∑
U zk

=
YU
ZU

donde y y z son dos variables de análisis. Por ejemplo, en una población de individuos,
yk puede representar los ahorros y zk los ingresos del k-ésimo individuo. Por tanto, R es
la proporción de ahorros que representa un ingreso de un euro en la población finita.
Una forma obvia de obtener un estimador de R es estimar los totales YU y ZU por sus
respectivos estimadores de Horvitz-Thompson Ŷ HT

U =
∑

k∈s
yk
πk

y ẐHT
U =

∑
k∈s

zk
πk

, donde
πk es la probabilidad de inclusión de primer orden del elemento k ∈ U . El estimador

1
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resultante de R es

R̂ =
Ŷ HT
U

ẐHT
U

=

∑
k∈s

yk
πk∑

k∈s
zk
πk

.

Aunque compuesto por dos componentes insesgados, Ŷ HT
U y ẐHT

U , el estimador R̂ no es
insesgado para R, sino aproximadamente insesgado, bajo ciertas condiciones, como se
verá en la Sección 3.5.

Aunque conozcamos las varianzas de Ŷ HT
U y ẐHT

U , no se puede proporciona una fórmula
sencilla de R̂. Sin embargo, podemos obtener una varianza aproximada (véase la Sec-
ción 3.5) que también nos permite obtener un procedimiento para una estimación de
la varianza. De esta forma se pueden obtener intervalos de confianza que se ajustan
aproximadamente a un nivel de confianza deseado.

El procedimiento que da lugar al estimador R̂ del parámetro R es un ejemplo sencillo de
un principio general importante para la estimación de un parámetro poblacional θ que
se puede expresar como una función de varios totales poblacionales1, Y1, Y2, ..., Yq,

θ = f(Y1, ..., Yj, ..., Yq)

donde
Yj =

∑
k∈U

yjk

e y1k, ..., yqk son valores para el k-ésimo elemento de las variables de estudio y1, ..., yq,
respectivamente. En la función f(·, . . . , ·, . . . , ·), se sustituye cada total desconocido Yj
por su correspondiente estimador HT,

Ŷj
HT

U =
∑
k∈s

yjk
πk
.

El estimador resultante de θ es

θ̂ = f(Ŷ1

HT
U , . . . , Ŷj

HT

U , . . . , Ŷq
HT

U ).

Naturalmente, estamos interesados en encontrar las propiedades estadísticas (sesgo,
varianza, etc.) de θ̂. Esto es sencillo en caso de que f sea una función lineal. Pero en oca-
siones nos encontramos con funciones f no lineales. Usando la aproximación de primer
orden de Taylor, θ̂ puede aproximarse usando una función lineal. Y, a continuación, se
pueden obtener expresiones para el sesgo aproximado y la varianza aproximada. El
procedimiento general se explica en la Sección 3.4.

1Por sencillez de notación, no escribimos la población finita U respecto a la que se calcula el total.
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3.2 El efecto del sesgo en intervalos de confianza de las estimaciones.

La insesgadez es una característica del estimador HT. Aunque se trata de una propiedad
deseable, la importancia de la insesgadez exacta tampoco debe exagerarse. Hay dos
motivos importantes por los que no es razonable, en muchos casos, aspirar a encontrar
un estimador exactamente insesgado.

1. Muchos parámetros tienen una estructura que hace difícil encontrar un estimador
insesgado.

2. Un estimador con algo de sesgo puede a menudo tener una varianza y un error
cuadrático medio más pequeños que un estimador insesgado.

Muchos estimadores útiles en la práctica son de hecho únicamente aproximadamente
insesgados.

Por otro lado, está generalmente aceptado que deberían evitarse los estimadores con un
gran sesgo. Hájek 1971 expresó esta regla:

... las estimaciones muy sesgadas son malas independientemente del resto de pro-
piedades que tengan.

Entonces, ¿cuánto sesgo debería aceptarse? Se considera un estimador ideal como aquél
cuya distribución muestral se encuentra concentrada en torno al valor desconocido del
parámetro. Esto garantiza una alta probabilidad de una estimación cercana. Sea θ̂ un
estimador de θ con varianza V(θ̂) y sesgo B(θ̂) = E(θ̂)− θ. Una medida de acuracidad
habitual de θ̂ es el error cuadrático medio2 (MSE),

MSE(θ̂) = E[(θ̂ − θ)2] = V(θ̂) + [B(θ̂)]2

que depende tanto de la varianza como del sesgo. Si el MSE fuese nuestra única preocu-
pación, podríamos considerar cómo el sesgo y la varianza se compensan para dar lugar
a un MSE pequeño. Un sesgo no nulo, y quizá significativo, podría ser compensado con
una varianza pequeña.

Pero el MSE no muestra el cuadro completo. Además de un MSE pequeño, también
pedimos que el sesgo del estimador sea pequeño en relación con el error cometido.
Esto es importante para la validez de los intervalos de confianza, como veremos a
continuación.

Definición 4

2Mean square error.
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Definimos la razón de sesgo como

BR(θ̂) =
B(θ̂)

[V(θ̂)]
1
2

(3.1)

Esta cantidad es a menudo de gran interés por la siguiente razón. Mientras BR(θ̂) sea
pequeño, un intervalo de confianza para θ̂ no cometerá un error muy grande, aunque
su sesgo no sea nulo. Para verlo supongamos que

Z =
θ̂ − E(θ̂)

[V(θ̂)]
1
2

sigue una distribución N(0, 1). La probabilidad de que el valor desconocido θ esté
incluido en el intervalo

(θ̂ − z1−α
2
[V(θ̂)]

1
2 , θ̂ + z1−α

2
[V(θ̂)]

1
2 ) (3.2)

a menudo se denomina la probabilidad de cobertura y viene dada por

P0 = P{θ̂ − z1−α
2
[V(θ̂)]

1
2 < θ < θ̂ + z1−α

2
[V(θ̂)]

1
2}

= P{−z1−α
2
− BR(θ̂) < Z < z1−α

2
− BR(θ̂)}

donde Z es una variable aleatoria N(0, 1). Téngase en cuenta que (3.2) es realmente un
intervalo de confianza sólo si la varianza V(θ̂) es conocida. Normalmente, al calcular el
intervalo de confianza, V(θ̂) tiene que ser sustituido por su estimación V̂(θ̂).

Se sigue que la probabilidad de cobertura P0 es igual al nivel de confianza deseado,
1− α, sólo si BR(θ̂) toma el valor 0. Cualquier valor no nulo de BR(θ̂) afecta de alguna
forma a la probabilidad de cobertura, pero el efecto es menor cuando más cercano a 0
esté la razón de sesgo. Este efecto puede ignorarse si, digamos, BR(θ̂)| ≤ 1

10
(véase la

tabla 3.1). En la práctica, la razón de sesgo es desconocida, haciendo imposible calcular
el verdadero valor de la probabilidad de cobertura P0.

|BR(θ̂)| P0

0,00 0,9500
0,05 0,9497
0,10 0,9489
0,30 0,9396
0,50 0,9210
1,00 0,8300

Table 3.1: Probabilidad de cobertura P0 como función de la razón de sesgo BR(θ̂).
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Pero cuando el tamaño muestral aumenta (en el caso de un diseño de tamaño fijo) o
cuando el tamaño muestral esperado aumenta (en el caso de un diseño de tamaño
aleatorio), la varianza V(θ̂) tenderá a cero y también lo hará el sesgo B(θ̂), de forma que
la razón de sesgo se aproximará a cero.

Comentario 9. Cuando se use un estimador sesgado, puede que nos interese considerar
otros tipos de procedimientos de estimación de intervalos distintos de

θ̂ ± z1−α
2
[V(θ̂)]

1
2 .

Por ejemplo, si θ̂ es insesgado para θ y M̂SE(θ̂) es un buen estimador para

MSE(θ̂) = V(θ̂) + [B(θ̂)]2,

entonces puede utilizarse como intervalo para θ

θ̂ ± z1−α
2
[M̂SE(θ̂)]

1
2 . (3.3)

�

Naturalmente, nos interesaría conocer las propiedades de cobertura del intervalo dado
por (3.3) como función del sesgo.

Para simplificar la cuestión, supongamos que MSE(θ̂) es conocido. Estamos interesados
en conocer la probabilidad de que el intervalo

θ̂ ± z1−α
2
[MSE(θ̂)]

1
2

contenga el verdadero valor de θ. El valor de la probabilidad se puede expresar en
términos de la razón de sesgo BR(θ̂). Por ejemplo, con 1− α = 0,95 (z0,975 = 1,96), los
estudios que asumen que θ se distribuye según una distribución normal muestran que
la probabilidad de cobertura se encuentra entre 0, 939 y 0, 950 si |BR(θ̂)| ≤ 0, 1.

3.3 Consistencia e insesgadez asintótica.

En primer lugar, recordamos los conceptos de consistencia e insesgadez asintótica de
la teoría general de inferencia estadística. Sea τ una parámetro a estimar mediante un
estimador τ̂n, es decir, una función de n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas ξ1, ξ2, ..., ξn. El estimador τ̂n se dice que es asintóticamente insesgado
de τ si

ĺım
n→∞

E(τ̂n) = τ

y τ̂n se dice que es consistente para τ si, para cualquier valor ε > 0,

ĺım
n→∞

P(|τ̂n − τ | > ε) = 0
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Estrictamente hablando, no es un único estimador τ̂n sino una secuencia de estimadores
τ̂1, τ̂2, ... lo que es asintóticamente insesgado o consistente.

En la práctica, n es siempre finito, aunque tome un valor grande. La importancia prác-
tica de la insesgadez asintótica y de la consistencia es la siguiente. Si se sabe que un
estimador es insesgado asintóticamente, entonces puede considerarse aproximadamen-
te insesgado cuando n es suficientemente grande. Y si se verifica la consistencia, la
distribución muestral del estimador se puede considerar fuertemente concentrado en
torno a τ cuando n es suficientemente grande.

Ahora volvamos a la teoría del muestreo. Resulta que las definiciones anteriores de
consistencia e insesgadez asintótica no se pueden llevar de forma inmediata al muestreo
a partir de una población finita, ya que si θ̂n es un estimador de θ basado en una muestra
de tamaño n obtenida a partir de una población finita de tamaño N , entonces no puede
ser que n→∞ sin más, ya que n ≤ N y N es fijo y finito.

En este contexto, la cognergencia asintótica debe ser entendida correctamente y estos
resultados asintóticos requieren una maquinaria más compleja. Esta maquinaria más
compleja consiste en definir una sucesión de poblaciones crecientes de forma que tanto
n comoN tiendan a infinito. Incluimos simplemente una idea del marco conceptual para
el razonamiento asintótico en teoría de muestreo (véase Fuller 2009, para los detalles).

Empezamos con la idea de una sucesión infinita de elementos, etiquetados como
k = 1, 2, 3, ... y una sucesión infinita de valores de y asociados, denotados por y1, y2, y3, ...,
donde yk es el valor asociado al k-ésimo elemento.

Consideremos una sucesión de poblaciones U1, U2, U3, ..., donde Uν está formado por los
Nν primeros elementos de la sucesión infinita de elementos antes mencionados, es decir,
Uν = {1, 2, ..., Nν}. Asumimos que U1 ⊂ U2 ⊂ U3 ⊂ ... y, por tanto, N1 < N2 < N3 < ....
Sea θν el valor de un determinado parámetro de la población Uν , es decir, θν es una
función de los valores y1, y2, ..., yUν .

Para cada población Uν , consideremos un diseño muestral probabilístico pν(·) que asig-
na una probabilidad determinada pν(sν) a cada muestra posible sν de elementos de Uν .
Sean πνk y πνkl (k, l = 1, 2, ..., Nν) las probabilidades de inclusión determinadas por el
diseño pν(·). Por simplicidad asumiremos que el tamaño muestral es fijo y se denota por
nν . También asumimos que n1 < n2 < n3 < .... Claramente ν →∞ significa que tanto
nν →∞ como Nν →∞. Sea θ̂ν un estimador de θν basado en los valores observados yk,
es decir, aquellos para los que k ∈ sν .

Tema 3. Introducción a problemas de estimación complejos.
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Por ejemplo, el parámetro θν puede ser la media poblacional

θν = ȳUν =
∑
k∈Uν

yk
Nν

y θ̂ν ser el estimador HT

Ŷ HT
Uν =

1

Nν

∑
k∈sν

yk
πνk

. (3.4)

Definición 5

En relación a la sucesión de poblaciones y de diseños muestrales descritos anterior-
mente, se define

i. Un estimador θ̂ν es asintóticamente insesgado para θν si ĺımν→∞[Epν (θ̂ν)− θν ] = 0

ii. Un estimador θ̂ν es consistente para θν si, para cualquier valor ε > 0,
ĺımν→∞ P(|θ̂n − θν | > ε) = 0.

Estas definiciones aún no están claras, porque el proceso del cálculo del límite no está
especificada completamente. Que un estimador sea consistente o asintóticamente inses-
gado depende de cómo se especifique la sucesión {yk} de valores de y y la sucesión {pν}
de diseños muestrales. Son necesarias algunas condiciones sobre el comportamiento
límite de los momentos de la población finita y de las probabilidades de inclusión. Isaki
y Fuller 1982 y Robinson y Särndal 1983 enunciaron las condiciones para la consistencia
del estimador HT (3.4). Robinson y Särndal 1983 también proporcionaron las condicio-
nes de insesgadez asintótica.

Comentario 10. Si se dispone de estimadores consistentes θ̂1, ..., θ̂ν para los parámetros
θ1, ..., θν , entonces, para muchas funciones f ,

f(θ̂1, ..., θ̂ν)

es consistente para f(θ1, ..., θν). En otras palabras, una función de estimadores consis-
tentes es consistente.

Por ejemplo, si ̂̄yU y ̂̄zU son estimadores consistentes de las medias poblacionales ȳU y
z̄U , respectivamente, entonces ̂̄yÛ̄zU será consistente para ȳU

z̄U
. �

No es difícil demostrar, con la ayuda de la desigualdad de Chebyshev, que si un estima-
dor θ̂ν es asintóticamente insesgado para θν y su varianza tiende a cero cuando ν tiende
a infinito, entonces θ̂ν es consistente.
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Un tipo diferente de consistencia, que también se puede aplicar en el contexto de teoría
de muestreo, es la consistencia de una población finita. Para definir este tipo de consistencia
no necesitamos considerar una sucesión de poblaciones crecientes sino únicamente una
población finita fija, para la cual permitiremos que el tamaño muestral aumente hasta
que finalmente iguale al tamaño poblacional. La definición es la siguiente.

Definición 6

iii. Un estimador θ̂ de θ es consistente para una población finita bajo una clase de
diseños si s = U implica que θ̂ = θ.

Esta definición muestra el distinto comportamiento de los diseños con tamaño muestral
fijo y con tamaño muestral variable. Por ejemplo, si consideramos el muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento, es evidente que cuando n = N , esto es, s = U , entonces
Ŷ HT
U (s = U) = YU , por lo que el diseño muestral aleatorio simple con reemplazamiento

es consistente según esta última definición. Sin embargo, en un muestreo de Bernoulli,
existe una probabilidad no nula de que la muestra coincida con toda la población, pero
en esta circunstancia Ŷ HT

U (s = U) = YU
π
6= YU . Por tanto, Ŷ HT

U no es consistente para
esta familia de diseños muestrales. Podemos, no obstante, considerar estimadores de
la forma ŶU =

∑
k∈s yk, que sí son claramente consistentes según la definición (iii). Sin

embargo, estos estimadores subestiman sistemáticamente YU .

Todos estos criterios de consistencia deben aplicarse, por tanto, con precaución en la
práctica. Incluso en la circunstancia de tener un estimador consistente, puede resultar
que proporcione estimaciones insatisfactorias cuando el tamaño muestral es pequeño.

3.4 La técnica de linealización de Taylor para la estimación de la va-
rianza.

Examinemos el problema de estimar un parámetro poblacional θ que se puede expresar
como una función de q totales poblacionales Y1, ..., Yq,

θ = f(Y1, ..., Yq)

donde Yj =
∑

k∈U yjk, j = 1, ..., q. Asumimos que el vector (y1k, ..., yjk, ..., yqk)
t se puede

observar para k ∈ s, permitiéndonos obtener los estimadores HT

Ŷj
HT

U =
∑
k∈s

yjk
πk
, j = 1, ..., q.

Por el principio ya mencionado en la Sección 3.1 el estimador de θ es entonces

θ̂ = f(Ŷ1

HT
U , ..., Ŷq

HT

U ). (3.5)
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Analizar las propiedades de θ̂ es fácil cuando f es una función lineal, es decir, cuan-
do

θ = a0 +

q∑
j=1

ajYj.

En este caso, el estimador (3.5) es

θ̂ = a0 +

q∑
j=1

ajŶj
HT

U (3.6)

que es insesgado para θ, con varianza

V(θ̂) = V(

q∑
j=1

ajŶj
HT

U ) =

q∑
j=1

q∑
i=1

ajaiC(Ŷj
HT

U , Ŷi
HT
U ) (3.7)

donde las covarianzas vienen definidas por C(Ŷj
HT

U , Ŷi
HT
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U ∆kl

yjk
πk

yil
πl

. Cuan-

do j = i, C(Ŷj
HT

U , Ŷj
HT

U ) = V
[
Ŷj

HT

U

]
, es la varianza de Ŷj

HT

U . La varianza (3.7) se esti-

ma usando las covarianzas estimadas Ĉ(t̂jπ, t̂iπ) =
∑

k∈s
∑

l∈s ∆̌kl
yjk
πk

yil
πl

, donde ∆̌kl =
∆kl

πkl

V̂(θ̂) =

q∑
j=1

q∑
i=1

ajaiĈ(t̂jπ, t̂iπ) (3.8)

Cuando j = i, Ĉ(Ŷj
HT

U , Ŷi
HT
U ), es la varianza estimada V̂HT

[
Ŷj

HT

U

]
.

Comentario 11. Si f es una función lineal, la varianza dada por (3.7), así como su estima-
dor, tienen expresiones alternativas que pueden facilitar los cálculos computacionales.
El estimador (3.6) puede escribirse como

θ̂ = a0 +
∑
k∈s

uk
πk
,

con

uk =

q∑
j=1

ajyjk

Entonces, la varianza (3.7) puede expresarse como

V(θ̂) = V

(∑
k∈s

ǔk

)
=
∑

k ∈ U
∑
l∈U

∆kl
uk
πk

ul
πl

(3.9)

que se puede estimar por
V̂(θ̂) =

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̂kl
uk
πk

ul
πl

(3.10)

�
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El cálculo de V̂(θ̂) usando la ecuación (3.10) requiere el cálculo previo de uk
πk

para k ∈ s,
una operación sencilla. Una vez que se dispone de uk

πk
, una suma doble no proporciona la

estimación deseada (3.10). Claramente, esto es computacionalmente más sencillo que la
ecuación (3.8), que implica el cálculo de q(q+1)

2
estimaciones de varianzas y covarianzas

Ĉ(Ŷj
HT

U , Ŷi
HT
U ).

Nuestro principal interés en este tema es el caso en que θ = f(Y1, . . . , Yq) es una función
no lineal de los q totales. En este caso a menudo es imposible obtener resultados exactos

del sesgo y la varianza del estimador θ̂ = f(Ŷ1

HT
U , ..., Ŷq

HT

U ). Para evitar dificultades, usa-
mos la técnica de linealización de Taylor, que nos proporciona una expresión aproximada
para la varianza de θ̂, un estimador aproximado de esta varianza. Esta técnica también
hace posible el cálculo de intervalos de confianza aproximados para θ. La técnica de
linealización de Taylor se ha usado en varios campos de la estadística a lo largo del
tiempo y data de la época de Gauss por lo menos.

La técnica aproxima el estimador no lineal θ̂ mediante un pseudo-estimador, denotado

por θ̂0, que es una función lineal de Ŷ1

HT
U , . . . , Ŷq

HT

U , con la que es más sencillo trabajar. θ̂0

habitualmente dependerá de determinadas incógnitas, por tanto no es un verdadero
estimador. Si la aproximación es buena, θ̂0 se comportará aproximadamente como θ̂
y lo podemos usar en la varianza V(θ̂0) como una aproximación de V(θ̂). También
obtendremos un estimador V̂(θ̂0).

La técnica para obtener θ̂0 consiste en la aproximación de primer orden de Taylor de la
función f , desarrollando alrededor del punto Y1, . . . , Yq, y eliminando el término del
resto de Taylor (sea cual sea su forma). Obtenemos

θ̂
.
= θ̂0 = θ +

q∑
j=1

aj(Ŷj
HT

U − Yj) (3.11)

donde
aj =

∂f

∂Ŷj
HT

U

∣∣∣
(Ŷ1

HT
U ,...,Ŷq

HT
U )t=(Y1,...,Yq)

(3.12)

De esta forma, para muestras grandes (cuando Ŷ1

HT
U , . . . , Ŷj

HT

U tienen mayores proba-
bilidad de tomar valores cerca de Y1, . . . , Yq), el estimador θ̂ es aproximadamente la
variable aleatoria lineal θ̂0. La acuracidad numérica de la aproximación (3.11) variará de
una muestra s a otra. Asumiremos, entonces, que el sesgo y la varianza de θ̂ se pueden
aproximar por las cantidades correspondientes para el estadístico lineal θ̂0.

A partir de ahora usaremos la varianza de un estadístico linealizado como una apro-
ximación a un estimador (no lineal) más complejo. El símbolo AV(θ̂) = V(θ̂0) indica la
forma aproximada de la varianza de θ̂ y esta varianza aproximada es igual a la varianza
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exacta del estadístico linealizado θ̂0.

Por conveniencia en los cálculos, usaremos las ecuaciones del Comentario 11. Sean

uk =

q∑
j=1

ajyjk. (3.13)

Puesto que las ecuaciones 3.7 y 3.9 son equivalentes, la varianza aproximada de θ̂ se
obtienen como

AV(θ̂) = V(θ̂0) = V

(
q∑
j=1

ajŶj
HT

U

)
= V(

∑
k∈s

uk
πk

)

=
∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
uk
πk

ul
πl
.

(3.14)

Comentario 12. La expresión para V(θ̂) dada en (3.7) también se puede considerar una
aproximación del error cuadrático medio de θ. Como E(θ̂0) = θ, se sigue que

MSE(θ̂)
.
= MSE(θ̂0) = V(θ̂0).

�

Las cantidades uk que aparecen en (3.13) se pueden obtener generalmente sin mucha
dificultad. Sin embargo, el problema reside en la estimación de (3.14). Los valores uk
dependen de a1, ..., aq, cantidades que a su vez dependen de los totales poblacionales
desconocidos. Por tanto, los uk son desconocidos. La solución habitual es reemplazar
cada total desconocido en el que depende aj por el correspondiente estimador de
Horvitz-Thompson. De esta forma, llegaremos a un estimador âj de aj , que nos permita
obtener para cada k ∈ s la variable

ûk =

q∑
j=1

âjyjk. (3.15)

El último paso es entonces tomar la fórmula de la estimación de la varianza asociada
con la ecuación (3.14) y sustituir los uk desconocidos por ûk, y así obtenemos

V̂(θ̂) =
∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
ûk
πk

ûl
πl
. (3.16)

La justificación de este método es que ûk, siendo una función (posiblemente no lineal)
de estimadores HT, es consistente para uk. V̂(θ̂) es una función de estos estimadores
consistentes ûk y en muestras grandes debería comportarse como si se hubiese basado
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en los uk reales (desconocidos). De esta forma, se puede asumir que V̂(θ̂) es consistente
para V(θ̂).

Como la expresión de AV mostrada en (3.14) es el punto de inicio para llegar al estima-
dor (3.16), hemos, estrictamente hablando, conseguido obtener la varianza aproximada.
Sin embargo, como la varianza aproximada AV(θ̂) y la varianza exacta V(θ̂) coinciden
en muestras grandes, (3.16) también será un buen estimador de V(θ̂). Esto se ha demos-
trado con simulaciones en distintos casos. Esta técnica que se ha expuesto se resume a
continuación:

Teorema 5

Para el parámetro poblacional θ = f(Y1, . . . , Yq) donde Y1 =
∑

k∈U y1k, . . . , Yq =∑
k∈U yqk son totales poblacionales, un estimador insesgado aproximado viene dado

por

θ̂ = f(Ŷ1

HT
U , . . . , Ŷq

HT

U ),

donde Ŷ1

HT
U , . . . , Ŷq

HT

U son los estimadores HT correspondientes.

A través de la linealización de Taylor descrita en las ecuaciones (3.11) y (3.12), la
varianza aproximada de θ̂ se obtiene como

AV(θ̂) =
∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
uk
πk

ul
πl
,

donde uk =
∑q

j=1 ajyjk, estando los coeficientes aj definidos por (3.12).

Un estimador de la varianza viene dado por

V̂(θ̂) =
∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
ûk
πk

ûl
πl
, (3.17)

donde ûk =
∑q

j=1 âjyjk con los âj obtenidos a partir de los aj sustituyendo el estima-
dor HT apropiado para cada total poblacional desconocido.

Demostración 5

Argumentación incluida más arriba.

Como siempre, cuando el diseño es de tamaño fijo, se puede usar el estimador de la
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varianza de Sen-Yates-Grundy. En este caso viene dado por

V̂(θ̂) = −1

2

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl

(
ûk
πk
− ûl
πl

)2

. (3.18)

El estimador de la varianza (3.18) siempre se puede usar para un diseño de tamaño fijo.
Coincide con 3.17 para los diseños aleatorio simple sin reemplazamiento y estratificado
aleatorio simple sin reemplazamiento.

Comentario 13. Tenemos que tener cuidado con el método de linealización de Taylor,
ya que da lugar a varianzas subestimadas en el caso de muestras que no sean grandes.
En muestras muy grandes, el sesgo del estimador de la varianza es nulo. La comple-
jidad del estadístico es un factor importante. En caso de un estimador sencillo, como

el estimador de Hájek para la media poblacional ̂̄yHájek
U =

∑
k∈s

yk
πk∑

k∈s
1
πk

, la subestimación del

estimador de la varianza de Taylor puede no tener consecuencias incluso para muestras
pequeñas, pero en el caso de estadísticas complejas, como el estimador de la varianza, la
covarianza, o el coeficiente de correlación poblacional, pueden ser necesarias muestras
grandes para que el sesgo sea despreciable. �

3.5 Estimador de una razón: varianza y sesgo

Volvemos al problema de la estimación de una razón entre dos totales poblacionales
desconocidos

R =
YU
ZU

=

∑
k∈U yk∑
k∈U zk

. (3.19)

Por ejemplo, si U es una población de hogares, yk son los ingresos del hogar k-ésimo,
y zk es el número de personas en el k-ésimo hogar, entonces R son los ingresos per
cápita por persona de los hogares de la población. O R puede representar las hectáreas
dedicadas a trigo,

∑
k∈U yk, divididas por el total de hectáreas dedicadas a cultivos en

granjas,
∑

k∈U zk, para una población de N granjas.

Si los dos totales desconocidos se estiman, respectivamente, por Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk

y
ẐHT
U =

∑
k∈s

zk
πk

, el estimador resultante (no lineal) de R

R̂ =
Ŷ HT
U

ẐHT
U

. (3.20)

Pasamos ahora a analizar R̂ en profundidad. Hartley y Ross 1954 fijaron una cota supe-
rior del sesgo de R̂ para el caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento. A
continuación incluimos resultados para el caso de un diseño muestral cualquiera.
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Teorema 6

El sesgo del estadístico R̂ satisface

[E
[
R̂
]
−R]2

V
(
R̂
) ≤

V
(
ẐHT
U

)
(ZU)2 . (3.21)

Demostración 6

Consideremos la covarianza C
(
R̂, ẐHT

U

)
. Como R̂ẐHT

U = Ŷ HT
U , la covarianza puede

escribirse como

C(R̂, ẐHT
U ) = E(R̂ẐHT

U )− E(R̂)E(ẐHT
U )

= E(Ŷ HT
U )− E(R̂)E(ẐHT

U )

= YU − E(R̂)ZU

= −ZU [E(R̂)−R]

es decir,

E(R̂)−R = −
C
(
R̂, ẐHT

U

)
ZU

.

Como el coeficiente de correlación al cuadrado está acotado superiormente por la
unidad,

[E(R̂)−R]2 =
[C
(
R̂, ẐHT

U

)
]2

(ZU)2

=
[ρ
(
R̂, ẐHT

U

)
]2V(R̂)V

(
ẐHT
U

)
[ZU ]2

≤
V(R̂)V

(
ẐHT
U

)
[ZU ]2

.

lo que demuestra el resultado. �

El Teorema 6 nos lleva a la siguiente conclusión. Si

BR(R̂) =
B(R̂)

{V(R̂)} 1
2

=
E(R̂)−R
{V(R̂)} 1

2

denota la razón de sesgo de R̂ (véase la ecuación (3.1) para la definición de razón de

Tema 3. Introducción a problemas de estimación complejos.



3.5. Estimador de una razón: varianza y sesgo 3-15

sesgo), el resultado indica que

[
BR(R̂)

]2

≤
V
(
ẐHT
U

)
[ZU ]2

. (3.22)

Es decir, si el error estándar relativo de ẐHT
U ,

[V(ẐHT
U )]

1
2

|ZU |
, se aproxima a cero cuando au-

menta el tamaño muestral (que es lo que ocurre normalmente), la razón de sesgo de R̂
también tenderá a cero. Recordamos de la Sección 3.2 que esto es de vital importancia
para la construcción de intervalos de confianza válidos. En otras palabras, aquí expone-
mos un ejemplo en el que se muestra que la razón de sesgo es pequeña para muestras
grandes.

Ejemplo 4. Para un diseño muestral aleatorio simple sin reemplazamiento, la desigualdad
(3.22) se puede escribir como

[BR(R̂)]2 ≤
(

1

n
− 1

N

)
(cvzU)2,

donde cvzU = SzU
z̄U

es el coeficiente de variación de z. Asumimos que z es siempre
positivo. Esto demuestra que la razón de sesgo de R̂ en este caso tiende a cero como
n−

1
2 . �

Aplicaremos ahora la técnica de linealización de Taylor descrita en la Sección 3.4 para
encontrar una varianza aproximada de R̂ y encontrar un estimador de la varianza que
pueda servir en los cálculos de un intervalo de confianza. El estimador R̂ es una función
de dos variables aleatorias Ŷ HT

U y ẐHT
U ,

R̂ =
Ŷ HT
U

ẐHT
U

= f(Ŷ HT
U , Ŷ HT

U ).

Las derivadas parciales necesarias son

∂R̂

∂Ŷ HT
U

=
1

ẐHT
U

;
∂R̂

∂ẐHT
U

= − Ŷ HT
U(

ẐHT
U

)2 .

Evaluándolas en el punto (YU , ZU)t, obtenemos

a1 =
∂R̂

∂Ŷ HT
U

∣∣∣
(YU ,ZU )t

=
1

ZU

a2 =
∂R̂

∂ẐHT
U

∣∣∣
(YU ,ZU )t

=
YU
Z2
U

=
R

ZU
.
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Ahora, a partir de (3.12) y (3.13),

uk = a1yk + a2zk =
1

ZU
(yk −Rzk)

y

ûk =
1

ẐHT
U

(yk − R̂zk)

y se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 7

Usando la linealización de Taylor, el estadístico de razón R̂ = t̂y
t̂z

se aproxima de la
siguiente forma

R̂
.
= R̂0 = R +

1

ZU

∑
k∈s

yk −Rzk
πk

. (3.23)

El estimador R̂ es aproximadamente insesgado para R, con la varianza aproximada

AV(R̂) = V(R̂0) =
1

Z2
U

∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
yk −Rzk

πk

yl −Rzl
πl

. (3.24)

El estimador de la varianza es

V̂(R̂) =
1(

ẐHT
U

)2

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
yk − R̂zk

πk

yl − R̂zl
πl

. (3.25)

Demostración 7

Aplíquese el Teorema 5 a la función R = f(YU , ZU).

Comentario 14. Las siguientes expresiones también pueden ser útiles a veces

R̂0 = R +
1

ZU
(Ŷ HT

U −RẐHT
U ), (3.26)

AV(R̂) = V(R̂0) =
1

Z2
U

(
V(Ŷ HT

U ) +R2V(ẐHT
U )− 2RC(Ŷ HT

U , ẐHT
U )
)
, (3.27)

V̂(R̂) =
1

t̂2z
[V̂(Ŷ HT

U ) + R̂2V̂(ẐHT
U )− 2R̂Ĉ(Ŷ HT

U , ẐHT
U )]. (3.28)

Comentario 15. Bajo la aproximación mostrada en (3.23), E(R̂)
.
= E(R̂0) = R. En otras

palabras, el sesgo de R̂, aunque no nulo, se aproxima por cero. El que el sesgo de R̂ no
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sea detectable indica una aproximación bastante general, por lo menos, para muestras
pequeñas. Se puede obtener una expresión mejorada para el sesgo extendiendo el
desarrollo de Taylor para incluir también los términos de segundo orden.

Ejemplo 5. Consideremos el diseño muestral aleatorio simple sin reemplazamiento, con
un tamaño muestral n = fN , donde f es la fracción de muestreo. Entonces Ŷ HT

U = Nȳs,
ẐHT
U = Nz̄s, y R̂ = ȳs

z̄s
. La aproximación lineal dada por (3.23), o equivalentemente por

(3.26) es

R̂0 = R +
1

z̄U

1

n

∑
k∈s

(yk −Rzk) = R +
ȳs −Rz̄s

z̄U
.

La aproximación de la varianza dada por (3.24) o por (3.27) es

AV(R̂) =
1

z̄2
U

1− f
n

1

N − 1

∑
k∈U

(yk −Rzk)2

=
1

z̄2
U

1− f
n

(S2
yU +R2S2

zU − 2RSyzU),

donde SyzU es la covarianza poblacional entre las variables y y z. A partir de (3.25) o de
(3.28) obtenemos

V̂(R̂) =
1

z̄2
s

1− f
n

1

n− 1

∑
s

(yk − R̂zk)2

=
1

z̄2
s

1− f
n

(S2
ys + R̂2S2

zs − 2R̂Syzs),

donde
S2
ys =

1

n− 1

∑
s

(yk − ȳs)2

Syzs =
1

n− 1

∑
s

(yk − ȳs)(zk − z̄s)

y S2
zs es análogo a S2

ys. �

Ejemplo 6. Los resultados de este tema se pueden aplicar al muestreo en dos o más
etapas. Consideremos muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas etapas.
En primer lugar, se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento sI
de nI PSUs de un conjunto de NI conglomerados. Dentro de cada PSU seleccionada,
se obtiene una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento si de ni elementos del

conglomerado Ui de tamaño Ni. La razón R =
∑
k∈U yk∑
k∈U zk

= YU
ZU

se estima con R̂ =
Ŷ HT
U

ẐHT
U

,

donde Ŷ HT
U = NI

nI

∑
i∈sI Niȳsi y la expresión de ẐHT

U es análoga. Por tanto,

R̂ =

∑
i∈sI Niȳsi∑
i∈sI Niz̄si

.

El estimador de la varianza se obtiene de forma análoga. La varianza del estimador
HT, para un diseño arbitrario, se estima por

∑
k∈s
∑

l∈s ∆̌kl
yk
πk

yl
πl

. Compare esta fórmula
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con la varianza del estimador para R̂ dada por (3.25). Para ir de la primera fórmula a
la segunda, sustituimos yk por ek = yk − R̂zk, y multiplicamos por 1

[ẐHT
U ]

2 . Realizamos

esta operación para obtener la ecuación de la estimación de la varianza de un muestreo
bietápico con muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas etapas3. Después
de simplificar, el estimador de la varianza resultante para R̂ es

V̂(R̂) =
1(∑

sI
Ni
nI
z̄si

)2

[(
1

nI
− 1

NI

)∑
i∈sI N

2
i ē

2
si

nI − 1

+
1

nINI

∑
i∈sI

N2
i

(
1

ni
− 1

Ni

)∑
k∈si(ek − ēsi)

2

ni − 1

]
,

con ēsi = ȳsi − R̂z̄si . �

Este método para estimar la razón R lleva a uno de los estimadores más utilizados para
un total poblacional: el estimador de razón. El estimador de razón necesita información
auxiliar. Si y es una variable de interés, el total poblacional YU =

∑
k∈U yk se puede

escribir como
YU = ZU

YU
ZU

= ZUR.

Siempre y cuando ZU sea una cantidad conocida, R se puede estimar mediante (3.20) y,
por tanto, YU se puede estimar mediante el estimador de razón

Ŷ Rat
U = ZU R̂ = ZU

Ŷ HT
U

ẐHT
U

.

Una característica muy importante del estimador de razón es que el total ZU =
∑

k∈U zk
de la variable auxiliar z tiene que ser conocida de forma exacta para que el método
funcione. Además, yk y zk tienen que ser conocidos para k ∈ s. Enfatizamos que debe
ser conocido “de forma exacta”, ya que un valor no acurado de ZU dará lugar a un
sesgo no despreciable de Ŷ Rat

U . Cabe mencionar, sin embargo, que en tanto en cuanto ZU
sea conocido, la variable z puede ser considerada una versión “barata” de y. Lo que es
imprescindible para una estimación precisa con este método es que yk sea aproxima-
damente proporcional a zk en toda la población (véase el Comentario 16). Por ejemplo,
zk puede ser un proxy4 de la variable de estudio o una medida obtenida fácilmente y
a bajo coste de toda la población (por ejemplo, a partir de un registro administrativo),
mientras que yk es la variable de estudio precisa, pero con un coste de medición mayor,
que se obtiene solo a partir de la muestra s.

Las características básicas del estimador de razón se obtienen de forma inmediata del
Teorema 7 y se resumen en el siguiente resultado.

3Véase el tema 1 de este mismo bloque.
4Variable altamente correlacionada.
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Teorema 8

Si YU =
∑

k∈U yk es el total desconocido de una variable de estudio y y si ZU =∑
k∈U zk es el total conocido de una variable auxiliar z, entonces el estimador de

razón

Ŷ Rat
U = ZU R̂ = ZU

Ŷ HT
U

ẐHT
U

es aproximadamente insesgado para YU . Su varianza aproximada viene dada por

AV(Ŷ Rat
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
yk −Rzk

πk

yl −Rzl
πl

. (3.29)

El estimador de la varianza es

V̂(Ŷ Rat
U ) =

(
ZU

ẐHT
U

)2∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
yk − R̂zk

πk

yl − R̂zl
πl

. (3.30)

Demostración 8

Elemental a partir del Teorema 7 y la definición de estimador de razón del total
poblacional YU .

Comentario 16. La expresión para la varianza aproximada AV dada por (3.29) es cero
si los residuos yk −Rzk son cero para todos los elementos k ∈ U . Esto no ocurrirá en la
práctica, pero frecuentemente podremos tener un conjunto de residuos que, aunque no
sean nulos, son pequeños. Entonces, la varianza aproximada AV también será pequeña.
Es decir, el estimador de razón es muy preciso cuando los pares poblacionales (yk, zk)

t se
encuentren dispersos cerca de una línea recta que pase por el origen y con una pendiente
R (desconocida). Este modelo de regresión se puede decir que genera el estimador de
razón.

Comentario 17. Es importante también hacer notar que el estimador de razón Ŷ Rat
U para

el total poblacional YU utilizando información auxiliar ZU tiene una propiedad muy
importante en el uso de la información auxiliar en general: Ŷ Rat

U es calibrado respecto al
total poblacional ZU . Para verlo, escribamos Ŷ Rat

U =
∑

k∈s ωks(z)yk, donde ωks(z) son los
pesos de muestreo dados por

ωks(z) =
1

πk

ZU

ẐHT
U (s)

.

Es inmediato demostrar que∑
k∈s

ωks(z)zk = ZU para todo s.
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�

3.6 Estimación de otros parámetros poblacionales

La técnica de linealización de Taylor puede emplearse bajo el mismo enfoque para
encontrar estimadores de parámetros poblacionales de distinto naturaleza, así como la
estimación de sus varianzas. Por mencionar algunos:

• Media poblacional ȳU .
Considerando la media poblacional ȳU = YU

N
= f(YU , N) como función de dos

totales YU =
∑

k∈U yk y N =
∑

k∈U zk, con zk = 1 para todo k ∈ U .

• Media poblacional en un dominio ȳUd , con Ud ⊂ U .
Nuevamente, podemos considerar ȳUd =

YUd
Nd

= f(YUd , NUd) como función de dos
totales YU =

∑
k∈U ykδkUd y Nd =

∑
k∈U zkδkUd , donde zk = 1 para todo k ∈ U y

δkUd = 1 si k ∈ Ud y 0 si k /∈ Ud.

• Varianza y covarianza poblacional SyzU = 1
N−1

∑
k∈U (yk − ȳU) (zk − z̄U).

Considerando la covarianza poblacional SyzU = VU
N−1
− YUZU

N(N−1)
= f(VU , YU , ZU , N),

donde v = yz, XU =
∑

k∈U xk, para x = y, z, v, como función de los totales VU , YU ,
ZU y NU .

• Coeficientes de regresión poblacionales BU .
Si y = (y1, . . . , yN)t es el vector de variables de estudio y Z = [zij] 1≤i≤q

1≤j≤N
es la

matriz de coeficientes de las variables auxiliares zk = (z1k, . . . , zqk)
t para cada

k ∈ U , entonces

BU =
(
ZZt

)−1
Zy =

[∑
k∈U

zkz
t
k

]−1∑
k∈U

zkyk

puede también considerarse función de totales poblacionales.

• Los cuantiles poblaciones cp de la variable y.
Considerando cp = F ∗−1

Y (p), donde F ∗Y es la función empírica de distribución de
la variable y, F ∗Y (y) = |Ay |

N
= f(TU(y), N), donde Ay = {k ∈ U : yk ≤ y}, como la

función inversa de una función de totales poblacionales.

Como ejemplo ilustrativo, incluimos un procedimiento de estimación de la mediana
poblacional (véase Särndal, Swensson y Wretman 1992).

1. Obténgase una función empírica de distribución estimada F̂Y (y).

2. Estímese M = F−1
Y (1/2) mediante M̂ = F̂−1

Y (1/2).

Para estimar la función empírica de distribución FY definimos las variables zk(y) me-
diante

zk(y) =

{
1 si yk ≤ y,

0 si yk > y.

Tema 3. Introducción a problemas de estimación complejos.
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Entonces,

FY (y) =

∑
k∈U zk(y)

N
=
ZU(y)

N
.

Esta expresión es en realidad una media poblacional, de modo que podemos utilizar el
estimador de Hájek

F̂Y (y) = Ẑ
Hájek
U (y) =

∑
k∈s

zk(y)
πk∑

k∈U
1
πk

.

Esta función F̂Y (y) es una función escalonada no decreciente cuyos valores van desde
0 hasta 1 (como la función FY ). Para encontrar los valores inversos de F̂Y es preciso
computar sus valores en la zona central del recorrido de valores de y, de modo que
M̂ = F̂−1

Y (1/2).
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El estimador lineal de regresión generalizado. Variables auxiliares. es-
timador en diferencias. Introducción al estimador lineal de regresión
generalizado (GREG). Expresiones alternativas para el estimador li-
neal de regresión generalizado. Varianza y sus estimaciones. El papel
del modelo.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

4.1 El estimador lineal de regresión generalizado: introducción

El énfasis puesto en el uso de información auxiliar para mejorar la precisión de las
estimaciones es característica de la teoría de muestreo. El estimador de regresión que se
presenta en ese tema es un tipo de estimador que intenta hacer un uso eficiente de la
información auxiliar de una población.

4.2 Variables auxiliares

Por lo general, una variable auxiliar es cualquier variable sobre la que tenemos informa-
ción antes del muestreo. Habitualmente, suponemos que la información a priori de una
variable auxiliar es completa, es decir, que el valor de la variable, digamos x, es conocida
para cada uno de los N elementos de la población, de forma que los valores x1, . . . , xN ,
están disponibles antes de muestrear. Una variable auxiliar ayuda en la estimación de
la variable de análisis. El objetivo es obtener un estimador con mayor acuracidad.

Algunos marcos muestrales, junto con las características de identificación de las unida-

1
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des, contienen una o más variables auxiliares, o información que puede ser transformada
en variables auxiliares mediante manipulaciones numéricas sencillas.

Los valores de las variables auxiliares pueden obtenerse de registros administrativos e
incluirse en el marco mediante record linkage (véase el tema 141 del bloque “Producción
Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de operaciones estadís-
ticas” del grupo de materias comunes). Hay que tener cuidado con los problemas
prácticos que nos podemos encontrar relacionados con la periodicidad de los datos, el
uso de codificación distinta, etc.

Ejemplo 7. El Directorio Central de Empresas (DIRCE) 2 es el marco muestral usado en
el INE para las encuestas a empresas. Es un marco bastante complejo y está basado en
la información de varias fuentes. Por un lado, utiliza información de registros adminis-
trativos, como el Impuesto sobre el Valor Añadido, el Impuesto de Sociedades y el Impuesto
sobre la Renta de las Personas Físicas de la Agencia Estatal de Administración Tributaria,
el Registro de Cuentas de Cotización y el Registro de Trabajadores Activos en Cuenta Propia de
la Seguridad Social, los movimientos del Registro Mercantil y también información de
las encuestas estructurales y coyunturales de empresas realizadas por el INE.

Es necesaria la actualización continua para registrar los ’nacimientos’ (nuevas empre-
sas que inician su actividad), ’muertes’ (finalización de la actividad de la empresa) y
cambios en la clasificación basados en el tamaño, la actividad o su ubicación geográfica.
Toda esta información genera variables auxiliares que pueden emplearse tanto para la
construcción del diseño muestral como para la construcción de estimadores. �

Supondremos ahora que disponemos de una o más variables auxiliares en el marco
muestral. En los temas 3 a 6 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios
básicos del ciclo de producción de operaciones estadísticas” del grupo de materias
comunes vimos que la información auxiliar se puede usar en la fase de diseño de
una encuesta para crear un diseño muestral que mejore la precisión del estimador de
Horvitz-Thompson a través de las probabilidades de inclusión de primer orden (por
ejemplo, con probabilidades proporcionales al tamaño). Otro ejemplo es el uso de la
información auxiliar para construir estratos en el muestreo estratificado.

En este tema la información auxiliar se usará en la fase de estimación y servirá para
reducir la varianza en comparación con el estimador HT. La hipótesis básica para el
uso de variables auxiliares es que presentan correlación con la variable de análisis. Esta
correlación se usa de forma ventajosa en el estimador lineal de regresión generalizado
(GREG, por sus siglas en inglés Generalised REGression).

1Tema 14. Record linkage. Introducción. Visión de conjunto de los métodos. Preparación de los datos.
2https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=

1254736160707&menu=ultiDatos&idp=1254735576550
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4.3 Estimador en diferencias

Antes de presentar el estimador GREG, veamos primero el estimador en diferencias.
Por dos razones:

a. El estimador en diferencias es más sencillo matemáticamente.

b. La comprensión del estimador en diferencias simplifica la transición al estimador
GREG.

Supondremos que disponemos de J variables auxiliares, denotadas por x1, . . . , xj, . . . , . . . , xJ .
El valor de la j-ésima variable x para el k-ésimo elemento poblacional se denota por xjk.
Para el k-ésimo elemento definimos el vector xk = (x1k, . . . , xjk, . . . , xJk)

t. La variable
de estudio y toma el valor yk para el k-ésimo elemento.

Se supone que los valores y1, . . . , yN son desconocidos e inaccesibles antes del muestreo,
mientras que x1, . . . ,xN son conocidos. El parámetro poblacional a estimar es el total
poblacional de y, YU =

∑
k∈U yk.

Una muestra s se obtiene a partir de U mediante el diseño muestral p(·) con probabilida-
des de inclusión πk > 0 y πkl > 0 para todo k, l ∈ U . Para cada k ∈ s, observamos yk y el
vector auxiliar asociado xk. El problema es estimar YU cuando hemos observado (yk,xk)
para los elementos k ∈ s y cuando también conocemos xk para k ∈ U − s, el conjunto
de unidades no muestreadas.

La principal idea es el uso de la información auxiliar para formar un conjunto de N
valores y aproximados, denotados por y0

1, . . . , y
0
N , de forma que y0

k sea, por lo menos,
una buena aproximación de yk y preferiblemente un valor que se concentre alrededor
de yk.

El valor aproximado y0
k se obtiene como una combinación lineal de los valores conocidos

x1k, . . . , xjk

y0
k =

J∑
j=1

Ajxjk ≡ Atxk (4.1)

donde suponemos que A = (A1, . . . , AJ)t es un vector de coeficientes conocido. Más
adelante los coeficientes serán reemplazados por cantidades estimadas a partir de la
muestra. Obviamente, y0

k se puede calcular para todos los k ∈ U , ya que los valores x
son conocidos para toda la población.

Cuando estudios previos o análisis sugieren una relación lineal aproximada para k =
1, . . . , N ,

yk
.
=

J∑
j=1

Ajxjk = Atxk (4.2)

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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con un vector de coeficientes A = (A1, . . . , AJ)t conocido, es razonable elegir y0
k de

acuerdo con (4.1). La variable de estudio puede ser explicada en gran medida por las
variables auxiliares mediante la relación lineal mostrada en (4.2), donde los Aj son
conocidos.

El total poblacional a estimar puede ahora escribirse como

YU =
∑
k∈U

yk =
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈U

(yk − y0
k) =

∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈U

Dk (4.3)

denotando Dk = yk − y0
k para k = 1, .., N . El total aproximado

∑
k∈U y

0
k en la ecuación

(4.3) es conocido, ya que los y0
1, . . . , y

0
N son conocidos, mientras que el total de las dife-

rencias,
∑

k∈U Dk, es desconocido, ya que los y1, . . . , yN son desconocidos.

Nuestro primer pensamiento es usar el estimador de Horvitz-Thompson para obtener
un estimador insesgado del término desconocido en (4.3), pues a priori cometeremos
menor error al estimar cantidades intrínsecamente pequeñas que cantidades intrínseca-
mente grandes. El resultado es conocido como el estimador en diferencias:

Definición 7

Se define el estimador en diferencias como

Ŷ Dif
U =

∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

Dk

πk
, (4.4)

donde Dk = yk − y0
k.

Sus propiedades se establecen de manera casi inmediata:

Teorema 9

El estimador en diferencias Ŷ Dif
U es insesgado para YU =

∑
k∈U yk. Su varianza viene

dada por

V(Ŷ Dif
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
Dk

πk

Dl

πl
, (4.5)

cuyo estimador insesgado es

V̂(Ŷ Dif
U ) =

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
Dk

πk

Dl

πl
(4.6)

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Demostración 9

Puesto que YU =
∑

k∈U y
0
k +

∑
k∈U Dk y el estimador D̂HT

U

∑
k∈s

Dk
πk

es insesgado para
DU =

∑
k∈U Dk, el resultado se sigue fácilmente de las propiedades del estimador

de Horvitz-Thompson de un total poblacional.

Vemos en la fórmula 4.5 de la varianza que, siguiendo la motivación original para
construir el estimador en diferencias, éste funciona mejor cuando las diferencias Dk son
cero o muy próximas a cero para todo k, es decir, cuando los valores aproximados y0

k

son suficientemente buenos de forma que Dk = yk − y0
k son pequeños.

Comentario 18. Bajo un diseño muestral de tamaño muestral fijo, la varianza 4.5 puede
escribirse mediante la expresión de Sen-Yates-Grundy como

V(Ŷ Dif
U ) = −1

2

∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl(Ďk − Ďl)
2, (4.7)

cuyo estimador insesgado alternativo es

V̂(Ŷ Dif
U ) = −1

2

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl(Ďk − Ďl)
2. (4.8)

�

Ejemplo 8. Si y0
k = xk y Dk = yk − xk, no es difícil ver que para el muestreo aleatorio

simple sin reemplazamiento con tamaño muestral n = fN se cumple

V(Ŷ Dif
U ) = N2 1− f

n
(S2

yU + S2
xU − 2SxyU),

donde S2
yU y S2

xU son las cuasivarianzas poblacionales de y y x, respectivamente y
SxyU = 1

N−1

∑
k∈U(xk − x̄U)(yk − ȳU) es la cuasicovarianza poblacional. Si la correla-

ción poblacional r =
SxyU

SxUSyU
es alta, el estimador en diferencias a menudo conlleva

un gran reducción de la varianza comparado con el estimador HT Ŷ HT
U . Tenemos

deff
(
Ŷ Dif
U )
)

=
V(Ŷ Dif

U )

V(Ŷ HT
U )

= 1 + (SxU
SyU

)2 − 2rSxU
SyU

. Por ejemplo, si r = 0,90 y SxU/SyU = 1,5,

deff
(
Ŷ Dif
U )
)

= 0,28, que es una reducción considerable de la varianza.

En general, bajo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y con y0
k = xk, V(Ŷ Dif

U ) <

V(Ŷ HT
U ) si y solo si r > 1

2
SxU
SyU

. �

Una forma alternativa del estimador en diferencias es considerarlo como una posible
mejora del estimador de Horvitz-Thompson Ŷ HT

U =
∑

k∈s y̌k =
∑

k∈s
yk
πk

. Supongamos
que los valores aproximados son combinaciones lineales de acuerdo con (4.1). Entonces

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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(4.4) puede escribirse como

Ŷ Dif
U = Ŷ HT

U +
J∑
j=1

Aj(XjU − X̂j

HT

U ), (4.9)

donde X̂j

HT

U =
∑

k∈s
xjk
πk

para j = 1, . . . , J es el estimador HT del total de xj , XjU =∑
k∈U xjk. Es decir, el estimador en diferencias es igual al estimador HT más un término

independiente.

En la situación ideal, cuando (4.2) se verifica exactamente, es decir, cuando yk = y0
k =∑J

j=1Ajxjk, para k = 1, . . . , N , el término independiente cancelará el error en el es-
timador HT de forma que el estimador en diferencias está completamente libre de
error. El error en el estimador HT es Ŷ HT

U − YU =
∑

k∈s
yk
πk
−
∑

k∈U yk. El término

independiente, cuando se verifica (4.2) de forma exacta, es
∑J

j=1 Aj(XjU − X̂j

HT

U ) =

−(
∑

k∈s
yk
πk
−
∑

k∈U yk). El error del estimador en diferencias Ŷ Dif
U − YU es, por tanto,

nulo.

Comentario 19. El estimador en diferencias funciona bien cuando hay una relación apro-
ximadamente lineal entre las variables y y x, y, muy importante, cuando los coeficientes
A1, . . . , AJ , se eligen de forma adecuada. Si estos coeficientes se escogen pobremente,
la varianza del estimador en diferencia puede ser considerablemente mayor que la
del estimador HT. Un método de cómputo de los coeficientes Aj puede consultarse en
(Särndal, Swensson y Wretman 1992, sección 6.8). �

4.4 Introducción al estimador lineal de regresión generalizado (GREG)

Al igual que con el estimador en diferencias, supondremos que disponemos de J va-
riables auxiliares, denotadas por x1, . . . , xj, . . . , . . . , xJ . El valor de la j-ésima variable
x para el k-ésimo elemento poblacional se denota por xjk. Para el k-ésimo elemento
definimos el vector xk = (x1k, . . . , xjk, . . . , xJk)

t. La variable de estudio y toma el valor
yk para el k-ésimo elemento.

Se supone que los valores y1, . . . , yN son desconocidos e inaccesibles antes del muestreo,
mientras que x1, . . . ,xN son conocidos. El parámetro poblacional a estimar es el total
poblacional de y, YU =

∑
k∈U yk.

Una muestra s se obtiene a partir de U mediante el diseño muestral p(·) con probabi-
lidades de inclusión πk > 0 y πkl > 0 para todo k, l ∈ U . Para cada k ∈ s, observamos
yk y el vector auxiliar asociado xk. El problema es ahora también estimar YU cuando
hemos observado (yk,xk) para los elementos k ∈ s y cuando también conocemos xk
para k ∈ U − s, el conjunto de unidades no muestreadas, pero no supondremos que
los coeficientes lineales Aj son conocidos, sino que deben estimarse. La herramienta
estadística que se empleará para estimar estos coeficientes es el análisis de regresión

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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lineal. Cambiamos, por ello, ligeramente la notación denotando tales coeficientes por
Bj y su estimador por B̂j .

Definición 8

Se define el estimador lineal de regresión generalizado Ŷ GREG
U como

Ŷ GREG
U =

∑
k∈U

ŷk +
∑
k∈s

eks
πk
, (4.10)

donde
• ŷ = xtkB̂ es la predicción del valor yk de acuerdo con el modelo de regresión

lineal con coeficientes estimados B̂ = (B̂1, . . . , B̂J)t.

• eks = yk − ŷk son los residuos del modelo de regresión lineal.

• B̂1, . . . , B̂J son las componentes del vector

B̂ = (B̂1, . . . , B̂J)t =

(∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
kπk

)−1∑
k∈s

xkyk
σ2
kπk

.

Seguidamente justificaremos esta forma del estimador y el argumento subyacente para
construirlo. Obsérvese que la expresión (4.10) del estimador GREG es muy similar a la
expresión (4.4) del estimador en diferencias. Ambos estimadores pueden verse bajo el
mismo enfoque, solo que ahora los valores aproximados y0

k se sustituyen por valores
estimados de acuerdo con el modelo de regresión lineal.

La hipótesis básica que se hace para construir el estimador GREG y esperar que sea más
eficiente que el estimador HT es la estructura de la población finita en términos de las
variables y, x1, . . . , xJ . Suponemos que los valores yk parecen haberse generado por un
modelo de regresión lineal ξ con y como variable dependiente y xj como regresores.
Más específicamente:

i. Los valores y1, . . . , yN se suponen realizaciones de las variables aleatorias inde-
pendientes Y1, . . . , YN . A menudo, esto se llama un modelo de superpoblación3;

ii. Eξ [Yk] =
∑J

j=1 βjxjk para k ∈ U ;

iii. Vξ [Yk] = σ2
k para k ∈ U ;

donde Eξ y Vξ son la esperanza matemática y la varianza con respecto al modelo ξ
y βj, σ

2
j son parámetros del modelo. En lo que sigue no distinguiremos entre Yk e yk

siguiendo la costumbre al uso.

3Superpopulation model.

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Es importante señalar que el modelo ξ introduce otro tipo de aleatoriedad diferente
a la introducida por la selección aleatoria de la muestra s. Este nueva aleatoriedad se
introduce por hipótesis y no tiene nada que ver con el mecanismo aleatorio de selección
de la muestra a través del diseño muestral.

Adviértase que el modelo es posiblemente heterocedástico, por tanto, pudiendo expresar
algún patrón en la varianza. Por ejemplo, podemos expresar que la varianza de y crece
con los valores de los regresores xj .

Ejemplo 9. Dos ejemplos de modelos de una única variable (regresión simple) son el
modelo de razón y el modelo de regresión simple:{

Eξ [yk] = βxk,

Vξ [yk] = σ2xk,
(4.11a)

donde se asume que xk > 0 para todo k ∈ U ; y

{
Eξ [yk] = β1 + β2xk,

Vξ [yk] = σ2 (4.11b)

En ambos modelos se asume, aunque no se diga explícitamente, que y1, . . . , yN son
independientes. �

Comentario 20. Estimación asistida por modelos y dependiente de modelos.
Aunque posteriormente incluiremos comentarios más detallados sobre el rol del modelo
de regresión en la construcción de estos estimadores, reseñamos ahora brevemente que
el modelo sirve, sobre todo, para describir la relación entre las variables y y xj .

Se realiza la hipótesis de que los valores poblacionales y parecen realizaciones del
modelo, pero en realidad no se asume esta hipótesis para la inferencia, sino solo para la
computación de los coeficientes de regresión.

Las propiedades básicas del estimador GREG (insesgadez asintótica, valides de las
fórmulas para la varianza, etc.) no dependen de las hipótesis del modelo. Solo la
eficiencia del estimador dependerá de la bondad de ajuste. Este tipo de estimación en
poblaciones finitas, aún basada en el principio de aleatorización, se denomina estimación
asistida por modelos en contraposición a la estimación dependiente de modelos, donde la
validez del modelo es crucial para la calidad de las estimaciones.

Justifiquemos ahora la forma de los coeficientes de regresión estimados B̂j . Para ello,
consideremos una hipotética enumeración de todos los elementos de la población k ∈ U
(esto es, un censo). En este caso, el estimador mínimo-cuadrático ponderado de los

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Figura 4.1: Modelos de razón y regresión (4.11a) y (4.11b).

coeficientes de regresión β = (β1, . . . , βJ)t bajo el modelo ξ vendrían dados por

B = (B1, . . . , BJ)t =

(∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
k

)−1∑
k∈s

xkyk
σ2
k

(4.12a)

=
(
XΣXt

)−1
XΣ−1Y, (4.12b)

donde

• X = [x1 . . . xN ] =

 x11 . . . x1N

... . . . ...
xJ1 . . . ;xJN

 es la matriz de regresores del modelo ξ.

• Y = (y1, . . . , yN)t es el vector de la variable independiente.

• Σ =

σ2
1 . . . 0
... . . . ...

0 . . . σ2
N

 es la matriz de covarianzas.

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Decimos que B corresponde a un ajuste hipotético del modelo ξ a toda la población
(xk, yk) para todo k ∈ U . Ahora bien, B, en nuestro contexto de estimación en poblacio-
nes finitas, es en realidad un parámetro poblacional de la población finita U y, por tanto,
puede ser estimado a partir de los datos de la muestra s (como las medias poblaciones,
los cuantiles poblaciones, etc.). Para proceder a su estimación, siguiendo las técnicas de
estimación de problemas complejos (véase el tema 3), podemos escribir

B = T−1t = f(T, t), (4.13)

donde

• T = XΣXt =
∑

k∈U
xkx

t
k

σ2
k

;

• t = XΣ−1Y =
∑

k∈U
xkyk
σ2
k

.

Un estimador para B vendrá dado por B̂ = f(T̂HT
U , t̂HT

U ), por tanto

B̂ = (B̂1 . . . , B̂J)t

=
(
T̂HT
U

)−1

t̂HT
U (4.14a)

=

(∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
kπk

)−1∑
k∈s

xkyk
σ2
kπk

, (4.14b)

que es la expresión utilizada en la Definición 8 del GREG. Por tanto, B̂ estima en una
población finita U el parámetro poblacional B, que, a su vez, estima los coeficientes β
del modelo lineal de regresión subyacente ξ de la superpoblación.

Ejemplo 10. Una vez especificado un modelo, no es difícil construir un estimador GREG.
Tomemos como primer ejemplo el modelo de razón (4.11a). En este caso, se obtiene

B̂ =

∑
k∈s

yk
πk∑

k∈s
xk
πk

y, por tanto,

Ŷ GREG
U = Ŷ Rat

U = XU
Ŷ HT
U

X̂HT
U

.

Esto es, se reduce al estimador de razón ya visto en el tema 3 por medios más directos.

Como segundo ejemplo, consideremos el modelo de regresión simple (4.11b) con xk =
(1, xk)

t y B = (B1, B2)t. En este caso se obtiene

B̂ =

(
B̂1

B̂2

)
=


̂̄yHáj
U − B̂2̂̄xHáj

U

∑
k∈s

(xk−̂̄xHáj
U

)(yk−̂̄yHáj
U

)

πk∑
k∈s

(xk−̂̄xHáj
U

)2

πk

 ,

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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donde ̂̄yHáj
U =

Ŷ HT
N

N̂HT
U

y ̂̄xHáj
U =

X̂HT
N

N̂HT
U

denotan los estimadores de Hájek de las medias po-
blaciones de y y x, respectivamente. El estimador GREG bajo el modelo de regresión
simple está dado, por tanto, por

Ŷ GREG
U = N

[̂̄yHáj
U + B̂2

(
x̄U − ̂̄xHáj

U

)]
.

Adviértase cómo estas derivaciones son válidas para cualquier diseño muestral p(·) que
produce las probabilidades de inclusión de primer orden πk. �

Comentario 21. Deben hacerse varias observaciones en relación con esta construcción
del estimador GREG:

i. Se supone que las matrices
∑

k∈U
xkx

t
k

σ2
k

y
∑

k∈s
xkx

t
k

σ2
kπk

son no singulares, de modo que
sus inversas existen.

ii. Adviértase que B̂ no es un estimador exactamente insesgado para B puesto que
la inversión de matrices no es una operación lineal.

iii. B̂ debe poder estimarse a partir de su expresión (4.14b), por lo que todas las
cantidades en esta fórmula deben conocerse. En particular, las varianzas σ2

k deben
satisfacer ciertos requisitos. Podemos requerir que sean todas conocidas o que
σ2
k = vkσ

2, con vk conocidos y σ2 desconocido (p.ej. xk, como en el GREG con
modelo de razón). A menudo, las varianzas se especifican como funciones de
parámetros desconocidos que luego se anulan entre sí en las expresiones finales.

iv. En la hipótesis de que todas las varianzas σ2
k sean conocidas, la matriz

∑
k∈U

xkx
2
k

σ2
k

podría calcularse de modo exacto, pero es preferible seguir usando la estimación∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
kπk

.

�

Comentario 22. El argumento anterior de construcción de un estimador GREG se
ha mostrado para un diseño muestral p(·) sin reemplazamiento. Puede repetirse el
mismo argumento empleando estimadores de Hansen-Hurvitz si el muestreo es con
reemplazamiento en lugar de sin reemplazamiento. �

Adviértase que si la relación lineal yk =
∑J

j=1B − jxjk fuese perfecta para todo k ∈ U ,
entonces el segundo término del estimador GREG

∑
k∈s

eks
πk

sería nulo y el estimador
GREG se reduciría a

Ŷ GREG
U =

∑
k∈U

ŷk.

La relación lineal perfecta no es la única circunstancia en que se obtiene esta simplifica-
ción del estimador GREG, como se demuestra en el siguiente teorema.

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Teorema 10

Si existe un vector λ ∈ RJ tal que, para todo k ∈ U , σ2
k = λtxk, entonces∑

k∈s

eks
πk

= 0

para todas las muestras s que tienen probabilidades de inclusión de primer orden
πk.

Demostración 10

Utilizando las definiciones:

∑
k∈s

xtk
πk

B̂ =

(∑
k∈s

λtxkx
t
k

σ2
kπk

)
B̂

= λt

(∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
kπk

)
B̂

= λt

(∑
k∈s

xkyk
σ2
kπk

)

=
∑
k∈s

λtxkyk
σ2
kπk

=
∑
k∈s

yk
πk
.

Por tanto,
∑

k∈s
eks
πk

=
∑

k∈s
yk
πk
−
(∑

k∈s
xtk
πk

)
B̂ =

∑
k∈s

yk
πk
−
∑

k∈s
yk
πk

= 0. �

Ejemplo 11. Ejemplos sencillos de estructuras de varianza que satisfacen la condición
anterior son:

i. σ2
k = σ2 y x1k = 1 para todo k ∈ U .

ii. σ2
k ∝ xjk para algún j ∈ {1, . . . , J} y todo k ∈ U .

iii. σ2
k ∝

∑J
j=1 ajxjk para todo k ∈ U y constantes aj .

Muchas aplicaciones prácticas del estimador GREG cumplen alguna de estas condicio-
nes.
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4.5 Expresiones alternativas para el estimador lineal de regresión gene-
ralizado.

Al igual que sucedía con el estimador en diferencias, el estimador GREG (8) puede
reescribirse de formas alternativas. La Definición (8) pone de manifiesto el mismo
argumento original usado para el estimador en diferencias, esto es, para estimar un
total poblacional asignamos un valor aproximado (en este caso estimado mediante un
modelo de regresión lineal) a cada elemento de la población y utilizamos la muestra
para estimar el total del error cometido.

Damos ahora una segunda forma alternativa para el estimador GREG. Teniendo en
cuenta que ŷk = xtkB̂ =

∑J
j=1 B̂jxjk, podemos escribir

Ŷ GREG
U =

∑
k∈U

J∑
j=1

B̂jxjk +
∑
k∈s

(
yk
πk
− 1

πk

J∑
j=1

B̂jxjk

)
(4.15)

= Ŷ HT
U +

J∑
j=1

B̂j

(
XjU − X̂j

HT

U

)
. (4.16)

Esta expresión es análoga a la expresión (4.9) para el estimador en diferencias. Pone de
manifiesto que el estimador GREG es una mejora sobre el estimador HT mediante un
término de ajuste, correlacionado negativamente con el estimador HT.

Además, esta forma muestra que para calcular el estimador GREG solo se necesitan
los totales poblacionales XjU de las variables xj y los valores individuales xk para los
elementos de la muestra k ∈ s. No se necesitan estos valores individuales para toda la
población. Si xk se recoge junto yk en la encuesta y se obtienen los totales XjU de una
fuente alternativa fiable, el estimador GREG puede seguir utilizándose.

No obstante, adviértase que si los totales se toman de una fuente sin suficiente calidad
(por ejemplo, porque esté desactualizada o las definiciones de las variables auxiliares
xj no son idénticas), se corre un riesgo de introducir sesgos severos en el estimador
reduciendo notablemente la calidad de las estimaciones.

Damos a continuación otras dos formas alternativas para el estimador GREG obte-
nidas mediante el uso de álgebra matricial. Sean XU = (X1U , . . . , XJU)t y X̂HT

U =

(X̂1

HT
U , . . . , X̂J

HT
U )t. Podemos entonces escribir

Ŷ GREG
U = Ŷ HT

U +
(
XU − X̂HT

U

)t
B̂.

Sustituyendo B̂ usando (4.14a), tenemos

Tema 4. El estimador lineal de regresión generalizado.
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Ŷ GREG
U = Ŷ HT

U +
(
XU − X̂HT

U

)t
B̂ =

∑
k∈s

yk
πk

+
(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1

∑
k∈s

xkyk
σ2
kπk

(4.17)

=
∑
k∈s

[
1 +

(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1 xk

σ2
k

]
yk
πk

(4.18)

≡
∑
k∈s

gks
yk
πk
, (4.19)

donde gks ≡ 1 +
(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1 xk

σ2
k

son los llamados pesos generalizados. Adviértase
que estos pesos dependen de la muestra. Esta expresión (4.19) pone de manifiesto la
linealidad del estimador GREG y muestra las diferencias con el estimador de Horvitz-
Thompson introduciendo los pesos gks.

Ejemplo 12. Retomando los modelos de razón (4.11a) y de regresión simple (4.11b)
pueden calcularse los pesos generalizados gks obteniendo, respectivamente:

gks =
N

N̂HT
U

[
1 +

x̄U − x̂Háj
U

x̂
Háj
U

]
, (4.20a)

gks =
N

N̂HT
U

[
1 +

x̄U − x̂Háj
U

S̃2
xx

(
xk − x̂Háj

U

)]
, (4.20b)

donde

S̃2
xx =

1

N̂HT
U

∑
k∈s

(xk − x̂Háj
U )2

πk
.

�

La última expresión alternativa es una variante de la propia Definición (8) en la línea
de la argumentación tomada prestada del estimador en diferencias. De acuerdo con
el modelo de superpoblación, los valores predichos de la variable objetivo y en la
población según el modelo ξ cumplen y0

k = xtkB y, por tanto, los residuos poblacionales
vienen dados por Ek = yk − y0

k. Sustituyendo en (4.19), obtenemos

Ŷ GREG
U =

∑
k∈s

gksy
0
k + gksEk
πk

.

Ahora bien,

∑
k∈s

gksy
0
k

πk
=

∑
k∈s

[
1 +

(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1 xk

σ2
k

]
xtk
πk

B
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=

[(
X̂HT
U

)t
+
(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1

∑
k∈s

xk
σ2
k

xtk
πk

]
B

=

[(
X̂HT
U

)t
+ Xt

U −
(
X̂HT
U

)t]
B

=
∑
k∈U

xtkB

=
∑
k∈U

y0
k. (4.21)

Por tanto,

Ŷ GREG
U =

∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

gks
Eks
πk

. (4.22)

Adviértase que esta expresión no es muy útil computacionalmente, puesto que no
conocemos los valores y0

k, sin embargo, servirá en la sección siguiente para encontrar
expresiones para la varianza y su estimación.

Ejemplo 13. La expresión Ŷ GREG
U =

∑
k∈s gks

yk
πk

nos permite mostrar de manera inmediata
que el estimador GREG está calibrado para las cantidades auxiliares XU :

∑
k∈s

gks
xk
πk

= XU ,

como está implícito en (4.21). Esto conecta con un enfoque más global de construir
estimadores empleando información auxiliar mediante la resolución de determinados
problemas de optimización (véase p.ej. Särndal 2007). De hecho, el estimador GREG
no es sino la solución a un caso particular de estos problemas de optimización. La
calibración de los pesos de muestreo para incorporar información auxiliar y reducir la
varianza de los estimadores es una práctica común hoy día en las oficinas de estadística.

�

4.6 Varianza y sus estimaciones

Como sucede con todos los estimadores, deben evaluarse su sesgo y varianza para
controlar la calidad de las estimaciones. Por tanto, dadas las diversas expresiones alter-
nativas del estimador GREG anteriores, ahora debemos encontrar expresiones para su
sesgo y su varianza, así como la estimación de esta.

Para ello recurriremos a las técnicas de linealización incluidas en el tema 3 de este
bloque. Veremos, por tanto, que el estimador GREG no es exactamente insesgado.
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Teorema 11

El estimador GREG Ŷ GREG
U , dado equivalentemente por

Ŷ GREG
U =

∑
k∈U

ŷk +
∑
k∈s

yk − ŷk
πk

(4.23a)

= Ŷ HT
U +

(
XU − X̂HT

U

)t
B̂ (4.23b)

=
∑
k∈s

gks
yk
πk

(4.23c)

=
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

gks
yk − y0

k

πk
, (4.23d)

donde

• B =
∑

k∈U
xkx

t
k

σ2
k

;

• B̂ =
∑

k∈s
xkx

t
k

σ2
kπk

;

• ŷk = xtkB̂;

• y0
k = xtkB;

• gks = 1 +
(
XU − X̂HT

U

)t (∑
k∈s

xkx
t
k

σ2
k
πk

)−1
xk
σ2
k
;

puede aproximarse a primer orden mediante la linealización de Taylor mediante

Ŷ GREG0
U =

∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

yk − y0
k

πk
. (4.24)

El estimador linealizado Ŷ GREG0
U es aproximadamente insesgado para el total pobla-

cional YU y tiene varianza dada por

V
[
Ŷ GREG
U

]
≈ V

[
Ŷ GREG0
U

]
=
∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
yk − y0

k

πk

yl − y0
l

πl
, (4.25)

que puede estimarse mediante

V̂
[
Ŷ GREG
U

]
≈
∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl

[
gks

yk − ŷk
πk

] [
gls
yl − ŷl
πl

]
. (4.26)
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Demostración 11

Para aplicar la técnica de linealización de Taylor debemos primero expresar el
estimador GREG Ŷ GREG

U como una función de estimadores de Horvitz-Thompson de
totales poblacionales:

Ŷ GREG
U = Ŷ HT

U +
(
XU − X̂HT

U

)t
B̂

= Ŷ HT
U +

(
XU − X̂HT

U

)t
T̂−1t̂

= f(Ŷ HT
U , X̂HT

U , T̂, t̂),

donde T̂ y t̂ están definidos en (4.13). Calculando las derivadas parciales y evaluán-
dolas en (YU ,XU ,T, t) se obtiene a primer orden del desarrollo de Taylor

Ŷ GREG
U ≈ Ŷ GREG0

U = YU + (Ŷ HT
U − YU)−

J∑
j=1

Bj(X̂j

HT

U −XjU)

= Ŷ HT
U +

[
X− X̂HT

U

]t
B

=
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈s

yk − y0
k

πk
. (4.27)

Entonces,
E
[
Ŷ GREG
U

]
≈ E

[
Ŷ GREG0
U

]
=
∑
k∈U

y0
k +

∑
k∈U

(yk − y0
k) = YU .

La varianza se obtiene como la de cualquier otro estimador HT:

V
[
Ŷ GREG0
U

]
= V

[∑
k∈s

yk − y0
k

πk

]
=
∑
k∈U

∑
l∈U

∆kl
yk − y0

k

πk

yl − y0
l

πl
.

Para la estimación de la varianza, sin embargo, no podemos proceder como con los
estimadores HT, pues llegaríamos a la expresión

∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
yk − y0

k

πk

yl − y0
l

πl
,

en la que no conocemos los valores y0
k. Una primera opción es estimar y0

k mediante ŷ
de modo que una primera expresión para la estimación de la varianza sería
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V̂
[
ŷGREG0
U

]
=
∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
yk − ŷk
πk

yl − ŷl
πl

. (4.28)

No obstante, si nos fijamos en la expresión exacta (4.23d) (sin aproximación de
Taylor), la varianza exacta vendría dada por V

[∑
k∈s gks

yk−y0
k

πk

]
, a la que no podemos

aplicar los resultados usuales de los estimadores HT porque gks depende de la
muestra. Sin embargo, si solo retenemos el primer término gks ≈ 1 y estimamos y0

k ≈
ŷk, obtenemos V

[∑
k∈s
∑

l∈s ∆kl
ykŷk
πk

yl−ŷl
πl

]
pudiendo ahora estimar este expresión

como un estimador HT:

V̂
[
Ŷ GREG0
U

]
≈
∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
yk − ŷk
πk

yl − ŷl
πl

.

Con este resultado podemos construir un intervalo de confianza de nivel de confianza
aproximado 100(1− α) % dado por

Ŷ GREG
U ± z1−α

2

[
V̂
[
Ŷ GREG
U

]]1/2

,

donde z1−α
2

es el cuantil de orden 1− α
2

de la distribución normal estandarizada.

Ejemplo 14. Para el modelo de razón (4.11a) la estimación de la varianza del estimador
de razón viene dada por

V̂
[
Ŷ GREG
U

]
= V̂

[
Ŷ Rat
U

]
≈

(
Nx̄U

N̂HT
U
̂̄xHáj
U

)2∑
k∈s

∑
l∈s

∆̌kl
ykŷk
πk

ykŷk
πk

.

Adviértase que esta expresión es válida para cualquier diseño muestral p(·). Para el caso
del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, esta expresión es

V̂
[
Ŷ GREG
U

]
= V̂

[
Ŷ Rat
U

]
≈ N2

(
x̄U
x̄s

)
1− f
n

1

n− 1

∑
k∈s

(yk − B̂xk)2,

donde B̂ = ȳs
x̄s

y f es la fracción de muestreo. �

Comentario 23. En la demostración del teorema anterior aparecen dos expresiones
alternativas ligeramente diferentes para la estimación de la varianza. En un número
de casos existe evidencia (Särndal, Swensson y Wretman 1992) de que es preferible
la expresión del enunciado. Debe advertirse, no obstante, que existen incluso más
alternativas que buscan la insesgadez con respecto al modelo ξ y son consistentes
respecto al diseño muestral p(·).
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4.7 El papel del modelo

El papel del modelo puede examinarse desde dos puntos de vista, (i) en relación
con el sesgo, y (ii) en relación con la varianza. Hemos visto que el estimador GREG
Ŷ GREG
U se comporta aproximadamente como la variable aleatoria linealizada Ŷ GREG0

U

bajo muestreo repetido de una población con valores fijos en todas las variables. Como
Ŷ GREG0
U es insesgado para YU independientemente de la distribución de valores en la

población finita, se sigue que el estimador de regresión

Ŷ GREG
U

es aproximadamente insesgado para YU , independientemente de si las hipótesis del
modelo ξ son verdaderas o falsas.

Por otro lado, la idoneidad del modelo ξ es fundamental para conseguir una varianza
pequeña. Cuanto más se ajuste la dispersión de la población a un patrón lineal yk

.
= xtkB,

más pequeños serán los residuos poblacionales Ek = yk − xtkB y menor será la varianza
del estimador de regresión.

Cabe mencionar que las variables x utilizadas en el estimador de regresión tienen que
ser elegidas del conjunto de variables auxiliares disponibles. La cuestión fundamental
para la eficiencia del estimador de regresión es si un vector x con un total

∑
k∈U xk

también es un vector explicativo de peso para la variable y.

No es necesario que el modelo sea ’verdadero’ en el sentido de que verdaderamente
describe la generación de los valores yk de la población. Si los datos poblacionales están
bien descritos por el modelo asumido, el estimador de regresión normalmente implicará
una reducción grande de la varianza comparado con el estimador HT. Si la población no
está bien descrita por el modelo, la mejora en relación con el estimador HT será pequeña,
pero el estimador GREG aun así garantiza insesgadez aproximada. Por estas razones se
dice que el estimador GREG está asistido por el modelo, pero no es dependiente del
modelo.

La estructura de la varianza del modelo (los parámetros σ2
k) también es importante, pero

es especialmente importante en la planificación y diseño de la encuesta. Los valores σ2
k

tienen (deben tener) un impacto notable en la elección del diseño muestral. De hecho,
es recomendable escoger el diseño muestral de modo que πk ∝ σk.
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Muestreo Bifásico. Definición. Elección de estimador. El estimador π∗.
Muestreo bifásico para la estratificación. Variables auxiliares para la
selección de la muestra en dos fases.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer.

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

5.1 Muestreo Bifásico. Definición.

La teoría y los métodos de muestreo vistos hasta ahora en los temas del bloque “Pro-
ducción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de operaciones
estadísticas” del grupo de materias comunes y en los cuatro primeros temas de “Pro-
ducción Estadística Oficial: Métodos Avanzados”forman un conjunto de herramientas
básicas en el muestreo. Pero muchas encuestas necesitan técnicas más avanzadas. En
este tema veremos el muestreo bifásico, o muestreo seguido de submuestreo. Esta técni-
ca, propuesta originalmente por (Neyman 1938), se presentará de forma general, con
diseños muestrales arbitrarios en cada una de las dos fases. El muestreo bifásico es un
muestreo adecuado para las encuestas en las que se sabe poco o nada a priori sobre la
población.

Existen métodos de estimación muy eficientes que precisan mucha información auxiliar.
En muchas encuestas, sin embargo, no se dispone de este tipo de información. Por
ejemplo, el estimador combinado de razón de un total poblacional YU dado por

Ŷ cRat
U =

∑
k∈U

xk

∑H
h=1 nsh ȳsh∑H
h=1 nshx̄sh

,

1
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es a menudo una mejora notable sobre la estrategia muestral directa compuesta por el
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y el estimador de Horvitz-Thompson.
Pero el estimador combinado de razón requiere que todos los elementos puedan ser es-
tratificados y que el total

∑
x∈U xk sea conocido. En algunas encuestas, esta información

no está disponible.

Cuando el marco contiene poca o ninguna información sobre los elementos de la
población, hay dos opciones posibles:

i. Usar un diseño muestral muy sencillo como muestreo aleatorio simple sin reem-
plazamiento o muestreo monoetápico combinado con el estimador de Horvitz-
Thompson. No obstante, solo puede conseguirse una precisión aceptable en las
estimaciones mediante un tamaño muestral muy grande, que implica costes nor-
malmente prohibitivos.

ii. Reunir información sobre la población, usarla para construir un nuevo marco más
completo y entonces seleccionar una combinación eficiente de diseño muestral
y estimador de regresión. Una muestra más pequeña puede ser suficiente para
obtener la precisión deseada. Sin embargo, el coste todavía puede ser grande.

Se puede identificar una tercera opción. Es un compromiso entre las opciones anteriores
y cosiste en una selección de la muestra en dos fases, de la siguiente forma:

a. En la primera fase, seleccionar una muestra bastante grande de elementos sa
mediante un diseño muestral sencillo pa(·). Para los elementos de sa, recoger
información barata de una o más variables auxiliares.

b. Con la ayuda de la información auxiliar recogida en la primera fase, seleccionar
una muestra en la segunda fase s a partir de sa usando el diseño muestral p(·|sa).
Este conjunto s es una submuestra.

Esta última técnica se llama muestreo bifásico (o a veces muestreo doble). Las extensiones
a más de dos fases se llaman muestreo multifásico. Un punto muy importante para que
el muestreo bifásico sea efectivo es la creación de un marco con mucha información, no
para toda la población (esto sería muy caro), sino para una parte de la población de la
que se extraerá la submuestra.

Ejemplo 15. Frecuentemente, el muestreo en dos etapas se utiliza en los estudios de
silvicultura. Se dispone de fotografías aéreas y sistemáticamente se distribuyen puntos
en las fotografías. Se estudian las áreas alrededor de los puntos de las fotografías y se
clasifican de acuerdo con el tipo de terreno: bosque, bosque improductivo, área no de
bosque y agua. Entonces, se extrae una muestra de la primera etapa de puntos en la
retícula con una fracción de muestreo mayor para los puntos de la retícula clasificados
como bosque que para los clasificados como no de bosque. Las áreas de la muestra de
la primera etapa se examinan con más cuidado para clasificarlas según el tamaño y la
densidad de los árboles. Luego, se extrae una submuestra de los puntos de la muestra
de la primera etapa y se realizan mediciones como uso del suelo, volumen y mortalidad;
el porcentaje de área de bosque de la muestra de la segunda etapa puede diferir un
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poco de la estimación fotográfica de la primera etapa y la estimación pro proporción se
puede usar en la muestra de la segunda etapa para aumentar su precisión.

Una razón adicional para estudiar el muestreo bifásico es que esta teoría es útil para
la estimación en caso de falta de respuesta. En una encuesta con falta de respuesta,
la selección de una muestra probabilística se puede ver como la primera fase y los
informantes se pueden considerar como una subselección derivada del mecanismo
(aleatorio) que origina la respuesta/falta de respuesta. Por tanto, esta teoría también
resulta interesante para tratar la falta de respuesta.

El muestreo en ocasiones sucesivas (del cual se verá parte en el tema 6 de este mismo
bloque) es una técnica que se basa en el muestreo en dos o más fases. El muestreo
de conglomerados con submuestreo es un caso particular del muestreo bifásico. La
clase de diseños muestrales en dos etapas considerados en el tema 1 (muestreo bietápi-
co) de este bloque se refiere a los diseños que verifican las condiciones de invarianza
e independencia definidas en el tema 11. La teoría para el muestreo bifásico que ve-
remos a continuación proporciona un marco más flexible para el muestreo en dos etapas.

Para ilustrarlo, supongamos que nuestro objetivo es obtener una muestra s en dos fases
de forma que s tenga un tamaño fijo a priori n. A partir de las NI PSUs, de tamaños
diversos, se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento sI de nI PSUs.
El número de elementos incluidos en el conjunto de PSUs seleccionados es

Nsi =
∑
i∈sI

Ni.

Aquí, Nsi variará de una muestra de primera fase a otra. Para el diseño de la segunda
fase, mantenemos la condición de independencia, pero no la de invarianza. En una PSU
seleccionado, se selecciona una submuestra aleatoria simple sin reemplazamiento si de
nsi elementos, donde nsi es proporcional al tamaño Ni de la PSU, es decir,

nsi = n
Ni

Nsi

. (5.1)

El tamaño muestral total es n, pero como nsi depende del resultado de la primera fase,
ya no se verifica la propiedad de invarianza. El diseño es autoponderado en el sentido
de que la probabilidad de inclusión de un elemento

πk = πIiπk|i =
nin

NiNsi

es constante para todo k. Nótese, sin embargo, que depende del resultado del muestreo
de primera fase.

1En el muestreo bietápico, la invarianza de los diseños de segunda etapa pi(·|sI) quiere decir que,
para cada i ∈ UI y cada sI ⊂ UI , se cumple pi(·|sI) = pi(·). La independencia de los diseños de segunda
etapa pi(·|sI) quiere decir que, para cada cada sI ⊂ UI , se cumple P

(⋃
i∈sI si|sI

)
=
∏

i∈si P (si|sI).
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5.2 Elección de estimador

El subíndice a denotará la primera fase. La muestra de primera fase sa de tamaño
nsa se selecciona de acuerdo con un diseño muestral pa(·) de forma que pa(sa) es la
probabilidad de elegir sa. Las probabilidades de inclusión correspondientes se denotan
por

πak =
∑
sa3k

pa(sa) (5.2)

y
πakl =

∑
sa3k&l

pa(sa) (5.3)

para k y l ∈ U .

Dada la muestra en primera fase sa, la muestra de la segunda fase s, de tamaño ns,
se obtiene de acuerdo con el diseño p(·|sa) de forma que p(s|sa) es la probabilidad
condicional de elegir s. Las probabilidades de inclusión bajo este diseño se denotan
por

πk|sa =
∑
s3k

p(s|sa) (5.4)

y
πkl|sa =

∑
s3k,l

p(s|sa) (5.5)

para k y l ∈ sa.

La siguiente tarea es encontrar un estimador insesgado para el total poblacional YU =∑
x∈U yk. Para simplificar la notación en este tema, escribiremos Y para el total po-

blacional de la variable y en lugar de YU . Un candidato natural es el estimador de
Horvitz-Thompson

Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk
, (5.6)

donde πk es la probabilidad de inclusión del k-ésimo elemento. Obviamente, el estima-
dor (5.6) precisa el cálculo de las probabilidades πk, pero esto no siempre es posible en
un muestreo bifásico. Tenemos

πk =
∑
s3k

p(s),

donde p(s) es la probabilidad (conjuntamente en las dos fases) de selección de la muestra
s,

p(s) =
∑
sa⊃s

pa(sa)p(s|sa).
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Por consiguiente,

πk =
∑
s3k

∑
sa⊃s

pa(sa)p(s|sa) =
∑
sa3k

∑
s⊃sa
s3k

pa(sa)p(s|sa)

=
∑
sa3k

pa(sa)
[∑
s⊃sa
s3k

p(s|sa)
]

=
∑
sa3k

pa(sa)πk|sa

(5.7)

Por tanto, para determinar πk en la práctica, debemos conocer las probabilidades pa(sa)
para cada sa, que normalmente conocemos, y también debemos conocer las πk|sa para
cada sa, que normalmente no conocemos, porque πk|sa puede depender del resultado
de la primera fase.

Ejemplo 16. Supongamos que en la primera fase obtenemos una muestra aleatoria simple
sin reemplazamiento de tamaño na. Entonces

pa(sa) =
1(
N
na

)
para cada sa de tamaño fijo na (y pa(sa) = 0 en otro caso), y πak = na

N
para todo k ∈ sa.

Más aún, supongamos que, para cada k ∈ sa, grabamos una variable auxiliar x que se
considera aproximadamente proporcional a la variable de estudio y.

Supongamos que la segunda fase se lleva a cabo con un muestreo de Poisson, de forma
que la probabilidad de inclusión condicional del elemento k es proporcional a x, es
decir,

πk|sa = n
xk∑
k∈sa xk

,

donde, por simplicidad, se asume que nxk <
∑

x∈sa xk para todo k.

Claramente, pa(sa) es conocido para cada sa. Sin embargo, πk|sa depende de sa y, por
tanto, sólo es conocido para la muestra de la primera fase sa realmente obtenida. En
consecuencia, la probabilidad de inclusión πk necesaria para el estimador (5.6) no se
puede obtener. �

Este ejemplo demuestra que el estimador de Horvitz-Thompson no siempre se puede
usar en la práctica. Como consecuencia, buscamos un estimador insesgado que use
ponderaciones de una forma más práctica. Para ello, sea

∑
k∈sa

yk
πak

el estimador HT de
Y =

∑
x∈U yk que podría ser obtenido si yk y πak fuesen conocidos para cada k ∈ sa.

Pero yk se observa únicamente si k ∈ s. Así, dada la muestra sa,
∑

k∈sa
yak
πak

está estimado
insesgadamente por el estimador HT condicional

∑
k∈s

yak
πak

πk|sa
=
∑
k∈s

yk
πakπk|sa

. (5.8)
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Este estimador servirá, ya que los πk|sa son conocidos para la muestra sa obtenido en la
primera fase. Si introducimos la cantidad

π∗k = πakπk|sa (5.9)

y teniendo en cuenta que el peso asociado a yk en el nuevo estimador (5.8) es 1
π∗k

podemos
decir que (5.8) se obtienen mediante la ’expansión π∗’ de los valores yk en la muestra de
la segunda fase. Denotemos el valor de y expandido por π∗ mediante

ˇ̌yk =
y̌ak
πk|sa

=
yk

πakπk|sa
=
yk
π∗k
, (5.10)

donde ˇ̌ nos recuerda que se usa una expansión doble, una para cada fase. Llamaremos
a (5.8) el estimador HT∗ y lo denotaremos por Ŷ HT∗

U ; en otras palabras

Ŷ HT∗
U =

∑
k∈s

yk
π∗k

=
∑
k∈s

ˇ̌yk, (5.11)

donde π∗k viene dado por la ecuación (5.9).

Téngase en cuenta que Ŷ HT∗
U no coincide en general con el estimador Ŷ HT

U dado en la
ecuación (5.6), ya que πk 6= π∗k (véase el Comentario 24 más abajo), excepto en casos
raros. El estimador Ŷ HT∗

U se ve en la siguiente Sección 5.3, y en la Sección 5.4 se verán
ejemplos de su uso en la práctica.

Comentario 24. Nótese que hay sutiles diferencias entre las distintas probabilidades.
Por ejemplo, para k ∈ sa,

P(k ∈ s|k ∈ sa) =
P(k ∈ s)
P(k ∈ sa)

=
πk
πak

(5.12)

que, en general diferirá de πk|sa .

Aquí, πk|sa es la probabilidad de incluir k en la muestra de la segunda fase s bajo el
diseño particular usado cuando se obtuvo sa en la primera fase. Por contra, πk

πak
es la

probabilidad condicional de seleccionar k en la segunda fase, dado que k estaba presente
en sa. Usando la ecuación (5.12), concluimos que πk y π∗k no son en general iguales, ya
que

πk = P(k ∈ s) = P(k ∈ sa)P(k ∈ s|k ∈ sa)

= πak
πk
πak
6= πakπk|sa = π∗k.

5.3 El estimador π∗ (HT∗)

En esta sección veremos las principales características del estimador Ŷ HT∗
U . Para eso

usaremos la siguiente notación. Sea

π∗kl = πaklπkl|sa (5.13)
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∆akl = πakl − πakπal (5.14)

y
∆kl|sa = πkl|sa − πk|saπl|sa (5.15)

Estas expresiones nos ayudarán a escribir el error de la estimación del total del estimador
π∗ dado por (5.11) como la suma de dos componentes,

Ŷ HT∗
U − Y = (

∑
k∈sa

yk
πak
−
∑
k∈U

yk)︸ ︷︷ ︸
Qsa

+ (
∑
k∈s

ˇ̌yk −
∑
k∈sa

yk
πak

)︸ ︷︷ ︸
Rs

, (5.16)

donde Qsa se puede denominar el error debido a la primera fase de muestreo y Rs el
error debido a la segunda fase.

Recordamos que el estimador Ŷ HT∗
U es insesgado dado sa, para la estimación

∑
k∈sa

yk
πak

que se formaría si solo hubiese una fase en el muestreo. Esto implica que la componente
Rs en (5.16) tiene un valor esperado nulo, condicionalmente en sa. Esta propiedad es
muy importante.

Ahora se puede obtener fácilmente el siguiente resultado.

Teorema 12

En el muestreo bifásico, el total poblacional YU =
∑

k∈U yk se estima de forma
insesgada por el estimador HT∗

Ŷ HT∗
U =

∑
k∈s

yk
π∗k
. (5.17)

La varianza de Ŷ HT∗
U viene dada por

V(Ŷ HT∗
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yk
πak

yl
πal

+ Epa

(∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆kl|sa ˇ̌yk ˇ̌yl

)
, (5.18)

donde ˇ̌yk = yk
π∗k

y las cantidades ∆ vienen dadas por las ecuaciones (5.14) y (5.15).
Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

V̂(Ŷ HT∗
U ) =

∑
k∈s

∑
l∈s

∆akl

π∗kl

yk
πak

yl
πal

+
∑
k∈s

∑
l∈s

∆kl|sa

πkl|sa
ˇ̌yk ˇ̌yl (5.19)

Cada componente de (5.19) es insesgado para su equivalente en (5.18).

Demostración 12. La demostración del Teorema 12 es sencilla si recurrimos al mismo
resultado general de la teoría de probabilidad (véase p.ej. Grimmet y Stirzaker 2004,
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pág. 69) que en el tema 1 de este mismo bloque2 . En este caso, es adecuado condicionar
sobre la muestra sa obtenida en la primera fase. Para el valor de la esperanza de Ŷ HT∗

U ,
tenemos

E(Ŷ HT∗
U ) = EpaE(Ŷ HT∗

U |sa) = Epa

(∑
k∈sa

yak
πak

)
= Y.

Es decir, el estimador HT∗ es insesgado. Volviendo a la varianza, tenemos

V(Ŷ HT∗
U ) = VpaE(Ŷ HT∗

U |sa) + EpaV(Ŷ HT∗
U |sa),

que refleja la varianza debida a cada una de las dos fases de muestreo. Pero a partir de
la descomposición (5.16)

VpaE(Ŷ HT∗
U |sa) = Vpa(Qsa) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yk
πak

yl
πal

y

EpaV(Ŷ HT∗
U |sa) = EpaV(Rs|sa) = Epa

(∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆kl|sa ˇ̌yk ˇ̌yl

)
,

donde hemos usado propiedades conocidas del estimador HT.

La varianza sin condicionar (5.18) se sigue inmediatamente. Para el estimador de la
varianza usamos E(·) = EpaE(·|sa), y obtenemos la primera componente,

E

(∑
k∈s

∑
l∈s

∆akl

π∗kl

yk
πak

yl
πal

)
= Epa

(∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆akl

πakl

yk
πak

yl
πal

)
=
∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yk
πak

yl
πal

y, para la segunda componente,

E

(∑
k∈s

∑
l∈s

∆kl|sa

πkl|sa
ˇ̌yk ˇ̌yl

)
= Epa(

∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆kl|sa ˇ̌yak ˇ̌yal)

como se indica en el enunciado del teorema. �

Nótese que la varianza (5.18) no se expresa de forma explícita sino como una valor
esperado del diseño de primera fase. Esto es necesario ya que ∆kl|sa puede depender de
la muestra sa realmente obtenida. Afortunadamente, esto no causa ningún problema en
la estimación de la varianza. Vemos que el estimador de la varianza (5.19) está indicado
de forma explícita, lo que hace posible los cálculos directos.

2Sean X,Y variables aleatorias. Se cumplen:

• E [X] = EY [E [X|Y ]].

• V [X] = VY [E [X|Y ]] + EY [V [X|Y ]].
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Comentario 25. El estimador de la varianza mostrado en la ecuación (5.19) también se
puede escribir como una expresión compacta de un solo término

V̂(Ŷ HT∗
U ) =

∑
k∈s

∑
l∈s

ˇ̌∆∗kl ˇ̌yk ˇ̌yl, (5.20)

donde
∆∗kl = π∗kl − π∗kπ∗l (5.21)

y
ˇ̌∆∗kl =

∆∗kl
π∗kl

(5.22)

Es muy sencillo demostrar la ecuación (5.20). Su simplicidad es de alguna forma enga-
ñosa. La varianza del estimador de la varianza puede resulta compleja en muchos casos
prácticos. Se verá en el Ejemplo 19. �

Ejemplo 17. El muestreo bietápico es, de hecho, un caso especial del muestreo bifásico.
Consideremos el diseño bietápico aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas eta-
pas (véase el tema 1 de este bloque).

Usando muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en cada etapa, se seleccionan
nI PSUs de NI en la primera etapa, y se submuestrean nsi de Ni, siempre y cuando se
haya seleccionado la i-ésima PSU.

Asumimos que los tamaños nsi no son necesariamente fijos a priori, pero pueden
depender del conjunto de sI PSUs obtenido en la primera fase. Por ejemplo, los tamaños
muestrales nsi pueden venir determinados por la ecuación (5.1). Sea fsi =

nsi
Ni

y Ŷ HT
Ui

=

Niȳsi . Por el Teorema 12, el estimador Ŷ HT∗
U viene ahora dado por

Ŷ HT∗
U =

NI

nI

∑
i∈sI

Ŷ HT
Ui

(5.23)

y su varianza por

V(Ŷ HT∗
U ) = N2

I

1− fI
nI

S2
Y UI

+ Esrswor

(
N2
I

n2
I

∑
i∈sI

N2
i

1− fsi
nsi

S2
yUi

)
, (5.24)

donde S2
Y UI

= 1
NI−1

∑
i∈UI [YUi − ȳsI ]

2 y S2
yUi

= 1
Ni−1

∑
k∈Ui [yk − ȳUi ]

2 (véase el tema 1 de
este bloque). La segunda componente de la varianza viene dada de forma no explícita
como una esperanza con respecto a la selección aleatoria simple sin reemplazamiento
de la primera etapa. El estimador insesgado de la varianza es

Ŷ HT∗
U = N2

I

1− fI
nI

S2
Ŷ sI

+
NI

nI

∑
i∈sI

N2
i

1− fsi
nsi

S2
ysi
, (5.25)
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5.4. Muestreo bifásico para la estratificación 5-10

donde S2
Ŷ sI

= 1
nI−1

∑
i∈sI

(
Ŷ HT
Ui|i −

1
nI

∑
i∈sI Ŷ

HT
Ui|i

)2

y S2
ysi

= 1
nsi−1

∑
k∈si (yk − ȳsi)

2 (véase
el tema 1 de este mismo bloque). Las conclusiones (5.24) y (5.25) son válidas de una
forma más general que sus equivalentes en el muestreo bietápico, ya que ahora se
permite fijar el tamaño muestral nsi convenientemente después de que se ha obtenido
la muestra de PSUs.

Si los tamaños muestrales nsi se fijan de acuerdo con una regla fija (como en el muestreo
bietápico), entonces la ecuación (5.25) confirma el estimador de la varianza proporcio-
nado por (1.16) en el tema 1 de este mismo bloque. �

5.4 Muestreo bifásico para la estratificación

El muestreo estratificado es una técnica que nos permite reducir en gran medida la
varianza, siempre que los estratos estén bien construidos. Para obtener buenos estratos
es necesario disponer de variables de estratificación correctas. Si no disponemos de
esta información desde el principio podemos usar el muestreo bifásico de la siguiente
manera.

Se selecciona una muestra grande en la primera fase y se estratifica con la ayuda de
características auxiliares observadas, a bajo coste, para los elementos de esta muestra.
La segunda fase se lleva a cabo entonces con un muestreo estratificado, con un tamaño
muestral más pequeño, y se observa la variable objetivo y para esta muestra estratificada
pequeña. El procedimiento se denomina muestreo bifásico para la estratificación. Veámoslo
a continuación asumiendo que usamos el estimador Ŷ HT∗

U .

El diseño bifásico se define de la siguiente forma:

1. En primera fase se selecciona una muestra grande sa de tamaño nsa de acuerdo
con un diseño dado pa(·). Para los elementos de sa se recoge información que
permita una estratificación.

2a. Se usa la información para estratificar sa en Hsa estratos denotados por sah, h =
1, ..., Hsa con nsah elementos en el estrato h. De esta forma

sa =

Hsa⋃
h=1

sah nsa =

Hsa∑
h=1

nsah .

2b. Del estrato h se selecciona una muestra sh, con sh ⊂ sah, de tamaño nh, de acuerdo
con el diseño ph(·|sa). El submuestreo se realiza de forma independiente en cada
estrato. Para la submuestra total s, la descomposición es

s =

Hsa⋃
h=1

sh ns =

Hsa∑
h=1

nsh .
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5.4. Muestreo bifásico para la estratificación 5-11

Comentario 26. Téngase en cuenta que los tamaños muestrales nsah y nsh son aleatorios.
�

Comentario 27. La interpretación más frecuente del procedimiento definido por (1),
(2a) y (2b) es la siguiente. Se concibe un conjunto de experimentos, cada uno de los
cuales consiste en la obtención de una muestra en primera fase sa y, a continuación, la
obtención de una submuestra en la segunda fase, de acuerdo con los diseños muestrales
especificados en cada fase.

Cuando se obtiene sa en primera fase, también los estratos están dados correspondien-
temente de modo que cada vez que se obtiene sa en primera etapa, se emplea el mismo
diseño estratificado (con la misma estratificación) en segunda etapa. Sin embargo, para
dos muestras en primera fase que no sean idénticas, las estratificaciones en segunda
etapa pueden ser diferentes. Así pues, el número de estratos puede ser diferente. Es-
to se identifica en la notaciónHsa , un número que puede variar de una muestra sa a otra.

De forma ideal, los estratos se identifican mediante características que no son costosas
de observar, pero que aún así son factores de peso para la variable de estudio y. �

Los principales resultados para el estimador Ŷ HT∗
U para la estratificación en segunda

fase se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 13

En muestreo bifásico para la estratificación, el estimador Ŷ HT∗
U para el total poblacio-

nal Y se puede escribir como

Ŷ HT∗
U = Ŷ strHT∗

U ≡
Hsa∑
h=1

∑
k∈sh

yk
π∗k
. (5.26)

La varianza de es

V(Ŷ strHT∗
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yak
πak

yal
πal

+ Epa
( Hsa∑
h=1

∑
k∈sah

∑
l∈sah

∆kl|sa ˇ̌yk ˇ̌yl

)
, (5.27)

donde ˇ̌yk = yk
π∗k

.

Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

V̂(t̂π∗) =
∑∑

s

∆akl

π∗kl
y̌aky̌al +

Hsa∑
h=1

∑∑
sh

∆kl|sa

πkl|sa
ˇ̌yk ˇ̌yl. (5.28)
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Cada componente de (5.27) es insesgado de su equivalente en (5.28).

Demostración 13

Se sigue directamente del Teorema 12 al estratificar en la segunda etapa en Hsa

estratos independientes. �

Las expresiones dadas por (5.27) y (5.28) son sencillas y compactas porque están enuncia-
das en términos generales. Cuando se aplican diseños específicos, las fórmulas pueden,
sin embargo, volverse un poco largas, como se verá en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 18. Apliquemos el Teorema 13 especificando que el diseño de segunda fase sea
estratificado aleatorio simple sin reemplazamiento, mientras que el diseño de primera
fase se mantiene general. Por tanto,

πk|sa =
nh
nsah

= fh para k ∈ sah

y

πkl|sa =


fh para k = l ∈ sah,
fh

nh−1
nsah−1

para k ∈ sah, l ∈ sah, k 6= l,

fhfh′ para k ∈ sah, l ∈ sah′ , h 6= h
′
.

(5.29)

Del Teorema 13, el estimador Ŷ strHT∗
U es ahora

Ŷ strHT∗
U =

Hsa∑
h=1

nsah ¯̌ysh (5.30)

donde
¯̌ysh =

1

nh

∑
k∈sh

yk
πak

. (5.31)

Su varianza se puede escribir como

V(Ŷ strHT∗
U ) =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yak
πak

yal
πal

+ Epa
( Hsa∑
h=1

n2
sah

1− fh
nsh

S2
y̌sah

)
(5.32)

donde S2
y̌sah

es la varianza en el estrato h de los valores elevados y̌ak = yk
πak

, es decir,

S2
y̌sah

=
1

nsah − 1

∑
sah

(y̌ak − ¯̌ysah)2,
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con ¯̌ysah =
∑

k∈sah
y̌ak
nsah

.

La segunda componente de la ecuación (5.32), que contiene una forma estratificada
familiar, se debe dejar como una esperanza, ya que nsah , nsh , y Hsa pueden estar deter-
minados como una función de la muestra en primera fase sa verdaderamente obtenida.

El estimador insesgado de la varianza viene dado por

V̂(Ŷ strHT∗
U ) =

∑
k∈s

∑
l∈s

∆akl

π∗kl

yk
πak

yl
πal

+

Hsa∑
h=1

n2
sah

1− fh
nsh

S2
y̌sh
, (5.33)

donde π∗kl = πaklπkl|sa con πkl|sa dado por (5.29) y

S2
y̌sh

=
1

nsh − 1

∑
sh

(y̌ak − ¯̌ysh)2 (5.34)

con ¯̌ysh dado por (5.31). Téngase en cuenta que si U = sa con probabilidad uno (es decir,
si la población entera es seleccionada en la fase uno), entonces (5.32) y (5.33) se reducen
a las fórmulas conocidas para el muestreo estratificado genérico. �

Ejemplo 19. Continuemos con el ejemplo anterior especificando que la primera fase
selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de na elementos de una
población de tamaño N , mientras que se emplea un diseño estratificado aleatorio simple
sin reemplazamiento en la segunda fase.

Sea fa = na
N

la fracción de muestreo en primera fase, wah =
nsah
na

el tamaño relativo del
estrato h y fh = nh

nsah
la fracción de muestreo de la segunda fase del estrato h.

El Teorema 13 nos lleva a las siguientes conclusiones. El estimador Ŷ strHT∗
U se puede

escribir

Ŷ strHT∗
U = N

Hsa∑
h=1

wahȳsh = N̂̄yU . (5.35)

Su varianza es

V(Ŷ strHT∗
U ) = N2 1− fa

na
S2
yU + Esrswor

(
N2

Hsa∑
h=1

w2
ah

1− fh
nsh

S2
ysah

)
= V1 + V2. (5.36)

Aquí, S2
yU y S2

ysah
denotan la varianza de y en U y en sah. A partir de la ecuación (5.33)

obtenemos los siguientes estimadores insesgados de las componentes de la varianza

V̂1 = N2 1− fa
na

[
Hsa∑
h=1

wah(1− δh)S2
ysh

+
na

na − 1

Hsa∑
h=1

wah(ȳsh − ̂̄yU)2

]
(5.37)
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y

V̂2 = N2

Hsa∑
h=1

w2
ah

1− fh
nsh

S2
ysh

(5.38)

donde S2
ysh

es la varianza de y en sh y

δh =
1

nh

[
(na − nsah)

(na − 1)

]
Sumando las componentes (5.37) y (5.38) obtenemos, después de algunos cálculos, el
estimador insesgado de la varianza

V̂(Ŷ strHT∗
U ) = V̂1 + V̂2

= N(N − 1)

Hsa∑
h=1

(
nsah − 1

na − 1
− nsh − 1

N − 1

)
wahS

2
ysh

nh
+
N(N − na)
na − 1

Hsa∑
h=1

wah(ȳsh − ̂̄yU)2

(5.39)

Puesto que para calcular S2
ysh

es necesario que nh ≥ 2, el diseño de la segunda fase tiene
que ser elegido teniendo en cuenta esto.

Cuando N es mucho más grande que na y nsah−1

na−1

.
= wah, podemos aproximar el lado

derecho de (5.39), lo que nos lleva a

V̂(t̂π∗)
.
= N2

Hsa∑
h=1

w2
ahS

2
ysh

nh
+
N2

na

Hsa∑
h=1

wah(ȳsh − ̂̄yU)2.

Aquí el primer término recuerda al estimador de la varianza usado en el muestreo
postestratificado. El segundo término añade poco si el muestreo de la primera fase es
considerablemente mayor que la muestra de la segunda fase. �

Comentario 28. En el Ejemplo 19, los estratos se definieron después de examinar la
muestra de primera fase sa. Se permiten distintas estratificaciones para distintas mues-
tras sa. Una situación algo diferente se presenta cuando los estratos se fijan una vez y
para todos, al nivel del total de la población. Es decir, existen H estratos predetermi-
nados, U1, ..., Uh, ..., UH , que reflejan la subdivisión de la población usando un criterio
dado, por ejemplo, un número fijo de grupos edad-sexo.

Estos estratos no están identificados antes del muestreo de la primera fase, pero cada
muestra sa puede estratificarse de acuerdo con el criterio predeterminado. Bajo estas
condiciones, consideremos las siguiente selección en dos fases.

a. Sea nsa el tamaño de la muestra aleatoria simple sin reemplazamiento sa seleccio-
nada en primera fase. Sea nsah el número de elementos en sa que pertenecen al
estrato Uh.
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b. La segunda fase se lleva a cabo mediante un diseño estratificado aleatorio simple
sin reemplazamiento. El tamaño nsh de la submuestra sh obtenida a partir de
sah = sa ∩ Uh, viene determinada por

nh = νhnsah 0 < νh ≤ 1,

donde los νh son constantes fijadas a priori, h = 1, ..., H .

Ahora hay una probabilidad no nula de que uno o más de los conjuntos sah esté vacío.
Si nsa es muy grande, sin embargo, este evento tiene una probabilidad despreciable.
Bajo esta hipótesis, obtenemos para el estimador Ŷ strHT∗

U (5.35) la varianza

V(Ŷ strHT∗
U ) = N2 1− fa

nsa
S2
yU +N2

H∑
h=1

WhS
2
yUh

nsa

(
1

νh
− 1

)
(5.40)

donde Wh = Nh
N

es el tamaño relativo del estrato Uh y S2
yUh

denota la varianza de y en
Uh. La ecuación (5.39) aún es el estimador de varianza apropiado si P(nh ≥ 2) está muy
cerca de la unidad para todo k. Estos resultados fueron obtenidos por Rao 1973. �

5.5 Variables auxiliares para la selección de la muestra en dos fases.

El estimador Ŷ HT∗
U mostrado en la ecuación (5.17) depende únicamente de las pon-

deraciones de los elementos. Las probabilidades de inclusión del diseño muestral en
segunda fase puede depender de información recogida en la primera fase, pero las
variables auxiliares no aparecen en la fórmula del estimador Ŷ HT∗

U .

Consideramos ahora el uso explícito de variables auxiliares, en especial como parte de
estimadores en diferencia y estimadores GREG para muestreo bifásico.

Los valores auxiliares pueden ser de dos tipos:

i. valores obtenido observando los elementos en la muestra de la primera fase sa, es
decir, valores que aparecen en el marco usado en la segunda fase;

ii. valores disponibles desde el principio para todos los N elementos de la población
U , es decir, valores dados en el marco inicial.

Como ya hemos mencionado, una idea central en el muestreo bifásico es que se puede
obtener la información auxiliar significativa del tipo (i). En muchas aplicaciones no hay
información relevante del tipo (ii).

Usemos la siguiente notación:

a. Sea xk un vector de J valores auxiliares disponibles para todo k ∈ sa.

b. Sea x1k el vector de J1 valores auxiliares disponibles para todo k en la población
U .
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Asumimos que xk contiene valores de variables conocidas previamente para todo U , así
como los valores de las variables conocidas únicamente para k ∈ sa.

En otras palabras, podemos escribir

xk = (xt1k,x
t
2k)

t,

donde x1k es el vector de J1 valores conocidos para todo U , si están disponibles, y x2k

es el vector de J2 = J − J1 valores grabados por observación (relativamente no costosa)
de elementos k en la muestra de primera fase sa únicamente.

En los estimadores GREG que presentaremos, xk sirve para obtener valores y predichos,
ŷk de s a sa, y x1k se usa para obtener predicciones ŷ1k de sa a U . Las cantidades conoci-
das, predichas u observadas se resumen en la tabla 5.1.

Conjunto de Valores de vector Valores de variables Valores de variables
elementos auxiliares conocidos de estudio observadas de estudio predichas
Población, U x1k - ŷ1k

Muestra primera xk = (xt1k,x
t
2k)

t - ŷk, ŷ1k

fase, sa
Muestra segunda xk = (xt1k,x

t
2k)

t yk ŷk
fase, s

Tabla 5.1: Clasificación de variables objetivo y auxiliares.

El objetivo de la incorporación explícita de esta información auxiliar es mejorar el esti-
mador Ŷ HT∗

U suponiendo que el diseño muestral de cada una de las dos fases es fijo. La
medida en la que se reduce la varianza por el uso de un estimador GREG dependerá de
(a) la capacidad predictora de x2 sobre y, y (b) la capacidad predictora de x1 sobre y. Se
pueden distinguir distintos casos.

El caso típico de una encuesta que usa muestreo bifásico es que x2 es un predictor
potente de y, mientras que x1 es un predictor débil de y. En la fase de planificación, los
estadísticos usan su criterio para identificar variables x que tienen una alta probabilidad
de explicar bien y, y estas variables formarán el vector x2, y sus valores, x2k, se observan
para los elementos k ∈ sa.

Cuando la primera fase consiste en una selección de una muestra y la segunda fase
corresponde a una subselección provocada por la falta de respuesta, también es impor-
tante distinguir dos categorías de variables auxiliares, x1k y x2k. El vector x2k contiene
los valores de las variables incluidas en x que son conocidas o están disponibles para
todos los elementos de la muestra, tanto los que proporcionan los datos como los que
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no. Sólo los que responden proporcionan los valores de yk.

Los valores de x1k son conocidos para toda la población. Por razones que no comenta-
mos ahora (véase Särndal, Swensson y Wretman 1992, cap. 15), es importante que x2 en
particular, pero preferiblemente también x1 sean predictores potentes de y. Pueden ser
necesarios esfuerzos y costes para obtener los valores de x2k, pero su presencia mejora
la inferencia de forma significativa.

Cabe señalar que además del muestreo bifásico para la estratificación visto en la Sección
5.4, existen otros diseños como el muestreo bifásico de estimadores diferencia (véase
la sección 9.6 del Särndal, Swensson y Wretman 1992), que son un paso intermedio
a los estimadores de regresión en muestreo bifásico (véase la sección 9.7 del Särndal,
Swensson y Wretman 1992).
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Muestreo en dos ocasiones. Estimación del total en cada ocasión. Esti-
mación del cambio absoluto. Estimación de la suma de totales.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

6.1 Muestreo en dos ocasiones

En muchas encuestas la misma población puede ser muestreada de forma repetida y
la misma variable de estudio medida en cada ocasión, de forma que se puede hacer
un seguimiento a lo largo del tiempo. Las encuestas repetidas nos permiten estudiar
tendencias o cambios en las características de interés a lo largo de un periodo de tiempo.

Por ejemplo, en muchos países, la Encuesta de Población Activa1 (EPA) se realiza men-
sual o trimestralmente para estimar el número de ocupados o la tasa de desempleo.
Otros ejemplos son las encuestas mensuales en las que se recogen los datos de los precios
de bienes para determinar el Índice de Precios de Consumo (IPC) 2 o las encuestas de
opinión realizadas con cierta periodicidad para medir las preferencias de los votantes.
En el caso de encuestas repetidas se utilizan técnicas especiales.

En el tema 2 de este mismo bloque ya se aborda una primera aproximación a la realiza-
ción de encuestas a lo largo del tiempo para conocer las características de una población

1https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595

2https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607

1

https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176918&menu=ultiDatos&idp=1254735976595
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176802&menu=ultiDatos&idp=1254735976607
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que evoluciona. Estos cambios en las características de una población a lo largo del
tiempo plantean cuestiones para el análisis. Por un lado, se necesitan estimar deter-
minadas características de la población de forma reiterada a lo largo del tiempo para
obtener estimaciones lo más recientes posibles. Pero también interesa conocer el cambio
que ha tenido lugar en la estimaciones a lo largo del tiempo: ¿la tasa de desempleo ha
aumentado o disminuido desde la encuesta anterior? Este cambio se denomina cambio
neto y refleja los cambios tanto en las características como en la composición de la
población.

Un análisis más detallado implica conocer las componentes del cambio. ¿Hasta qué
punto el cambio (o la ausencia de cambios) se debe a la dinámica de la población, con
personas formando parte de la población mediante los ’nacimientos’ (por ejemplo, con
personas que cumplen los 16 años o inmigrantes) y abandonando la población a través
de las ’muertes’ (por ejemplo, personas que fallecen, emigran o se jubilan)? ¿Hasta qué
punto el cambio se debe a cambios en los estados de los individuos de la población?
Más aún, ¿cómo funciona el cambio en casos en los que hay un cambio de estado? Por
ejemplo, suponiendo que no hay dinámicas poblacionales, si la tasa de desempleo sufre
un incremento neto del 1 %, ¿esto se debe a que un 1 % de las personas previamente
empleadas perdieron su trabajo o a que, por ejemplo, un 10 % perdió su empleo y un
9 % de estos desempleados encontraron trabajo?

La descomposición del cambio neto en sus dos componentes lleva a medir el cambio
bruto. Mientras que el cambio neto se puede medir usando muestras separadas para las
dos ocasiones, medir el cambio bruto requiere medidas repetidas en la misma muestra
o, por lo menos, en una submuestra representativa.

Hay dos grandes clases de objetivos para las encuestas a lo largo del tiempo, como
se vio en el tema 2, que dan lugar a distintos enfoques en el diseño de encuestas. En
muchos casos, los objetivos se restringen a estimar los parámetros poblacionales o
económicos en distintos instantes de tiempo, así como los cambios netos, tendencias o
valores medios a lo largo de un periodo de tiempo. Ninguno de estos objetivos requiere
mediciones repetidas sobre la misma muestra. En particular, estos objetivos se pueden
alcanzar con muestras totalmente independientes en cada instante de tiempo y también
con muestras que se construyen para minimizar el solapamiento de la muestra a lo
largo del tiempo y la carga de respuesta al informante.

Algunos objetivos también se pueden alcanzar con diseños panel que incluyen a algu-
nos o a todos los miembros de la muestra en distintos instantes de tiempo. De hecho,
la precisión de las estimaciones transversales y los cambios netos se pueden mejorar
usando un diseño muestral de panel rotante que cree algún grado de solapamiento en
la muestra a lo largo del tiempo. Los diseños de panel rotante también se pueden usar
para eliminar los efectos telescópicos que ocurren cuando los informantes informan
erróneamente de un evento como si haya ocurrido en un intervalo de tiempo dado.
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Otros objetivos se centran en la estimación del cambio bruto y en otras componentes de
cambio individual y en la agregación de respuestas, por ejemplo, los gastos de indivi-
duos a lo largo del tiempo. Estos objetivos pueden satisfacerse solo con algunas formas
de encuestas panel que recogen datos de los mismos individuos para el periodo de inte-
rés. Asimismo, otros objetivos de las encuestas a lo largo del tiempo están relacionados
con la obtención de estimaciones para poblaciones escasas3 (es decir, un subconjunto de
la población general que tiene una característica escasa, muy poco frecuente). Uno de
esos objetivos es acumular una muestra de casos con esa característica escasa a lo largo
del tiempo. Si la característica es un evento, como divorciarse, entonces este objetivo
puede satisfacerse con cualquiera de los diseños. Sin embargo, si la característica es
estable, como, por ejemplo, pertenecer a un determinado grupo étnico, la acumulación
solo funciona cuando se incluyen nuevas muestras a lo largo del tiempo.

En cualquier caso, los analistas necesitan reconocer que las características de una pobla-
ción escasa puede variar a lo largo del tiempo. Un objetivo distinto con una población
escasa es la producción de estimaciones para esa población en distintos instantes de
tiempo. Si la característica escasa es estable, se puede identificar una muestra de miem-
bros de esa población en un instante de tiempo y luego volver a esa muestra de forma
reiterada en un diseño de panel.

Otra característica de las encuestas repetidas es que, en general, una gran cantidad de
información que está disponible será útil para los diseños que se usarán en el futuro.
La idoneidad de varias características del diseño muestral, como la adecuación de las
variables de estratificación y los límites de los estratos, el método de afijación muestral
y el tamaño de las unidades en las distintas etapas de un diseño multietápico pueden
estudiarse a lo largo del tiempo con vistas a mejorar la eficiencia estadística. A menudo
la información necesaria para diseñar de forma eficiente una encuesta que se realiza
una única vez es muy limitada.

En el diseño de una encuesta repetida, habrá que tener en cuenta circunstancias como
nacimientos, muertes o cambios en el tamaño. Los métodos de muestreo y de estima-
ción usados en las encuestas repetidas deberían incorporar estos cambios de una forma
estadísticamente eficiente, con tan pocas alteraciones en las operaciones estadísticas en
curso como sea posible.

Las encuestas repetidas miden los cambios en las características de una población deter-
minada con mayor precisión de lo que lo hacen una serie de muestras independientes de
tamaño comparable. Entre las ventajas de las encuestas repetidas nos encontramos:

i. Reduce la varianza muestral para las estimaciones de cambio, es decir, Ŷ2 − Ŷ1,
donde Ŷ1 es una estimación del total en el instante 1 e Ŷ2 es una estimación del
total en el instante 2.

3Rare population, en inglés.
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ii. Se puede usar para obtener información sobre el comportamiento de las unidades
estadísticas a lo largo del tiempo.

iii. Puede reducir el error de respuesta (ya que los informantes tienen un mejor
conocimiento del cuestionario).

iv. Puede reducir el coste a lo largo del tiempo (desarrollo del cuestionario, progra-
mación, formación del personal, etc.).

Aunque este tipo de muestreo también presenta algunos inconvenientes:

i. Su estimación, tratamiento de la falta de respuesta, etc., es más complejo.

ii. Requiere un presupuesto que garantice que la encuesta se mantendrá en el tiempo.

iii. Es más difícil mantener la acuracidad a lo largo de períodos muy largo de tiempo
debido a los cambios que tienen lugar en la población.

iv. Puede aumentar el error de respuesta. Por ejemplo, el conocimiento de los infor-
mantes sobre el cuestionario puede dar lugar a respuestas incorrectas con el fin de
responder con más rapidez al cuestionario.

v. Puede dar lugar a una falta de respuesta más alta a largo plazo, debido al cansancio
del informante.

vi. Su organización es más compleja que la de una única encuesta puntual.

vii. Puede dar lugar a un comportamiento inducido por la encuesta. Por ejemplo,
un informante al que siempre se le pregunta sobre sus visitas al médico puede
empezar a visitar al médico como consecuencia de la encuesta.

viii. Puede ser difícil definir algunos conceptos. Por ejemplo, la composición del hogar
puede cambiar a lo largo del tiempo, por tanto, ¿cómo se define un hogar en una
encuesta repetida?

ix. Si la muestra inicial seleccionada es ’mala’, la oficina estadística tiene que seguir
con esa muestra.

En este tema veremos el muestreo en dos ocasiones. Un punto clave es cuántos elementos
muestreados en una ocasión anterior deberían mantenerse en la muestra seleccionada
en la ocasión actual. La ’proporción de emparejamiento’4 óptima depende del parámetro
a estimar. El problema de emparejamiento5 ha sido estudiado por varios autores, siendo
Patterson 1950 una de las primeras referencias.

En este tema veremos cómo trabajar en casos de diseños muestrales generales. Con-
sideramos el muestreo en dos ocasiones de una población finita U = {1, ..., k, ..., N}
asumiendo que está compuesta por los mismos elementos en dos ocasiones distintas6.

4Matching proportion, en inglés.
5Matching problem, en inglés.
6Realmente es muy difícil que los elementos sean exactamente los mismos en dos ocasiones sucesivas

debido a las altas y bajas que se producen en todas las poblaciones de manera continua. Pero asumiremos
que las diferencias existentes entre las dos ocasiones son despreciables
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La variable de estudio, por ejemplo, la tasa de desempleo o el ingreso bruto de los
hogares, se estudia en casa ocasión, pero no necesariamente para los mismos elemen-
tos. La variable de estudio se denotará por z en la primera ocasión y por y en la segunda.

En la primera ocasión, una muestra sa se selecciona mediante un diseño muestral pa(·)
y se mide la variable z para todos los elementos en sa. Las probabilidades de inclusión
asociadas con este diseño se denotan por πak y πakl. Denotamos ∆akl = πakl − πakπal. El
estimador de Horvitz-Thompson

ẑHT
U (sa) =

∑
k∈sa

zk
πak

se usa como estimador del total ZU =
∑

k∈U zk. La muestra sa seleccionada en la primera
ocasión tiene una muestra complementaria, sca = U − sa. La muestra complementaria no
es encuestada en la primera ocasión, pero necesitamos las probabilidades de inclusión
de la muestra complementaria resultante del diseño pa(·). Denotaremos por πcak la
probabilidad de que k es un elemento de sca y por πcakl la probabilidad de que tanto k
como l sean elementos de sca. Denotaremos ∆c

akl = πcakl − πcakπcal. Por tanto,

πcak = 1− πak
πcakl = 1− πak − πal + πakl
∆c
akl = ∆akl

El diseño muestral que se debería usar en la segunda ocasión, en el caso de encuestas
que no se repetirán, depende de varios factores, como los parámetros a estimar, la dis-
ponibilidad de información auxiliar, el coste y consideraciones de medida (recogida de
datos) y otros. Cuando la misma variable de estudio se observa en encuestas repetidas,
el interés normalmente recae en estimar tanto parámetros de nivel como parámetros de
cambio. Un gran número de parámetros de interés son de la forma

TU = φZU + ψYU

donde ZU =
∑

k∈U zk, YU =
∑

k∈U yk y φ y ψ son constantes.

Por ejemplo:

a. φ = 0, ψ = 1 implica TU = YU , el total actual, que es un parámetro de nivel;

b. φ = −1, ψ = 1 implica TU = YU − ZU , el cambio absoluto;

c. φ = − 1
ZU
, ψ = 1

ZU
implica TU = YU−ZU

ZU
, el cambio relativo; y

d. φ = 1, ψ = 1 implica TU = YU + ZU , que es la suma de los totales a lo largo de las
dos ocasiones para la característica bajo estudio.

Al elegir un diseño para la segunda ocasión, tenemos más información que en la prime-
ra: para cada k ∈ sa conocemos el valor zk. Para el nuevo diseño podemos no considerar
ningún solapamiento, considerar solapamiento total o considerar solapamiento parcial
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con la primera muestra sa. Como se ve en este tema, distintos parámetros tienen distin-
tos diseños muestrales óptimos en la segunda ocasión.

Está bastante claro que hay casos en los que la información de la primera ocasión se
puede usar para mejorar la estimación. Por tanto, optamos por el solapamiento parcial.
En la segunda ocasión, se seleccionan dos muestras independientes, una muestra apareja-
da7 y una muestra no aparejada8. La muestra aparejada, denotada por sm, se selecciona de
sa mediante el diseño pm(·|sa). La muestra no aparejada, denotada por su, se selecciona
de sca mediante el diseño pu(·|sca) y es independiente de sm.

Las cantidades πk|sa , πkl|sa y ∆kl|sa = πkl|sa − πk|saπl|sa están asociadas con pm(·|sa) y πk|sca ,
πkl|sca y ∆kl|sca = πkl|sca − πk|scaπl|sca son las cantidades análogas para pu(·|sca). La variable y
se observa para todos los elementos en sm y su. La muestra total en la segunda ocasión
es por tanto s = sm ∪ su.

Ejemplo 20. Este ejemplo se ha extraído de (Hidiroglou y Lavallée 2009) (véase también
Pfefferman y Rao 2009). Un problema bastante importante en los marcos de las encues-
tas económicas es el de la sobrecobertura causada por las unidades muertas 9. Veamos
cómo el muestreo en dos ocasiones puede servir para resolver este problema de las
unidades muertas.

Las unidades muertas en una muestra son representativas del total de unidades mues-
tras en el marco de empresas. Estas unidades se mantienen en el marco y son tratadas
como ceros en la muestra. Si tuviésemos fuentes que nos permitiesen identificar las
unidades muestras, ¿cómo las usamos? Usaremos el muestreo en dos ocasiones para un
único estrato para mostrar cómo se puede usar durante la estimación.

En la encuesta de la ocasión 1, se obtiene una muestra s1 de tamaño n1 mediante mues-
treo aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de una población U1 de tamaño
N1. En la segunda ocasión, la población U2 consistirá de todas las unidades de U1, así
como de un conjunto Ub 10 de altas de tamaño Nb que han tenido lugar entre las dos
ocasiones. Supongamos que un subconjunto de U1 ha muerto entre la creación de U1 y
la recogida de datos de s1. Este subconjunto denotado por Ud consiste en Nd unidades
muertas que son desconocidas. Supongamos que una nueva fuente identifica Ad de
las Nd unidades muertas desconocidas, donde Ad < Nd. Durante la recogida de datos
de s1 también se observan nd muertes en la muestra s1 y as (ad < nd) de estas muertes

7Matched sample, en inglés.
8Unmatched sample, en inglés.
9Se denominan unidades muertas del inglés dead units a aquellas unidades que ya no realizan

actividades económicas pero que siguen figurando en los registros administrativos que se usan como
fuente de los marcos de unidades económicas. Estas unidades siguen figurando en los registros ya que no
realizan las gestiones oportunas para darse de baja en los mismos o por el tiempo que transcurre desde
que se dan de baja en el registro administrativo y esa información es recibida en los INEs. En español se
denominan bajas. En este ejemplo usaremos muertes y bajas indistintamente.

10El subíndice b viene del inglés birth, que podemos traducir como alta.
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también son identificadas a través de la fuente administrativa. La muestra s1 se amplía
con una muestra sb de tamaño nb = f1Nb, donde f1 = n1

N1
, seleccionada usando muestreo

aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de Ub. Si todas las muertes se mantienen
en la muestra, entonces la muestra resultante consiste en n2 = n1 + nb unidades, de las
cuales nd se sabe que están muertas.

Supongamos que el parámetro de interés es el total poblacional YU2 =
∑

k∈U2
yk. Un

estimador insesgado de Y2 vienen dado por Ŷ HT
U2

= N1

n1

∑
k∈s2 yk, donde s2 = s1∪sb. Cabe

señalar que al menos nd unidades están muertas en la muestra (porque algunas más
muertes han tenido lugar durante la recogida de los datos de la segunda ocasión). Un
estimador más eficiente para el total YU2 viene dado por el estimador postestratificado
Ŷ PS
U2

= N2

N̂HT
U2

Ŷ HT
U2

, donde N̂HT
U2

= N1

n1
(n1 − ad + nb) y N2 = N1 − Ad +Nb. Este estimador es

un estimador de razón y, por tanto, es aproximadamente insesgado. �

6.2 Estimación del total en cada ocasión

6.2.1 Estimador del total actual

En muchos casos, hay una buena razón para asumir que yk está bien aproximado por
y0
k = Kzk, donde K es una constante conocida. El valor de K puede venir sugerida

por un estudio anterior o por teoría sobre la cuestión bajo análisis. Usando la primera
muestra sa, la muestra aparejada sm y las diferencias Dk = yk − y0

k, podemos construir
un estimador diferencia insesgado del total actual, YU , concretamente,

Ŷ
(1)
U = Ŷ 0

U (sa) + T̂D(sm), (6.1)

donde

Ŷ 0
U (sa) =

∑
k∈sa

y0
k

πak
y T̂D(sm) =

∑
k∈sm

Dk

πakπk|sa
.

Un segundo estimador del total actual se puede obtener de la muestra no aparejada,
concretamente,

Ŷ
(2)
U = Ŷ HT

U (su) =
∑
k∈su

yk
πcakπk|sca

. (6.2)

Es fácil ver que tanto Ŷ (1)
U como Ŷ (2)

U son insesgados para el total actual. Mediante una
combinación lineal obtenemos el nuevo estimador insesgado

ŶU = w1Ŷ
(1)
U + w2Ŷ

(2)
U , (6.3)

donde w1 y w2 son ponderaciones constantes no negativas a determinar y tales w1 +w2 =
1.

Llamaremos a ŶU un estimador compuesto; combina el estimador de la muestra aparejada
con el estimador de la muestra no aparejada. La elección óptima de w1 = 1− w2 será
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considerada más adelante.

En primer lugar, veamos el siguiente resultado, en el que denotamos V1 = V
(
Ŷ

(1)
U

)
,

V2 = V
(
Ŷ

(2)
U

)
y C = C

(
Ŷ

(1)
U , Ŷ

(1)
U

)
.

Teorema 14

La varianza del estimador compuesto (6.3) viene dada por

V(T̂y) = w2
1V1 + w2

2V2 + 2w1w2C, (6.4)

donde
V1 =

∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yk
πak

yl
πal

+ Ea
(∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆kl|sa
Dk

πakπk|sa

Dl

πalπl|sa

)
(6.5)

V2 =
∑
k∈U

∑
l∈U

∆c
akl

yk
πcak

yl
πcal

+ Ea
(∑
k∈sca

∑
l∈sca

∆kl|sca
yk

πcakπk|sca

yl
πcalπl|sca

)
(6.6)

y
C = −

∑∑
k∈U

∆akl
yk
πak

yl
πcal

(6.7)

Aquí, la esperanza Ea en las ecuaciones (6.5) y (6.6) está tomada con respecto al
diseño muestral pa(·).

Demostración 14

Se sigue de V (X) = V (E (X|Y )) + E (V (X|Y )) y las propiedades elementales de la
varianza.

Ejemplo 21. Las expresiones en el Teorema 14 toman formas sencillas cuando se usa
el muestreo aleatorio simple. Suponemos que sa es una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento de tamaño n de U , lo que significa que sca es una muestra aleatoria
simple sin reemplazamiento de tamaño N − n de U . Sea f = n

N
. Además, asumimos

que sm es una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamaño m = µn de sa y
que su es una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamaño u = n−m =
(1− µ)n = νn de sca. Aquí, la cantidad µ = 1− ν se llama la proporción de emparejamiento.
Luego

Ŷ
(1)
U = Nȳ0

sa +ND̄sm = N [ȳsm +K(z̄sa − z̄sm)], (6.8)

mientras que
Ŷ

(2)
U = Nȳsu . (6.9)
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Se sigue fácilmente que

V1 = N2

(
1− f
n

S2
yU +

1− µ
µn

S2
DU

)
, (6.10a)

V2 = N2 1− νf
νn

S2
yU , (6.10b)

C = −N2S2
yU . (6.10c)

La proporción de emparejamiento y el óptimo valor de K se determinarán más tarde.
�

Determinemos ahora w1 = 1− w2 y K en el estimador compuesto (6.3) de forma que se
minimice la varianza. Obtenemos

V(ŶU) = w2
1V1 + w2

2V2 + 2w1w2C

= (V1 + V2 − 2C)
{
w1 −

V2 − C
V1 + V2 − 2C

}2
+

V1V2 − C2

V1 + V2 − 2C

≥ V1V2 − C2

V1 + V2 − 2C
= Vmin(ŶU)

(6.11)

ya que V1 + V2 − 2C = V
(
Ŷ

(1)
U − Ŷ (2)

U

)
> 0. La igualdad se verifica si y sólo si

w1 = 1− w2 =
V2 − C

V1 + V2 − 2C
. (6.12)

La mínima varianza

Vmin

(
ŶU

)
=

V1V2 − C2

V1 + V2 − 2C
(6.13)

es una función estrictamente creciente de V1 y V1 es la única componente de (6.13) que
depende de K.

Minimizar (6.13) es equivalente a encontrar el valor de K que minimiza V1. Sean

Ŷ HT
U (sm) =

∑
k∈sm

yk
πakπk|sa

, ẐHT
U (sm) =

∑
k∈sm

zk
πakπk|sa

y ẐHT
U (sa) =

∑
k∈sa

zk
πak

.

Entonces Ŷ (1)
U se puede escribir

Ŷ
(1)
U = Ŷ HT

U (sm) +K
(
Ŷ HT
U (sa)− ẐHT

U (sm)
)

(6.14)

y una expresión alternativa para su varianza es

V
(
Ŷ

(1)
U

)
= V(Ŷ HT

U (sm)) +K2V(ẐHT
U (sa)− ẐHT

U (sm)) + 2KC(Ŷ HT
U (sm), ẐHT

U (sa)− ẐHT
U (sm))
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= V(Ŷ HT
U (sm)) +K2EaV(ẐHT

U (sm)
∣∣sa)− 2KEaC

(
Ŷ HT
U (sm), ẐHT

U (sm)
∣∣sa)

= V(Ŷ HT
U (sm)) + EaV

(
ẐHT
U (sm)

∣∣sa){K − EaC
(
Ŷ HT
U (sm), ẐHT

U (sm)
∣∣sa)

EaV
(
ẐHT
U (sm)

∣∣sa)
}2

− [EaC(Ŷ HT
U (sm), ẐHT

U (sm)|sa)]2

EaV(ẐHT
U (sm)

∣∣sa) (6.15)

≥ V(Ŷ HT
U (sm))− [EaC(Ŷ HT

U (sm), ẐHT
U (sm)|sa)]2

EaV(ẐHT
U (sm)

∣∣sa) = Vmin

(
Ŷ

(1)
U

)
. (6.16)

Aquí los operadores V y C están asociados a pm(·|sa) y la esperanza Ea está asociada a
pa(·).

La igualdad se verifica si y sólo si

K =
EaC(Ŷ HT

U (sm), ẐHT
U (sm)

∣∣sa)
EaV(ẐHT

U (sm|sa))
= Kopt. (6.17)

Esta expresión es compleja en general, pero, en casos especiales, se puede evaluar con
facilidad, como en el Ejemplo 22.

Ejemplo 22. Volvamos al Ejemplo 21. Sea el coeficiente de correlación entre y y z en la
población U

r = ryzU =
SyzU
SyUSzU

.

Entonces
Kopt = r

SyU
SzU

(6.18)

y con K = Kopt, la ecuación (6.10a) se convierte en

V1 = N2
S2
yU

µn
[(1− r2) + µ(r2 − f)] (6.19)

Además,

V2 = N2
S2
yU

µn

µ(1− νf)

ν
(6.20)

y

C = −N2
S2
yU

µn
(−µf) (6.21)

La varianza mínima dada por (6.13) puede, después de algunos cálculos, escribirse
como

Vmin = Vmin(ŶU) = N2
S2
yU

n

(
1− νr2

1− ν2r2
− f

)
. (6.22)
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Es sencillo en este caso obtener la proporción de emparejamiento óptima µ = 1 − ν.
Diferenciando Vmin con respecto a ν e igualando a cero, obtenemos las siguientes
proporciones óptimas:

νopt =
1

[1 + (1− r2)
1
2 ]

(6.23)

y

µopt =
(1− r2)

1
2

1 + (1− r2)
1
2

. (6.24)

Si Vopt denota el valor de Vmin cuando ν = νopt, tenemos

Vopt = Vopt(ŶU) = N2
S2
yU

n

(
1− νoptr2

1− ν2
optr

2
− f

)
(6.25)

= N2
S2
yU

n

(
1

2νopt
− f

)
= N2

S2
yU

n

[
1 + (1− r2)

1
2

2
− f

]
. (6.26)

Como es natural, queremos conocer si el emparejamiento produce una ganancia en
precisión. Si no hay emparejamiento y el estimador de Horvitz-Thompson se usa para
el total actual, la varianza es

Vsrswor ≡ V(Ŷ HT
U ) = N2

S2
yU

n
(1− f)

suponiendo una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de n sobre N .

La reducción relativa de la varianza debida al emparejamiento (que es una medida de
la ganancia en precisión) viene expresada por

1− Vopt
Vsrswor

= 1−

(
1

2νopt

)
− f

1− f
=

1−
(

1
2νopt

)
1− f

.

La tabla 6.1 muestra esta reducción relativa de la varianza, así como la proporción
óptima de emparejamiento, para valores seleccionados de r2 y de f = n

N
. Para los

valores de r2 en la tabla 6.1 la proporción óptima de emparejamiento nunca excede
aproximadamente un 40 % y decrece significativamente para valores de r2 cercanos a la
unidad. Para fracciones muestrales f del 10 % o menos, la reducción en la varianza se
queda aproximadamente en un rango entre 15 % y 50 %. Para valores mayores de f , la
reducción puede ser mucho mayor. �

Comentario 29. Es interesante mencionar (pero difícil de verificar) que una derivación
alternativa del estimador óptimo del total actual se obtiene mediante el siguiente
argumento. Empezamos con una combinación lineal de cuatro estimadores insesgados
de los totales poblacionales,

ŶU = αẐHT
U (sa) + βẐHT

U (sm) + γŶ HT
U (sm) + δŶ HT

U (su) (6.27)

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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100

[
1− Vopt

V (T̂π)

]
para f =

Proporción óptima

r2 de emparejamiento, % 0,4 0,2 0,1 0,01 0
0,5 41 24 18 16 15 15
0,6 39 31 23 20 19 18
0,7 35 38 28 25 23 23
0,8 31 46 35 31 28 28
0,9 24 57 43 38 35 34
0,95 18 65 49 43 39 39
0,99 9 75 56 50 45 45
0,999 3 81 61 54 49 48

Tabla 6.1: Reducción relativa de la varianza debido al emparejamiento y proporción
óptima de emparejamiento para determinados valores de r2 y de f = n

N
.

donde α, β, γ y δ son constantes a determinar. Si el estimador (6.27) tiene que ser
insesgado para el total actual YU debemos tener β = −α y δ = 1− γ, es decir,

ŶU = α(ẐHT
U (sa)− ẐHT

U (sm)) + γ(Ŷ HT
U (sm)− Ŷ HT

U (su)) + Ŷ HT
U (su). (6.28)

El siguiente paso es calcular la varianza V(T̂y) y las ecuaciones ∂V (T̂y)

∂α
= 0 y ∂V (T̂y)

∂γ
= 0

conducen a los valores óptimos

αopt = γopt
EaC(Ŷ HT

U (sm), ẐHT
U (sm)

∣∣sa)
EaV(ẐHT

U (sm)
∣∣sa) (6.29)

y

γopt =
V(Ŷ HT

U (su))− C(Ŷ HT
U (sa), Ŷ

HT
U (sca))

V(Ŷ HT
U (sm)− Ŷ HT

U (su))−

[
EaC(Ŷ HT

U (sm),ẐHT
U (sm)

∣∣sa)

]2

EaV
(
ẐHT
U (sm)

∣∣sa)
(6.30)

donde
Ŷ HT
U (sa) =

∑
k∈sa

yk
πak

y Ŷ HT
U (sca) =

∑
k∈sca

yk
πcak

.

En caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento tenemos

αopt = r
SyU
SzU

µ

1− ν2r2
y γopt =

µ

1− ν2r2
.

�

Si no se puede especificar un buen valor de K a priori en el estimador diferencia en la
ecuación (6.1), se puede usar en su lugar. Supongamos que el modelo{

Eξ(yk) = α + βzk

Vξ(yk) = σ2

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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para k ∈ U es una buena descripción de la relación entre y y z.

A partir de la muestra coincidente construimos el estimador de regresión

Ŷ1r = Ŷ HT
U (sm) + Â(N̂HT

U (sa)− N̂HT
U (sm)) + B̂(ẐHT

U (sa)− ẐHT
U (sm)) (6.31)

donde

N̂HT
U (sa) =

∑
k∈sa

1

πak
, N̂HT

U (sm) =
∑
k∈sm

1

πakπk|sa
, Â = ỹsm − B̂z̃sm

y

B̂ =

∑
k∈sm

(zk−z̃sm )(yk−ỹsm )
πakπk|sa∑

k∈sm
(zk−z̃sm )2

πakπk|sa

con

z̃sm =
ẐHT
U (sm)

N̂HT
U (sm)

e ỹsm =
Ŷ HT
U (sm)

N̂HT
U (sm)

.

Ŷ1r es aproximadamente insesgado para YU y su varianza aproximada viene dada
por

AV1 =
∑
k∈U

∑
l∈U

∆akl
yk
πak

yl
πal

+ Ea

{∑
k∈sa

∑
l∈sa

∆kl|sa
Ek

πakπk|sa

El
πalπl|sa

}
, (6.32)

donde

Ek = yk − ỹsa − B̂sa(zk − z̃sa), ỹsa =
Ŷ HT
U (sa)

N̂HT
U (sa)

, z̃sa =
ẐHT
U (sa)

N̂HT
U (sa)

y

B̂sa =

∑
k∈sa

(zk−z̃sa )(yk−ỹsa )
πak∑

k∈sa
(zk−z̃sa )2

πak

.

La muestra no aparejada se utiliza como antes. Es decir, mantenemos el estimador
insesgado ŶU2 = Ŷ HT

U (su) dado por (6.2). La combinación lineal de Ŷ1r y ŶU2 conduce
a

Ŷr = w1Ŷ1r + w2ŶU2 , (6.33)

donde w1 + w2 = 1.

Este nuevo estimador es aproximadamente insesgado con varianza aproximada

AV (Ŷr) = w2
1AV1 + w2

2V2 + 2w1w2AC (6.34)

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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donde las expresiones de AV1, V2 = V(ŶU2) y AC = AC(Ŷ1r, ŶU2) = C vienen dadas por
las ecuaciones (6.32), (6.6) y (6.7), respectivamente.

Una derivación análoga a (6.11) muestra que la varianza aproximada en (6.34) está
minimizada por

w1 = 1− w2 =
V2 − AC

AV1 + V2 − 2AC
, (6.35)

que nos proporciona una varianza mínima aproximada

AVmin(T̂yr) =
(AV1)V2 − (AC)2

AV1 + V2 − 2AC
(6.36)

Ejemplo 23. Supongamos que se usa un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
como en el Ejemplo 21 y en el Ejemplo 22. Entonces Ŷ1r en el estimador (6.33) viene
dado por

Ŷ1r = N [ȳsm + B̂(z̄sa − z̄sm)],

donde
B̂ =

Szysm
S2
zsm

y AV1 = V1, V2 y AC = C vienen dadas por (6.19) a (6.21). Esto lleva a

AV (Ŷyr)min = N2
S2
yU

n

[
1− νr2

1− ν2r2
− f

]
. (6.37)

�

La varianza aproximada es la misma que la varianza mostrada en la ecuación (6.22).
Por tanto, la proporción de emparejamiento óptima viene dada en este caso, también,
por (6.24). La tabla 6.1 muestra la reducción de la varianza.

6.2.2 Estimación del total previo

Los datos recogidos de la muestra en la segunda ocasión también se pueden usar para
mejorar el estimador original del total previo ZU .

En lugar del estimador de Horvitz-Thompson ẐHT
U , consideramos

ẐU = αẐHT
U (sa) + βẐHT

U (sm) + γŶ HT
U (sm) + δŶ HT

U (su), (6.38)

donde α, β, γ y δ son constantes que habrá que determinar.

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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Si queremos que el estimador (6.38) sea insesgado para el total previo ZU , entonces
debemos tener α = 1− β y γ = −δ, es decir,

ẐU = ẐHT
U (sa) + β(ẐHT

U (sm)− ẐHT
U (sa)) + δ(Ŷ HT

U (su)− Ŷ HT
U (sm)). (6.39)

Los valores óptimos de β y δ se obtienen, respectivamente, igualando las derivadas
parciales de V(ẐHT

U ) respecto a β y δ a cero. Esto nos lleva a

βopt = δopt
EaC(Ŷ HT

U (sm), ẐHT
U (sm)

∣∣sa)
EaV(ẐHT

U (sm)
∣∣sa) (6.40)

y

δopt =
C(ẐHT

U (sa), Ŷ
HT
U (sa))− C(ẐHT

U (sa), Ŷ
HT
U (sca))

V(Ŷ HT
U (sm)− Ŷ HT

U (su))−
[EaC(Ŷ HT

U (sm),ẐHT
U (sm)|sa)]

2

EaV(ẐHT
U (sm)|sa)

(6.41)

Ejemplo 24. Usando muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento como en el Ejemplo
21, obtenemos

βopt =
µνr2

1− ν2r2
y δopt =

SzU
SyU

µνr

1− ν2r2
(6.42)

y

V(T̂z)min = N2S
2
zU

n

{
1− νr2

1− ν2r2
− f

}
(6.43)

La expresión que figura entre paréntesis es la misma que en la ecuación (6.22). La
proporción de emparejamiento es, por tanto, la misma que para la estimación del total
actual. �

6.3 Estimación del cambio absoluto

Para estimar el cambio absoluto ∆ = YU − ZU , podemos usar dos estimadores

∆̂1 = Ŷ1r − ẐHT
U (sa) (6.44)

y
∆̂2 = Ŷ2 − ẐHT

U (sa), (6.45)

donde Ŷ1r es el estimador de regresión del total en cada ocasión dado por (6.31) y donde
Ŷ2 = Ŷ HT

U (su) viene dado por (6.2). La combinación lineal de ∆̂1 y ∆̂2 da

∆̂ = δ1∆̂1 + δ2∆̂2 (6.46)

donde δ1 + δ2 = 1. Esto es un estimador aproximadamente insesgado del cambio abso-
luto ∆.

Tema 6. Muestreo en dos ocasiones.
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Su varianza aproximada viene dada por

AV (∆̂) = δ2
1AV (∆̂1) + δ2

2AV (∆̂2) + 2AC(∆̂1, ∆̂2). (6.47)

El razonamiento usado anteriormente en la sección precedente nos lleva directamente
a

δ1opt = 1− δ2opt =
V(∆̂2)− AC(∆̂1, ∆̂2)

AV (∆̂1) + V(∆̂2)− 2AC(∆̂1, ∆̂2)
(6.48)

y así tenemos

AV (∆̂)min =
AV (∆̂1)V(∆̂2)− [AC(∆̂1, ∆̂2)]2

AV (∆̂1) + V(∆̂2)− 2AC(∆̂1, ∆̂2)
(6.49)

Ejemplo 25. De nuevo, consideramos el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
como en el Ejemplo 21. Entonces

∆̂1 = N [ȳsm + B̂(z̄sa − z̄sm)− z̄sa ] y ∆̂2 = N(ȳsu + z̄sa)

y

AV (∆̂1) =
N2

n

[
S2
yU

µ
(1− µf − νr2) + (1− f)S2

zU − 2(1− f)SzyU

]
V(∆̂2) =

N2

n

[
1− νf
ν

S2
yU + (1− f)S2

zU + 2fSzyU

]
y

AC(∆̂1, ∆̂2) =
N2

n
[(1− f)(S2

zU − SzyU)− f(S2
yU − SzyU)].

Una hipótesis que simplifica los cálculos y que a menudo es realista, es que S2
yU = S2

zU =
S2. En tal caso tendríamos

AV (∆̂1) =
N2S2

n

[
1

µ
(1− νr2) + 1− 2r − 2f(1− r)

]
V(∆̂2) =

N2S2

n

[
1

ν
+ 1− 2f(1− r)

]
y

AC(∆̂1, ∆̂2) =
N2S2

n
[(1− r − 2f(1− r))] .

A partir de (6.49), tenemos

AVmin(∆̂) = 2
N2S2

n
(1− r)

[
1

1− µr
− f

]
, (6.50)
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que es una función creciente de µ para cada r tal que 0 < r < 1. Por lo tanto, si 0 < r < 1,
la proporción óptima de emparejamiento es el 100 %; es decir, la mejor política para
estimar el cambio absoluto es el uso de la misma muestra en ambas ocasiones. Por
contra, para estimar el nivel (el total de y, por ejemplo), la proporción óptima de
emparejamiento raramente excede el 40 %, como se puede ver en la tabla 6.1. �

6.4 Estimación de la suma de totales

Para estimar la suma de totales, TU = YU + ZU , formamos los estimadores

T̂1 = Ŷ1r + ẐHT
U (sa) (6.51)

y
Ŷ2 = Ŷ2 − ẐHT

U (sa) (6.52)

donde Ŷ1r es el estimador de regresión del total actual YU dado por (6.31) y donde
Ŷ2 = T̂su es el estimador de Horvitz-Thompson mostrado en la ecuación (6.2).

Se puede ver que la varianza aproximada mínima es

AVmin = 2
N2S2

n

1 + r

1− µr
(6.53)

si asumimos muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, S2
yU = S2

zU = S2 y f = 0.
Esto implica que la proporción óptima de emparejamiento es cero cuando r > 0. Es
decir, la mejor política para estimar la suma de los dos totales es elegir una muestra
totalmente nueva en la segunda ocasión.

Comentario 30. Un gran número de encuestas a gran escala están diseñadas para medir
los cambios de la población a lo largo del tiempo. Ejemplos bien conocidos son las
Encuestas de Población Activa, realizadas en muchos países de forma regular, mensual
o trimestralmente. Este tipo de encuestas a menudo usan algún tipo de solapamiento
de la muestra. El diseño y la estimación de este tipo de encuestas puede requerir
métodos especiales, por ejemplo, el uso de análisis de series temporales combinado
con herramientas de muestreo probabilístico. Para más información sobre este tipo de
muestreo véase (Duncan y Kalton 1987; Binder e Hidiroglou 1988). �
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Tema 7

Métodos indirectos de estimación de la varianza. Método de los gru-
pos aleatorios. Método de las semimuestras equilibradas. Método Jackk-
nife. Método Bootstrap.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

7.1 Introducción

La precisión de un estimador θ̂ a menudo se discute en términos de la varianza V(θ̂).
Normalmente el valor exacto de la varianza es desconocido, porque depende de can-
tidades poblacionales desconocidas. Después de obtener los datos de una encuesta,
sin embargo, se puede calcular una estimación de la varianza. Cuando se difunden
los resultados de una encuesta, es una buena práctica (véase, p.ej., el tema 161 del
bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de
operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes) proporcionar las estimaciones
de la varianza V̂(θ̂) para los estimadores θ̂ usados en la encuesta. A menudo se usa una
estimación de la varianza para calcular un intervalo de confianza

θ̂ ± constante× [V̂]
1
2 ,

suponiendo que la distribución muestral de θ̂ es aproximadamente normal.

1Tema 16. La calidad en la estadística oficial y el Código de Buenas Prácticas de las Estadísticas
Europeas. El concepto de calidad en la estadística oficial. El Código de Buenas Prácticas de las Estadísticas
Europeas. El marco de garantía de la calidad del Sistema Estadístico Europeo. La calidad en los productos
y en los procesos estadísticos. Sistemas de evaluación global de la calidad: auditorías, autoevaluación y
revisiones por homólogos en las oficinas de Estadística.

1
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Este tema presenta algunos métodos especiales de estimación de la varianza, añadidos
a los vistos en temas anteriores. Hasta ahora se han visto tres métodos generales de
estimación de la varianza.

1. El tema 22 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo
de producción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes consi-
dera el caso en que θ̂ es un estimador HT. Se vieron dos estimadores insesgados
de V(θ̂), el estimador de Horvitz-Thompson y el estimador de Yates-Grundy-Sen.
Ambos estimadores pueden ser modificados y usados cuando θ̂ es una función
lineal de varios estimadores HT.

2. Cuando θ̂ es una función no lineal de estimadores HT, no se puede encontrar
normalmente una expresión exacta para la varianza V(θ̂). En el tema 3 de este
mismo bloque, se usa la linealización de Taylor para obtener una varianza apro-
ximada AV (θ̂) = V

[
θ̂0

]
. La Sección 3.4 soluciona la estimación de esta varianza

aproximada.

3. El tema 4 de este mismo bloque presenta un estimador de la varianza residual
ponderada para el estimador GREG. Este estimador de la varianza tiene ventajas
sobre el estimador de linealización de Taylor.

Este tema presenta algunas técnicas aproximadas para la estimación de la varianza,
incluyendo grupos aleatorios, semimuestras equilibradas, jackknife y bootstrap. Estas
técnicas son capaces de manejar tanto diseños complejos de muestreo como estimadores
complejos. Por tanto, se pueden usar en casos en los que los métodos (1) y (3) anteriores
no son fácilmente aplicables. Puesto que normalmente requieren el uso extensivo de
computación, a veces se denominan computacionalmente intensivos.

Estos estimadores de la varianza son complicados en teoría, porque es difícil obtener
resultados generales sobre sus propiedades estadísticas, por ejemplo, su sesgo. Los
pocos resultado teóricos de este tema se limitan a los casos en los que la varianza de un
estimador HT es estimada. Estas técnicas se usan principalmente con estimadores más
complejos. En estos casos, no se dispone de resultado teóricos y nuestro conocimiento
sobre las propiedades estadísticas de los estimadores de la varianza se limitan a conclu-
siones obtenidas de estudios simulados o otras fuentes de evidencia empírica.

A lo largo de este tema, suponemos muestreo sin reemplazamiento.

Una explicación más detallada de estos métodos (y del método de linealización de
Taylor) está dada extensamente por Wolter 2007. Este tema se basa en esa fuente y en
el resumen incluido en (Särndal, Swensson y Wretman 1992, cap. 11). Para un breve

2Tema 2. Ideas básicas sobre estimación en muestreo probabilístico. Diseño muestral. Probabilidades
de inclusión. La noción de estadístico. Indicadores de pertenencia a la muestra. Estimadores y sus
propiedades básicas. El estimador Horvitz-Thompson (estimador π) y sus propiedades. Muestreo con
reemplazamiento. Efecto de diseño. Intervalos de confianza.

Tema 7. Métodos indirectos de estimación de la varianza.
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resumen de las técnicas de estimación de la varianza, véase también (Rust 1985).

Un estimador de la varianza V̂(θ̂) debería de ser:

a. Insesgado, o aproximadamente, es decir, debería satisfacer E[V̂(θ̂)] ≈ V(θ̂).

b. Estable, es decir, la varianza del estimador de la varianza debería de ser pequeño.

c. No negativo, es decir, tener siempre valores no negativos.

d. Producir intervalos de confianza que abarquen θ con una probabilidad aproxima-
damente igual al nivel de confianza indicado.

¿Hasta qué punto los estimadores de la varianza que se presentan en este tema cumplen
los requisitos anteriores? Todos son no negativos. Cuando θ̂ es un estimador HT, a
menudo tiene sesgo positivo. Por tanto, sobreestimarán V(θ̂). Cuando θ̂ es una función
no lineal de los estimadores HT no existen resultados analíticos exactos. Sin embargo, a
menudo se espera que estos estimadores de la varianza sigan funcionando bien en este
caso. Para la estabilidad y los niveles de confianza, debe recurrirse a estudios con datos
simulados.

Presentamos ahora un resultado que se usará varias veces más tarde en el tema. Supon-
gamos que θ̂ es un estimador de θ, basado en los datos de una muestra probabilística.
A menudo consideraremos un número (digamos A) de subconjuntos de la muestra
original y un estimador separado de θ calculado a partir de cada subconjunto,

θ̂1, . . . , θ̂a, . . . , θ̂A.

Se puede calcular un estimador alternativo con la muestra completa obteniendo la
media de θ̂a,

θ̂∗ =
1

A

A∑
a=1

θ̂a.

A veces θ̂∗ y θ̂ se pueden definir de forma que sean idénticos.

Nuestro mayor interés aquí es estimar la varianza de θ̂∗, es decir, V(θ̂∗). Consideraremos
las dos siguientes expresiones,

V̂1 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂∗)2 (7.1)

y

V̂2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2 (7.2)

El uso de la expresión (7.1) como un estimador de V(θ̂) está justificada por el siguiente
resultado
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E(V̂1) = V(θ̂∗)− 1

A(A− 1)

A∑
a=1

A∑
b=1

a6=b

C(θ̂a, θ̂b)

+
1

A(A− 1)

A∑
a=1

[E(θ̂a)− E(θ̂∗)]2.

(7.3)

Se sigue de (7.3) que, si θ̂1. . . . , θ̂A estuviesen incorrelados y tuviesen la misma esperanza,
entonces V̂1 dado por (7.1) sería insesgado para V(θ̂∗).

El uso de la expresión (7.2) como un estimador de V(θ̂∗) está justificado por la igual-
dad

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2 =
A∑
a=1

(θ̂a − θ̂∗)2 + A(θ̂∗ − θ̂)2 (7.4)

de lo que se sigue que
V̂2 ≥ V̂1.

De hecho, tanto V̂2 como V̂1 también se usan para estimar la varianza de θ̂, V(θ̂), bajo la
hipótesis de que V(θ̂∗) y V(θ̂) son aproximadamente iguales.

La mayoría de los estimadores aproximados de la varianza que veremos en este tema
son de la forma mostrada en las ecuaciones (7.1) y (7.2). En los casos que consideraremos
a continuación, θ̂1, . . . , θ̂A normalmente estarán correlados, y tanto V̂1 como V̂2 serán
estimadores sesgados de V(θ̂∗) y V(θ̂).

7.2 Método de los grupos aleatorios

7.2.1 Grupos aleatorios independientes

La técnica de grupos aleatorios independientes es una técnica especial para seleccionar
una muestra que conduzca a una estimación de la varianza sencilla. La idea de los
grupos aleatorios independientes tiene sus orígenes en trabajos de Mahalanobis 1939;
Mahalanobis 1944; Mahalanobis 1946 y Deming 1956. La terminología en este área varía
bastante. Muestras interpenetrantes (Mahalanobis) y muestras replicadas (Deming) son
términos alternativos para lo que llamamos grupos aleatorios.

En lugar de seleccionar una única muestra s de tamaño n, seleccionamos A muestras
independientes s1, . . . , sA, de igual tamaño m = n

A
. Asumimos que se selecciona la pri-

mera muestra s1 y luego se devuelve a la población. Entonces se selecciona la segunda
muestra s2, muestreando sobre el total de la población, con el mismo diseño con el que
se obtuvo s1 y de forma independiente a s1. Entonces s2 se devuelve a la población,
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una tercera muestra s3 se selecciona con el mismo diseño que s1 y s2, y así sucesiva-
mente, hasta que se seleccionan A muestras. El diseño común con el que se selecciona
cada muestra sa puede ser sin reemplazamiento. Lo que es importante, sin embargo, es
que se devuelva cada muestra sa antes de que la siguiente muestra sa+1 sea seleccionada.

Bajo estas condiciones, las muestras, o grupos aleatorios como también se llaman,
s1, . . . , sA, se pueden considerar resultados de A repeticiones independientes del mismo
experimento aleatorio, concretamente, seleccionando m elementos de una población
dada mediante un diseño de muestreo fijo. Las A muestras no tienen por qué ser necesa-
riamente disjuntas. (Por el contrario, si las muestras no fuesen devueltas a la población,
entonces serían disjuntas, pero ya no serían independientes).

Para cada a = 1, . . . , A, se calcula un estimador θ̂a de θ a partir únicamente de los datos
de sa. La misma fórmula del estimador se utiliza de principio a fin. La media de los θ̂a,
aquí denotada por θ̂IRG 3 es un candidato natural para estimar θ

θ̂IRG =
1

A

A∑
a=1

θ̂a. (7.5)

Como estimador de V(θ̂IRG), la varianza de θ̂IRG, consideremos el estimador de la
varianza de los grupos aleatorios independientes,

V̂IRG1 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂IRG)2. (7.6)

Bajo las hipótesis de grupos aleatorios independientes, es decir, las A muestras se
seleccionan de forma independiente y con el mismo diseño muestral, los estimadores
θ̂1, . . . , θ̂A son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Se sigue
inmediatamente a partir de (7.3) que V̂IRG1 es insesgado,

E(V̂IRG1) = V(θ̂IRG). (7.7)

Comentario 31. Para que se verifique (7.7), no es necesario que los θ̂a estén idénticamen-
te distribuidos. Podemos ver de la ecuación (7.3) que (7.7) se verifica bajo la hipótesis
más débil de que θ̂1, . . . , θ̂a, . . . , θ̂A tengan la misma esperanza. Por tanto, no necesitan te-
ner la misma varianza, ni necesitan ser insesgados para θ mientras sean independientes
y tengan la misma esperanza. �

El estimador de la varianza mostrado en la ecuación (7.6) es sorprendentemente fácil de
calcular. Una vez que se han obtenido los valores θ̂1, . . . , θ̂a, . . . , θ̂A, es poco el trabajo
que queda para llegar a V̂IRG1. Otro detalle es que la insesgadez de (7.7) se verifica
independientemente de la complejidad del estimador θ̂a e independientemente de la

3Del inglés Independent Random Groups.
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complejidad del diseño muestral usado para obtener sa. Por ejemplo, θ̂a puede ser un
estimador del coeficiente de correlación, y el diseño puede ser uno que no permita la
estimación de la varianza insesgada mediante técnicas tradicionales, como el muestreo
sistemático con un arranque aleatorio simple.

Sin embargo, también existen ciertos problemas asociados con la técnica de grupos
aleatorios independientes:

1. La selección y recogida de datos para una serie de muestras independientes puede
resultar más costoso y complejo que seleccionar y observar una única muestra
grande. Además, hay que ser cuidadoso de no crear un dependencia no deseada
entre los θ̂a. Esta dependencia podría introducirse mediante el efecto entrevistador,
o durante el procesamiento de los datos por el personal del instituto encargado de
esta fase.

2. Para obtener un estimador de la varianza estable, el número A de muestras
independientes debería de ser grande. En la práctica, sin embargo, A puede que
no sea tan grande, lo que hace que el estimador de la varianza sea inestable. Por
ejemplo, Mahalanobis propuso usar sólo cuatro grupos, mientras que Deming
sugiere diez.

Esta deficiencias pueden explicar por qué la técnica de grupos aleatorios independientes
no se usa a menudo en la práctica.

El estimador θ̂IRG se obtiene como media de las estimaciones para las distintas muestras
independientes s1, . . . , sA. De forma alternativa, θ podría estimarse a partir de la muestra
combinada. Aplicando la fórmula del estimador a los datos correspondientes a

s =
A⋃
a=1

sa

obtenemos un estimador de la muestra combinada, denotado por θ̂. Claramente, θ̂
puede diferir de θ̂IRG. Por ejemplo, una estimación de un coeficiente de correlación
basada en la s combinada no es en general igual a la media de las estimaciones de los A
coeficientes de correlación obtenidos de las distintos subconjuntos s1, . . . , sA.

Una pregunta relacionada es: ¿cómo se debería de estimar la varianza de θ̂? A menudo,
V̂IRG1 definida por (7.6) se usa de hecho para estimar V(θ̂) cuando θ̂ y θ̂IRG no son
idénticos.

Un estimador alternativo de V(θ̂) que se usa a veces es

V̂IRG2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2 (7.8)
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Se sabe poco sobre si V̂IRG1 o V̂IRG2 debería ser preferible como estimador de V(θ̂). Sin
embargo, a partir de (7.4), se cumple

V̂IRG2 ≥ V̂IRG1. (7.9)

Por tanto, V̂IRG2 es más conservador que V̂IRG1. Cuando se trata de estimar V(θ̂IRG), se
sigue a partir de (7.9) que V̂IRG2 tendrá sesgo positivo.

7.2.2 Grupos aleatorios dependientes

La técnica de grupos aleatorios dependientes es un intento de adaptar la técnica de
grupos aleatorios independientes a una muestra que no verifica los requisitos de grupos
aleatorios independientes. Supongamos que primero seleccionamos una muestra gran-
de del total poblacional mediante un diseño de muestreo probabilístico. Después de
que esta muestra se ha obtenido, se usa un mecanismo aleatorio para dividir la muestra
en un número de submuestras disjuntas, esto es, en grupos aleatorios. Éstos no serán
independientes, pero una característica importante del procedimiento a describir es que
serán tratados como si fuesen independientes. Estas ideas fueron descritas en primer
lugar por Hansen, Hurwitz y Madow 1953.

Sea s la muestra seleccionada de la población U ; la llamaremos la muestra completa. A
continuación se divide s en A grupos aleatorios disjuntos s1, . . . , sa . . . , sA, es decir,

s =
A⋃
a=1

sa.

Sea s de tamaño fijo n y supongamos por simplicidad que los grupos son de igual
tamaño, m = n

A
. Suponemos que s se divide en en grupos mediante una estrategia de

aleatorización de forma que “cada grupo aleatorio tiene esencialmente el mismo diseño
muestral que la muestra de la que procede” (Wolter 2007). No siempre es obvio cómo se
puede realizar. En algunos casos hay varias formas posibles, como se verá más tarde en
esta subsección.

Sean θ̂1, . . . , θ̂a, . . . , θ̂A estimadores de θ, donde θ̂a está basado en los datos del grupo sa
únicamente; a = 1, . . . , A. Se asume que los θ̂a son insesgados, o casi, pero no necesitan
ser estimadores HT. Podemos considerar dos estimadores de θ de muestra completa
alternativos: (a) el estimador θ̂DRG

4 obtenido mediante una media,

θ̂DRG =
1

A

A∑
a=1

θ̂a (7.10)

y (b) el estimador θ̂ basado en los datos de la muestra completa s, ignorando la división
en grupos aleatorios. En algunos casos θ̂DRG y θ̂ se pueden definir de forma que sean

4DRG viene del inglés dependent random groups
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idénticos. Como antes en el tema, podemos formar dos estimadores de la varianza
alternativos

V̂DRG1 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂DRG)2 (7.11)

y

V̂DRG2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2. (7.12)

Ambos son posibles estimadores de V(θ̂DRG) así como de V(θ̂) , pero ninguno es inses-
gado para cualquiera de estos dos objetivos.

Algunas conclusiones inmediatas son:

1. Se sigue de (7.3) que si los grupos aleatorios se forman tal que θ̂1, . . . , θ̂A tienen la
misma esperanza, no necesariamente igual a θ, entonces el sesgo de V̂DRG1 como
estimador de V(θ̂DRG) viene dado por

E(V̂DRG1)− V(θ̂DRG) = − 1

A(A− 1)

A∑
a=1

A∑
b=1

a6=b

C(θ̂a − θ̂b)

En particular, si todos los pares θ̂a y θ̂b tienen la misma covarianza γ, entonces

E(V̂DRG1)− V(θ̂DRG) = −γ (7.13)

2. Se sigue de (7.4) que V̂DRG2 ≥ V̂DRG1.

Ejemplo 26. Sea una muestra s de tamaño n = Am extraída de una población U de
tamaño N mediante un diseño muestral aleatorio simple sin reemplazamiento. Diví-
dase a continuación la muestra s de modo aleatorio en A grupos aleatorios disjuntos
s1, . . . , sA de igual tamaño m, de tal modo que cada sa es una muestra aleatoria simple
sin reemplazamiento de la población U 5. Supongamos que quiere estimarse el total

poblacional YU =
∑

k∈U yk. Sea Ŷ HT
U = Nȳs e Ŷa

HT
U = Nȳsa . En este caso, Ŷ HT

U y ŶDRG son
idénticos:

Ŷ HT
U = ŶDRG = NȳU ,

con varianza

V
[
Ŷ HT
U

]
= N2 (1− f)

S2
yU

n
.

El estimador de la varianza mediante grupos aleatorios es, por tanto,

5Esto puede conseguirse extrayendo s1 como una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de
tamañom de s. A continuación, se extrae otra muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamañom
del resto de la muestra s− s1. Seguidamente, se extrae igualmente s3 de s− (s1 ∪ s2) y así sucesivamente.
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V̂DRG ≡ V̂DRG1 = V̂DRG2 = N2 1

A(A− 1)

A∑
a=1

(ȳsa − ȳs)
2 .

Ahora bien, como para a 6= b se cumple C (ȳsa , ȳsb) = V (ȳs)−
S2
yU

n
, se sigue de (7.13) que

el sesgo relativo de V̂DRG está dado por

E
(
V̂DRG

)
− V (Nȳs)

V (Nȳs)
=

f

1− f
,

que es irrelevante cuando la fracción de muestreo f es pequeña y, en el caso extremo
cuando A = n (esto es, m = 1), entonces V̂DRG = N2 S

2
ys

n
y el sesgo podría corregirse tan

solo con el factor 1− f . �

Ejemplo 27. Considérese el muestreo proporcional al tamaño sin reemplazamiento para
la estimación del total poblacional YU =

∑
k∈U yk. Una muestra s de tamaño fijo n = Am

se selecciona proporcionalmente al tamaño con probabilidades de inclusión πk, k ∈ U .
La muestra extraída s se divide en A grupos aleatorios s1, . . . , sA de igual tamaño m,
como en el ejemplo anterior. Por tanto, cada grupo sa se comporta como si hubiese sido
seleccionada con un diseño muestral con probabilidades de inclusión πka = m

n
πk, k ∈ U .

Los estimadores HT basados en s y sa serán, por tanto,

Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk
, (7.14)

Ŷa
HT
U =

∑
k∈sa

yk
πka

. (7.15)

Entonces, será

ŶDRG =
1

A

A∑
a=1

Ŷa
HT
U = Ŷ HT

U ,

cuyas varianzas son por tanto idénticas y se reducen a

V̂DRG ≡ V̂DRG1 = V̂DRG2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(
Ŷa

HT
U − Ŷ HT

U

)2

. (7.16)

No es difícil demostrar que el sesgo de V̂DRG es

E
[
V̂DRG

]
− V

[
Ŷ HT
U

]
=

n

n− 1

[
V0 − V

[
Ŷ HT
U

]]
,

donde V0 ≡ 1
n

∑
k∈U

πk
n

[
nyk
πk
− YU

]2

. El ejemplo anterior es, de hecho, un caso particular
de este ejemplo. �
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Ejemplo 28. Cuando la muestra s se obtiene mediante un muestreo estratificado, existen
dos maneras fundamentalmente diferentes de aplicar la técnica de los grupos alea-
torios dependientes, que conducen a estimadores de la varianza diferentes (sin una
preferencia clara por ninguna de ellos). Por simplificar, estimemos el total poblacional
YU =

∑H
h=1 YUh mediante el estimador HT dado por Ŷ strHT

U =
∑H

h=1 Ŷ
strHT
Uh

. El primer

enfoque es centrarse en la varianza V
(
Ŷ strHT
U

)
=
∑H

h=1 V
(
Ŷ HT
Uh

)
y aplicar la técnica de

los grupos aleatorios dependientes a cada estrato h por separado, de modo que puede
escribirse

V̂DRG

(
Ŷ HT
U

)
=

H∑
h=1

V̂DRG

(
Ŷ HT
Uh

)
.

El segundo enfoque consiste en formar los grupos aleatorios transversalmente a todos
los estratos, de modo que cada sa es en realidad una muestra estratificada de la pobla-
ción U . Si la muestra completa s tiene nh elementos del estrato h, entonces el grupo
aleatorio sa tendrá mh = nh

A
elementos del estrato h. Tenemos así A grupos aleatorios

dependientes de igual tamaño m =
∑H

h=1 mh con una afijación por estrato idéntica a la
de la muestra completa. Como estimador de la varianza de Ŷ strHT

U podemos usar V̂DRG1

o V̂DRG2. No existe evidencia clara sobre qué opción es preferible (Wolter 2007). �

Ejemplo 29. Cuando el diseño muestral incluye dos o más etapas de muestreo, una
práctica extendida es aplicar la técnica de los grupos aleatorios a las PSUs únicamente.
Así, la muestras sI de PSUs se divide en grupos aleatorios sIa (a = 1, . . . , A). Suponemos
que estos grupos de PSUs se forman del mismo modo que los grupos de elementos en los
ejemplos previos. Considérese, por ejemplo, un muestreo en primera etapa proporcional
al tamaño sin reemplazamiento. Sea el estimador para el total poblacional YU =

∑
k∈U yk

dado por Ŷ HT
U =

∑
i∈sI

Ŷ HT
Ui

πIi
, donde πIi denota la probabilidad de inclusión en primera

etapa del conglomerado i. El diseño muestral en etapas posteriores es arbitrario. La
muestra en primera etapa sI de nI conglomerados se divide aleatoriamente en grupos
aleatorios sI1, . . . , sIA de igual tamaño mI = nI/A. Se sigue que, para una muestra sI
dada, el grupo sIa se comporta como una muestra aleatoria simple de sI . El estimador
de YU basado en sIa será, por tanto,

Ŷa
HT
U =

nI
mI

∑
k∈sIa

Ŷ HT
Ui

πIi
.

Nuevamente, Ŷ HT
U e ŶDRG = 1

A

∑A
a=1 Ŷa

HT
U coinciden y la estimación de su varianza

común será

V̂DRG =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(
Ŷa

HT
U − Ŷ HT

U

)2

.

�

Comentario 32. Los estimadores de la varianza (7.11) y (7.12) pueden sufrir inestabi-
lidad en el sentido de que están basados en un pequeño número de grupos. Norlèn
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y Waller 1979 sugirieron un procedimiento mejorado, concretamente, repetir el procedi-
miento completo de grupos aleatorios independientemente un número de veces, por
ejemplo R veces, sobre la misma muestra s. De esta forma, obtenemos una secuencia
de R estimadores de la varianza independientes V̂1, . . . , V̂r, . . . , V̂R, donde cada V̂r es un
estimador de la varianza de grupos aleatorios dependientes. Calculando la media da
un estimador de la varianza

V̂ =
1

R

R∑
r=1

V̂r.

Este procedimiento de grupos aleatorios repetido proporcionará obviamente un estima-
dor de la varianza con variabilidad reducida. Sea

V
(
V̂r

)
= c1 + c2,

donde c1 = E
[
V
(
V̂r|s

)]
y c2 = V

[
E
(
V̂r|s

)]
. Entonces

V
(
V̂
)

=
(c1

R

)
+ c2 < c1 + c2.

Cabe señalar que los grupos aleatorio repetidos están formados a partir de una única
misma muestra, por eso el único coste adicional, normalmente pequeño, se debe al
esfuerzo computacional mayor.

7.3 Método de las semimuestras equilibradas

El método de semimuestras equilibradas se desarrolló inicialmente para el caso de un
gran número de estratos y una muestra compuesta únicamente por dos elementos (o
dos PSUs) por estrato. En este caso, la técnica de grupos aleatorios dependientes tendrá
una estabilidad pobre, porque solo se pueden formar dos grupos disjuntos. La idea
de usar semimuestras para la estimación de la varianza fue introducida por la Oficina
de Censos de EE.UU. en torno a 1960. La técnica de semimuestras equilibradas que
describiremos fue desarrollada por McCarthy 1966; McCarthy 1969. Otros nombres para
esta técnica son replicaciones repetidas balanceadas (BRR del inglés balanced repeated
replications) y pseudoreplicación.

Describimos la técnica tal y como se usa en el caso de la estimación de la varianza de
un estimador HT. Se han explicado varios métodos de estimación de la varianza de un
estimador HT. Sin embargo, el estimador HT ilustra bien la forma en que funciona esta
técnica. El caso en que θ̂ es un estimador más complejo es de más interés en la práctica
y se verá al final de la sección.

Sea una población U de N elementos dividida en H estratos U1, . . . , UH de tamaños
N1, . . . , NH respectivamente. Sea sh una muestra de tamaño fijo nh = 2 seleccionada
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independientemente en cada estrato (h = 1, . . . , H) mediante un diseño con probabili-
dades de inclusión πk y πkl. El total poblacional se puede escribir como

YU =
H∑
t=1

YUh =
H∑
h=1

∑
k∈Uh

yk.

El correspondiente estimador HT viene dado por

Ŷ HT
U =

H∑
h=1

Ŷ HT
Uh

=
H∑
t=1

∑
k∈sh

yk
πk
. (7.17)

Un estimador simplificado de la varianza para el caso del muestreo estratificado es

V̂0 =
H∑
t=1

1

nh(nh − 1)

∑
k∈sh

(
yk
pk
− Ŷ HT

Uh

)2

,

donde pk = πk/n y, en este caso (con nh = 2), queda

V̂0 =
1

2

H∑
h=1

∑
k∈sh

(
yk
pk
− Ŷ HT

Uh

)2

. (7.18)

La técnica de semimuestras equilibradas ofrece una forma alternativa de calcular el
estimador de la varianza (7.18). Consideremos una muestra dada s =

⋃H
h=1 sh, donde

cada sh consiste de exactamente dos elementos. Una semimuestra es un conjunto que
consiste de exactamente uno de los dos elementos de cada sh. Hay, por tanto, 2H posibles
semimuestras.

La idea básica de la técnica de semimuestras equilibradas es seleccionar un conjunto
de semimuestras del conjunto de todas las 2H semimuestras, calcular una estimación

Ŷa
HT
U de YU para cada semimuestra seleccionada y entonces usar estos valores Ŷa

HT
U para

estimar V(Ŷ HT
U )). Veremos que la selección de las semimuestras de una forma ingeniosa

(concretamente como un ’conjunto balanceado’) hace posible calcular V̂0 dado por (7.18)

a partir de los valores observados Ŷa
HT
U .

Necesitamos notación adicional para describir la técnica. Para cada sh, sean sus dos
elementos renombrados de forma temporal (aleatoriamente) como h1 y h2. De esta
forma, una semimuestra consiste únicamente en uno solo de los dos elementos h1 y h2
para cada estrato h. Para cada semimuestra posible (a = 1, . . . , 2H), definimos además
variables indicadoras δah y εah (h = 1, . . . , H) tales que

δah =

{
1 si la semimuestra a contiene al elemento h1,

0 si la semimuestra a contiene al elemento h2,
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y

εah =

{
1 si la semimuestra a contiene al elemento h1,

−1 si la semimuestra a contiene al elemento h2.

Por tanto, cada semimuestra posible (a = 1, . . . , 2H) está caracterizada por el vec-
tor (δa1, . . . , δaH), o, alternativamente, por el vector (εa1, . . . , εaH). Claramente, εah =
2δah − 1.

Definición 9

Un conjunto deA semimuestras (etiquetadas a = 1, . . . , A) se dice que está equilibrada
si

A∑
a=1

εahεah′ = 0 (7.19)

para todos los pares de estratos h y h′ (h 6= h
′). Un conjunto de semimuestras que es

equilibrada y también verifica
A∑
a=1

εah = 0 (7.20)

para cada h = 1, . . . , H se dice que es equilibrada ortogonal completa o está en equilibrio
ortogonal completo.

La técnica de semimuestras equilibradas de estimación de la varianza se puede ahora
describir de la siguiente forma.

i. Obtener un conjunto equilibrado de semimuestras sa (a = 1, . . . , A) a partir de s.

ii. Para cada semimuestra (a = 1, . . . , A), se calcula

Ŷa
HT
U =

H∑
h=1

[
δahyh1

ph1

+
(1− δah)yh2

ph2

]
, (7.21)

donde phi = πhi
nh

= πhi
2

(i = 1, 2).

iii. El estimador de la varianza de semimuestras equilibradas V̂BH 6 se obtiene como

V̂BH =
1

A

A∑
a=1

(Ŷa
HT
U − Ŷ HT

U )2, (7.22)

donde Ŷ HT
U es el estimador HT definido en (7.17).

Este estimador verifica la siguiente propiedad importante: si el conjunto de semimues-
tras está equilibrado, entonces

V̂BH = V̂0, (7.23)

6del inglés balanced half-samples
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donde V̂0 está definido por (7.18). Por tanto, el procedimiento de semimuestras equili-
bradas es simplemente una forma alternativa de calcular V̂0. Además, si el conjunto de

semimuestras es equilibrado ortogonal completo, entonces la media de los valores Ŷa
HT
U

es igual a Ŷ HT
U , es decir,

ŶBH ≡
1

A

A∑
a=1

Ŷa
HT
U = Ŷ HT

U . (7.24)

Por tanto, bajo el equilibrado ortogonal completo, el estimador de la varianza V̂BH se
puede obtener de forma alternativa como

1

A

A∑
a=1

(Ŷa
HT
U − ŶBH)2.

Ejemplo 30. Considérese un diseño muestral estratificado aleatorio simple con dos
elementos muestreados por estrato. Entonces, πh1 = πh2 = 2ph1 = 2ph2 = 2/Nh, el
estimador HT es

Ŷ strHT
U =

H∑
h=1

Nhȳsh

y

V
(
Ŷ strHT
U

)
=

1

2

H∑
h=1

N2
h(1− fh)S2

yUh
.

Supongamos que disponemos de un conjunto equilibrado de semimuestras. Entonces

Ŷa
HT
U =

H∑
h=1

Nh [δahyh1 + (1− δah)yh2]

y se verifica fácilmente que se cumple (7.23), de modo que

V̂BH =
1

2

H∑
h=1

N2
hS

2
ysh
.

Además, si el conjunto está en equilibrio ortogonal completo se cumple ŶBH = Ŷ strHT
U .

�

Veamos ahora cómo puede obtenerse un conjunto equilibrado de semimuestras. El
conjunto que consiste en todas las 2H semimuestras posibles es equilibrado y también
equilibrado ortogonal completo. Sin embargo, por motivos computacionales, quere-
mos un conjunto mucho más pequeño de semimuestras. En todos los casos de interés
práctico, resulta que podemos encontrar un conjunto que consiste en no más de H + 3
semimuestras equilibradas, por motivos que se discuten más adelante.

Se sigue de la ecuación (7.19) que encontrar un conjunto equilibrado de A semimuestras
es lo mismo que encontrar una matriz A×H con elementos εah iguales a 1 o a −1 y con
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todas las columnas ortogonales a pares. Tales matrices de orden c× c, originalmente
destinadas a su uso en el diseño experimental, fueron creadas por Plackett y Burman
1946 para c = 2, 4, 8, 12, 16, . . . , 200. Wolter 2007 también presenta estas matrices para
c = 2, 4, 8, 12, 16, . . . , 100. Las matrices presentadas por estos autores no son únicas,
es decir, para una c dada, existen otras matrices c × c de valores de εah que también
satisfacen la condición de equilibrado. Hay que aclarar que las matrices de Plackett y
Burman y de Wolter no verifican la condición de equilibrio ortogonal completo. Estas
matrices tienen exactamente una columna de solo 1 o solo −1, por lo que (7.20) no se
verifica. El resto de columnas en cada matriz, sin embargo, verifican la condición de
equilibrio ortogonal completo.

Ejemplo 31. Veamos un ejemplo concreto de construcción de un conjunto de semimues-
tras equilibradas. Supongamos que tenemos H = 8 estratos. Podemos entonces usar la
siguiente matriz 8× 8 dada por Wolter 2007:



+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

+1 −1 +1 −1 +1 −1 +1 −1

+1 −1 −1 +1 +1 −1 −1 +1

+1 +1 −1 −1 +1 +1 −1 −1

+1 +1 +1 +1 −1 −1 −1 −1

+1 −1 +1 −1 −1 +1 −1 +1

+1 −1 −1 +1 −1 +1 +1 −1

+1 +1 −1 −1 −1 −1 +1 +1


.

Cada file de la matriz definirá una semimuestra. De este modo, la primera semimuestra
consistirá de los primeros elementos de cada estrato. La segunda semimuestra consistirá
de los primeros elementos de los estratos 1, 3, 5 y 7 y de los segundos elementos para los
estratos 2, 4, 6 y 8. Y así para el resto de filas. El conjunto de semimuestras es equilibrado
ya que la matriz es ortogonal por construcción. Si H fuese 7, podemos utilizar la misma
matriz seleccionando cualesquiera 7 columnas para obtener 8 semimuestras balanceadas.
Similarmente sucede si H = 6, 5. �

El principio que ilustra este ejemplo consiste en que una matriz c× c (siendo c múltiplo
de 4) puede emplearse para construir conjuntos de A = c semimuestras balanceadas
cuando H = c, c− 1, c− 2, c− 3. De este modo, el número de semimuestras balanceadas
no necesita ser mayor que H + 3.

Si se precisa equilibrio ortogonal completo, el procedimiento del siguiente ejemplo
ilustra cómo obtenerlo.

Ejemplo 32. Si partimos de la misma matriz 8 × 8 anterior y suprimimos la primera
columna, las restantes siete columnas satisfarán la propiedad de equilibrio ortogonal
completo por construcción. De este modo, estas 7 columnas son ortogonales a pares y la
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suma por columnas es 0. Por tanto, paraH = 7 estratos obtenemos un conjunto deA = 8
semimuestras en equilibrio ortogonal completo. Para H = 6 estratos, suprimiendo la
primera columna y cualquier de las siete restantes obtendríamos A = 8 semimuestras
en equilibrio completo para el caso de H = 6 estratos. Similarmente para H = 5 estratos.
Para el caso H = 8 la matriz anterior no sirve y deberíamos partir de una matriz 12× 12
y aplicar este mismo procedimiento. Por tanto, este principio muestra que una matriz
c × c (donde c es múltiplo de 4) puede usarse para obtener A = c semimuestras en
equilibrio ortogonal completo para H = c− 1, c− 2, c− 3, c− 4. �

Comentario 33. La técnica de semimuestras equilibradas se puede ampliar a muestreo
multietápico con muestreo estratificado de dos PSUs en cada estrato de PSUs. La técnica
se aplica entonces a las PSUs. Consideremos la estimación del total poblacional YU por
el estimador insesgado

Ŷ nst
U =

H∑
h=1

1

πIi

∑
i∈sIh

Ŷ HT
Ui
,

donde sIh es la muestra de dos PSUs del h-ésimo estrato de PSUs, πIi es la probabilidad
de inclusión del i-ésimo PSU y Ŷ HT

Ui
es un estimador insesgado del total YUi del i-ésimo

PSU, basado en el submuestreo dentro de la PSU mediante un diseño arbitrario en
una o más etapas. Podemos proceder como en el muestreo en una etapa. Las dos PSUs
seleccionadas del estrato h-ésimo se renombran como h1 y h2. Procediendo entonces
como en los ejemplos anteriores para cada semimuestra (a = 1, . . . , A) calculamos

Ŷa
HT
U =

H∑
h=1

[
δIahŶh1

pIh1

+
(1− δIah)Ŷh2

pIh2

]
,

donde δIah = 1 si la semimuestra a-ésima contiene la PSU etiquetado h1, (y δIah = 0 en
otro caso), pIhj =

πIhj
2

para j = 1, 2, y Ŷhj es el estimador de YUhj basado en los datos del
submuestreo dentro de la PSU hj. Ahora se puede calcular el siguiente estimador de la
varianza

V̂BH =
1

A

A∑
a=1

(Ŷa
HT
U − Ŷ HT

U )2.

�

Comentario 34. Una limitación de la técnica de semimuestras equilibradas descrita
anteriormente es la necesidad de que exactamente dos elementos (o dos PSUs) se
seleccionen de cada estrato. Se han sugerido modificaciones de la técnica para casos en
los que el tamaño muestral de los estratos nh sea superior a dos. Véase (Wolter 2007). �

Comentario 35. La técnica de semimuestras equilibradas descrita aquí da lugar a un
estimador de la varianza aproximado idéntico a (7.18) mediante un método alternativo
de cálculo. El estimador de la varianza resultante habría sido apropiado bajo muestreo
con reemplazamiento. El enfoque se olvida del hecho de que nuestra muestra ha sido
seleccionada sin reemplazamiento, pero se puede modificar para tener en cuenta la

Tema 7. Métodos indirectos de estimación de la varianza.



7.3. Método de las semimuestras equilibradas 7-17

característica de la falta de reemplazamiento. Para cada semimuestra (a = 1, . . . , A)
calculamos

Ŷa
HT∗

U = Ŷ strHT
U +

H∑
h=1

(
πh1πh2

πh1h2

− 1

) 1
2
[
δah2yh1

πh1

+
(1− δah)2yh2

πh2

− Ŷ HT
Uh

]
,

donde Ŷ strHT
U =

∑H
h=1 Ŷ

HT
Uh

y Ŷ HT
Uh

= yh1

πh1
+ yh2

πh2
. Claramente, esto requiere conocer las

probabilidades de inclusión de segundo orden πh1,h2 tales que

πh1πh2

πh1,h2

− 1 ≥ 0

para h = 1, . . . , H . Un estimador modificado de la varianza se define ahora como

V̂ ∗BH =
1

A

A∑
a=1

(Ŷa
HT∗

U − Ŷ HT
U )2. (7.25)

Si el conjunto de semimuestras es equilibrado ortogonal completo, entonces V̂ ∗BH es
idéntico al estimador de la varianza de Sen-Yates-Grundy (véase el tema 2 del bloque
de Producción Estadística Oficial (Materias Comunes), que en este caso (con todos los
nh = 2) es

V̂ =
H∑
h=1

(
πh1πh2

πh1,h2

− 1

)(
yh1

πh1

− yh2

πh2

)2

Por ejemplo, con muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en cada estrato, tene-
mos

πh1 = πh2 =
2

Nh

πh1h2 =
2

Nh(Nh − 1)

y
πh1πh2

πh1h2

− 1 =
Nh − 2

Nh

> 0,

por tanto, el método modificado funciona y nos da el estimador insesgado

V̂ ∗BH = V̂ =
1

2

H∑
h=1

N2
h(1− fh)S2

ysh
.

�

Comentario 36. En nuestra discusión anterior, hemos usado semimuestras equilibradas
para estimar la varianza del estimador HT Ŷ HT

U . En este caso, sin embargo, los métodos
estándares discutidos en el tema 2 del bloque de materias comunes sobre Producción
Estadística Oficial se pueden aplicar fácilmente y la técnica de semimuestras equilibra-
das no ofrece ninguna ventaja particular. Su principal interés reside en aplicaciones a
estimaciones de la varianza para parámetros más complejos, por ejemplo, regresión de
poblaciones finitas y coeficientes de correlación. En tales casos, no tenemos resultados
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exactos para las propiedades (como el sesgo) del estimador de la varianza de semimues-
tras equilibradas. Pero como se sabe que la técnica funciona bien para el estimador HT
sencillo, el supuesto tácito es que continúa dando resultados satisfactorios, incluso si la
situación es más compleja. Un conjunto considerable de evidencias empíricas pueden
respaldar estos supuestos.

Cuando el parámetro θ y el estimador θ̂ son complejos, la literatura sugiere varios
estimadores de semimuestras equilibradas alternativos para la varianza V(θ̂). Segui-
remos asumiendo un muestreo estratificado de dos elementos por estrato, pero no
necesariamente muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento dentro del estrato. Sea
θ̂ un estimador de θ de la muestra completa. Sea θ̂a un estimador de θ basado en los
datos de la a-ésima semimuestra y de la misma estructura que θ̂. Sea θ̂ca un estimador
de θ basado en el complementario de la a-ésima semimuestra. Se han sugerido cuatro
estimadores de la varianza en esta situación:

V̂BH1 =
1

A

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2, (7.26)

V̂BH2 =
1

A

A∑
a=1

(θ̂ca − θ̂)2, (7.27)

V̂BH3 =
1

2

A∑
a=1

(V̂BH1 + V̂BH2) (7.28)

y

V̂BH4 =
1

4A

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂ca)2 (7.29)

Sustituyendo

θ̂BH =
1

A

A∑
a=1

θ̂a

en lugar de θ̂ en las ecuaciones (7.26) a (7.29) obtenemos incluso más fórmulas. Las
comparaciones teóricas entre estos estimadores alternativos de la varianza son escasos.
Aclaramos que si θ̂ es un estimador HT o una combinación lineal de estimadores HT
y si el conjunto de semimuestras es equilibrado, entonces (7.26) a (7.29) son idénticos.
Estos cuatro estimadores están incluidos en un estudio sobre Monte Carlo de Frankel
1971. No hay grandes diferencias en el comportamiento (sesgo, error cuadrático medio,
tasa de cobertura) entre los cuatro estimadores. Desde un punto de vista computacional,
V̂BH1 y V̂BH2 son ligeramente más sencillos que los otros dos estimadores. �
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7.4 Método jackknife

El método jackknife surgió fuera del campo del muestreo para encuestas. La idea inicial,
desarrollada por Quenouille 1949; Quenouille 1956, fue usar jackknifing 7 para reducir
el sesgo de un estimador en el contexto de una población infinita. Quenouille 1958
posteriormente sugirió que la técnica también debería usarse para calcular estimaciones
de la varianza. Para poblaciones finitas, el método jackknife fue considerado por primera
vez por Durbin 1959. En este tema veremos una revisión del método jackknife tal y como
se usa normalmente para estimar la varianza en muestreo. Para más detalle, véase
(Wolter 2007).

Sea s una muestra (la muestra completa) de n elementos obtenidos mediante un diseño
muestral no estratificado de elementos. El muestreo estratificado se discutirá más tarde.
Sea θ el parámetro poblacional a estimar mediante θ̂, un estimador basado en los datos
de la muestra total s. El objetivo es estimar V(θ̂).

El método jackknife comienza con una partición de la muestra s en A grupos aleato-
rios dependientes de igual tamaño m (= n

A
), como se ha descrito en la Sección 7.2.2.

Asumimos que, para cualquier s dada, cada grupo es una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento obtenida a partir de s, incluso si s en sí misma no es una muestra
aleatoria simple sin reemplazamiento. A continuación, para cada grupo (a = 1, . . . , A),
calculamos θ̂(a), un estimador de θ con la misma forma funcional que θ̂, pero basado
únicamente en los datos que hay en la muestra después de eliminar el grupo a. Para
a = 1, . . . , A, definimos entonces

θ̂a = Aθ̂ − (A− 1)θ̂(a), (7.30)

que a veces se denomina el a-ésimo pseudovalor. El estimador jackknife de θ (un estima-
dor alternativo a θ̂) es

θ̂JK =
1

A

A∑
a=1

θ̂a (7.31)

y el estimador de la varianza jackknife se define como

V̂JK1 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂JK)2. (7.32)

En la práctica, V̂JK1 se utiliza tanto como estimador de V(θ̂) como de V(θ̂JK). Una
alternativa a V̂JK1 que se usa a veces es

V̂JK2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2. (7.33)

7El verbo jackknife se utilizará en inglés, no se traduce dado su uso extendido en la comunidad
estadística.
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Señalamos que V̂JK2 ≥ V̂JK1, que se sigue de (7.4).

Además, se sigue de (7.3) que si los θ̂a (a = 1, . . . , A) fuesen variables aleatorias incorre-
ladas con la misma esperanza, entonces V̂JK1 sería insesgado para V(θ̂JK). Sin embargo,
los estimadores θ̂a están en general correlados, por eso no se verifica la insesgadez. No
hay resultados exactos (tamaño muestral finito) para las propiedades (sesgo, etc.) de
los estimadores de la varianza jackknife cuando θ̂ es más complejo que un estimador
HT. En el caso en que θ es un total poblacional y θ̂ el estimador HT correspondiente, el
método jackknife funciona bien en lo que se refiere al sesgo. Este resultado, junto con la
evidencia empírica, parece ser la principal justificación para usar el método jackknife en
situaciones más complejas.

Ejemplo 33. Sea θ = YU =
∑

k∈U yk el total poblacional. Sea s una muestra de U de
tamaño fijo n obtenida mediante muestreo proporcional al tamaño sin reemplazamiento
con probabilidades de inclusión π1, . . . , πN . Sea θ̂ = Ŷ HT

U =
∑

k∈s
yk
πk

. Divídase s en A
grupos aleatorios de igual tamaño como se ha descrito anteriormente. Definimos

θ̂(a) = Ŷ HT
U(a)

=
A

A− 1

∑
k∈s−sa

yk
πk
. (7.34)

Se sigue de (7.30), (7.31) y (7.34) que

θ̂a = Ŷ HT
U(a)

= A
∑
k∈sa

yk
πk

y

θ̂JK = Ŷ JK
U =

1

A

A∑
a=1

Ŷ HT
U(a)

= Ŷ HT
U .

Por tanto, los estimadores de la varianza V̂JK1 y V̂JK2 son idénticos:

V̂JK1 = V̂JK2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(
Ŷ HT
U(a)
− Ŷ HT

U

)2

≡ V̂JK . (7.35)

Obsérvese que en este caso V̂JK1 = V̂JK2 = V̂DRG. es decir, con el estimador HT , la
técnica jackknife es un método alternativo para calcular V̂DRG y, por tanto, tienen el
mismo sesgo. �

Ejemplo 34. En caso de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, los resultados
del ejemplo anterior se reducen a
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Ŷ HT
U = Nȳs,

Ŷ HT
U(a)

= Nȳs−sa ,

Ŷ HT
U(a)

= Nȳsa ,

ŶJK = Nȳs,

V̂JK =
N2

A(A− 1)

A∑
a=1

(ȳsa − ȳs)
2 ,

E
(
V̂JK

)
= E

[
N2

S2
ys

n

]
,

E
[
V̂JK

]
− V (Nȳs) = NS2

yU .

Por tanto, en este caso, para corregir el sesgo tan solo hace falta incluir el factor 1− f . Si
A = n y m = 1, obtenemos

V̂JK = N2
S2
ys

n

y

(1− f)V̂JK = N2(1− f)
S2
ys

n
,

que es el estimador usual para este tipo de muestreo. �

Comentario 37. Cuando el método jackknife se aplica a muestreo estratificado, usaremos
estimadores de la varianza distintos de (7.32) y de (7.33). De acuerdo con Wolter 2007,
pág. 175, se debe ser ’especialmente cuidadoso de no aplicar los estimadores jackknife
clásicos . . . a los problemas de muestreo estratificado’. Asumamos que la muestra del
estrato h (h = 1, . . . , H) está particionada aleatoriamente en Ah grupos. para un total
de A =

∑H
h=1 Ah grupos. Como antes, sea θ̂ el estimador de θ con la muestra completa.

Sea θ̂(ha) el estimador de θ basado en lo que queda en el estrato h después de omitir el
a-ésimo grupo. Un estimador sugerido para V(θ̂) es (véase (Rust 1985))

V̂JK3 =
H∑
h=1

[
(Ah − 1)

Ah

] Ah∑
a=1

(θ̂(ha) − θ̂)2, (7.36)

que sería insesgado si la selección muestral fuese con reemplazamiento y si θ̂ fuese el
estimador HT del total poblacional θ = YU =

∑
k∈U yk.

En particular, supongamos que se usa muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
en cada estrato. Sea

Ŷ strHT
U =

H∑
h=1

Nhȳsh
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y

Ŷ HT
U(ha)

= N1ȳs1 + · · ·+Nh−1ȳsh−1
+Nhȳsh−sha

+Nh+1ȳsh+1
+ · · ·+NH ȳsH .

Entonces obtenemos

V̂JK3 =
H∑
h=1

N2
h

Ah(Ah − 1)

Ah∑
a=1

(ȳsha − ȳsh)2.

Bajo la hipótesis adicional de que Ah = nh, obtenemos

V̂JK3 =
H∑
h=1

N2
hS

2
ysh

nh
,

que es el estimador de la varianza, en el que se ha omitido la corrección por población
finita. Véase (Wolter 2007) para otros estimadores para el caso del muestreo estratificado.

�

Comentario 38. En el muestreo multietápico, el método jackknife normalmente se aplica
a nivel de las PSUs. Supongamos una muestra en primera etapa sI que contiene nI
PSUs se selecciona a partir del conjunto UI compuesto por NI PSUs. Sea sI particionado
aleatoriamente en A grupos de PSUs, con m PSUs en cada grupo. Sea θ̂ es estimador de
θ con la muestra completa, y denotemos por θ̂(a) el estimador de θ que está basado en
los datos que quedan tras eliminar el a-ésimo grupo de PSUs. Usando las ecuaciones
(7.30) a (7.33) en este nuevo contexto, obtenemos

θ̂a = Aθ̂ − (A− 1)θ̂(a); a = 1, . . . , A,

θ̂JK =
1

A

A∑
a=1

θ̂a

y los estimadores de la varianza son

V̂JK1 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂JK)2,

V̂JK2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(θ̂a − θ̂)2,

que sirven para el propósito dual de estimar V(θ̂) así como V(θ̂)JK . Por ejemplo, sea
θ = YU =

∑
i∈UI YUi , y

θ̂ = t̂ =
∑
i∈sI

ŶUi
πIi

,
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donde ŶUi es un estimador del i-ésimo total YUi de la PSU i basado en submuestrear
dentro de la i-ésima PSU y πIi es la probabilidad de inclusión de primera etapa de esta
PSU. Además

θ̂(a) = Ŷ(a) =

[
1

A(A− 1)

] ∑
i∈sI−sIa

Ŷi
πIi

lo que da

Ŷa
HT
U = A

∑
i∈sIa

Ŷi
πIi

,

θ̂JK = ŶJK = Ŷ HT
U

y el estimador de la varianza

V̂JK1 = V̂JK2 =
1

A(A− 1)

A∑
a=1

(Ŷa
HT
U − Ŷ HT

U )2 ≡ V̂JK

En el muestreo estratificado de PSUs, la técnica descrita en el Comentario 37 se podría
aplicar a las PSUs. �

Comentario 39. Para el método jackknife necesitamos fijar un número adecuado de
grupos A. Para tener una buena acuracidad en los resultados del estimador de la
varianza, lo ideal sería tener tantos grupos como sea posible, lo que significa A = n, es
decir, m = 1. Por otro lado, por motivos computacionales, lo ideal sería tener tan pocos
grupos como fuese posible, el caso más extremo sería A = 2, y m = n

2
. En la práctica,

la elección más frecuente parece ser A = n, o, cuando el coste computacional es una
cuestión seria, un compromiso entre los dos extremos A = n y A = 2. �

Comentario 40. Kovar, Rao y Wu 1988 encontraron en un estudio empírico que el
método jackknife funcionaba mal para estimar los estimadores de la varianza de cuantiles
poblacionales. �

7.5 Método bootstrap

Como en el caso del método jackknife, el método bootstrap se desarrolló fuera de la teoría
de muestreo como una forma de obtener estimaciones aproximadas de la varianza e
intervalos de confianza. Su creador fue Efron (Efron 1979; Efron 1981; Efron 1982).

De forma gradual, el método bootstrap empezó a llamar la atención como una alternativa
a las otras técnicas de estimación aproximada de la varianza vistas en este tema. El
método bootstrap se diseñó inicialmente para su uso con observaciones independientes,
la hipótesis inicial de la teoría estadística tradicional. Un problema básico, que todavía
no se ha resuelto, es cómo el método debería de modificarse de manera correcta para
incorporar las características especiales del muestreo, incluyendo la falta de independen-
cia que aparece en el muestreo sin reemplazamiento y otras complejidades de diseños y
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de estimadores.

El objetivo de esta sección es indicar el simple uso de la idea del bootstrap en el muestreo.
Para más información sobre el bootstrap en muestreo véase (Bickel y Freedman 1984;
Bondensson y Holm 1985; Gross 1980; Kovar, Rao y Wu 1988; McCarthy 1985; Rao y Wu
1984; Rao y Wu 1987; Wolter 2007).

Supongamos que se selecciona una muestra probabilística s de una población U median-
te un diseño de muestreo arbitrario sin reemplazamiento. El parámetro poblacional θ se
estima mediante θ̂, y buscamos un estimador de V(θ̂). Veamos una breve descripción de
cómo funciona el método bootstrap.

i. Usando los datos muestrales, construimos una población artificial U∗, que asumi-
mos que es una réplica de la población U real, pero desconocida.

ii. Seleccionamos un conjunto de muestras independientes, ’remuestras’ o ’muestras
bootstrap’, de U∗ mediante un diseño idéntico al que se usó para seleccionar s a
partir de U . La independencia implica que cada muestra bootstrap debe devolverse
a U∗ antes de seleccionar la siguiente. Para cada muestra bootstrap, se calcula una
estimación θ̂∗a (a = 1, . . . , A) de la misma forma en que se calculó θ̂.

iii. Se considera la distribución observada de θ̂∗1, . . . , θ̂∗A como una ’estimación’ de la
distribución muestral del estimador θ̂ y V(θ̂) se estima mediante

V̂BS =
1

A− 1

A∑
a=1

(θ̂∗a − θ̂∗)2,

donde

θ̂∗ =
1

A

A∑
a=1

θ̂∗a.

Comentario 41. En algunas aplicaciones del método bootstrap, cuando el cálculo de
un intervalo de confianza es el principal objetivo, no se calcula una estimación de la
varianza V̂BS , sino que el intervalo se obtiene directamente a partir de las distribución
observada de θ̂∗1, . . . , θ̂∗A. Por ejemplo, para un intervalo de confianza al 95 % se toma el
intervalo entre los puntos menores y mayores al 2,5 % de esa distribución. �

El siguiente ejemplo muestra cómo pueden usarse los principios del método bootstrap
para estimar una varianza V(θ̂), cuando θ̂ es el estimador HT del total poblacional.

Ejemplo 35. Sea θ = YU =
∑

k∈U yk y θ̂ = Ŷ HT
U =

∑
k∈s

yk
πk

, donde πk son las probabilida-
des de inclusión bajo el diseño utilizado para obtener s. Por simplicidad, supongamos
que el diseño tiene un tamaño muestral fijo n. Buscamos estimar V(θ̂) = V .
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El primer paso es construir la población artificial U∗. Una posibilidad es que U∗ esté
compuesto de réplicas de los elementos en s. Para cada k ∈ s creamos 1

πk
elementos

artificiales de U∗, compartiendo todas el mismo valor y, concretamente, yk y el mismo
valor de π, πk. Por simplicidad asumiremos que 1

πk
es un entero para todo k ∈ s.

Usaremos el subíndice i para etiquetar a los elementos artificiales de U∗. Para el i-ésimo
elemento, sean y∗i y π∗i los valores respectivos de y y π. Entonces, a cada k ∈ s le
corresponden 1

πk
elementos en U∗ y todos ellos tienen y∗i = yk y π∗i = πk. Mediante esta

construcción, U∗ será del tamaño

N∗ =
∑
s

1

πk
= N̂HT

U

y el total poblacional de U∗ será

YU∗ =
∑
i∈U∗

y∗i =
∑
k∈s

yk
πk

= Ŷ HT
U .

El siguiente paso es seleccionar las remuestras de U∗. Para simplificar, sea cada re-
muestra una muestra proporcional al tamaño con reemplazamiento de n muestras, con
probabilidades de selección p∗i =

π∗k
n

para cada i ∈ U∗. Entonces, las remuestras son con
reemplazamiento aunque la muestra original s fuese sin reemplazamiento. Obsérvese
que

∑
i∈U∗ p

∗
i = 1.

Para cada muestra bootstrap (a = 1, . . . , A) calculamos el estimador de Hansen-Hurwitz

θ̂∗a = Ŷ HH∗
a =

1

n

n∑
j=1

y∗ij(a)

p∗ij(a)

,

donde el valor de y dado por y∗ij(a)
está asociado con el elemento de U∗ que se obtuvo en

la j-ésima selección para la a-ésima muestra bootstrap. Definiendo

Ŷ HH∗ =
1

A

A∑
a=1

Ŷ HH∗
a

definimos el estimador de la varianza como

V̂BS =
1

A− 1

A∑
a=1

(
Ŷ HH∗
a − Ŷ HH∗

)2

.

Su sesgo se obtiene básicamente. Dada la muestra s, los estimadores Ŷ HH∗
1 , . . . , Ŷ HH∗

A

son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Entonces:

E
(
V̂BS|s

)
= V

(
Ŷ HH∗
a

∣∣∣s)
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=
1

n

∑
i∈U∗

p∗i

(
y∗i
p∗i
− YU∗

)2

=
1

n2

∑
k∈s

(
yk
pk
− Ŷ HT

U

)2

=
n− 1

n

[
1

n(n− 1)

∑
k∈s

(
nyk
πk
− Ŷ HT

U

)2
]
.

Por tanto, para el estimador Ŷ HT
U obtenemos

E
(
V̂BS

)
= Ep

[
E
(
V̂BS|s

)]
=
n− 1

n
Ep

[
1

n(n− 1)

∑
k∈s

(
nyk
πk
− Ŷ HT

U

)2
]
.

Es decir, el estimador bootstrap proporciona con el mismo valor esperado que los estima-
dores de las técnicas anteriores. �
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Tema 8

Estimación en dominios. Los métodos básicos de estimación en domi-
nios. Condicionamiento sobre el tamaño muestral del dominio. Domi-
nios pequeños: estimadores sintéticos.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

8.1 Introducción

En la mayoría de las operaciones estadísticas, sino en todas, las estimaciones se necesitan
no sólo para la población total, sino también para varias subpoblaciones. Por ejemplo,
en las encuestas económicas se suelen publicar los datos por actividad económica y/o
regiones, y en las las encuestas sociales por tipo de hogar, por sexo y/o por edad.

A menudo, los datos de base (el tamaño muestral) para para la población total es con-
siderable, y por eso se pueden obtener estimaciones con una buena precisión a nivel
nacional, mientras que cuando la muestra total se desagrega a un nivel local detallado,
algunas áreas tendrán tan pocas observaciones (o ninguna) que es imposible obtener
estimaciones de una precisión aceptable. Por otro lado, otras subpoblaciones no pre-
sentan ningún problema de carencia de datos. En una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento de tamaño n = 1000 de una población de individuos, se espera que
en torno a 500 observaciones sean de “hombres”y otras tantas de “mujeres”, una base
sólida para obtener estimaciones separadas por sexo.

1
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Definición 10

Las subpoblaciones para las que se necesitan estimaciones puntuales e intervalos de
confianza separados se llaman dominios. A veces se usa el término dominios de estudio,
en particular sobre una subpoblación diseñada en la fase de planificación como
aquélla para la que es necesario una estimación separada. En tal caso se pueden
reservar recursos adecuados para garantizar que la muestra es suficientemente
grande en ese dominio y así obtener una estimación de una precisión aceptable.

Sin embargo, en general, un dominio es cualquier subpoblación para la cual se puede ne-
cesitar una estimación separada, antes o después de la fase de planificación. A menudo,
la necesidad de estimaciones para ciertos dominios se manifiesta únicamente después
de que se ha decidido el diseño muestral o después de que el muestreo y el trabajo de
campo han sido completados. Para responder a estas necesidades, el estadístico debe de
aprovechar lo mejor posible los datos que tenga a mano. El número de observaciones
que caen en el dominio es normalmente aleatorio y a veces muy pequeño. Éstas son las
características que le dan a la estimación en dominios sus rasgos particulares.

Definición 11

Un dominio pequeño es aquél que representa únicamente una pequeña fracción del
total de la población. En este dominio, el estadístico normalmente tiene muy pocas
observaciones (o ninguna). Esta complicación crea el problema de “la estimación
en dominios pequeños”también conocido como la estimación en pequeñas áreas. Los
pequeños dominios suelen están definidos geográficamente.

Para más información sobre la estimación en pequeñas áreas véase (Rao y Molina 2015).

En este tema se verán técnicas que asumen que el número de observaciones de un
dominio es escaso, pero no extremadamente pequeño.

Consideremos una partición de la población U = {1, ..., k, ..., N} en D subconjuntos,
U1, ..., Ud, ..., UD, llamados dominios. Sea Nd el tamaño de Ud. Tenemos las ecuaciones
de particiones

U =
D⋃
d=1

Ud; N =
D∑
d=1

Nd. (8.1)

El objetivo es estimar los totales de los dominios

Yd =
∑
Ud

yk; d = 1, ..., D,

o las medias de los dominios

ȳUd =
Yd
Nd

; d = 1, ..., D.

Tema 8. Estimación en dominios.
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Comentario 42. En este tema, usaremos Yd para el total del dominio e ȳUd para la media
del dominio. La notación general para los estimadores de estos parámetros es Ŷd y ̂̄yUd ,
respectivamente.

Si Nd es desconocido (es el caso más común en la práctica), entonces el parámetro
ȳUd = Yd

Nd
es un cociente de dos parámetros desconocidos. Cabe señalar que el estimador

de ȳUd analizado en la sección 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza del
tema 31 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de pro-
ducción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes es el resultado de
considerar ȳUd como una razón de dos totales desconocidos.

Comentario 43. La división en dominios representa un nuevo tipo de partición de la
población en subconjuntos. Algunas particiones importantes que se han visto en temas
anteriores son: (a) un conjunto de estratos (con motivo del muestreo estratificado); (b)
un conjunto de PSUs (para el muestreo de conglomerados bietápico o multietápico); (c)
un conjunto de grupos (para los modelos de grupos en la estimación por regresión).

Si los elementos en ud (digamos, un área geográfica) pueden ser identificados de ante-
mano e incluidos en una lista, el estadístico puede seleccionar una muestra directamente
del dominio de acuerdo con un diseño adecuado. El dominio es entonces designado en
efecto como un estrato, y la selección de la muestra en el dominio se controla mediante
la elección del diseño en el estrato. Sin embargo, incluso si Ud pudiese ser seleccionado
como un estrato, no siempre se elige hacerlo así en la práctica. Si el número de dominios
D es grande, se puede incurrir en un coste alto si se decide realizar una selección contro-
lada en cada dominio. En este tema veremos el caso en el que es imposible (por ejempo,
por falta de marco) o no es práctico (por ejemplo, por razones de coste) considerar cada
dominio como un estrato.

Asumamos que una encuesta se lleva a cabo sobre la población U . Es decir, una muestra
probabilística s de tamaño ns se selecciona a partir de U de acuerdo con un diseño
muestral especificado p(·) con probabilidades de inclusión πk, πkl y, como de costumbre,
fijamos ∆kl = πkl − πkπl y ∆̌kl = ∆kl

πkl
.

Denotemos por sd la parte de s que cae en Ud, es decir,

sd = s ∩ Ud

Denotamos por nsd el tamaño de sd. Los análogos muestrales de las ecuaciones (8.1) son
entonces

s =
D⋃
d=1

sd; ns =
D∑
d=1

nsd . (8.2)

Aquí, nsd es aleatorio y posiblemente bastante pequeño. Con este número aleatorio de
observaciones, la tarea del estadístico es obtener la mejor estimación posible dentro del

1Tema 3. Estimación insesgada en diseños muestrales sobre unidades elementales I. Muestreo de
Bernoulli: definición, estimadores, varianza y estimador de la varianza. Muestreo aleatorio simple: sin y
con reemplazamiento: definición, estimadores, varianza y estimador de la varianza.
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dominio.

Es útil, como en la sección 3.3.3 Estimación en dominios del tema 3 del bloque “Producción
Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de operaciones estadís-
ticas”del grupo de materias comunes, trabajar con variables indicadoras de dominio.
Para el dominio d-ésimo, definimos

zdk =

{
1 si k ∈ Ud,
0 en caso contrario.

(8.3)

El vector
zk = (z1k, ..., zdk, ..., zDk)

consiste en D − 1 valores “0”y un único valor “1”especificando el dominio del k-ésimo
elemento. Los zdk son constantes, no variables aleatorias, y a menudo son desconocidos
antes del muestreo.

El tamaño del dominio se puede expresar como

Nd =
∑
U

zdk.

El estimador de Horvitz-Thompson (por tanto insesgado) de Nd viene dado por

N̂HT
d =

∑
d

zdk
πk

=
∑
sd

1

πk
.

Por otro lado, el tamaño muestral del dominio se puede representar como

nsd =
∑
U

zdkIk =
∑
Ud

Ik,

donde Ik es la variable indicadora de pertenencia a la muestra, es decir, Ik = 1 si k ∈ s
e Ik = 0 en caso contrario. Bajo el diseño muestral dado p(·), el tamaño muestral del
dominio esperado es por tanto

E(nsd) =
∑
U

zdkπk =
∑
Ud

πk. (8.4)

De esta forma, el diseño, o más específicamente los πk inducidos por el diseño, determi-
nan si se puede esperar un tamaño muestral bueno o malo en el dominio.

En particular, bajo un diseño aleatorio simple sin reemplazamiento, con n elementos
elegidos a partir de N ,

Esrswor(nsd) =
Ndn

N
= fPdN (8.5)

Tema 8. Estimación en dominios.
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donde f = n
N

y

Pd =
Nd

N

es el tamaño relativo del dominio. En la ecuación (8.5), dos fracciones normalmente
pequeñas, f y Pd, son multiplicadas por un número normalmente grande, el tamaño
poblacional N . Cambios menores en los tres términos, f , Pd y N pueden causar cambios
considerables en Esrswor(nsd). Por ejemplo, si Pd = 0,3 %, f = 1 % y N = 100000,
tenemos

Esrswor(nsd) = 3

lo que obviamente ofrece una mala perspectiva para obtener una buenas estimación.
Si aumentamos cada uno de los tres valores, las perspectivas son mucho mejores. Si
Pd = 0,9 %, f = 2 % y N = 400000, tenemos

Esrswor(nsd) = 72.

Así, si es posible disponer de alguna información auxiliar de peso, un número de obser-
vaciones cercano a 70 puede proporcionar una estimación bastante precisa del dominio.

Purcell y Kish 1979 señalaron que la elección del método de estimación dependerá de la
situación, en función del tamaño relativo del dominio, Pd. Introducen cuatro tipos de
dominios calificados como mayor, menor, mini y raro dependiendo de si el tamaño relati-
vo Pd = Nd

N
satisface, respectivamente, Pd ≥ 0,1, 0,01 ≤ Pd < 0,1, 0,0001 ≤ Pd < 0,01, y

Pd < 0,0001. Para un dominio mini o raro, incluso una muestra total muy grande puede
que no incluya ninguna observación en ese dominio. En tales casos puede ser necesario
usar métodos de estimación especiales, que no consideraremos en este tema.

Comentario 44. El problema de la estimación en dominios está relacionado con los
marcos imperfectos. Supongamos que el marco poblacional UF tiene un único problema
que es la sobrecobertura. Entonces, la población marcoU es un subconjunto (un dominio)
deUF . Por ejemplo, para una población de establecimientos de empresas, el marco puede
estar un poco desactualizado y la sobrecobertura UF − U se corresponde con empresas
que han cerrado desde que el marco se elaboró.

Comentario 45. Si las proporciones de los dominios Pd (d = 1, ..., D) son muy variables,
los tamaños muestrales de los dominios ns1 , ..., nsD también pueden ser significativamen-
te diferentes. Es posible entonces que en muchos dominios, se obtengan estimaciones
muy precisas, mientras que en los dominios más pequeños las estimaciones sean pobres.
Esto sugiere un enfoque en dos fases. En primer lugar la muestra grande de primera fase
s se divide en las partes de los dominios sd, y a continuación tiene lugar el submuestreo,
con pequeñas tasas de submuestreo en los dominios grandes, y cerca del 100 % de
submuestra en los dominios más pequeños.
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8.2 Los métodos básicos de estimación en dominios

Examinemos en primer lugar las técnicas básicas para la estimación del total del domi-
nio

Yd =
∑
Ud

yk

de la media del dominio
ȳUd =

Yd
Nd

=
1

Nd

∑
Ud

yk

y, al final de la sección, la diferencia entre las medias de dos dominios.

Sea

ydk = zdkyk =

{
yk si k ∈ Ud,
0 en caso contrario,

(8.6)

donde zdk es la variable indicadores definida por (8.3). Entonces, el total del dominio
es

Yd =
∑
Ud

ydk

y el estimador de Horvitz-Thompson correspondiente es

Ŷ HT
d =

∑
s

y̌dk =
∑
sd

y̌k.

Cuando Nd es conocido, un estimador mejor de Yd se obtiene usando los resultados
de la sección 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza del tema 3 del bloque
“Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de producción de opera-
ciones estadísticas”del grupo de materias comunes. Consideremos la media muestral
ponderada por π del dominio

ỹsd =
1

N̂HT
d

∑
sd

y̌k (8.7)

con
N̂HT
d =

∑
sd

1

πk
.

Multiplicando ỹsd por Nd obtenemos un estimador alternativo de td que denotamos por
Ỹd. Esto es,

ỹd = Ndỹsd .

Para ello es necesario que nsd ≥ 1.

En resumen, las técnicas básicas para la estimación en dominios son:
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1. Para estimar el total del dominio cuando Nd es desconocido, se usa el estimador
de Horvitz-Thompson

Ŷ HT
d =

∑
sd

y̌k.

Veremos sus propiedades en el Teorema 15.

2. Para estimar el total del dominio cuando Nd es conocido, usamos

Ỹd = Ndỹsd =
Nd

N̂HT
d

∑
sd

y̌k

El Teorema 15 muestra sus propiedades fundamentales.

3. Para estimar la media del dominio, tanto si Nd es conocido como si no, usamos

̂̄yUd = ỹsd

como se han descrito los resultados de la sección 3.3.2 Estimadores, varianza y
estimador de la varianza del tema 3 del bloque “Producción Estadística Oficial:
Principios básicos del ciclo de producción de operaciones estadísticas”del grupo
de materias comunes.

Teorema 15

El estimador de Horvitz-Thompson del total del dominio td =
∑

Ud
yk es

Ŷ HT
d =

∑
sd

y̌k (8.8)

con varianza
V(Ŷ HT

d ) =
∑∑

Ud

δkly̌ky̌l. (8.9)

Un estimador insesgado de la varianza es

V̂(Ŷ HT
d ) =

∑∑
sd

δ̌kly̌ky̌l. (8.10)

Cuando el tamaño del dominio Nd es conocido, un estimador más habitual es

Ỹd = Ndỹsd , (8.11)

donde ỹsd es la media ponderada por π dada por (8.7). La varianza aproximada es

AV (ỹsd) =
∑∑

Ud

δ̌kl

(
yk − ȳUd
πk

)(
yl − ȳUd
πl

)
. (8.12)
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Un estimador de la varianza viene dado por

V̂(ỹsd) =

(
Nd

N̂HT
d

)2∑∑
sd

δ̌kl

(
yk − ỹsd
πk

)(
yl − ỹsd
πl

)
. (8.13)

Un intervalo de confianza construido de la forma habitual con la ayuda de (8.10) o
de (8.13) da aproximadamente un cobertura del 100(1 − α) % cuando se seleccionan
repetidamente muestras s del total poblacional U , con el diseño dado p(·).

Aquí, las expresiones (8.9) y (8.10) se siguen fácilmente si aplicamos el teorema 4 del
tema 2 2 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de
producción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes a la variable
del dominio yd cuyo valor ydk viene definido por (8.6). Las igualdades (8.12) y (8.13) se
siguen de los resultados de la sección 3.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza
del tema 3 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de
producción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes, simplemente
multiplicando por N2

d . Cabe señalar que (8.12) se expresa por medio de diferencias a par-
tir de la media del dominio, yk − ȳUd , mientras que (8.9) involucra los valores yk brutos.
En consecuencia, la varianza de Ỹd es generalmente más pequeña que la de Ŷ HT

d . La me-
jora es más obvia si nos centramos en un diseño específico, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 36. Bajo el diseño aleatorio simple sin reemplazamiento con n elementos selec-
cionados a partir de N , el estimador de Horvitz-Thompson de td es

Ŷ HT
d =

(
N

n

)∑
sd

yk.

Si Pd = Nd
N

y Qd = 1− Pd, la varianza mostrada en la ecuación (8.9) se puede expresar
como

Vsrswor(Ŷ
HT
d ) = N2 1− f

n

(Nd − 1)S2
yUd

+NdQdȳ
2
Ud

N − 1
.
= N2 1− f

n
Pd(S

2
yUd

+Qdȳ
2
Ud

),

(8.14)

donde
S2
yUd

=
1

Nd − 1

∑
Ud

(yk − ȳUd)2

es la varianza del dominio. El estimador de la varianza en (8.10) tiene una expresión

2Tema 2. Ideas básicas sobre estimación en muestreo probabilístico. Diseño muestral. Probabilidades
de inclusión. La noción de estadístico. Indicadores de pertenencia a la muestra. Estimadores y sus
propiedades básicas. El estimador Horvitz-Thompson (estimador π) y sus propiedades. Muestreo con
reemplazamiento. Efecto de diseño. Intervalos de confianza.
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análoga,

V̂srswor(Ŷ
HT
d ) = N2 1− f

n

(nd − 1)S2
ysd

+ ndqdȳ
2
sd

n− 1
.
= N2 1− f

n
pd(S

2
ysd

+ qdȳ
2
sd

),

(8.15)

donde
S2
ysd

=
1

nsd − 1

∑
sd

(yk − ȳsd)2 (8.16)

ȳsd =
∑
sd

yk
nsd

, pd =
nsd
n
, y qd = 1− pd.

Volviendo ahora al estimador ỹd, que requiere conocer el tamaño del dominio, obtene-
mos a partir de la ecuación (8.12)

AVsrswor(ỹd) = N2 1− f
n

(Nd − 1)S2
yUd

N − 1
.
= N2 1− f

n
PdS

2
yUd
.

(8.17)

mientras que el estimador de la varianza dado en (8.13) toma la forma

V̂srswor(ỹd) =

(
Nd

N̂HT
d

)2

N2

H∑
h=1

(nsd − 1)S2
ysd

n− 1

.
= N2 1− f

n

(
1

nsd
− 1

N̂HT
d

)
S2
ysd
,

(8.18)

con N̂HT
d = N

nsd
n

. Obviamente, el cálculo de (8.18) requiere que nsd ≥ 2.

El incremento en la varianza debido a la falta de conocimiento de Nd se puede expresar
mediante el cociente de las ecuaciones (8.14) y (8.17),

Vsrswor(Ŷ
HT
d )

AVsrswor(ỹd)
.
= 1 +

Qd

(cvyUd)
2
, (8.19)

donde cvyUd =
SyUd
ȳUd

es el coeficiente de variación de y en el d-ésimo dominio. Por ejem-

plo, si cvyUd = 0,5, la varianza de Ŷ HT
d es aproximadamente cinco veces la de Ỹd cuando

el dominio cuenta sólo con un pequeño porcentaje de la población (Qd cerca de la
unidad). Si el dominio cuenta con el 50 % de la población (con cvyUd invariante en 0,5) la
varianza de Ŷ HT

d no crece tanto con respecto a la de Ỹd, pero aún así sigue siendo mayor;
el cociente de varianzas decrece a tres aproximadamente.
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Ejemplo 37. Supongamos que el dominio se puede identificar previamente y que po-
demos muestrear de forma controlada. ¿Obtendríamos entonces un estimador mejor
que (8.11)? La intuición podría indicar que sí, para una respuesta más completa en un
caso específico, consideremos el diseño aleatorio simple sin reemplazamiento. Si se
puede identificar el dominio previamente, el estadístico puede seleccionar una muestra
aleatoria simple sin reemplazamiento de nd (ahora un número fijo) a partir de los Nd

elementos del dominio. El estimador insesgado de td es entonces

Ndȳsd = Nd

∑
sd

yk
nd
,

con varianza exacta

V′srswor(Ndȳsd) = N2
d

(
1

nd
− 1

Nd

)
S2
yUd
. (8.20)

Comparemos esto con el enfoque de la estimación del dominio no controlada. La
expresión de la AV mostrada en (8.17) se puede escribir

AVsrswor(ỹd)
.
= N2

d

(
1

n0
d

− 1

Nd

)
S2
yUd
, (8.21)

donde
n0
d = n

Nd

N
es el total muestral esperado en el dominio.

Es decir, si el tamaño muestral nd bajo condiciones controladas es igual al total muestral
esperado en el dominio E(nsd) = n0

d bajo condiciones sin controlar, las dos varianzas
serán aproximadamente la misma, que es un resultado bastante intuitivo. Por tanto,
al grado de aproximación usado aquí no hay pérdida de precisión usando el enfoque
de estimación en dominios teniendo en cuenta que Nd es conocido. Para obtener una
aproximación más cercana a AVsrswor(ỹd), de forma que se pierda menos precisión, ver
la Sección 8.3.

Ejemplo 38. Consideremos el diseño aleatorio simple sin reemplazamiento, con H es-
tratos que tienen unidades en los D dominios. El estimador de la media del dominio
mostrado en la ecuación (8.7) es entonces

̂̄yUd = ỹsd =
H∑
h=1

Nh

nh

∑
sdh
yk∑H

h=1
Nh
nh
nsdh

donde Nh
nh

es el inverso de la fracción de muestreo en el estrato h, sdh es la intersección
del dominio Ud y la muestra aleatoria simple seleccionada en el estrato h, y nsdh es el
tamaño aleatorio de esta intersección. La varianza estimada (8.13) dividida por N2

d se
puede escribir, después de algunos cálculos, como

V̂STSI(̂̄yUd) =
1

(N̂HT
d )2

H∑
h=1

N2
h

1− fh
nh

∑
sdh

(yk − ȳsdh)2 + nsdh(1− pdh)(ȳsdh − ̂̄yUd)2

nh − 1

Tema 8. Estimación en dominios.
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donde

pdh =
nsdh
nh

, N̂HT
d =

H∑
h=1

Nh

(
nsdh
nh

)
e ȳsdh es la media directa de y en la celda dh.

Los términos en (ȳsdh − ̂̄yUd)2 de la expresión resultan molestos ya que suponen hacer
las diferencias entre las medias de los estratos en el dominio. Una estratificación que
sea altamente eficiente para estimar la población total o un dominio grande puede de-
jar de serlo para estimaciones en dominios pequeños, como se puede ver en Durbin 1958.

En muchas aplicaciones, es de interés analizar si dos dominios son diferentes. Si la
población muestral consiste en individuos, nos puede interesar comparar, por ejemplo,
los hombre y las mujeres, o el grupo de edad de los mayores de 65 con el grupo de edad
entre 30 y 50, o los residentes en áreas rurales con los residentes en áreas urbanas. Es de
particular importancia la comparación entre las medias de dos dominios. Un científico
social o un político a menudo puede estar interesados no sólo en un estimación puntual
de la diferencia entre entre la media de dos dominios, sino también en un valor que
indique si la diferencia es significativamente grande. Por tanto, es de interés obtener un
intervalo de confianza para la diferencia desconocida de dos medias. Si el valor cero
no está contenido en el intervalo a un nivel del 95 %, hay evidencias suficientes para
rechazar la hipótesis de que los dominios sean iguales.

Si consideramos los dos dominios a comparar U1 y U2 (es decir, d = 1 y d = 2), la
estimación de la diferencia vendrá dada por

D = ȳU1 − ȳU2 =
t1
N1

− t2
N2

.

Un estimador natural es la diferencia de las medias muestrales ponderadas por π
correspondientes,

D̂ = ỹs1 − ỹs2
con ỹsd dado en (8.7) para d = 1, 2. La varianza es

V(D̂) = V(ỹs1) + V(ỹs2)− 2C(ỹs1 , ỹs2).

Se pueden obtener aproximaciones de las dos varianza del lado derecho de la ecua-
ción dividiendo la expresión en la ecuación (8.12) por N2

d , d = 1, 2, mientras que una
expresión aproximada para la covarianza correspondiente se calcula como

AC(ỹs1 , ỹs2) =
1

N1N2

∑
k∈U1

∑
l∈U2

∆kl
yk − ȳU1

πk

yl − ȳU2

πl
. (8.22)

La varianza aproximada resultante de D̂ se puede expresar como

AV (D̂) =
∑∑
U1∪U2

∆klǍkǍl, (8.23)
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con Ǎk = Ak
πk

, donde

Ak =
z1k(yk − ȳU1)

N1

− z2k(yk − ȳU2)

N2

.

El estimador de la varianza correspondiente, necesario para el cálculo del intervalo de
confianza, es

V̂(D̂) =
∑∑
s1∪s2

∆̌klǎkǎl. (8.24)

con ǎk = ak
πk

, donde

ak =
z1k(yk − ỹs1)

N̂1

− z2k(yk − ỹs2)

N̂2

.

Ejemplo 39. Se puede comprobar que la covarianza aproximada en (8.22) es cero para un
diseño tal que πk sea constante para todos los k y ∆kl sea constante para todos los k 6= l.
Si consideramos el diseño muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (n elementos
de N ), tenemos

D̂ = ȳs1 − ȳs2 ,
con ȳsd =

∑
sd

yk
nsd

, d = 1, 2. En ausencia del término de covarianza, tenemos a partir de
(8.21),

AVsrswor(D̂)
.
=

2∑
d=1

(
1

n0
d

− 1

Nd

)
S2
yUd

y el estimador de la varianza mostrado en (8.24) es en consecuencia aditivo,

V̂srswor(D̂) =
2∑
d=1

(
1

nsd
− 1

N̂HT
d

)
S2
ysd

donde N̂HT
d = N

nsd
n

, y donde hemos aproximado n(nsd−1)

nsd (n−1)
por la unidad.

Existen técnicas para mejorar el estimador de la diferencia de las medias de dos dominios
usando información auxiliar.

8.3 Condicionamiento sobre el tamaño muestral del dominio

En el Ejemplo 37 se ha visto que la estimación en dominios, cuando se usa el muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de toda la población y Ỹd = Ndỹsd , es
esencialmente tan eficiente como el muestreo muestreo aleatorio simple sin reempla-
zamiento directo dentro de un dominio a priori identificado. Cuando se desconoce el
tamaño muestral del dominio se hace necesaria una aproximación de la varianza mejor
que (8.17) para poder apreciar esta pérdida limitada de eficiencia. Con este fin, es útil
en condicionamiento sobre nsd .

Denotaremos por Ad el evento nsd ≥ 1. Si n es muy grande, P(Ad) es cercano a la unidad,
incluso si el tamaño relativo del dominio Pd es bastante pequeño. Para un valor fijo
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de nsd tal que nsd ≥ 1, la parte del dominio de la muestra, sd = s ∩ Ud, se comporta
como una selección aleatoria simple de nsd a partir de Nd. Para Ỹd = Ndȳsd tenemos, por
tanto, 

Esrswor(Ỹd|Ad, nsd) = td

Vsrswor(Ỹd|Ad, nsd) = N2
d

(
1

nsd
− 1

N̂HT
d

)
S2
yUd

(8.25)

(8.26)

Así, Ỹd es condicionalmente insesgado, dado cualquier tamaño muestral en el dominio
tal que nsd ≥ 1, y la varianza condicional viene dada por (8.26). Calculando la media
sobre todos los valores nsd ≥ 1,


Esrswor(Ỹd|Ad) = td

Vsrswor(Ỹd|Ad) = N2
d

[
Esrswor

(
1

nsd
|Ad
)
− 1

N̂HT
d

]
S2
yUd
.

(8.27)

(8.28)

Para obtener (8.28) hemos usado

V[Esrswor(Ỹd|Ad, nsd)] = V(td|Ad) = 0,

donde V(·) denota la varianza con respecto a la distribución de nsd . En otras palabras,
dado que el dominio contiene al menos una observación, Ỹd es insesgado para Yd bajo el
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento a partir de U .

Los momentos (8.27) y (8.28) todavía tienen una condición, concretamente, el evento
Ad. Suponiendo que n es suficientemente grande como para que Ad ocurra casi seguro,
concluimos, a partir de (8.27) y de (8.28), que Ỹd es insesgado para Yd con la varianza
sin condicionar.

Vsrswor(Ỹd) = N2
d

[
Esrswor

(
1

nsd

)
− 1

N̂HT
d

]
S2
yUd

(8.29)

Al hacer uso del signo de igualdad estamos haciendo un abuso de notación: la ecuación
(8.29) es válida bajo la hipótesis de que nsd = 0 con probabilidad despreciable.

Mediante el desarrollo en serie de Taylor obtenemos

Esrswor
(

1

nsd

)
.
=

1

n0
d

+
(1− f)(1− Pd)

(n0
d)

2
(8.30)

donde f = n
N

, y

n0
d = E(nsd) = n

Nd

N
= nPd.
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A partir de (8.29) y de (8.30), y asumiendo Qd = 1− Pd

Vsrswor(Ỹd) = N2
d

(
1

n0
d

− 1

Nd

)(
1 +

Qd

n0
d

)
S2
yUd
. (8.31)

Comparando la varianza muestral sin controlar (8.31) con la varianza muestral contro-
lada (8.20) obtenemos

Vsrswor(Ỹd)

V′srswor(Ndȳsd)
= 1 +

Qd

n0
d

que es aproximadamente 1 + 1
n0
d

si n es mucho más grande que n0
d = nPd. Por ejemplo,

si el tamaño muestral del dominio esperado es n0
d = 10 elementos, la varianza aumenta

aproximadamente un 10 %. En otras palabras, hay una pérdida de precisión no despre-
ciable causada por la pérdida de control del tamaño muestral del dominio.

Comentario 46. La varianza condicional mostrada en (8.26) se estima insesgadamente
(dado nsd tal que nsd ≥ 2) por

V̂ ∗srswor = N2
d

(
1

nsd
− 1

Nd

)
S2
ysd

donde S2
ysd

viene dado por (8.16). Este estimador de la varianza condicional en su esen-
cia coincide con la expresión (8.18). La diferencia entre 1

N̂HT
d

y 1
Nd

es insignificante, con lo
que no tiene consecuencias significativas en la práctica.

8.4 Dominios pequeños: estimadores sintéticos

Se pueden obtener estimadores mejorados en los dominios si se dispone de más in-
formación auxiliar (más allá de conocer Nd). Una posibilidad es usar un método de
estimación de regresión. Otra es usar un estimador de razón por dominio.

En el caso del estimador de regresión, denotaremos por xk el valor del k-ésimo elemento
del vector auxiliar x, de dimensión, por ejemplo, J . A continuación se ajustará un
modelo que describa la presunta relación entre la variable de estudio y las variables
auxiliares. Los valores ajustados ŷk se usan para construir un estimador de regresión
adecuado. Los valores resultantes predichos son

ŷk = x
′

kB̂

donde

B̂ =

(∑
s

xkx
′

k

σ2
kπk

)−1∑
s

xkx
′

k

σ2
kπk

y los residuos vienen dados por

eks = yk − ŷk = yk − x
′

kB̂.
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Teorema 16

Asumiendo que el tamaño del dominio Nd es conocido, el estimador de regresión
del total del dominio td =

∑
Ud
yk es

Ŷdr =
∑
Ud

ŷk +

(
Nd

N̂HT
d

)∑
sd

ěks =
∑
s

gdksy̌k (8.32)

donde
ěks =

eks
πk

=
(yk − ŷk)

πk
, y̌k =

yk
πk

y las ponderaciones g (que dependen del dominio d, de la muestra total s, y del
elemento k) son

gdks =
Nd

N̂HT
d

zdk +

(∑
Ud

xk −
Nd

N̂HT
d

∑
sd

x̌k

)′ (∑
s

xkx
′

k

σ2
kπk

)−1
xk
σ2
k

,

con zdk el indicador del dominio dado por (8.3).

La varianza aproximada vendrá dada por

AV (Ŷdr) =
∑∑

Ud

δkl

(
Ek − ĒUd

πk

)(
El − ĒUd

πl

)
(8.33)

donde Ek = yk − x
′

kB̂ son los residuos ajustados poblacionales, con

B =

(∑
U

xkx
′

k

σ2
k

)−1∑
U

xkyk
σ2
k

,

y ĒUd =
∑

Ud

Ek
Nd
. Un estimador de la varianza es

V̂(Ŷdr) =
∑∑

s

δ̌kl
gdkseks
πk

gdlsels
πl

. (8.34)

Un tercer enfoque es modelizar en términos de grupos de elemento de la población que
se perciben como homogéneos. Esto lleva a un estimador de dominio postestratificado.
La idea es que los grupos son un factor de peso para explicar la varianza de la variable
y, mientras que los dominios quizá no lo son. Por ejemplo, los grupos por edad/sexo a
menudo explicarán una buena parte de la variación entre individuos, pero una partición
en dominios geográficos puede resultar, en comparación, un factor explicativo débil.

Particionamos la población en G grupos que se denotan U·1, ..., U·g, ..., U·G. Los tamaños,
normalmente desconocidos, se denotan por N·1, ..., N·g, ..., N·G. Consideraremos el caso
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en que los G grupos poblacionales intesecan los D dominios para formar una matriz
de DG celdas denotadas por Udg, d = 1, ..., D; g = 1, .., G. Sea Ndg el tamaño de Udg.
Para una mayor claridad, los dominios se denotan ahora por Ud·, d = 1, ..., D, y sus
respectivos tamaños por Nd·, d = 1, ..., D.

Si aplicamos el Teorema 16 a esta metodología tenemos el estimador de dominio postes-
tratificado

Ŷdpos =
G∑
g=1

Ndgỹsdg , (8.35)

donde los totales poblacionales Ndg tienen que ser conocidos.

Este modelo contiene, sin embargo, DG parámetros β a estimar, posiblemente un nú-
mero muy grande. Esto puede causar dificultades, incluyendo la imposibilidad de
calcular algún estimador cuando los totales de algunas celdas nsdg (g = 1, ..., G) son
cero. A menudo es sensato reducir el número de parámetros del modelo; una opción
es trabajar con un modelo expresado únicamente en términos de los efectos del grupo.
Esto estabiliza las estimaciones de los parámetros y causa poca pérdida de eficiencia si
los grupos (más que los dominios) son el principal factor para explicar la variación en y.
Como se ha mencionado anteriormente, los grupos por edad/sexo pueden ser un factor
dominante para explicar la variación en los individuos, mientras que los dominios
definidos geográficamente pueden ser, comparativamente, un factor explicativo débil.

Esta simplificación del modelo pretende limitar al máximo (aunque sin pérdida de in-
formación auxiliar valiosa) el número de parámetros en el modelo usando para generar
el estimador de la media o el total del dominio.

Consideremos entonces el modelo de grupo tal que, para g = 1, ..., G,{
Eξ(yk) = βg

Vξ(yk) = σ2
g

(8.36)

para todos los k ∈ Ug. En este modelo ANOVA unidireccional, U·1, ..., U·g, ..., U·G son los
grupos poblacionales indicados anteriormente.

A partir del Teorema 16, podemos obtener el estimador aproximadamente insesgado
del total del dominio td generado por este modelo más parsimonioso

Ŷdr =
G∑
g=1

Ndgỹs·g +

(
Nd·

N̂HT
d·

)
G∑
g=1

N̂HT
dg (ỹsdg − ỹs·g), (8.37)

con
ỹs·g =

∑
s·g

y̌k

N̂HT
·g

; ỹsdg =
∑
sdg

y̌k

N̂HT
dg
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y

N̂HT
·g =

∑
s·g

1

πk
; N̂HT

dg =
∑
sdg

1

πk
; N̂HT

d· =
∑
sd·

1

πk
.

Las cantidades Ndg deben proceder de fuentes precisas (registros administrativos, etc.).
Cabe señalar que el término

G∑
g=1

N̂HT
dg ỹsdg

N̂HT
d·

=
∑
sd·

=
∑
sd·

y̌k

N̂HT
d·

= ỹsd·

no conlleva cálculos difíciles en tanto en cuanto el dominio tenga por lo menos una
observación. Por tanto, podemos escribir el estimador (8.37) como

Ŷdr = Nd·

[
ỹsd· +

G∑
g=1

(
Ndg

Nd·
−
N̂HT
dg

N̂HT
d·

)
ỹs·g

]
.

Los residuos para la fórmula de la AV mostrada en la ecuación (8.33) son en este
caso

Ek = yk − ȳU·g (8.38)

para k ∈ Udg, donde ȳU·g es la media de y en U·g. Las cantidades necesarias para el
estimador de la varianza (8.34), para k ∈ sdg, vienen dadas por

eks = yk − ỹs·g

y

gdks = Nd·

{
zdk

N̂HT
d·

+

(
Ndg

Nd·
−
N̂HT
dg

N̂HT
d·

)
1

N̂HT
·g

}
.

Comentario 47. Resulta de interés comparar la eficiencia del estimador (8.37) con el
estimador postestratificado dado por (8.35). Este último debería de tener una varianza
menor si hay muchos datos y existen diferencias entre dominios así como diferencias
entre grupos. Los residuos (8.38) que determinan la varianza aproximada del estimador
(8.37) se puede escribir como

Ek = E∗k + (ȳUdg − ȳU·g)

donde la barra denota una media directa sobre los conjuntos indicados, y

E∗k = yk − ȳUdg

es el residuo asociado con el estimador postestratificado (8.35). Un caso de especial
interés se da cuando

ȳUdg = ȳU·g (8.39)

para todos los grupos g = 1, ..., G. Esto indica que, en cada grupo, la media del grupo
para todos los dominios es igual a la media del grupo para la población en conjunto, es
decir, en un sentido, el dominio es como la población. Entonces se tiene la igualdad de
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los residuos; Ek = E∗k para todos los k. En consecuencia, la varianza aproximada de los
estimadores (8.35) y (8.37) son iguales, y ambos son casi insesgados. En la práctica, no
se puede calcular (8.39) de forma exacta. Pero en presencia de efectos de grupo fuertes
y sin efectos de dominio pronunciados, se pierde poca eficiencia usando el estimador
obtenido a partir del modelos más sencillo en (8.36). Además, el estimador (8.37) tiene
la ventaja de que su cálculo es posible aunque haya algunas celdas con totales nulos.
En raras ocasiones, (8.37) puede dar lugar a estimaciones imposibles. Si y es siempre
una variable no negativa, sólo se pueden tolerar estimaciones no negativas de Yd, pero
existe una remota posibilidad para dominios muy pequeños de que (8.37) sobrecorrija y
dé lugar a estimaciones negativas.

Definición 12

El primer término del estimador (8.37),

Ŷdsy =
G∑
g=1

Ndgỹs·g (8.40)

se puede considerar un estimador por sí mismo; sin embargo, es sesgado. Se llama
estimador sintético y ha sido estudiado a fondo, especialmente para el diseño aleatorio
simple sin reemplazamiento, en cuyo caso ỹs·g se convierte en ȳs·g , la media sin
ponderar del grupo. Para más información véase Gonzalez 1973.

Se verifica que

E(Ŷdsy)
.
=

G∑
g=1

NdgȳU·g

por lo tanto el sesgo de Ŷdsy como estimador de td es aproximadamente

B(Ŷdsy) = E(Ŷdsy)− td
.
= −

G∑
g=1

Ndg(ȳUdg − ȳU·g).

Si se cumple la igualdad dada en (8.39) para g = 1, .., G, entonces Ŷdsy es insesgado. Para
que se verifique (8.39) en la práctica, sería necesario un golpe de suerte; generalmente, el
sesgo desconocido no es cero, quizá pueda tomar un valor considerable, y un intervalo
de confianza obtenido en torno a la estimación puntual no estaría centrado y sería
inválido. Entonces, ¿por qué los estadísticos están interesados en el estimador (8.40)?
La respuesta es que la varianza de Ŷdsy es a menudo extremadamente pequeña, y en la
mayoría de los casos mucho más pequeña que la del estimador casi insesgado mostrado
en la ecuación (8.37). Esto no es una sorpresa ya que las medias de los grupos ỹs·g en
(8.40) vienen determinadas con mucha precisión como resultado de tamaños muestrales
de grupo considerables y quizá varianza pequeñas dentro de los grupos. Por otro lado,
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el término de corrección del sesgo,(
Nd·

N̂d·

) G∑
g=1

N̂HT
dg (ỹsdg − ỹs·g)

aportará una varianza grande al estimador (8.37). Por tanto Ŷdsy será mucho más preciso
(varianza baja), pero puede ser altamente inacurado (sesgo y MSE considerables). Usar
Ŷdsy es arriesgado; el estadístico confía en tener un sesgo pequeño o despreciable. Si la
hipótesis se verifica, el estimador sintético es interesante. Por eso el estimador sintético
(8.40) no es recomendable excepto si el estadístico está dispuesto a correr el riesgo del
valor que puedan tomar el sesgo y el intervalo de confianza.

Comentario 48. De forma general, un estimador sintético se define usando el término
de predicción del estimador de regresión (8.32)

Ŷdsy =
∑
U

ŷk = (xk)
′
B̂

en donde se mejora el estimador al usar información externa al dominio al obtener las
predicciones ŷk. Por ejemplo, un estimador sintético obtenido al imponer el modelo de
razón simple de un parámetro, en el que xk = xk y B = β, sobre el dominio d viene
dado por

Ŷdsy = (
∑
Ud

xk)B̂ (8.41)

donde

B̂ =

∑
s y̌k∑
s x̌k

Aquí, B̂ estima el parámetro de la pendiente

B =

∑
U yk∑
U xk

(8.42)

para la población en su conjunto. La varianza de B̂ es a menudo pequeña porque la
estimación usa la muestra completa s. En consecuencia, la varianza del estimador (8.41)
es pequeña, pero el sesgo es considerable si la razón del dominio

Bd =

∑
Ud
yk∑

Ud
xk

difiere considerablemente de la razón de la población en conjunto mostrada en la ecua-
ción (8.42).

Se han construido un gran número de estimadores como combinación lineal ponderada
de un término sintético sesgado y de varianza pequeña, y de un término que es un
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estimador estándar insesgado de varianza grande, como la media muestral ponderada
del dominio. Se pueden usar distintos principios estadísticos a la hora de construir las
ponderaciones. Para más información véase R. Platek y C. Särndal 1987.

Los estimadores combinados normalmente tienen sesgo considerable en muestras
pequeñas y medianas, por lo que el MSE contiene un término bastante importante
de sesgo al cuadrado. Por tanto, normalmente es imposible obtener un intervalo de
confianza válido. Sin embargo, el MSE puede ser más pequeño que el de un estimador
insesgado. Además, la ponderación de los términos se puede hacer de forma que el
sesgo tienda a cero a medida que el tamaño muestral aumenta. Cuando el tamaño
muestral del dominio es muy pequeño, se le puede dar un peso considerable al término
sintético. De esta forma, a medida que el tamaño muetral aumenta, la ponderación se
va desplazando hacia el estimador estándar, de forma que el estimador combinado sea
consistente.
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Reponderación de datos en presencia de falta de respuesta. Tratamien-
tos tradicionales de la falta de respuesta. Vectores auxiliares e infor-
mación auxiliar. El enfoque de calibrado. Estimación puntual bajo ca-
librado.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

C.-E. Särndal y S. Lundström (2005). Estimation in Surveys with Nonresponse.
Chichester: Wiley

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

9.1 Tratamientos tradicionales de la falta de respuesta

La teoría basada en diseño, también llamada teoría de la aleatoriedad, es aplicable
cuando la encuesta tiene el total de las respuestas (respuesta completa). Esta teoría de
inferencia se basa en la aleatoriedad en la selección muestral. El diseño muestral puede
ser el muestreo aleatorio estratificado, el muestreo por conglomerados, etc. Sea el que
sea, cada elemento posee su propia probabilidad de inclusión πk. Estas probabilidades
juegan un papel decisivo en la inferencia estadística con respuesta completa.

Cuando la falta de respuesta entra en escena, hecho que es inevitable en la práctica,
es conveniente pensar en cada elemento como si tuviese su propia probabilidad de
respuesta. A diferencia de la fase muestral, la fase de respuesta está fuera del control
de los estadísticos. La falta de respuesta ocurre con probabilidades desconocidas. Sin
embargo, el concepto de probabilidades de respuesta individuales genera un marco
productivo para los métodos de tratamiento de la falta de respuesta, como se verá en
este tema.

Nuestra principal preocupación en este tema serán las encuestas afectadas por la falta
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de respuesta. Es decir, los valores de una variable de estudio y se observan sólo para los
k elementos de un subconjunto r de la muestra completa s. Llamaremos a r el conjunto
respuesta. En este punto asumimos que y se ve afectada sólo por falta de respuesta
total. Con cualquier técnica que se use, un estimador del total Y =

∑
U yk estará más o

menos insesgado (excepto si la falta de respuesta tiene lugar de una forma totalmente
aleatoria, lo que casi nunca ocurre). Por tanto el sesgo es inevitable. Buscamos métodos
que limiten el sesgo lo más posible.

Antes de 1980, los métodos de ajuste de la falta de respuesta generalmente se basaban
en un modelo determinístico de respuesta de la encuesta. Se asumía que la población
finita consistía de dos partes disjuntas, un estrato con respuesta y otro sin respuesta.
Cada elemento del primero respondía con certeza si era seleccionado en la muestra, y
cada elemento del segundo estrato tenía probabilidad nula de responder. Una crítica
obvia de este modelo es que es muy simplista y no realista. Más aún, los tamaños de los
dos estratos a menudo no se podían asumir como conocidos, por lo que, a menudo, se
estimaba el total para el estrato con respuesta y se añadía un término que compensase
de alguna forma la contribución del estrato con falta de respuesta.

En los años 80 se hizo popular un método que resultó más satisfactorio. Este conside-
raba el conjunto respuesta r como el resultado de dos selecciones probabilísticas. La
muestra s se selecciona en primer lugar a partir de la población U, entonces el conjunto
respuesta r se obtenía como un subconjunto de s. Este es más realista y más general
que el determinístico en el sentido de que permite que cada elemento k tenga su propia
probabilidad de respuesta θk donde 0 ≤ θk ≤ 1 para todo k. Esta generalización tiene
un precio: las probabilidades de respuesta θk son siempre desconocidas. Un método
que se ha utilizado es reemplazar las θk por estimaciones basada en información auxiliar.

El que el elemento k responda o no es un resultado binario con probabilidad desconoci-
da, como un lanzamiento de una moneda no equilibrada que puede dar cara o cruz con
probabilidad desconocida. Para el elemento k, podemos definir una variable aleatoria
binaria Rk con valor Rk = 1 si k responde y Rk = 0 si no lo hace. El valor esperado
del indicador de respuesta Rk, condicionado a la muestra obtenida s, es Eq(Rk|s) = θk,
donde Eq es la esperanza con respecto al mecanismo de respuesta q(r|s). Asumiremos
que la probabilidad de respuesta θk depende de k pero no de la muestra s a la cual k
pertenece.

No está claro cómo se originó esta idea tan importante de asociar a cada elemento un
número único, la probabilidad de respuesta (o proporcionar el valor solicitado yk de la
variable de estudio y). Para ver el cálculo de la esperanza y la varianza de estimadores
tradicionales en este contexto, se puede consultar Lindström y Lundström 1974 y R. Pla-
tek y Tremblay 1978.

Hay una teoría que basa la estimación en torno a la idea de que el elemento k está
equipado con una probabilidad de inclusión individual conocida, πk, y una proba-
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bilidad de respuesta individual desconocida, θk. Esto la convierte en una ’teoría de
cuasi-aleatorización término adecuado acuñado por Oh y Scheuren 1978.

En torno a 1980 se realizó un importante trabajo por parte del Panel on Incomplete Data,
promovido por US National Science Foundation. El resultado son tres volúmenes con
contribuciones de distintos autores, algunas teóricas y algunas empíricas y prácticas.
Varias contribuciones están en línea con la ’teoría de cuasi-aleatorización’ se pueden
consultar, por ejemplo, el capítulo de Platek y Gray 1983. Esta teoría ha servido como
guía en las últimas décadas para los metodólogos en los institutos de estadística.

Otras de las contribuciones introducen y explican conceptos, bastantes nuevos en ese
momento, tales como ’ignorado’, en oposición a ’no ignorado’, ’falta de respuesta’ (o
’missingness’), missing aleatoriamente (MAR del inglés missing at random), completa-
mente missing aleatoriamente (MCAR del inglés missing completely at random). Estos
conceptos han contribuido, desde entonces, de forma significativa a entender la falta de
respuesta y los datos missing. Para ver el enfoque Bayesiano, consultar Rubin 1987 y
Little y Rubin 1987.

Otro manual que se puede consultar es Lundström y Särndal 2001, a Current Best Methods
manual producido por y usado en Statistics Sweden para el tratamiento de los datos de
encuestas afectados por falta de respuesta y deficiencias del marco.

La idea de la cuasi-aleatorización nos lleva al método de reponderación en dos fases para
la falta de respuesta. La idea aquí es seleccionar una muestra s y luego obtener el un
conjunto de respuesta r como un subconjunto de s. Särndal, Swensson y Wretman 1992
es un ejemplo de referencia reciente en la que se ha discutido el método de las dos fases
para ajustar la falta de respuesta. El Capítulo 9 de ese libro trata sobre la formulación
tradicional del muestreo bifásico, en ausencia de falta de respuesta. Consiste en lo
siguiente: se selecciona una primera muestra de U, se observan determinadas variables
útiles (aunque no la(s) variable(s) de estudio), a continuación se selecciona de la primera
muestra una submuestra más pequeña, y se observan la(s) variable(s) de estudio en los
elementos de la submuestra. En este contexto, todas las probabilidades de inclusión son
conocidas, tanto las de la primera fase como las de la segunda. En el Capítulo 15 del
libro, se adapta la teoría del muestreo bifásico a la situación en la que existe falta de
respuesta. Comentaremos brevemente este método.

En primer lugar consideramos la hipótesis de que la distribución de la respuesta q(r|s)
es conocida (aunque en la práctica no sea el caso). Esto implica que las probabilidades
de respuesta de primer y segundo orden, dadas por

P(k ∈ r|s) = θk, P(k & ` ∈ r|s) = θk`, (9.1)

son conocidas y se pueden usar para estimar Y =
∑

U yk. Podríamos entonces calcular
los pesos combinados dk

θk
= 1

πk
× 1

θk
, para k ∈ r, y usarlos para construir el estimador
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bifásico insesgado

Ŷ =
∑
r

dk
θk
yk. (9.2)

Esto extiende el estimador básico de Horvitz–Thompson a una selección en dos fases.
Pero el θk siempre es desconocido en la práctica, por eso no se puede calcular (9.2).
Para hacerlo operativo debemos primero estimar el θk. Debemos suponer que existe
información auxiliar para que esto sea posible. Sea θ̂k la estimación de θk, para k ∈ r.
Un estimador ajustado a la falta de respuesta en dos fases se obtiene sustituyendo θk
por θ̂k en (9.2). De esta forma podemos calcular

Ŷ =
∑
r

dk

θ̂k
yk. (9.3)

Se han propuesto distintas formas de estimar θ̂k. Los estimadores del tipo (9.3) han sido
estudiados y usados de forma extensiva en los últimos 30 años.

Una tendencia más reciente enfatiza el uso de información auxiliar para alcanzar dos
objetivos: una reducción de la varianza del estimador y una reducción de su sesgo debi-
do a la falta de respuesta. Cuando hablemos de información auxiliar distinguiremos
dos tipos: vectores con información a nivel de la población, de forma que el total de un
vector x∗k es conocido; y vectores con información únicamente a nivel de muestra, de
forma que se especifica un vector de valores xok para cada k ∈ s.

Podemos extender el uso de la técnica de estimación GREG (Tema 4). Denotemos
por

∑
U x∗k el total conocido del vector auxiliar x∗k. Si el θk fuese conocido, podríamos

construir el estimador GREG en dos fases, que es aproximadamente insesgado, y que
viene dado por

Ŷ =
∑
r

dk
θk
gkθyk. (9.4)

donde dk = 1
πk

, y

gkθ = 1 +
(∑

U

x∗k −
∑
r

dk
θk

x∗k

)′(∑
r

dk
θk
ckx

∗
k(x∗k)

′
)−1

(ckx
∗
k). (9.5)

donde las ck son constantes especificadas. Sustituyendo los θk desconocidos por estima-
ciones adecuadas θ̂k, basadas en valores de variables auxiliares conocidos para k ∈ s
obtenemos, a partir de (9.4),

Ŷ =
∑
r

dk

θ̂k
gkθ̂yk. (9.6)

donde gkθ̂ viene dado por (9.5) con θk en lugar de θ̂k.
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En general, es preferible trabajar con (9.6) a hacerlo con (9.3), y tanto más si x∗k es un
vector auxiliar con información útil. Se han obtenido buenos resultados usando (9.3) y
(9.6) en encuestas. Muchos de los estimadores obtenidos a partir de estas formulas son
casos particulares de una familia más amplia que son los estimadores de calibrado.

En Kott 1994 se discuten varias cuestiones en relación a (9.2) y (9.4). En estas fórmulas
aparece θk lo que hace que no sean estimadores prácticos, ya que los θk son desconocidos.
Además, para ser insesgados o aproximadamente insesgados, ambos requieren que
todos los θk sean estrictamente positivos. Como se señala en Kott 1994, este requisito es
quizá poco realista, porque la mayoría de las encuestas tienen una fracción de núcleo
duro de falta de respuesta, compuesta de individuos que no responden bajo ninguna
circunstancia.

Un método alternativo ha consistido en usar las fórmulas (9.2) y (9.4) como punto
de partida y llegar a los estimadores (9.3) y (9.6) mediante una estimación de los θk
desconocidos. Como resultado, dk

θ̂k
jugará el papel de peso para los k elementos que

responden. Este enfoque se estructura en tres pasos:

i. se asume la existencia de un mecanismo de respuesta;

ii. se formula, para este mecanismo, un modelo realista en el cual los θk desconocidos
aparezcan como parámetros desconocidos; y

iii. se estiman los θk, usando variables auxiliares cualesquiera que sean relevantes y
la información del subconjunto de la muestra s que respondió.

Una crítica que se puede hacer a este método es que es difícil defender un modelo
propuesto como más realista que cualquier otro competidor. Nuestro conocimiento
sobre el comportamiento de la verdadera respuesta es limitado. El tiempo y los recursos
necesario para realizar un estudio en profundidad del comportamiento de la respuesta
son también limitados en los institutos de estadística.

Se han usado distintos modelos para el mecanismo de respuesta. Un modelo que se usa
con mucha frecuencia es asumir que la población consiste en grupos que no se solapan
de forma que todos los elementos dentro del mismo grupo responden con la misma pro-
babilidad, y de forma independiente. Estos grupos se conocen como grupos homogéneos
de respuesta (RHGs del inglés response homogeneity groups). Aquí, la información auxiliar
necesaria es que podemos clasificar de forma única cada elemento muestral, si responde
o no responde, en uno de los grupos. A menudo, en encuestas dirigidas a individuos, se
usan grupos formados por un cruce de categorías de edad con sexo, de forma que, por
ejemplo, cinco categorías de edad cruzadas con las dos de sexo nos da diez grupos. La
experiencia ha demostrado que esta forma tan sencilla de agrupar raramente logrará
la hipótesis inherente de probabilidad de respuesta constante dentro de cada grupo.
Una agrupación por edad y sexo puede puede ser fácil de establecer pero a menudo es
ineficiente para explicar un comportamiento a la hora de responder que, por lo general,
es mucho más complejo. Se pueden obtener modelos RHG más eficientes, siempre que
la información esté disponible, agrupando vía otros factores distintos a la edad y el
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sexo.

Supongamos ahora que sustituimos los θk desconocidos en (9.4) por las estimaciones θ̂k
obtenidas a partir del modelo RHG. Este caso particular para (9.6) se discute en detalle
en Särndal, Swensson y Wretman 1992, Capítulo 15, en el que también se proporciona
un estimador de la varianza. Este estimador de la varianza tiene dos componentes, una
que mide la varianza muestral y otra la varianza por la falta de respuesta. El estimador
puntual es (casi) insesgado si el modelo RHG asumido es la verdadera representación
del mecanismo de respuesta. Sin embargo, como ya se ha mencionado anteriormente,
no importa qué grupos podemos establecer para los elementos muestrales, probable-
mente no se ajustarán de forma perfecta a las necesidades de igual probabilidad de
respuesta para todos los elementos dentro de un grupo. Otras alternativas consisten en
la modelización mediante la regresión logística y la modelización exponencial, como se
explica en en Ekholm y Laaksonen 1991 y Folsom 1991.

Para resumir, el método de reponderación en dos fases para tratar la falta de respuesta
necesita modelizar el mecanismo de respuesta como paso inicial para obtener los estima-
dores en (9.3) y (9.6). Para ello, uno debe (i) proporcionar la formulación matemática del
modelo, y (ii) seleccionar las variables explicativas para este a partir de un conjunto más
grande de variables auxiliares disponibles. Esto precisa análisis y toma de decisiones.

9.2 Vectores auxiliares e información auxiliar

El uso eficiente de información auxiliar permitirá realizar una estimación fiable en
presencia de falta de respuesta. El de calibrado es más sencillo y directo que el en dos
fases que se ha visto anteriormente.

La información auxiliar se transmite a través de un vector auxiliar. El vector auxiliar es
un vector cuyos valores son conocidos para cada elemento informante, k ∈ r. Además,
existe información en este vector para un conjunto mayor que r. Esta información ayudará
tanto ante la falta de respuesta como en la reducción de la varianza. La notación genérica
para un vector auxiliar será x y su valore para el elemento k-ésimo se denotará por xk.
La información para el conjunto mayor proporciona la información input, necesaria para
el cálculo de los pesos de calibrado.

En el método de calibrado distinguiremos tres casos distintos, llamados InfoU, InfoS e
InfoUS, dependiendo de la información de que dispongamos. Son los siguientes:

InfoU. Se dispone de información a nivel de la población U. Denotamos por x∗k al vector
de dimensión J∗ ≥ 1 tal que:

(i) el vector poblacional total
∑

U x∗k es conocido;

(ii) para cada k ∈ r, el vector de valores x∗k es conocido.
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El vector auxiliar en este caso es xk = x∗k. A menudo nos referimos a x∗k como el ’vector
estrella’.

InfoS. Se dispone de información a nivel de la muestra s, pero no se dispone de ninguna
a nivel de la población. Denotamos por xok al vector de dimensión Jo ≥ 1 tal que:

(i) para cada k ∈ s, el vector de valores xok es conocido, mientras que
∑

U xok es
desconocido;

(ii) para cada k ∈ r, el vector de valores xok es conocido.

El vector auxiliar para este caso es xk = xok. A menudo nos referimos a xok como el
’vector luna’. Tiene información a un nivel inferior que el vector estrella.

InfoUS. Se dispone de los dos tipos de información, InfoU y InfoS, y se usan combina-
dos para el cálculo de pesos. Una opción es formular el vector auxiliar como el vector
xk =

(
x∗k
xok

)
de dimensión J∗ + Jo.

Las condiciones (i) y (ii) en InfoU y InfoS son las mínimamente requeridas para los procedi-
mientos de estimación puntual. Veamos de dónde salen en la práctica InfoU y InfoS. Las
posibles fuentes de información son la encuesta en sí misma, un censo de la población
en cuestión, un registro administrativo o la unión de varios registros.

Empecemos considerando InfoU. Las condiciones (i) y (ii) prevalecen bajo dos esce-
narios importantes en la práctica: (a) El vector total auxiliar es ’importado’ de una
fuente fiable externa a la encuesta. (b) Existe un registro que enumera los elementos
de la población de 1 a N de forma que el vector de valor x∗k está especificado para
cada elemento K = 1, 2, ..., N . La lista puede ser el resultado de unir varios registros
administrativos usando una clave o un identificador único. Por ejemplo, personas o
empresas. La lista también puede servir como un marco muestral (o para crear un
marco) para la población objetivo en la encuesta.

En el caso de un total importado, la información
∑

U x∗k proviene de una fuente externa,
mientras que los valores individuales x∗k son conocidos o medidos en la encuesta para
k ∈ s. Es importante entonces que el vector tras el total importado

∑
U x∗k en la condición

(i) de InfoU mida el mismo concepto que x∗k en (ii). En otras palabras,
∑

U x∗k no puede
estar desactualizado o tendremos medida erróneas del total poblacional real del vector
x∗k medido en la encuesta actual para cada k ∈ r.

El vector x∗k también puede contener variables distintas de las categóricas, teniendo
en cuenta que los totales poblacionales correspondientes se pueden importar de una
fuente fiable.

Por otra parte nos encontramos con un problema cuando los valores de x∗k propor-
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cionados por los informantes contienen errores de medida. Esto es particularmente
problemático si estos errores no son aleatorios sino sistemáticos, como cuando hay
variables sensibles. Por ejemplo, supongamos que a los individuos encuestados se les
pide cuantificar su consumo de alcohol durante un mes de referencia. Puede haber
una tendencia a subestimar el consumo que hace uno mismo. En el caso del total po-
blacional, supongamos que podemos importar los datos mensuales de las ventas de
una fuente considerada fiable, como por ejemplo de algún registro del estado sobre
bebidas alcohólicas. Aunque esto nos pueda dar una imagen razonablemente precisa
del consumo total, el problema es que las medidas obtenidas de los informantes están
subestimados de forma sistemática. Esta disparidad puede perturbar de forma severa
los pesos calculados para el calibrado.

Consideremos ahora el caso de un listado poblacional existente y que se usa para satisfa-
cer las necesidades de InfoU. Esta situación es típica en las encuestas a individuos y a
hogares en varios países europeos, principalmente en los países nórdicos, en los que un
registro poblacional contiene un listado de todos los individuos k de la población (el
marco) U. Los errores de cobertura de estos registros son escasos.

El registro puede ser el resultado de cruzar varias fuentes administrativas usando para
ello un único elemento identificador, tal como el D.N.I. o N.I.E. en el caso de España
para las encuestas sociales, y el N.I.F. en el caso de las encuestas económicas.

Un registro de la población típicamente contiene valores de una gran variedad de varia-
bles. Los valores de las variable están por tanto disponibles para todos los elementos de
la población, no sólo para los elementos muestreados. Ejemplos de estas variables son
la edad y el sexo, la situación laboral, la región en la que reside y el tipo de residencia,
el nivel de estudios, y la nacionalidad. Como resultado, se puede especificar un vector
estrella de valores x∗k para cada individuo k ∈ U . Por tanto x∗k es conocido para cada
k ∈ s, de igual forma que lo es para cada k ∈ r. Sumando los valores x∗k del marco
podemos obtener el total deseado

∑
U x∗k, satisfaciendo por tanto la condición (i).

Consideremos ahora la InfoS, caracterizada por un vector luna de valores xok medido o
conocido de alguna otra manera para cada elemento muestral, k ∈ s. Es especialmente
importante incluir en xok las variables que explican el comportamiento de la falta de
respuesta. El ingenio y el buen juicio ayudan en la identificación de estas variables. Un
ejemplo es la identidad de los entrevistadores a los que se les asigna el elemento k ∈ s.

Se pueden obtener valores de la variable auxiliar para k ∈ s a través del método de
preguntas básicas propuesto por Bethlehem y Kersten 1985. Por experiencia, las perso-
nas que rehúsan responder a un cuestionario entero pueden, sin embargo, responder
de buen grado a una o dos ’preguntas básicas’. Las variables detrás de las preguntas
básicas deberían reflejar, o estar relacionadas con, temas que son fundamentales para la
encuesta en cuestión, de forma que estén bien correladas con variables importantes de
la encuesta y con la propensión a la respuesta.
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Las respuestas a las preguntas básicas también se pueden obtener por mail o por en-
cuesta telefónica. Las variables de las preguntas básicas se pueden incluir en el vector
xok, asumiendo que las respuestas a esas variables se han obtenido para todas, o virtual-
mente todos, los elementos k ∈ s.

Case Auxiliary vector, xk Information input, X

InfoU x∗k X∗ =
∑

U x∗k
InfoS xok X̂o =

∑
s dkx

o
k

InfoUS
(
x∗k
xok

) (
X∗

Xo

)
Tabla 9.1: Formulación del vector auxiliar y del input de información correspondiente
para los casos InfoU, InfoS e InfoUS.

La notación para InfoU, InfoS y InfoUS se resume en la Tabla (9.1), donde X es la
notación genérica para el input de información que acompaña al vector auxiliar xk.

Podemos vee InfoU como un caso especial de InfoUS, que se obtiene cuando existe un
vector estrella pero ningún vector luna; el vector auxiliar, por tanto, se reduce a xk = x∗k.
De forma similar, InfoS es un caso especial de InfoUS obtenido cuando no hay un vector
estrella, de forma que xk = xok.

El input de información X̂o =
∑

s dkx
o
k es la estimación insesgada de Horvitz–Thompson

del total desconocido Xo =
∑

U xok. De ser posible, se puede reemplazar
∑

s dkx
o
k por

una mejor estimación (insesgada o casi). Una posible alternativa es usar una del tipo
GREG (Tema 4), X̂o =

∑
s dkgkx

o
k. Esto requiere que x∗k sea conocido individualmente

para cada k ∈ s.

9.3 El enfoque de calibrado

Como ya hemos comentado, abordar el problema de la falta de respuesta es importante.
Nuestro objetivo es obtener un estimador de Y =

∑
U yk que cumpla las siguientes

propiedades:

(i) que tenga un sesgo pequeño;

(ii) que tenga una varianza pequeña;

(iii) que tenga un sistema de pesos que reproduzca el input de información auxiliar
cuando se aplique a las variables auxiliares;

(iv) que tenga un sistema de pesos que sea útil para estimar el total de cada variable y
en una encuesta multi-propósito.
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La propiedad (i) es particularmente importante. En relación con la varianza, consistirá
en la suma de una componente de la varianza muestral y una componente de la va-
rianza por falta de respuesta. Lo ideal sería que ambas componentes fuesen pequeñas.
La propiedad expresada en (iii) es la pieza clave en el de calibrado. La propiedad (iv)
expresa la conveniencia de un único sistema de pesos. Este aspecto es importante pa-
ra la producción rutinaria y puntual de estadísticas, especialmente en encuestas grandes.

Veamos ahora el de calibrado para reponderar encuestas con falta de respuesta. El primer
paso es fijar un vector auxiliar adecuado mediante la selección de variables de un con-
junto grande de variables disponibles. A continuación veremos unos principios básicos
sobre esta selección. El siguiente paso es el cálculo de los pesos de calibrado, usando
software existente. Existen distintos programas que pueden ser usados para esta tarea,
y algunos también estiman la varianza para diseños de muestreo particulares.

Los principios que se pueden usar para la selección de las variables auxiliares que nos
permitan tener un vector auxiliar eficiente son:

Principio 1

El vector auxiliar (o el vector instrumento, si es distinto del vector auxiliar) debería
explicar la probabilidad de respuesta inversa, llamada la influencia de respuesta.

Principio 2

El vector auxiliar debería explicar las principales variables de estudio.

Principio 3

El vector auxiliar debería identificar los dominios más importantes.

El Principio 1 se ve corroborado por los resultados de W. A. Fuller y Baker 1994, y el
Principio 2 fundamentalmente confirma las conclusiones de Bethlehem 1985.

Cuando se cumple el Principio 1, se reduce el sesgo en las estimaciones calibradas para
todas las variables de estudio. Esto es importante, ya que una encuesta grande tendrá
normalmente muchas variables de estudio, y necesitamos asegurarnos de la eliminación
efectiva del sesgo en todas las estimaciones. Por tanto, el Principio 1 es particularmente
relevante.

Si se cumple el Principio 2, el sesgo se reduce en las estimaciones de las principales
variables de estudio, pero quizá no en las estimaciones (obtenidas con los mismos pesos)
para otras variables de estudio. Las principales variables de estudio en una encuesta
se pueden identificar generalmente, pero basado en razones subjetivas. Cuando se

Tema 9. Reponderación de datos en presencia de falta de respuesta.



9.4. Estimación puntual bajo calibrado 9-11

satisface el Principio 2, la varianza de las estimaciones también se reducirá.

Los residuos que determinan la varianza es probable que sean más pequeños si el vector
auxiliar se puede formular de forma que identifique los principales dominios. También
es deseable que los residuos sean pequeños en los dominios, desde la perspectiva de
reducir el sesgo. Esta es la motivación detrás del Principio 3.

El de calibrado produce un estimador calibrado de Y , denotado por ŶW y su correspon-
diente estimador de varianza, que denotamos V̂(ŶW ). El subíndice W se usa para indicar
ponderado (del inglés weighting). Este enfoque es muy general. En presencia de informa-
ción auxiliar de peso, alcanza el doble objetivo de reducir el error de muestreo y el error
de no respuesta. Se puede aplicar a cualquiera de los diseños de muestreo comunes y
para cualquier vector auxiliar. El no recurre a ningún modelo(s) de forma explícita. Es
muy adecuado para la producción rutinaria y atemporal de estimaciones, por ejemplo,
en un instituto nacional de estadística. En la siguiente sección veremos los aspectos
teóricos y prácticos de este enfoque. Los desarrollos teóricos están principalmente en
Lundstrom y Särndal 1999 y Deville 2000.

9.4 Estimación puntual bajo calibrado

Presentamos ahora el estimador calibrado de Y =
∑

U yk, denotado por ŶW . Los pesos
calibrados se denotan por wk para k ∈ r. El estimador calibrado viene dado por

ŶW =
∑
r

wkyk. (9.7)

Dependiendo de lo buena que sea la información auxiliar podría ocurrir que los wk
protejan satisfactoriamente al estimador frente al sesgo de no respuesta. Nos centrare-

mos en el caso general, InfoUS, en el que vector auxiliar es xk =

(
x∗k
xok

)
de dimensiones

J∗ + Jo y el input de información es X =

(
X∗

X̂o

)
. InfoU sería un caso especial en el que

xk = x∗k, e InfoS cuando xk = xok. Los tres casos dan lugar a sistemas de peso calibrado
diferentes.

Buscamos un sistema de pesos wk para k ∈ r que satisfaga la ecuación de calibración∑
r

wkxk = X. (9.8)

La ecuación (9.8) implica para x∗k que
∑

r wkx
∗
k =

∑
U x∗k, y para xok que

∑
r wkx

o
k∗ =∑

s dkx
o
k. Los pesos que satisfacen (9.8) se dice que están calibrados al input de informa-

ción X. Reproducirán exactamente la información dada X cuando se apliquen a los
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valores del vector auxiliar xk y se sumen en el conjunto de respuesta r. Con otro término
a menudo utilizado, el sistema de pesos wk para k ∈ r se dice que es consistente con la
información X.

Como consecuencia de la selección de muestreo, el elemento k lleva asociado el peso
dk = 1

πk
. Cuando hay falta de respuesta, los pesos dk para k ∈ r son por ellos mis-

mos demasiado pequeños en media para producir estimaciones aceptables. La suma
ponderada

∑
r dkyk es una subestimación de

∑
U yk. El dk debe aumentar. Se deben

buscar nuevos pesos que sean mayores que los dk para todos, o al menos una mayo-
ría, de los elementos que han respondido. Denotamos por νk el factor, o peso, por el
cual multiplicamos dk para obtener el nuevo peso para el elemento k. Es decir, wk = dkνk.

¿Qué expresión debería de tener el peso νk? Debería reflejar las características indivi-
duales conocidas del elemento k ∈ r, resumida en el vector de valores xk. Una forma
sencilla es por tanto νk = 1 + λ′xk, donde λ es un vector a determinar. En esta fórmula,
dejamos que νk dependa linealmente del valor conocido xk para el elemento k.

Es un ejercicio sencillo determinar el valor de λ que satisface el requisito de calibrado. Si
introducimos νk = 1+λ′xk en (9.8) y resolvemos para λ′, obtenemos λ′ = λ

′

k, donde

λ
′

k =

(
X−

∑
r

dkxk)
′
(
∑
r

dkxkx
′

k

)−1

, (9.9)

asumiendo que existe la inversa de la matriz
∑

r dkxkx
′

k. El nuevo peso es wk =
dk + dkλ

′

kxk, donde el término añadido dkλ
′

kxk será positivo para la mayoría de (pero no
necesariamente para todos) los elementos. Este término modifica el peso de muestreo
dk, que no es suficientemente grande, por un valor más razonable, habitualmente mayor.

Hemos determinado los pesos que se tienen en cuenta para la falta de respuesta y están
calibrados a la información dada. Estos pesos se denominan pesos estándares y vienen
dados por

wk = dkνk, νk = 1 + λ
′

kxk, (9.10)

donde λ′k = (X−
∑

r dkxk)
′
(
∑

r dkxkx
′

k)
−1. El estimador calibrado resultante es

ŶW =
∑
r

wkyk. (9.11)

Además del input de información X, el cálculo de wk necesita dos sumas sobre el
conjunto de respuesta r. Ambas sumas se pueden calcular porque xk es conocido pa-
ra cada k ∈ r. La matriz (

∑
r dkxkx

′

k), que necesita ser invertible, es de dimensión
(J∗ + Jo)× (J∗ + Jo), donde J∗ y Jo son las dimensiones de x∗k y xok, respectivamente.
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Al sistema de pesos definido por (9.10) lo llamaremos pesos estándar. Veremos algunos
pesos alternativos en la Sección (9.6).

Ejemplo 40. El vector auxiliar más sencillo
El vector auxiliar más sencillo es uno que es constante para todo k. Como no reconoce
diferencias entre individuos, es ineficiente para el tratamiento de la falta de respuesta.
Pero nos da el ejemplo más básico de estimación por calibrado. Con xk = x∗k = 1 para
todo k, obtenemos a partir de (9.10) wk = dk(

N∑
r dk

) y ŶW = Nȳr;d, donde ȳr;d = (
∑
r dkyk∑
r dk

)

es la media de y elevada con los pesos de diseño de los informantes. En particular, para
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, wk = N

m
para todo k y ŶW = Nȳr, donde

ȳr = (
∑
r yk
m

) y m es el tamaño del conjunto de respuestas r. Veremos más ejemplos en la
Sección 9.7

Comentario 49. Para un vector dado xk y el correspondiente input de información X,
el cálculo de wk definido por (9.10) puede dar lugar a unos pocos valores negativos
o excesivamente grandes νk. Los pesos negativos son considerados por muchos co-
mo no deseables, lo mismo que pesos positivos excesivamente grandes. Hay distintas
formas de abordar esta cuestión. Alguno de los software existente tiene incorporados
procedimientos que permiten que los pesos se restrinjan a unos intervalos previamente
especificados. Se debería de tener en mente esta cuestión cuando construya el vector
auxiliar. Antes de tomar una decisión final sobre xk, se debería de estar seguro de que el
vector no contiene variables x que puedan causar problemas con pesos no deseables.

Comentario 50. Hemos argumentado que la forma lineal, νk = 1 + λ
′
xk, es razonable

para el ajuste. Las formas no lineales también se pueden considerar. Podríamos supo-
ner νk = F (λ

′
xk) para alguna función F (·) con propiedades adecuadas, por ejemplo,

F (λ
′
xk) = exp(λ

′
xk). Buscaríamos entonces un vector λ que satisfaga la ecuación de ca-

librado
∑

r dkF (λ
′
xk) = X. Si ese vector es λ′k, los pesos calibrados son wk = dkF (λ

′

kxk).
Para nuestros propósitos, la forma lineal será suficiente; tiene considerables ventajas
computacionales.

9.5 Comentarios sobre el calibrado

En la Sección (9.3), se formularon cuatro propiedades deseables para el estimador. ¿Se
verifican estas propiedades en el estimador calibrado ŶW =

∑
r wkyk con los pesos datos

por (9.10)? Las propiedades (i) y (ii) relativas al sesgo y varianza se discuten a fondo
en el tema siguiente. La propiedad (iii) se satisface por construcción. La propiedad (iv)
expresa la conveniencia de tener un conjunto de pesos que son aplicables, con buenos
resultados, a todas las variables de interés en una encuesta. Los pesos calibrados wk
cumplen este objetivo en el sentido de que ya incorporan la información considerada: la
mejor posible bajo las condiciones de la encuesta. El siguiente comentario señala una
propiedad interesante del estimador calibrado.
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Comentario 51. Consideremos el caso InfoU, donde xk = x∗k y X = X∗ =
∑

U x∗k.
Asumamos que existe una relación lineal perfecta en la población entre la variable de
estudio yk y el vector auxiliar x∗k, de forma que, para cada k ∈ U ,

yk = (x∗k)
′
β∗ (9.12)

donde β es un vector columna de constantes (desconocidas). Entonces el estimador
calibrado ŶW nos da una estimación exacta del total objetivo Y . Esto se sigue a partir de

ŶW =
∑
r

wkyk =

(∑
r

wkx
∗
k

)′
β∗ =

(∑
U

x∗k

)′
β∗ =

∑
U

yk = Y.

Todo lo necesario para establecer la igualdad ŶW = Y es la propiedad de calibración de
los pesos, dada por (9.8).

En la práctica, la relación lineal perfecta expresada por (9.12) no se verifica. Si lo hiciese,
difícilmente sería necesario que la variable y fuese parte de la encuesta. Pero el resultado
sugiere que cuando existe una relación lineal fuerte entre yk y x∗k, el estimador calibrado
ŶW debería de acercarse en valor al objetivo Y . Tanto el error de muestreo como el error
por falta de respuesta deberían esencialmente de desaparecer.

Algunas características adicionales del método de calibrado son:

• Generalidad. Aunque ŶW se llama ’el estimador calibrado’, en realidad es la expre-
sión para una familia más amplia de estimadores, que se corresponden con las
distintas formulaciones de xk. Se obtienen una gran generalidad y flexibilidad a
partir del hecho de que el vector xk en (9.11) puede tener virtualmente cualquier
forma, mientras está disponible el correspondiente input de información X, y en
la medida en que la matriz sea invertible.

• Aspectos computacionales. Cuando se usa en la práctica el método de calibrado, no
es necesario una desarrollar una fórmula o expresión algebraica para un vector
xk elegido. Se lleva a cabo a través de software existente. Podemos contar con un
número de programas de software disponibles. El usuario necesita especificar el
vector xk y el correspondiente input de información. El software producirá los
pesos calibrados wk y las correspondientes estimaciones calibradas ŶW =

∑
r wkyk.

Algún software también calcula la varianza asociada.

• Técnicas convencionales. Hay técnicas para la reponderación de la falta de respuesta
que se puede denominar ‘convencional’, considerando la atención que han tenido
en los últimos años en la literatura. Muchas de éstas se pueden obtener como
casos especiales del estimador calibrado ŶW .
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9.6 Pesos de calibrado alternativos

Los pesos de calibrado no son únicos. La ecuación de calibrado (9.8) impone sólo una
pequeña restricción sobre los pesos. Como aclaramos ahora, existen muchos conjuntos
de pesos calibrados, para un vector xk dado con input de información X.

Necesitamos algunos conceptos adicional con el fin de ver la imagen completa de la
técnica de calibrado: los pesos iniciales, los pesos finales y el vector instrumento. Los dk
son los pesos iniciales en (9.11), en el sentido de que los cálculos definidos por (9.11)
transformarán los dk en los nuevos pesos wk, que son los pesos finales.

Primero aclaremos que podemos trabajar con otros pesos iniciales distintos de los dk
y aún así conseguir que se satisfagan las condiciones de los pesos finales de calibrado
a la información X dada. Sea dαk, para k ∈ r, cualquier conjunto de pesos positivos.
En (9.11) y en el correspondiente vector λ′r, sustituimos dk por dαk. Los pesos finales
resultantes wk aún satisfarán la ecuación de calibrado (9.8). Por ejemplo, podríamos
considerar dαk = Cdk, donde C es un valor positivo que no depende de k, como n

m
, el

inverso de la tasa de respuesta en la encuesta.

Ahora señalamos un segundo cambio en (9.11) que también dejará la propiedad de
calibrado (9.8) intacta. Sea zk cualquier vector de valores especificado para k ∈ r y con
la misma dimensión que xk. El vector zk puede ser una función concreta de xk o de
otros datos observados con anterioridad sobre k. En (9.11), sustituye νk = 1 + λ

′
rxk y

(
∑

r dkxkx
′

k)
−1 por νk = 1 + λ

′
rzk y (

∑
r dkzkx

′

k)
−1, respectivamente. Los nuevos pesos

resultantes todavía están calibrados al input de información X. Llamamos a zk un vector
instrumento para el calibrado.

Usando los conceptos de pesos iniciales y vector instrumento, obtenemos el sistema de
pesos calibrados

wk = dαkνk, νk = 1 + λ
′

rzk (9.13)

donde λ′r = (X−
∑

r dαkxk)
′
(
∑

r dαkzkx
′

k)
−1. Estos wk satisfacen la ecuación de calibrado

(9.8) para cualesquiera pesos iniciales positivos dαk y cualquier instrumento zk, mientras
la matriz

∑
r dαkzkx

′

k pueda ser invertible. Usando estos pesos, el estimador calibrado
es ŶW =

∑
r wkyk.

El peso estándar definido por (9.11) es el caso especial de (9.13) obtenido para dαk = dk
y zk = xk. A no ser que se especifique otra cosa, asumimos a partir de ahora que se
utilizarán las especificaciones estándar dαk = dk y zk = xk.

En resumen, para calcular los pesos wk dados por (9.13) necesitamos especificar:

• los pesos iniciales dαk;

• el vector auxiliar de valores xk y el correspondiente input de información X;
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• el vector instrumento de valores xk, si es diferente de xk.

El procedimiento de calibrado transforma los pesos iniciales a través de un input de
información en los pesos finales dados por (9.11) o más general por (9.13). Los pesos
finales también se conocen por pesos calibrados, y tienen en cuenta la falta de respuesta
de una forma apropiada.

Comentario 52. Una propiedad deseable (pero no obligatoria) de los pesos calibrados
es que su suma sea el tamaño poblacional N . Cuando esto ocurre, el sistema de pesos
estima correctamente el tamaño poblacional. Es una condición justificada, pero por sí
misma da poca información para la elección de dαk y zk. Un gran número de sistemas
de pesos calibrados verifican esta propiedad. Independientemente de los pesos iniciales
dαk y del vector instrumento zk en (9.13), la ecuación

∑
r wk = N se verifica para InfoU

e InfoUS cuando el vector estrella x∗k contenga la constante 1 para todo k. No es un
inconveniente serio si

∑
U wk = N no se verifica, considerando, por ejemplo, que en

algunas encuestas, el tamaño poblacional N es desconocido.

Debido a la libertad para elegir dαk y zk, existen muchos sistemas de pesos calibrados
para dar input de información, X. A cada sistema de pesos le corresponde un estimador
calibrado ŶW =

∑
r wkyk. Esto plantea la cuestión de cómo elegir dαk y zk. La mayoría

de las veces usaremos dαk = dk como pesos iniciales. Una razón es que los pesos finales
wk son en muchos casos invariantes a un ajuste preliminar de los dk, como dαk = Cdk,
donde C es un valor que no depende de k, por ejemplo, C = n

m
, el inverso de la tasa de

respuesta.

Consideremos ahora la elección de zk. En la mayoría de los casos tomamos zk idéntico
a xk, la elección estándar. Veremos más ejemplos en la Sección 9.7. Pero en la práctica,
podemos especificar las componentes de zk como otras funciones de las componentes de
xk. Si xk = (x1k, x2k)

′ , donde x1k y x2k son positivos, podemos obtener pesos calibrados a
partir de (9.13) tomando, por ejemplo,xk = (

√
x1k,
√
x2k)

′ . No queremos decir que un zk
diferente de xk dé pesos, en algún sentido mejores que los que se obtienen con zk = xk,
ni tampoco recomendamos ninguna forma específica de zk. Simplemente queremos
alertar sobre una generalidad del de calibrado que quizá puede ser explorado y usado
como ayuda en algunos escenarios.

Comentario 53. Para el caso de respuesta completa, existe una relación cercana entre el
estimador calibrado ŶW =

∑
r wkyk con pesos definidos por (9.13) y el estimador GREG

(Tema 4). Si r = s y si xk = x∗k, zk = ckx
∗
k, los dos estimadores son idénticos. Ésta es

una propiedad atractiva, ya que el estimador GREG es conocido por tener propiedades
favorables: un sesgo muy cercano a cero y una varianza pequeña cuando yk está bien
explicada por x∗k. Cuando la falta de respuesta es muy limitada, el estimador calibrado
es cercano al estimador GREG.

Comentario 54. El estimador en dos fases Ŷ =
∑

r
dk
θ̂k
gkθ̂yk dado por (9.6) es un estima-
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dor calibrado con pesos de la forma (9.13). Los pesos iniciales son dαk = dk
θ̂k

, el vector
auxiliar es xk = x∗k, el instrumento es zk = x∗k, el input de información es

∑
U x∗k, y los

pesos finales son

wk =
dk

θ̂k

1 +

(∑
U

x∗k −
∑
r

dk

θ̂k
x∗k

)′ (∑
r

dk

θ̂k
x∗k(x

∗
k)
′

)−1

x∗k

 .

Es fácil ver que satisfacen la ecuación de calibrado (9.8) con X =
∑

U x∗k.

Comentario 55. Incluso si
∑

r dαkzkx
′

k es singular, los pesos calibrados podrían todavía
venir dados por (9.13) si sustituimos una inversa generalizada.

9.7 Ejemplos de estimadores calibrados

Veamos algún ejemplo más de estimadores calibrados.

9.7.1 Clasificación unidireccional

La información sobre una clasificación de elementos es muy útil para la estimación con
falta de respuesta. Consideremos un modelo de clasificación que asigna un elemento k a
uno de los grupos o categorías que forman el conjunto P , donde cada grupo o categoría
es mutuamente exclusivo y exhaustivo – por ejemplo, grupos de edades, o los grupos
definidos por la clasificación cruzada de grupo de edad por sexo por situación laboral.
El identificador del grupo para el elemento k se define como

γk = (γ1k, ..., γpk, ..., γPk)
′

(9.14)

donde, para p = 1, ..., P , γpk = 1 si k pertenece al grupo p y γpk = o en caso contrario.
Es decir, el vector γk tiene P − 1 componentes cero y una única componente que vale
la unidad. Este último identifica la pertenencia al grupo de k. La información sobre γk
para InfoU y la información sobre γk para InfoS representan dos casos diferentes; con-
sideremos ambos. La condición µ′xk = 1 para todo k se verifica tomando µ = (1, 1, ..., 1).

En el caso de InfoU, el vector auxiliar es xk = x∗k = γk con la información asociada∑
U x∗k = (N1, .., Np, ..., NP )

′ , donde Np es el tamaño conocido del grupo Up. Esto se utili-
za en muchas encuestas, en particular en los países nórdicos, en los que se dispone de
registros de la población con sus características demográficas, educativas y económicas.
En otros países, Np se puede obtener de los totales censales (actualizados). Sea rp el
conjunto de respuestas del grupo p; el conjunto total de respuestas es r =

⋃P
p=1 rp. A

partir de la fórmula de pesos (9.10), con dαk = dk y zk = xk, obtenemos νk = F∗p para
todo k ∈ rp, donde F∗p = Np∑

rp
dk

. El estimador calibrado (9.11) se convierte en

ŶW =
P∑
p=1

Npȳrp;d = ŶPWA. (9.15)
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donde ȳrp;d =
∑
rp
dkyk∑

rp
dk

es la media ponderada de las respuestas dentro del grupo. Si

la falta de respuesta ocurre de forma aleatoria en cada grupo, entonces ȳrp;d estima la
media del grupo ȳUp =

∑
Up

yk
Np

prácticamente sin sesgo, y entonces (9.15) casi no tiene

sesgo para ŶPWA =
∑

U yk.

En particular, para muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento e InfoU, (9.15) se
convierte en

ŶPWA =
P∑
p=1

Npȳrp . (9.16)

donde ȳrp =
∑

rp
yk
mp

es la media de y para los mp informantes que responden en el
grupo p. La fórmula (9.16) a veces se denomina estimador postestratificado. El término
es un poco confuso ya que el estimador postestratificado tradicional se refiere a una
única fase de muestreo. En consecuencia, algunos autores como Kalton y Kasprzyk
1986 hacen una distinción entre el estimador postestratificado, tal y como se usa para
la respuesta completa en el muestreo en una sola fase, y (9.16), al que ellos llaman el
estimador ajustado con el peso poblacional, como se refleja en la notación ŶPWA. En el último,
el término más apropiado reconoce una fase de muestreo seguida por una fase de falta
de respuesta.

9.7.2 Una única variable auxiliar cuantitativa

Este ejemplo no es muy común ya que el objetivo de llegar a una fórmula bien conocida
requiere un vector instrumento zk distinto de la elección estándar zk = xk. Considere-
mos una variable auxiliar cuantitativa, x, cuyo valor para el elemento k es xk. Puede ser
una medida del tamaño de k, como el número de empleados de la empresa k en una
encuesta a empresas. Para cada k ∈ r, se observa el valor xk o es conocido. Podemos
encontrarnos con dos casos: podemos trabajar únicamente con xk, o, suponiendo que N
es conocido, con el vector (1, xk)

′ . Consideraremos ambas posibilidades.

Consideremos InfoU con xk = x∗k = xk y el correspondiente total poblacional conocido∑
U xk. De (9.13) con dαk = dk y zk = 1 para todo k, obtenemos

ŶW =

(∑
U

xk

) ∑
r dkyk∑
r dkxk

= ŶRA. (9.17)

Esto tiene la forma del estimador de razón, de ahí el índice RA (del inglés ratio estimator),
Tema ??. Si ocurre la falta de respuesta con igual probabilidad en toda la población,
entonces (9.17) casi no tiene sesgo para Y =

∑
U yk.

Los rasgos del estimador de razón se hacen incluso más explícitos bajo muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento, en cuyo caso

ŶRA = Nx̄U
ȳr
x̄r
, (9.18)
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donde x̄U =
∑

U
xk
N

, ȳr =
∑

r
yk
m

, y x̄r se define de forma análoga. Nótese que el estima-
dor de razón definido en el Tema ?? coincide con el (9.17) cuando r = s, es decir, cuando
no hay falta de respuesta. Bajo muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, el esti-
mador de razón con respuesta total es casi insesgado, pero esta propiedad no se puede
be aplicar a (9.18) a no ser que la falta de respuesta ocurra de forma completamente
aleatoria.

En el caso InfoS, conocemos el valor de xk para cada k ∈ s. Obtenemos los pesos de
(9.13) con xk = xok = xk, dαk = dk y zk = 1 para todo k. En particular, para muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento e InfoS, la media muestral de x, x̄s =

∑
s
xk
n

, se
puede calcular, y el estimador se convierte en

ŶW = Nx̄s
ȳr
x̄r
. (9.19)

En presencia de una variable x continua, podemos formular el vector auxiliar alterna-
tivamente como xk = (1, xk)

′ . Para InfoU, tenemos xk = x∗k = (1, xk)
′ con el input de

información X =
∑

U xk = (N,
∑

U xk)
′ , asumiendo que el tamaño poblacional N es

conocido. Con los pesos estándar (9.10) obtenemos

ŶW = N{ȳr;d + (x̄U − x̄r;d)Br;d} = ŶREG. (9.20)

la forma del estimador de regresión, donde x̄r;d =
∑
r dkxk∑
r dk

y

Br;d =

∑
r dk(xk − x̄r;d)(yk − ȳr;d)∑

r dk(xk − x̄r;d)2
. (9.21)

Los beneficios de ŶREG como un estimador ajustado para la falta de respuesta se dis-
cuten, por ejemplo, en Bethlehem 1985. El clásico estimador de regresión se obtiene
a partir de (9.20) cuando r = s. El estimador (9.20) normalmente da mejor protección
contra el sesgo por falta de respuesta que el estimador de razón (9.17).
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Estimación basada en modelos estadísticos. Aspectos generales de la
estimación basados en modelos. Teoría de la predicción. Comparación
con la teoría del muestreo probabilístico en poblaciones finitas.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

R. Valliant, A.H. Dorfmann y R.M. Royall (2000). Finite population sampling and
inference. A prediction approach. New York: Wiley

R.G. Clark R.R. Chambers (2012). An introduction to model-based survey sampling with
applications. New York: Oxford University Press

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

10.1 Aspectos generales de la estimación basados en modelos

El conjunto de temas expuestos con anterioridad contiene las ideas centrales de la
estimación basada en diseños muestrales o muestreo probabilístico, que es el enfoque
seguido en la producción estadística oficial. No obstante, esta no es la única opción para
calcular estimaciones y realizar inferencia sobre una población finita. Para entender
adecuadamente las sutilezas entre estas variantes comentaremos, en primer lugar, un
ejercicio propuesto por Deming 1950 y, en segundo lugar, las definiciones de muestra
empleadas en muestreo y en inferencia estadística.

Centrémonos en la siguiente versión adaptada del ejercicio propuesta por Deming 1950,
pág. 254. Considérese una máquina industrial que fabrica tuercas según un conjunto
dado de especificaciones técnicas (forma geométrica, resistencia térmica, peso, dureza,
etc.). Estas tuercas se empaquetan en cajas de capacidad fija (digamos, N tuercas), que
se distribuyen posteriormente para su venta al por menor. Distinguimos dos cuestiones
estadísticamente diferentes (aunque relacionadas). Por un lado, podemos interesarnos

1
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por conocer el número de tuercas defectuosas en una caja dada. Por otro lado, podemos
también interesarnos por conocer el ratio de producción de tuercas defectuosas por la
máquina. Ambas cuestiones tienen interés por sí mismas. El vendedor al por menor
tendrá interés en la primera cuestión, que se formula estadísticamente como un proble-
ma de estimación en poblaciones finitas (Cassel, Särndal y Wretman 1977). Este es el
problema que se resuelve con el muestreo probabilístico contenido en el resto de temas
sobre producción estadística oficial. La segunda cuestión se trata en realidad de un
problema clásico de inferencia (véase, p.ej. Casella y Berger 2002). El funcionamiento de
la máquina puede modelizarse como un fenómeno aleatorio, lo que justifica la definición
de una variable aleatoria de Bernoulli P ' Ber(p), cuyo parámetro p expresa la ratio
de tuercas defectuosas y que se estima, bien puntualmente bien por intervalos, con
cualquiera de las técnicas contenidas en los temas de inferencia estadística.

Adviértase que en el primer problema no existen elementos estocásticos en su definición
mientras que en el segundo sí. Es la propia definición del problema la que introduce
la sutil diferencia: en la formulación de un problema de estimación en una población
finita no existe ningún elemento aleatorio, las probabilidades se introducen como parte
de la solución (principio de aleatorización1).

Las definiciones del concepto de muestra en teoría de muestras y en inferencia esta-
dística ponen claramente en evidencia las diferencias entre ambos tipos de problemas.
La definición de muestra en el muestreo probabilístico puede formularse así (Cassel,
Särndal y Wretman 1977):

Definición 13

Dada una población finita U = {1, . . . , N} de tamaño finito N , se define una muestra
ordenada como una sucesión os = (k1, . . . , kn(s)) tal que ki ∈ U para i = 1, . . . , n(s).

Dada una población finita U = {1, . . . , N} de tamaño finito N , se define una muestra
no ordenada como un subconjunto no vacío s ⊆ U .

Comentario 56. Adviértase cómo en esta definición no existe ningún elemento que
haga referencia a un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) subyacente. �

En los problemas de inferencia estadística, la definición de muestra, a pesar de usar el
mismo término, es matemáticamente muy diferente (Casella y Berger 2002):

Definición 14

Las variables aleatorias X1, . . . , Xn se denominan una muestra aleatoria de muestra
n de una población FX si X1, . . . , Xn son variables aleatorias mutuamente indepen-

1Randomization principle, en inglés.
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dientes y la función marginal de distribución de cada variableXi es la misma función
FX .

Comentario 57. Nótese cómo en la propia definición de muestra ahora sí es necesario
disponer de un espacio de probabilidad subyacente (sobre el que están definidas las
variables aleatorias Xi). �

Esto tiene consecuencias directas en las expresiones de los estimadores que se usan para
generar las estimaciones. Consideremos, por ejemplo, el muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento de modo que el estimador HT viene dado por Ŷ HT

U = N
n

∑
k∈s yk. En

esta expresión, el único elemento aleatorio es la muestra s. Alternativamente, si expresa-
mos Ŷ HT

U = N
n

∑
k∈s yk = N

n

∑
k∈U ykIk, ahora los elementos aleatorios son las variables

Ik. Los valores yk de la variable Y son valores numéricos fijos. En los problemas de
inferencia, el estimador media muestral viene dado por Ȳ = 1

n

∑n
i=1 Yi, donde ahora

cada elemento Yi es una variable aleatoria, que al realizar el experimento aleatorio,
tomará valores numéricos yi (diferentes en cada realización del experimento de acuerdo
con la distribución FY ).

Como se explica en los temas sobre estándares internacionales de producción (véase
el tema 14 2 del bloque “Producción Estadística Oficial: Principios básicos del ciclo de
producción de operaciones estadísticas”del grupo de materias comunes), el proceso
de producción estadística presenta varias fases: identificar las necesidades estadísticas,
diseñar el proceso, construir las herramientas necesarias, recoger los datos, procesar los
datos, analizar los datos, difundir los resultados y evaluar el proceso. De todas estas
fases, la estimación basada en los modelos estadísticos atañe sobre todo a la selección de
la muestra y a la construcción de los estimadores y su varianza para la inferencia.

10.2 Teoría de la predicción

10.2.1 Cuestiones generales

En esta sección planteamos los principios generales de la estimación basada en modelos
estadísticos.

Supongamos que conocemos el número N de unidades en una población finita y que
cada unidad tiene asociado un valor yk. El problema general es elegir algunas de las uni-
dades como una muestra, observar los valores yk de las unidades muestrales y, después,
usar estas observaciones para estimar el valor de alguna función h(y1, y2, . . . , yN) de
todos los valores yk de la población. La función h(y1, y2, . . . , yN) puede ser una simple
combinación de los valores yk, como la media o el total, o algo más complejo como los
cuantiles. Nos centraremos en funciones que son combinaciones lineales de los valores

2Tema 14. Metadatos de la producción estadística. I. GSBPM. Introducción. El modelo. Relaciones con
otros modelos y estándares. Niveles 1 y 2 del GSBPM. Descripciones de fases y subprocesos. Procesos
generales. Otros usos del GSBPM.
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yk, como el total poblacional
∑

k∈U yk.

El enfoque de la predicción trata a los valores y1, y2, . . . , yN como valores de variables
aleatorias Y1, Y2, . . . , YN . Una vez se ha observado la muestra, estimar h(y1, y2, . . . , yN)
implica predecir una función de los valores yk no observados. Para ello, las relaciones
entre las variables aleatorias se expresan a través de un modelo de su función de proba-
bilidad conjunta y las predicciones se calculan tomando como referencia este modelo.
Usamos el término ’predicción’ en el sentido de hacer una hipótesis sobre los valores
yk no observados, no en el sentido literal de predecir valores futuros. En la mayoría de
las aplicaciones, los valores de Y se realizarán para todas las unidades de la población
finita antes de que se seleccione la muestra (por ejemplo, todas las empresas tienen una
cifra de negocios aunque solo observemos la de aquellas seleccionadas en la muestra).
Después de seleccionar y observar una muestra, conoceremos los valores yk de las
unidades muestrales, pero los valores yk de las unidades no muestrales siguen siendo
desconocidas. Nuestro desconocimiento de los valores yk no muestreados significa que
debemos predecir matemáticamente alguna función de esos valores con el fin de tener
un estimador o predictor del total de la población.

Para introducir el método de estimación, consideremos un ejemplo muy sencillo. Su-
pongamos una población U de N = 33 unidades, de la cual se extrae una muestra s de
ns = 32 unidades y de la que queremos estimar el total poblacional YU =

∑
k∈U yk. Deno-

tamos el conjunto de unidades muestrales (muestra) por s y la unidad no seleccionada
como k∗. El total poblacional se puede escribir como

YU =
∑
k∈s

yk + yk∗ .

La primera componente es conocida (se recogen los datos de toda la muestra3) y estimar
YU equivale básicamente a predecir el valor yk∗ . Si la variable Y está correlacionada
con otra variable X , cuyos valores conozcamos, entonces una forma natural es usar
un modelo de regresión para predecir. Podemos ajustar el modelo de regresión a los
valores muestrales observados y usar el modelo ajustado y los valores conocidos de X
para predecir el valor desconocido de la variable aleatoria Y .

Ejemplo 41. Consideremos la tabla 10.1 de valores x e y. Ajustemos un sencillo modelo
de regresión a los 32 elementos de la muestra y usemos este modelo para predecir el
valor desconocido yk∗ . La recta de regresión lineal tiene coeficientes β̂0 = 1,620716 y
β̂1 = 1,231947, de modo que Ŷk∗ = 22,88411. Esto nos permite estimar, según el enfoque
esbozado anteriormente, mediante∑

k∈s

yk + Ŷk∗ = 617,93 + 22,88411 = 640,8141,

3No consideramos errores ajenos al muestreo como la falta de respuesta.

Tema 10. Estimación basada en modelos estadísticos.



10.2. Teoría de la predicción 10-5

que supone un error relativo frente al total verdadero de 640,8141−638,58
638,58

≈ 0,0035, esto es,
menos del 1 %. �

ID x y sample
1 26,49 15,09 1
2 11,70 14,96 1
3 14,45 15,03 1
4 7,06 9,39 1
5 17,66 32,91 1
6 20,60 47,17 1
7 15,12 28,06 1
8 22,81 42,98 1
9 23,86 34,81 1

10 7,88 12,71 1
11 10,35 18,31 1
12 9,92 14,44 1
13 29,07 32,65 1
14 18,45 27,89 1
15 3,00 4,28 1
16 12,75 14,03 1
17 13,99 16,27 1
18 18,40 13,12 1
19 5,49 4,17 1
20 12,77 13,78 1
21 12,66 10,85 1
22 17,26 20,65* 0
23 1,62 2,57 1
24 9,84 14,19 1
25 5,44 9,08 1
26 6,60 3,32 1
27 23,00 32,29 1
28 1,21 1,92 1
29 26,19 21,26 1
30 16,45 33,45 1
31 8,28 11,12 1
32 16,85 28,98 1
33 29,53 36,85 1

YU = 638,58

Tabla 10.1: Estimación por modelos. Ejemplo.

Este mismo razonamiento se extiende al caso con más de una unidad no seleccio-
nada en la muestra (como es el caso habitual). Si denotamos por r el conjunto de

Tema 10. Estimación basada en modelos estadísticos.
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Figura 10.1: Relación entre x e y.

unidades no seleccionadas en la muestra (r de resto), el total poblacional está da-
do por YU =

∑
k∈s yk +

∑
k∈r yk. La tarea de estimar YU se convierte en la de pre-

decir el valor
∑

k∈r yk para la variable aleatoria no observada
∑

k∈r Yk. Adviértase
que estamos suponiendo que los valores yk son realizaciones de las variables alea-
torias Yk. Si denotamos por Ŷk el predictor para la unidad no muestral k, enton-
ces un estimador de YU es ŶU =

∑
k∈s yk +

∑
k∈r Ŷk. El error de estimación es en-

tonces la diferencia entre la predicción del total no muestral y su valor verdadero
ŶU − YU =

∑
k∈r Ŷk −

∑
k∈r Yk =

∑
k∈r

(
Ŷk − Yk

)
.

Adviértase que el error absoluto ŶU − YU es una variable aleatoria y, como tal, tiene
momentos. En particular, pueden calcularse bajo el modelo m escogido su valor espe-
rado Em

[
ŶU − YU

]
y varianza Vm

[
ŶU − YU

]
. La cantidad YU , en contra de lo supuesto

en muestreo probabilístico, no es ahora una cantidad fija. Esto permite seguir una
estrategia habitual en la construcción de estimadores: buscar un estimador óptimo en
el sentido de ser insesgado (Em

[
ŶU − YU

]
= 0) y con mínima varianza (Vm

[
ŶU − YU

]
).

Esta búsqueda, en general, se realiza entre los estimadores que pueden escribirse como
combinaciones lineales de las variables aleatorias Yk:

ŶU =
∑
k∈s

yk +
∑
k∈r

akYk.

Bajo hipótesis de normalidad, pueden entonces construirse intervalos de confianza para
ŶU−YU√

Vm(ŶU−YU)
.

Tema 10. Estimación basada en modelos estadísticos.
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En el enfoque basado en modelos, no obstante, existen otros métodos adicionales
de predicción. Podemos usar las técnicas de predicción bayesianas, que calculan la
distribución a posteriori de YU dada la muestra de valores yk. O se podrían usar métodos
basados en la inferencia fiduciaria o, incluso, en algoritmos de aprendizaje automático.
En cualquier caso, todos estos métodos tienen en común que reconocen que:

(i) una vez que las unidades muestrales han sido elegidas y sus valores yk son
conocidos, estimar el total poblacional YU es equivalente a predecir el valor de la
suma de los valores yk que no pertenecen a la muestra;

(ii) el modelo de la distribución de probabilidad conjunta de Y1, Y2, . . . , YN proporcio-
na la base para la predicción.

Por contra, el enfoque que ha dominado el muestreo en poblaciones finitas desde media-
dos del siglo XX no está basado en modelos de predicción, sino en las distribuciones de
probabilidad creadas cuando la selección de las unidades que componen la muestra se
deja al azar. Este enfoque, como el enfoque predicción basado en modelos de regresión
lineal, da lugar a una teoría en la que las inferencias se hacen en términos de sesgo,
varianza y normalidad aproximada.

10.2.2 Predicción óptima

En línea con estas cuestiones generales, vamos a encontrar una expresión genérica para
el estimador óptimo para el total poblacional YU =

∑
k∈U yk de una variable y en una

población finita U de N unidades estadísticas. Como es habitual, emplearemos el error
cuadrático medio como criterio de optimalidad, de modo que construiremos un estima-
dor basado en un modelo m que haga que el error cuadrático medio MSEm

(
ŶU − YU

)
sea mínimo. Recuérdese que bajo el modelo m tanto ŶU como YU son variables estadísti-
cas. Este error cuadrático medio puede descomponerse del modo habitual:

MSEm
(
ŶU − YU

)
= Vm

(
ŶU − YU

)
+
(
Em
(
ŶU − YU

))2

.

Si nos restringimos a los estimadores insesgados respecto al modelo, entonces debemos
encontrar el estimador ŶU minimiza la varianza Vm

(
ŶU − YU

)
. Al tratarse de variables

aleatorias podemos usar el siguiente resultado en teoría de la probabilidad:

Teorema 17

Sean V,W variables aleatorias reales. El predictor de mínima varianza de W condi-
cionado a la variable aleatoria V está dado por la esperanza condicionada E

(
W
∣∣V ) .

Demostración 15

Véase, p.ej., Grimmet y Stirzaker 2004.
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En nuestro caso de estimación en poblaciones finitas, este resultado se reduce a

Corolario 18

El predictor de mínimo error cuadrático medio del total poblacional YU en una
población finita U de tamaño N es

ŶU = Em
(
YU
∣∣yk, k ∈ s;xk, k ∈ U) = Ys + Em

(∑
k∈r

Yk
∣∣yk, k ∈ s;xk, k ∈ U) , (10.1)

donde s y r denotan la muestra y el resto de la población r = U − s y xk denota el
valor de la variable auxiliar (posiblemente multidimensional) x para el elemento k
de la población.

Demostración 16

Aplíquese el teorema anterior a las variables ŶU e YU .

Obsérvese que la esperanza condicionada (10.1) dependerá de parámetros desconocidos
(que definen el modelo estadístico m), por tanto, en la práctica no puede computarse.
Bajo condiciones suficientemente generales, sin embargo, estos parámetros pueden ser
estimados a partir de los elementos de la muestra k ∈ s, de modo que estas estimaciones
se sustituyen en (10.1) produciendo un predictor empirical best Ŷ EB

U .

Ejemplo 42. Población homogénea
Un modelo general para una población homogénea empieza con el concepto de inter-
cambiabilidad4. Las variables aleatorias cuya realización arroja los valores poblacionales
yk, k ∈ U , se dicen intercambiables hasta orden K si la distribución conjunta de {yk}k∈A
es la misma para cualquier permutación A de k = 1, 2, . . . , K etiquetas de la población.

Es fácil comprobar que en una población intercambiable todos los momentos de pro-
ductos de los valores Y de la población hasta orden K son los mismos. En particular,
si K ≥ 2, entonces todas las unidades de la población tienen valores y con la misma
media y la misma varianza y todos los pares de unidades diferentes de la población
tienen la misma varianza. Una población así se denominará homogénea de segundo orden
(a menudo solo homogénea). Se supondrán que los valores de unidades diferentes son
independientes de modo que todas las covarianzas son 0.

El modelo para poblaciones homogéneas de segundo orden representan la unidad
básica para construir modelos más complejos más cercanos a situaciones prácticas. Bajo
este modelo, los valores y se modelizan mediante las especificaciones:

4Exchangeability, en inglés.
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Em (Yk) = µ, (10.2a)
Vm (Yk) = σ2, (10.2b)
Yk, Yl independientes para todo k 6= l. (10.2c)

Bajo estas hipótesis, podemos construir el estimador ŶU para el total del población
YU =

∑
k∈U yk. Obsérvese que en este modelo carecemos de variables auxiliares x, por

tanto, la esperanza condicionada (10.1) se reduce a

ŶU = Ys + Em

(∑
k∈s

Yk
∣∣yk, k ∈ s) .

Para el modelo 10.2 esta expresión se reduce a

ŶU = Ys + (N − n)µ.

Como se indicó anteriormente, el parámetro µ necesita ser estimado. Bajo la hipótesis
de intercambiabilidad parece natural estimar µ̂ = ȳs de modo que

Ŷ EB
U = Ys + (N − n) ȳs = Nȳs. (10.3)

Este estimador también recibe el nombre de estimador de expansión y coincide con el
estimador homónimo en el muestreo probabilístico. �

Adviértase que el estimador EB no es único, puesto que no existe una única manera de
estimar los parámetros desconocidos como µ. Proporciona un método sencillo de cons-
truir estimadores y será estadísticamente eficiente si se emplea un método de estimación
razonable. Una alternativa más compleja consiste en encontrar el Mejor Predictor Lineal
Insesgado (BLUP5). En muchas ocasiones, el estimador BLUP también es un estimador
EB.

Para definir el estimador BLUP, se define primero un estimador linear como aquél
que es combinación lineal de los variables aleatorias Y de las unidades muestrales. El
estimador Ŷ BLUP

U del total poblacional YU satisface las siguientes condiciones:

• Es un predictor lineal; esto es, se escribe de la forma Ŷ BLUP
U =

∑
k∈s ωkYk, donde los

pesos ωk están por determinar. No existen restricciones sobre estos pesos más allá
de su no dependencia de las variables Y . Pueden depender, como suele suceder, de
las unidades muestrales k ∈ s y de las variables auxiliares Xk de estas unidades.

• Es insesgado para YU ; esto es, cumple Em
(
Ŷ BLUP
U − YU

)
= 0.

5Best Linear Unbiased Estimator, en inglés.
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• Para cualquier muestra s el error tiene mínima varianza; esto es, cumple

Vm

(
Ŷ BLUP
U − YU

)
≤ Vm

(
ŶU − YU

)
para cualquier otro predictor lineal ŶU .

Para llegar a una expresión del estimador BLUP, tan solo es necesaria la incorrelación (no
necesariamente la independencia) de las variables Yk. La derivación es sencilla. Por la
linealidad, tenemos ŶU =

∑
k∈s ωkYk =

∑
k∈s Yk+

∑
k∈s(ωk−1)Yk =

∑
k∈s Yk+

∑
k∈s ukYk

de modo que el error puede escribirse como

ŶU − YU =
∑
k∈s

ukYk −
∑
k∈r

Yk.

Imponemos ahora la condición de insesgadez, de modo que

Em
(
ŶU − YU

)
= µ

[∑
k∈s

uk − (N − n)

]
= 0,

esto es, ∑
k∈s

uk − (N − n) = 0.

Al minimizar la varianza llegamos a

Vm

(
ŶU − YU

)
= Vm

(
ŶU−s − YU−s

)
= Vm

(
ŶU−s

)
− 2 · Cm

(
ŶU−s, YU−s

)
+ Vm (YU−s)

= σ2
∑
k∈s

u2
k − 0 + (N − n)σ2.

Esta expresión será mínima para aquellos valores de uk (por tanto, de ωk) que minimicen∑
k∈s u

2
k sujetos a la restricción

∑
k∈s uk − (N − n) = 0. Con las técnicas usuales de

optimización se obtiene que uk = N−n
n

y, por tanto, ωk = N
n

. El estimador BLUP es, por
tanto, nuevamente el estimador de expansión

Ŷ BLUP
U = Nȳs.

En la misma línea puede encontrarse una expresión para la varianza y construir, por
tanto, intervalos de confianza. Usando uk = N−n

n
, siguiendo las mismas expresiones

anteriores se llega inmediatamente a

Vm

(
Ŷ BLUP
U − YU

)
=
N2

n

(
1− n

N

)
σ2.
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Para construir los intervalos de confianza es preciso estimar σ2, lo que puede hacerse
de modo insesgado mediante la cuasivarianza muestral, de modo que un estimador
insesgado de la varianza de predicción está dado por

V̂m

(
Ŷ BLUP
U

)
=
N2

n

(
1− n

N

)
S2
ys,

donde S2
ys = 1

n−1

∑
k∈s (yk − ȳs)2. Para muestras de tamaño grande puede aplicarse

como es común el teorema central de límite de modo que el estadístico z definido
por

Z =
Ŷ BLUP
U − YU√
V̂m

(
Ŷ BLUP
U

)
se distribuye como una variable aleatoria normal N(0, 1). Por tanto, un intervalo de
confianza aproximado del 100(1− α) % para YU está dado por

Ŷ BLUP
U ± qα/2

√
V̂m

(
Ŷ BLUP
U

)
,

donde qα/2 es el cuantil (1− α/2) de la distribución normal estándar. Como YU es una
variable aleatoria, a menudo nos referimos a este intervalo como un intervalo de predic-
ción.

Este procedimiento de construcción de estimadores EB y BLUP puede extenderse con
relativa facilidad para modelizar poblaciones más complejas dando lugar a los modelos
de poblaciones homogéneas estratificadas, de poblaciones con estructura de regresión,
de poblaciones conglomeradas. Véase (R.R. Chambers 2012) para los detalles.

10.3 Comparación con la teoría del muestreo probabilístico en pobla-
ciones finitas

10.3.1 La teoría del muestreo probabilístico

Un diseño muestral probabilístico es un esquema de selección de muestra de forma que
cada subconjunto s de unidades de la población U tiene una probabilidad p(s) conocida
de selección. Para un vector poblacional y = (y1, . . . , yN)t y un estimador ŶU(s; y) dados,
cada posible muestra proporciona un valor del estimador. La probabilidad de que el
estimador tome un valor particular es la probabilidad de que una de las muestras dando
ese valor es seleccionada. Las definiciones de sesgo y varianza se establecen en función
de las probabilidades de selección p(s):

Ep
(
ŶU

)
− YU =

∑
s∈S

p(s)ŶU(s; y)−
∑
k∈U

yk, (10.4a)

Vp

(
ŶU

)
=

∑
s∈S

p(s)
(
ŶU(s; y)− Ep

(
ŶU

))2

. (10.4b)
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Puesto que el sesgo, la varianza y otras cantidades estadísticas se calculan obteniendo
la media de todas las muestras que podrían obtenerse para un diseño de muestreo
particular, a veces se refieren a ellas como propiedades basadas en el diseño. En este
enfoque el único elemento aleatorio es el conjunto s, que indica qué unidades están
incluidas en la muestra.

Ejemplo 43. Consideremos una población U de N = 4 elementos. Seleccionamos una
muestra probabilística mediante un diseño muestral de Bernouilli de parámetro π = 1

2
.

Supongamos que al realizar la selección se obtiene la muestra s = U , lo que puede
ocurrir con probabilidad πN =

(
1
2

)4. Según la teoría general de muestreo vista en
el resto de temas, el estimador de Horvitz-Thompson arroja una estimación ŷHT =

π ∗ys = 2∗YU , que tiene un error del 100 %. La varianza de este estimador es V
(
Ŷ HT
U

)
=(

1
π
− 1
)∑

k∈U y
2
k > 0, que es estrictamente positiva. ¿Cómo es posible que teniendo los

valores yk de todos los elementos de la población la estimación del total sea tan mala
y, además, la varianza sea estrictamente positiva (conocemos todos los valores)? La
respuesta es que la inferencia con los diseños muestrales se basan en todas las muestras
que podrían obtenerse y no únicamente en la muestra seleccionada. �

Ejemplo 44 (Los elefantes de Basu). Un ejemplo histórico que muestra las limitaciones
del muestreo probabilístico es la siguiente historia debida a Basu 1971:

El propietario de un circo está planificando embarcar sus 50 elefantes, para
lo que necesita tener una estimación aproximada del peso total de los elefan-
tes. Como pesar un elefante es un proceso engorroso, el propietario quiere
hacer la estimación del peso total pesando únicamente un elefante. ¿Qué
elefante elegir? Así pues, el propietario consulta sus registros y descubre
una lista con los pesos de todos los elefantes de hace 3 años. Descubre que
hace 3 años, Sambo, el elefante de tamaño medio, tenía el peso medio de la
manada. Consulta con el entrenador de los elefantes, quien le asegura que
Sambo puede aún considerarse el elefante medio de la manada. Por tanto,
el propietario planifica pesar a Sambo y estimar el peso total YU =

∑
k∈U yk

mediante 50× ySambo (donde ySambo denota el peso de Sambo).

Pero el estadístico del circo se horroriza cuando conoce el plan de muestreo
intencionado6. “¿Cómo puedes obtener una estimación insesgada de YU de
este modo?”, protesta el estadístico. De este modo, juntos trabajan en un
plan de muestreo de compromiso. Con la ayuda de una tabla de números
aleatorios7 idean un plan que afija una probabilidad de selección πSambo = 99

100

para Sambo y una probabilidad de selección igual πk = 1
49

1
100

para el res-
to de elefantes. Naturalmente, Sambo es seleccionado y el propietario es
feliz. “¿Cómo vas a estimar YU?”, pregunta el estadístico. “¿Por qué? La
estimación debe ser 50 × ySambo, por supuesto”, dice el propietario. “¡Oh!
¡No! Eso no puede ser correcto”, dice el estadístico, “He leído recientemente

6Purposive sampling, en inglés.
7Hoy día esta parte se haría con un generador de números pseudoaleatorios en una computadora.
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un artículo en Annals of Mathematical Statistics donde se demuestra que el
estimador de Horvitz-Thompson es el único estimador hiperadmisible en
la clase de todos los estimadores insesgados polinomiales generalizados”.
“¿Cuál es la estimación de Horvitz-Thompson en este caso?”, pregunta el
propietario, ciertamente impresionado. “Como la selección de probabilidad
de Sambo en nuestro diseño muestral es 99

100
”, dice el estadístico, “la esti-

mación apropiada para YU es Ŷ HT
U

ySambo
πSambo

= 100
90
× ySambo”.“Y ¿cómo habrías

estimado YU”, pregunta el incrédulo propietario, “si con nuestro plan de
muestreo hubiese sido seleccionado, digamos, el gran elefante Jumbo?”.
“De acuerdo con mi entendimiento del método de estimación de Horvitz-
Thompson”, dice el infeliz estadístico, “la estimación apropiada de YU hu-
biese sido Ŷ HT

U =
yJumbo
1

100
× 1

49

= 4900× yJumbo”, donde yJumbo es el peso de Jumbo.
Así es como el estadístico perdió su empleo en el circo (¡y quizá se convirtió
en profesor de Estadística!).

�

10.3.2 ¿Qué enfoque usar?

Si tenemos opciones para la inferencia (teoría de predicción, teoría de muestreo pro-
babilístico, o quizá, una mezcla de ambas), ¿cuál deberíamos usar? No hay ninguna
duda sobre la validez matemática de cualquiera de las dos teorías. La cuestión clave
es cuál es más apropiada para la inferencia a partir de una muestra observada y una
estimación calculada. En el ejemplo anterior se empleó un modelo de regresión lineal
como un modelo tentativo y aproximado, pues nunca conocemos el modelo estadístico
que generan los datos yk. En contraste, nuestro control y conocimiento de una probabili-
dad de selección muestral p(·) en el enfoque basado en diseños es completo (al menos,
en principio). Por tanto, es más convincente a priori basar la inferencia en esta última
opción, manteniendo los resultados tan independientes como sea posible de modelos
de predicción más sujetos a errores (de especificación).

La cuestión de la falibilidad inevitable de los modelos estadísticos es una cuestión
central en la teoría de predicción para el muestreo y la estimación basada en modelos en
general. Existen cuestiones fundamentales que se encuentran en la controversia entre la
inferencia basada en modelos estadísticos y en diseños muestrales. Existe importante
literatura al respecto (Royall 1968; Royall y Herson 1973a; Royall y Herson 1973b; Royall
1976b; Royall 1976a; Royall 1976c; Royall y Cumberland 1978; Cumberland y Royall
1981; Hansen, Madow y Tepping 1983; Royall y Cumberland 1981; Royall 1992; Brewer
1994; Brewer 1999; Smith 1976; Smith 1983; Smith 1994; Smith 1999; Smith 2001). Inclui-
mos algunas de estas cuestiones importantes a continuación.

Retomemos el Ejemplo 41 y supongamos que para hacer la estimación del total poblacio-
nal YU usamos un diseño muestral aleatorio simple sin reemplazamiento. Empleamos el
correspondiente estimador de Horvitz-Thompson, que en este caso se reduce al estima-
dor de expansión Ŷ HT

U = Nŷs = 33× ȳs, donde ȳs denota la media muestral. Este estima-
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dor, como sabemos, es insesgado. Y es insesgado independientemente de la existencia
entre las variables x e y. Supongamos que la muestra seleccionada es de tamaño n = 5 y
corresponde a las unidades con los valores x más pequeños (unidades 28, 23, 15, 25 y
19). Para esta muestra, tenemos ȳs = 4,404 y, por tanto, Ŷ HT

U = 145,332� YU = 638,58,
que es una muy mala estimación para el total poblacional. En este caso, aun sabiendo
que hemos tenido mala suerte en la selección (aleatoria) de la muestra, mantenemos
que el estimador Ŷ HT

U es insesgado para YU y, por tanto, tiene buena calidad.

Ejemplo 45. Quizá pueda pensarse que escoger un ejemplo extremo como el caso de la
muestra con las 5 unidades con valor x más bajo es demasiado extremo para emplearlo
como argumento en liza frente a la insesgadez del estimador de Horvitz-Thompson
y la calidad de la estimación final. Pero si extraemos 106 muestras aleatorias simples
sin reemplazamiento de la misma población del Ejemplo 41, calculamos Ŷ HT

U para
cada muestra y representamos la distribución en el muestreo de este valor (véase la
Figura 10.2), observamos que la mitad de los valores se encuentran fuera del intervalo
(520,344, 749,694), todas estimaciones muy pobres del valor YU = 638,58. Aun así, se
sigue aludiendo a la insesgadez respecto al diseño muestral p(·) como un argumento de
calidad suficiente. �

Figura 10.2: Estimaciones de Horvitz-Thompson para 106 muestras.

Al considerar, por tanto, la cuestión del sesgo como medida de calidad, parece evidente
que Ŷ HT

U = Nȳs puede presentar sesgo en cierta manera a definir a continuación. A
partir de la Figura 10.1, parece evidente que existe una relación lineal entre x e y, de
modo que podemos escribir y = βx para algún valor positivo de β. Por tanto, podemos
escribir

Em (Nȳs −NȳU) = Nβ (x̄s − x̄U) .

Por tanto, si la muestra s seleccionada tiene una media muestral de la variable auxiliar
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x superior al valor de la media poblacional, el sesgo respecto al modelo será positivo.
Complementariamente, si la media muestral es inferior, el sesgo respecto al modelo será
negativo. Esto puede explicar la mala calidad de las estimaciones fuera del intervalo
(520,344, 749,694) indicadas más arriba. Luego, aparentemente el concepto de sesgo
respecto al modelo parece más relevante que el de sesgo respecto al diseño muestral.
El ejemplo extremo de las 5 unidades seleccionadas con el valor x más pequeño se
reproduce también con cualquier otra muestra con valores x̄s muy alejados de x̄U .

Un principio fundamental que rige la inferencia estadística es el llamado Principio de
Condicionalidad, esto es, que la inferencia sobre un fenómeno aleatorio se base en las
variables aleatorias observadas cuya distribución de probabilidad es conocida y, por
tanto, no dependa de parámetros sobre los que debemos establecer la inferencia. Para
ilustrar este concepto, supongamos, de acuerdo con el muestreo probabilístico, que
extraemos una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de tamaño n = 100 de
una población U de N = 1000 unidades. La varianza del estimador HT de la media
poblacional está dada por

V (ȳs) =

(
1− 100

1000

)
S2
yU

100
, (10.5)

donde S2
yU denota la cuasivarianza poblacional de la variable y. Supongamos que,

antes de extraer la muestra, se considera la posibilidad de realizar un censo de toda
la población, pero por las restricciones presupuestarias no somos capaces de decidir
si invertir esta cantidad de dinero en este estudio o en otro alternativo igualmente
importante. Para decidir, lanzamos una moneda al aire. El tamaño muestral en estas
condiciones es claramente aleatorio: n = 100 con probabilidad 1/2 y n = 1000 con
probabilidad 1/2. La varianza del estimador ȳs es, por tanto,

V (ȳs) =
1

2
V (ȳs|n = 100) +

1

2
V (ȳs|n = 1000) =

1

2
×
((

1− 100

1000

)
S2
yU

100

)
. (10.6)

Las dos varianzas son matemáticamente correctas, pero ¿qué varianza debe usarse?
Debemos usar la varianza condicional (10.5) porque realiza la inferencia sobre el ta-
maño verdadero de la muestra observada. La varianza incondicional (10.6) subestima
la incertidumbre de la estimación porque se basa en información que no tiene lugar
(el censo que nunca se realiza). La varianza incondicional es probabilística correcta
pero inferencialmente errónea. No es correcto emplearla como una herramienta para
interpretar y comunicar la incertidumbre de nuestra estimación de la media poblacional.
No es correcto porque no distingue entre la incertidumbre cuando n = 100 y cuando
n = 1000, algo que, sin embargo, sí conocemos.

Por tanto, parece evidente que la inferencia sobre una población finita debe estar basada
condicionalmente sobre los valores de la muestra observada, es decir, el sesgo, el error
estándar, el coeficiente de variación, etc. deben estar basados sobre la muestra realmente
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observada y no sobre un promedio de todas las posibles muestras.

Otro ejemplo que ilustra las limitaciones del muestreo probabilístico en relación con
el Principio de Condicionalidad es el siguiente. Consideremos un estadístico A que
emplea un diseño muestral aleatorio simple con reemplazamiento de tamaño muestral
n = 25 de una población U de N = 100 unidades. La muestra seleccionada resulta
no tener unidades duplicadas a pesar del reemplazamiento. El estadístico A emplea
el estimador de Hansen-Hurwitz para estimar el total poblacional de modo que su
varianza es

VpŶ
HH
U =

N2

n
S2
yU .

Supongamos que otro estadístico B emplea independientemente un diseño muestral
aleatorio simple sin reemplazamiento, obteniendo exactamente la misma muestra que el
estadísticoA. Ahora, este segundo estadístico utiliza el estimador de Horvitz-Thompson
cuya varianza está dada por

Vp

(
Ŷ HT
U

)
=
(

1− n

N

) N2

n
S2
yU .

Adviértase que la estimación en ambos casos es la misma: Nȳs. Sin embargo, la varianza
en el caso con reemplazamiento es 1,33 veces mayor que en el caso sin reemplazamiento,
incluso a pesar de usar la misma muestra y resultar la misma estimación. ¿Realmente
es la estimación de B más precisa que la de A? Este tipo de resultado, nuevamente, se
produce por la violación del Principio de Condicionalidad.

Existen otros dos argumentos de índole más técnica que ilustran igualmente las li-
mitaciones del muestreo probabilístico. Por un lado, Basu 1971 demostró que para
el problema de estimación en poblaciones finitas no existe ningún estimador lineal
insesgado óptimo (de mínima varianza), en contra de las situaciones comunes en otros
campos de la Estadística. Por otro lado, si se calcula la función de verosimilitud para el
problema de estimación en poblaciones finitas, se obtiene una función constante (Cassel,
Särndal y Wretman 1977), por tanto, no permite realizar inferencia válida alguna sobre
los valores de y para las unidades no seleccionadas en la muestra. Si se pesan bien
un hacha, un asno o una caja de herraduras, su peso no permite realizar inferencia
alguna sobre el peso de los otros dos objetos. Y esto es así independientemente de
cómo se han empleado los números aleatorios para seleccionar qué objeto pesar. Si
debemos aprender algo sobre las unidades no seleccionadas en la muestra a partir de las
observaciones de las unidades muestrales, entonces ambos grupos de unidades deben
tener una conexión lógica más fuerte que la que pueda obtenerse por efecto del azar (de
selección de la muestra).

10.3.3 ¿Por qué usar muestreo aleatorio?

El Principio de Aleatorización establece que el muestreo aleatorio es la condición sine
qua non para la inferencia en poblaciones finitas. Si rechazamos este principio, entonces
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surge la cuestión: “¿por qué usar muestreo aleatorio?”. Existen varios argumentos para
la aleatorización. Algunos son razonables mientras otros, no tanto.

Una posición extrema (y poco razonable) es la establecida por el Principio de Aleatori-
zación, esto es, que la aleatorización artificial proporciona la única base para la rigurosa
inferencia probabilística y que, en ausencia de la aleatorización, es imposible establecer
inferencias probabilísticas válidas.

En contraste con esta visión, hemos visto con anterioridad algunos ejemplos de que la
distribución de probabilidad determinada por la aleatorización artificial no es apropiada
incluso cuando está disponible. Afirmar que, en general, las inferencias probabilísticas
no son válidas cuando la distribución de la aleatorización no está disponible es simple-
mente erróneo. Esto no implica negar el valor de la aleatorización, sino tan solo negar
que representa la base para toda la inferencia probabilística válida y rigurosa. Una de
las razones acertada para la aleatorización es asegurar la imparcialidad. Por ejemplo, los
árbitros en fútbol lanzan una moneda al aire para decir quién tiene la primera posesión
del balón. El otro equipo puede maldecir su suerte, pero en cualquier caso el árbitro está
protegido de acusaciones de parcialidad. La aleatorización para la selección de muestras
o la afijación de tratamientos puede tener una función similar, especialmente cuando los
resultados de la encuesta se usan en decisiones controvertidas. La aleatorización puede
proporcionar protección contra la acusación de que una muestra se ha seleccionado deli-
beradamente para apoyar determinado punto de vista. La aleatorización puede también
ser un escudo efectivo contra las múltiples fuentes de sesgo personal inconsciente que
podrían aparecer en una selección de muestra basada en el juicio personal, incluso, de
expertos. Estos sesgos son notoriamente insidiosos y a menudo imposibles de corregir
mediante tratamientos estadísticos cuando son detectados.

Uno de los roles más importantes de la aleatorización en las encuestas por muestreo
es similar al del diseño de experimentos. En un experimento, si los grupos de placebo
y tratamiento difieren con respecto a una variable objetivo clave, entonces queremos
atribuir tal diferencia al efecto del tratamiento. Pero si los grupos difieren con respecto
a alguna otra variable importante, entonces nuestra conclusión se debilita. Esta otra
variable importante, y no el tratamiento, puede explicar la diferencia observada. Estas
“otras variables” están siempre presentes en los estudios observacionales, donde por
definición siempre hay una auto-selección de unidades en la composición de los grupos.
Los grupos de fumadores y no fumadores pueden ser comparables con respecto a la
edad, el sexo y la ocupación, pero inevitablemente difieren en relación con cualquier
factor social, física y psicológica que conduce al tabaquismo.

Los experimentos presentan la ventaja de que pueden evitar las diferencias de grupo
que se crean cuando hay auto-selección (como en los estudios observacionales). Pero
cuando las unidades estadísticas se asignan a los grupos de comparación (digamos,
grupos de placebo y tratamiento) por el experimentador que observa que los grupos son
comparables con respecto a las variables A y B, no es necesario que un escéptico esté de
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acuerdo en que las diferencias observadas representen efectos del tratamiento. Puede
plantear la hipótesis que los grupos difieren con respecto a otra variable C y desarrollar
una explicación plausible de los resultados en términos de C, no del tratamiento. Si los
datos disponibles no nos permiten examinar los grupos en términos de las diferencias
respecto a C, entonces las conclusiones se tornan una disputa.

El experimentador se encuentra en una situación ventajosa si las unidades se han divi-
dido en los grupos de placebo y tratamiento de modo aleatorio de modo que existe una
alta probabilidad de obtener comparabilidad entre ambos en términos de C. En estas
circunstancias, es el escéptico el que debe aportar argumentos a su favor: en ausencia
de evidencia contraria, hay buenas razones para creer que los grupos son comparables.
Hay buenas razones para cree que lo que suele pasar (comparabilidad en términos
de C) también ha sucedido en esta ocasión con los grupos establecidos, a menos que
exista una evidencia clara que indique lo contrario. El escéptico debe proporcionar
argumentos en contra.

En el caso de muestreo en poblaciones finitas, se necesita comparabilidad entre las uni-
dades estadísticas seleccionadas en la muestra y las no seleccionadas para ser capaces de
establecer inferencias sobre la población completa. Si existe evidencia de que la muestra
y el resto de la población difieren en algunas características conocidas, esto debe ser
tenido en cuenta al construir los estimadores incluso si se ha empleado la aleatorización
para seleccionar la muestra.

En la estimación en poblaciones finitas, debemos usar estimadores como los estimado-
res de razón (véase el tema 3) y de regresión (GREG) (véase el tema 4) o estimadores
estratificados para dar cabida a la estructura de la población y algunos desequilibrios
entre la muestra y el resto de la población.

Si dependemos por completo de la distribución generada por la aleatorización para
hacer inferencias, entonces estamos inclinados a aceptar la posición insostenible de
ignorar las propiedades particulares de la muestra seleccionada, violando, por tanto, el
Principio de Condicionalidad. Si existen variables que afectan a la variable objetivo a
estimar Y , pero carecemos de conocimiento sobre estas variables, entonces no podemos
tener en cuenta tales peculiaridades. Pero no podemos ignorar aquellas variables que sí
conocemos.

La aleatorización es deseable, pero no es ni necesaria ni suficiente para una inferencia
estadística rigurosa. La inferencia válida puede llevarse a cabo sin ella y, cuando está
presente, no crea necesariamente el marco probabilístico apropiado para la inferencia. La
aleatorización puede proporcionar una garantía razonable de equilibrio con respecto a
los factores incontrolados, pero no garantiza equilibrio y no justifica ignorar la evidencia
de que existan desequilibrios. No hay nada en la naturaleza de la aleatorización que
libere al estadístico de la responsabilidad de identificar las peculiaridades en la muestra
y entender por qué están ahí.
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Para terminar, incluimos algunas reflexiones finales sobre la cuestión de la inferencia y
las técnicas empleadas en la producción estadística oficial.

En primer lugar, debemos mencionar que ya se estableció un debate a través de la litera-
tura científica (véase, p.ej., Smith 1976; Hansen, Madow y Tepping 1983; Smith 1999;
Brewer 1999, y múltiples referencias allí citadas). La posición final de la comunidad de
estadísticos oficiales básicamente se resume en que los diseños muestrales liberan al
estadístico de realizar hipótesis sobre la generación de los valores de la población, hipó-
tesis que luego deben ser justificadas dada la utilidad y finalidad de estas estadísticas.
Se reconoce la superioridad de los modelos en términos de la acuracidad si el modelo
escogido para la población es correcto (Hansen 1987), extremo que a menudo es difícil de
asegurar con suficiente certidumbre (Hansen, Madow y Tepping 1983). No obstante,
esto no debe tomarse como una garantía de los diseños muestrales frente a los modelos
estadísticos tampoco. El ejemplo de los elefantes de Basu muestra que las estimaciones
basadas en diseños muestrales pueden igualmente tener muy baja calidad si el diseño
muestral escogido para la muestra no es bueno. Decía Box 1976 que “todos los modelos son
incorrectos, pero algunos son útiles”; bien puede afirmarse lo mismo de los diseños
muestrales.

En segundo lugar, las nuevas fuentes de datos tanto digitales como administrativas
limitan el uso de los diseños muestrales puesto que el estadístico no puede seleccionar
las unidades muestrales (mecanismo de selección de la muestra desconocido8), por
lo que los modelos estadísticos aparecen como el principal recurso para establecer la
inferencia. Adviértase que las técnicas de aprendizaje automático (Murphy 2012) son en
realidad un uso extendido de modelos estadísticos.

En tercer lugar, la estadística bayesiana ha realizado avances notables tanto desde el
punto de vista del análisis de datos y la modelización como desde el punto de vista
computacional. Su uso en la producción de estadísticas oficiales empieza a ser objeto de
análisis (Fienberg 2011; Little 2012).

Por último, la abundancia de datos, muy conectada con la reciente Ciencia de Redes9,
está permitiendo la creación de planes de muestreo donde se tenga en cuenta la relación
entre los elementos de la población, relaciones que se expresan mediante la teoría de
grafos. Técnicas como el muestreo en grafos10 (Zhang y Patone 2017) o el muestreo de
conglomerados adaptativo (Turk y Borkowski 2005) deberán ser tenidas en cuenta para
la producción de estadísticas oficiales.

8Por ejemplo, la información de la web obtenida por técnicas de web scraping.
9Network Science, en inglés.

10Graph sampling, en inglés.
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Tema 11

Métodos para el desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de re-
cogida de datos. Un marco para el desarrollo, testeo y evaluación. De-
sarrollo de contenido, medidas y cuestiones en encuestas. Testeo de
preguntas y cuestionarios. Evaluación de preguntas y cuestionarios.
Desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de recogida electró-
nica de datos. Análisis de datos cuantitativos. Enfoques multimétodo
para el desarrollo, testeo y evaluación. Organización y logística.

Este tema está elaborado como una adaptación casi literal en español de la siguiente
bibliografía.

G. Snijkers, G. Haraldsen y col. (2013). Designing and Conducting Business Surveys.
New York: Wiley.

Esta documentación es orientativa y no es exclusiva ni única para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al órgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta información.

11.1 Un marco para el desarrollo, testeo y evaluación

Nuestro marco para llevar a cabo los procesos de desarrollo, testeo y evaluación se basa
en el enfoque del Total Survey Error (TSE) (Groves y col. 2004), en el que los pasos para
desarrollar medidas de encuestas están asociadas con las fuentes de los errores de la
encuesta en cada fase. La Figura 11.1 ilustra este marco.

La recogida de datos puede considerarse como mediciones de algún concepto subyacen-
te de interés para los investigadores. Por tanto, el desarrollo del cuestionario empieza
definiendo los conceptos asociados con los objetivos de la investigación. Los conceptos
se pueden descomponer en atributos específicos que pueden o no ser medibles en un
sentido práctico. Las mediciones se especifican con más detalle y estas especificaciones
se convierten en el material bruto para las preguntas de las encuestas. Las respuestas a
las preguntas de las encuestas se convierten en datos que son resumidos o analizados
para examinar los objetivos de investigación de una recogida de datos particular.

1
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Figura 11.1: Pasos y fuentes de error en el desarrollo, testeo y evaluación de cuestionarios

Estos pasos, que muestran cómo pasamos de los conceptos a los datos vía encuestas, se
muestran en la Figura 11.1, presentados como una ligera variación del lado de ’medida’
del enfoque TSE. También en la Imagen 11.1 podemos ver los tipos de fuentes de errores
ajenos al muestreo asociados a cada paso - validez, errores de especificación, y errores
de medida. Algunas preguntas sobre la validez son, ’¿Qué se puede medir para reflejar
el concepto?’ o ’¿Cómo de bien la medida refleja el concepto?’. El error de especificación
se asocia a la pregunta ’¿Cómo de bien capta la pregunta la medida deseada?’. Final-
mente, el error de medida se asocia a la pregunta ’¿Cómo de bien se ajusta la respuesta al
propósito de la pregunta?’.

Finalmente, la Figura 11.1 enlaza los pasos - empezando por conceptos, definiendo su
medida, especificando las preguntas de la encuesta, y obteniendo las respuestas - a
las fases de desarrollo, testeo y evaluación de cuestionarios en los cuales estos errores
ajenos al muestreo pueden ser encontrados, investigados y examinados.

Definimos el desarrollo del cuestionario como las actividades y procesos en los cuales se
definen los conceptos, se especifican los atributos medibles, y se formulan las preguntas
del cuestionario para recoger estas medidas. Durante el desarrollo, nuestro objetivo es
identificar y definir medidas válidas de los conceptos subyacentes de interés, y después
especificar preguntas que son traducciones de las definiciones de medida. Por tanto,
durante el desarrollo, intentamos asegurar la validez y minimizar los errores de especi-
ficación.

Definimos el testeo del cuestionario como la investigación realizada antes de la recogida
de datos con el fin de determinar el grado con el cual las respuestas obtenidas a partir del
cuestionario alcanzan el objetivo de la pregunta tal y como se especifica por las medidas
deseadas. En otras palabras, el motivo de las pruebas del cuestionario es asegurar que
las medidas se han operacionalizado de forma correcta en las preguntas del cuestionario
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con el fin de identificar y abordar los problemas en las preguntas que contribuyen a los
errores de medida en los datos, y, si es necesario, determinar si medidas pobremente
especificadas dan lugar a preguntas problemáticas.

Definimos la evaluación del cuestionario como las investigaciones que conducen a eva-
luar la capacidad del cuestionario de medir el concepto reflejado en la calidad de los
datos recogidos. La evaluación se realiza durante o después la recogida de datos, o al
menos, implica los datos recogidos de los informantes reales, como los test de campo o
experimentos realizados como parte del desarrollo y testeo.

El modelo de respuesta de la encuesta y el error de medida

La recogida de datos difiere entre las encuestas sociales y las económicas. Las encuestas
económicas recogen en su mayoría datos numéricos, mientras que las sociales recogen
información autobiográfica o de comportamiento de personas o atributos de hogares.
Los informantes de encuestas sociales normalmente responden a preguntas sobre ellos
mismos, sus hogares u otros individuos del hogar, y las preguntas a menudo (no siem-
pre, por eso hay que tener cuidado con el sesgo de memoria en las encuestas sociales) se
pueden responder de memoria. Las encuestas económicas precisan un informante que
actúe en nombre de la unidad (empresa/establecimiento), a menudo proporcionando
datos que se encuentra grabados en una base de datos.

Como consecuencia, el proceso de respuesta de una encuesta puede ser un poco más
complejo en el caso de encuestas económicas. Los pasos del modelo de respuesta de
una encuesta son los siguientes (algunos se aplican sólo a las encuestas económicas por
lo explicado anteriormente) (D. Willimack y Nichols 2010; Sudman y col. 2000; Bavdaz
2010):

1. Registro de la información y codificación de la información en la memoria;

2. Organización de las tareas de respuesta:

a Selección y/o identificación del informante(s);

b Planificación del trabajo;

c Establecer las prioridades y la motivación.

3. Comprensión de lo solicitado en la encuesta;

4. Recuperación de la información de la memoria y/o registros;

5. Evaluación de la adecuación de la información recuperada para alcanzar el propó-
sito percibido de la pregunta;

6. Comunicación de la respuesta;

7. Revisión y envío de los datos a la organización.

Tema 11. Métodos para el desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de recogida de datos.
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Variaciones en la realización de estos pasos contribuye al error de medida. Para especifi-
car mejor las fuentes del error de medida en el proceso de respuesta empecemos por el
paso 1, grabación de la información, junto con el conocimiento de esos registros codificados
en la memoria de la persona. En el caso de encuestas económicas, los datos grabados en
bases de datos de empresas tienen un propósito no estadístico, y pueden estar distribui-
dos en distintos departamentos. Como consecuencia pueden haber potenciales errores
de medida.

El relación con la selección del informante, en las encuestas sociales los proxys pueden ser
fuentes de errores de medida. En las encuestas económicas influye no sólo esto, sino
también el hecho de que esta actividad no sea prioritaria.

En relación con los cuatro pasos cognitivos - comprensión, recuperación, evaluación y
comunicación - contribuyen a potenciales errores de medida no sólo las variaciones en
las habilidades cognitivas del informante, sino también el contexto organizativo, tanto
dentro de la empresa como en el hogar. Veamos algunos ejemplos:

• Comprensión. Los informantes pueden tener distintos grados de familiaridad con la
terminología, y pueden interpretar las preguntas de forma distinta a las personas
de su entorno (hogar/empresa).

• Recuperación. Grado en que los informantes tienen conocimiento o acceso a los
registros, o su habilidad para obtener o extraer datos de fuentes alternativas. El
error de medida puede aumentar.

• Evaluación. Cuando los datos disponibles no se ajustan a los datos solicitados, el
error de medida se puede asociar con variaciones entre informantes (y sistemas de
registro en caso de económicas) en relación con las estrategias usadas para estimar,
aproximar o manipular los datos disponibles en un esfuerzo para proporcionar la
respuesta.

• Comunicación. Los diseños y las instrucciones sobre cómo incluir las respuestas en
los cuestionarios pueden no ser adecuadas para distintos tipos de datos, o poco
claras, permitiendo que la misma información se pueda proporcionar de más de
una forma posible, contribuyendo al error de medida.

El último paso en el modelo devuelve la respuesta al nivel organizativo, donde los datos
están disponibles para la organización que realiza la encuesta. En este paso hay que tener
en cuenta temas como la consistencia, confidencialidad, y seguridad. Variaciones en
los criterios para la difusión de datos, y su impacto en los datos publicado, pueden
contribuir al error de medida.

Restricciones y limitaciones en el desarrollo, testeo y evaluación de cuestionarios

La complejidad del proceso de respuesta, la naturaleza de las encuestas y el contexto
en que se realizan interactúan de tal forma que tienen consecuencias en el diseño
del cuestionario y en los métodos usados para el desarrollo, testeo y evaluación de
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instrumentos de recogida de datos. D. K. Willimack y col. 2004 identificaron algunos de
los más importantes temas que influyen:

• La naturaleza de los datos solicitados - medida de conceptos técnicos con definicio-
nes precisas - tiene consecuencias en muchos aspectos de la recogida de datos,
incluyendo el personal implicado en el diseño del cuestionario, la elección del
(los) modo(s) de recogida de datos, diseño de cuestionarios, y la habilidad de
proporcionar información por parte del informante. Los modos de recogida auto-
cumplimentados son los que más se usan en las encuestas económicas, mientras
que en las sociales se está produciendo un cambio de face to face a CATI y autocum-
plimentados. En los cuestionarios autoadministrados es necesario proporcionar
instrucciones detalladas para igualar los distintos grados de conocimiento y moti-
vación de los informantes, y para transmitir la información necesaria de forma
consistente a todos los informantes.

• La respuesta de la encuesta requiere mucho trabajo y representa un coste tangible, pero
no productivo para la organización. Más aún, esta naturaleza de requerir mucho
trabajo puede ser acentuada por la necesidad de múltiples informantes y fuentes
de datos. Como consecuencia, el completar un cuestionario largo o complejo en el
caso de encuestas económicas puede llevar horas, días o incluso semanas, mientras
el informante dedica el tiempo en identificar, contactar, solicitar y esperar por los
datos de otros departamentos, y fuentes de datos de la empresa.

• Carga de respuesta al informante exhaustiva, porque las necesidades relacionadas
con las características de la población objetivo y el uso de datos representa unas
restricciones para la organización que realiza la encuesta en la implementación
de los métodos de testeo y evaluación de cuestionarios. Además, involucra a
informantes (en todo tipo de encuestas, pero en las económicas más aún) en el
testeo y evaluación de cuestionarios añade carga sobre la carga que esas personas
ya tienen al responder a las encuestas en las que ya están incluidos.

11.2 Desarrollo de contenido, medidas y cuestiones en encuestas1

Muchas encuestas económicas realizadas por los INEs proporcionan datos que pueden
servir como input de contabilidad nacional, además de servir para describir la situación
económica. En el caso de las encuestas sociales, además de servir para describir la situa-
ción social, sus microdatos pueden ser utilizados por los investigadores para realizar
múltiples estudios. Independientemente de su uso, los datos necesitan empezar con
algún tipo de concepto o constructo subyacente asociado con teorías o hipótesis que
requieren medidas específicas. Así es como las cuestiones empiezan.

Dentro de una teoría, los conceptos subyacentes o postulados son descritos en una
red de relaciones entre atributos que forman los componentes de los conceptos. Un
atributo o indicador puede ser considerado como la pieza más pequeña de información
medible que puede ser identificada. Un algoritmo específico asocia uno o más atributos
como inputs para definir un concepto. De forma más específica, un concepto C1, puede

1La mayor parte de esta sección se ha extraído de Snijkers y D.K. Willimack 2011
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ser expresado como una función de atributos que van desde a n (A1, ..., An), donde la
definición funcional denota el mapeo:

C1 = f(A1, ..., An).

Los conceptos pueden ser sencillos, consistiendo de un único atributo, y por tanto, uni-
dimensional. Sin embargo, muchos conceptos suelen ser multidimensionales, indicando
que un concepto está compuesto de más de un atributo. Mientras que los conceptos
subyacentes y sus atributos pueden parecer básicos y sin complicaciones, sus medidas
puede que no sean tan sencillas. Consideremos, por ejemplo, el concepto de empleo,
uno de los constructos más fundamentales en la descripción de la economía. Aunque
parece muy sencillo, ’empleo’ tiene una gran variedad de dimensiones: ¿El investigador
está interesado en personas o en equivalentes a jornada completa (EJCs)? ¿Qué periodo
de referencia debería de considerar el informante - un día en particular, una semana
al mes, a final de mes? ¿Hay que incluir a los trabajadores a tiempo parcial? ¿Y a los
temporales, subcontratados, contratistas? Y los asalariados? Teniendo en cuenta estos
atributos, y siguiendo un algoritmo específico, se define el concepto ’empleo’.

Especificar los atributos es el primer paso hacia la vinculación de los conceptos en el
proceso de recogida de datos. En el caso de una encuesta, las preguntas del cuestiona-
rio se diseñan para medir estos atributos. Las preguntas son la operacionalización de
estos atributos; son las definiciones operativas de acuerdo con las cuales se miden los
atributos. Esto incluye la redacción de una pregunta, las opciones de respuesta, y las
instrucciones. Una pregunta puede basarse en un único atributo, y ser el resultado de
una pregunta unidimensional; también puede basarse en una combinación de atributos,
resultando una pregunta multidimensional.

Figura 11.2: De la teoría al dato. Fuente: Snijkers y D.K. Willimack 2011

Los pasos para ir de la teoría al dato se muestra en la Figura 11.2. Ir de los conceptos a
los atributos es lo que se llama conceptualización (o especificación del concepto); ir de los atri-
butos a las preguntas y al cuestionario se llama operacionalización. Si la conceptualización
y la operacionalización se hacen de forma correcta, obtenemos datos válidos en relación
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con la validez de constructo (Groves y col. 2004) reflejando conceptos subyacentes. Una
pobre conceptualización da lugar a errores de especificación (Biemer y Cantor 2007); del
mismo modo, una pobre operacionalización da lugar a errores de operacionalización o
de diseño (Snijkers 2002).

Para obtener datos válidos, la validez de constructo es un criterio importante y nece-
sario. Sin embargo, un cuestionario válido en el sentido de que mide los conceptos
subyacentes puede no ser válido en el sentido de que la operacionalización puede llevar
a otro tipo de errores ajenos al muestreo (Snijkers 2002; Groves 1989), como falta de
respuesta parcial o errores de medida. Para completar nos podemos encontrar con
errores de procesamiento, que ocurren al codificar las respuestas (Groves y col. 2004).

Para conseguir un cuestionario que proporcione datos válidos es necesario realizar
un proceso iterativo entre la conceptualización y la operacionalización. Esto se puede
conseguir usando los métodos que veremos el la Sección 11.2. Pero antes veamos los
roles de las distintas partes de este proceso.

Los roles de los expertos en la materia, las partes interesadas y los usuarios 2

A menudo las distintas partes interesadas y los usuarios pueden jugar un papel im-
portante en el desarrollo de los cuestionarios como proporcionar los fundamentos
conceptuales o las necesidades de las encuestas, incluso pueden elaborar borradores de
preguntas o colaborar en el diseño del cuestionario con los expertos. Se puede buscar
input de asociaciones de empresarios, que indiquen la terminología correcta o informen
sobre la disponibilidad de los datos solicitados, o de investigadores o expertos en la
materia.

Métodos para el desarrollo del contenido y la especificación de medidas

Se pueden usar distintos métodos para evaluar las necesidades de datos, investigar
conceptos, identificar medida y especificar preguntas para conseguir la validez del
constructo durante el diseño. Hox 1997 distingue dos enfoques, el top-down, basado
en la teoría, y el bottom-up, basado en los datos. El enfoque basado en la teoría está
representado en el lado izquierdo de la Figura 11.2, empieza con constructos y avanza
hacia variables observables; el enfoque basado en los datos es el del lado derecho, parte
de las operacionalizaciones y las observaciones y avanza hacia los conceptos teóricos.

• Top-down basados en la teoría

2Los usuarios y partes interesadas engloban desde unidades dentro del propio INE como contabilidad
nacional (usuario de la mayoría de las operaciones económicas), organismos internacionales como
Eurostat (que a través de los Reglamentos establece desagregaciones, periodicidades o clasificaciones a
utilizar), o otro tipo de organizaciones de usuarios.
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Análisis de dimensión/atributo. Un indicador es similar a lo que llamamos un atri-
buto. Atributos empíricos (o indicadores) se especifican para los conceptos en
una teoría. El resultado es una red de conceptos que están vinculados de forma
lógica, y de forma colectiva construyen la teoría. El proceso de especificación de
conceptos termina cuando uno o más atributos se pueden identificar para todos
los conceptos. Los atributos con la base para las preguntas de la encuesta.

Evaluación de las necesidades de los usuarios. Se pueden usar varios métodos que
involucran a usuarios, investigadores, y otras partes interesadas.

– Grupos de expertos/usuarios/asesores. Los miembros de estos grupos priorizan
nuevas preguntas y cambios en las existentes, y son los responsables de la
aprobación final del cuestionario.

– Seminarios con usuarios. Se pueden usar para (1) identificar cómo y por qué los
datos de interés serán usados, (2) identificar carencias en los datos existentes,
(3) entender mejor las necesidades de datos para temas específicos, y (4) crear
un conjunto preliminar de prioridades.

– Rondas iterativas de consultas. Los usuarios preparan una lista de datos solici-
tados, que son priorizados por los expertos en la materia. A continuación el
resto de stakeholders realizan otra priorización. El resultado es un cuestionario
que equilibra las necesidades de nuevos datos con los datos obtenibles.

– Revisión de contenido a larga escala. Se realizan revisiones de borradores de
cuestionarios y se mandan a los usuarios, asociaciones de empresarios (en
caso de encuestas económicas) y otras asociaciones.

– Grupos exploratorios con personal de las encuestas y con usuarios. Sirve para
clarificar los conceptos a medir, las tablas de resultados, y las publicaciones,
ayudando en la especificación de preguntas, definiciones y terminología.

• Bottom-up basados en los datos

Los siguientes métodos utilizan datos proporcionados por los informantes, o in-
formación recogida desde su perspectiva.

Minería de cuestionario. Se comienza con cuestionarios ya existentes y se revisan
las preguntas con la ayuda de expertos en la materia. Se puede usar informes de
estudios pretest, el análisis de paradatos, de falta de respuesta parcial o de los
tipos y la frecuencia de los edits que no se verifican. El resultado es una selección
de preguntas que pueden ser usadas en instrumentos de recogida de datos poste-
riores, en la misma operacionalización o en modificadas.

Grupos de discusión. Si es totalmente incierto cómo se pueden medir los conceptos,
se pueden realizar entrevistas exhaustivas con un grupo pequeño representativo
de la población objetivo, que se puede acompañar de grupos de discusión o de
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entrevistas personales (Snijkers 2002). Un primer objetivo es entender los concep-
tos desde el punto de vista del informante. También se investiga la disponibilidad
en la base de datos y la periodicidad en caso de encuestas económicas. Otros
objetivos incluyen evaluar la carga al informante y la calidad.

Mapeado de conceptos. Este proceso implica 6 pasos. En el primero, se especifica el
tema del grupo de discusión, y se seleccionan los participantes de la población
objetivo. El segundo es una sesión de brainstorming con los participantes para gene-
rar frases que describan los aspectos más relevantes. En el tercero los participantes
ordenan las frases relacionadas en pilas de acuerdo con su propia perspectiva.
En el cuarto se analizan las matrices de similaridad producidas por las distintas
pilas, el resultado es un mapa de conceptos. En el quinto los participantes discuten
posibles significados y etiquetas del mapa. En el último se traducen las frases en
preguntas.

Estudios de viabilidad. Se escoge un pequeño grupo de informantes para que propor-
cionen la información solicitada en el instrumento de recogida. Sirve para saber si
los conceptos son medibles, la estructura de las preguntas y del cuestionario. En
este método no es necesario tener el cuestionario finalizado.

Revisión por parte de los expertos. Los expertos pueden ayudar en la definición de
los conceptos, evaluar las fuentes de datos esperadas, ayudar a asociar conceptos
con medidas. El resultado son sugerencias para redacciones alternativas a las
preguntas o especificaciones.

Estudios de recordkeeping. En el caso de las encuestas económicas se selecciona un
pequeño grupo de unidades de la población objetivo y se analiza la disponibilidad
de la información necesaria y cómo está estructurada en el sistema de gestión de
la empresa.

11.3 Testeo de preguntas y cuestionarios

Las pruebas empiezan cuando hay un borrador de cuestionario elaborado por los meto-
dólogos de encuestas y con el que los otros stakeholders están de acuerdo. Es importante
una fase de desarrollo en la que se usen métodos descritos en la Sección 11.2. Veamos al-
gunos métodos de pretesteo. Primero consideraremos cómo el conocimiento del proceso
de respuesta puede guiar los planes y protocolos de pretesteo. Después, a medida que
describimos varios métodos, destacaremos algunas modificaciones que se han hecho en
la práctica en el caso de encuestas económicas.

El modelo de respuesta como marco para el testeo
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El modelo presentado en la Sección 11.1 es una herramienta útil para planificar y realizar
el testeo de los cuestionarios. El modelo no ofrece soluciones a los problemas, sino que
ofrece un marco para investigar las actividades y comportamientos de los informantes
que pueden contribuir a errores de medida. Evaluar si las soluciones funcionan requiere
métodos complementarios de evaluación como los descritos en la Sección 11.4.

Existen diferencias entre las encuestas sociales, que pueden desarrollarse en un medio
controlado como es un laboratorio que pueda simular el entorno en el que se realizarían
las encuestas, y las encuestas económicas, las que las entrevistas cognitivas muchas
veces no se pueden realizar en un laboratorio (no resultaría sencillo simular el entorno
habitual de una empresa), ni tampoco en la empresa (no resulta sencillo que mientras el
resto del personal de la empresa realiza sus labores habituales una persona realice un
entrevista cognitiva al informante de la encuesta).

Los protocolos diseñados en torno al modelo de respuesta a menudo comienzan con
cuestiones globales, determinando el criterio de selección de los informantes, y otras
tareas de las que el informante es responsable. Los protocolos usados para conducir
entrevistas pretest en campo son:

1. Presentación de la visita, que creen las expectativas de los informantes con motivo
de la visita y los procedimientos a utilizar.

2. Preguntas generales sobre el informante y el proceso de respuesta, para captar la aten-
ción del informante permitiendo también a los investigadores crear un ambiente
familiar y obtener información para luego realizar preguntas más específicas.

3. Observación o reconstrucción del proceso de respuesta, para examinar asuntos cogniti-
vos, procedimentales, y de carga asociados con las preguntas del cuestionario a
testear.

4. Preguntas de evaluación, para obtener detalles adicionales que evalúen la calidad
de las respuestas a las preguntas del cuestionario, y para conocer la opinión del
informante sobre la encuesta y sugerencias de mejoras.

5. Corrección de datos y respuestas a las preguntas del informante, aprovechando el
encuentro cara a cara para proporcionar feedback constructivo e instrucciones
al informante para mejorar la calidad de futuros datos, y también creando una
relación entre la oficina estadística y los informantes.

En el caso del proceso de respuesta de encuestas económicas Bavdaz 2010 ha desarrolla-
do el modelo que se puede ver en la Figura 11.3.

Las definiciones asociadas a este modelo son las siguientes:

(a) Un dato es accesible - la respuesta necesaria puede estar disponible.

(b) Un dato es generable - la respuesta necesaria no está disponible pero con los datos
disponibles se puede generar.
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Figura 11.3: Niveles de disponibilidad de las respuestas y posibles resultados de las
respuestas. Fuente: Bavdaz 2010

(c) Un dato es estimable - la respuesta necesaria no está disponible y con los datos
disponibles se puede obtener una estimación.

(d) Un dato es inconcebible - no hay datos disponibles para obtener o estimar la
respuesta necesaria, el esfuerzo necesario para la estimación es inimaginable

(e) Un dato es inexistente - no se puede estimar la respuesta necesaria.

Cualquier resultado distinto de ’dato exacto’ implica error de medida.

Métodos

Veamos a continuación algunos métodos para testear preguntas y cuestionarios extraí-
dos del D. K. Willimack y col. 2004.

Revisiones de expertos metodólogos. En estas revisiones, los expertos en diseño de cues-
tionarios evalúan el cuestionario, aplicando principios generales de diseño junto con
otras experiencias de pretesteo. Así se identifican potenciales problemas y se sugieren
soluciones.

Estudios exploratorios/de viabilidad y visitas. En el caso de encuestas económicas en las
que los datos están disponibles en bases de datos se pueden realizar visitas in-situ. Los
tamaños suelen ser pequeños y se pueden realizar también telefónicamente para reducir
el coste.

Grupos de discusión con informantes. Los grupos de discusión se pueden usar en los
procesos de desarrollo del cuestionario, testeo y evaluación. Se basan en discusiones
entre un pequeño grupo de personas (8-12 miembros de la población objetivo) sobre un
(conjunto de) tema(s). Se centra en evaluar la claridad de la redacción de las preguntas,

Tema 11. Métodos para el desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de recogida de datos.



11.3. Testeo de preguntas y cuestionarios 11-12

el uso y la utilidad de las instrucciones, reacciones generales al cuestionario y a su
diseño.

Métodos de pretesteo cognitivos. Estos métodos incluyen entrevistas en profundidad,
pensar en voz alta y/o técnicas de investigación, reuniones y vignettes. Los métodos
tradicionales cognitivos se han adaptado para reducir el trabajo de los informantes.

Vignettes. Escenarios hipotéticos, conocidos como vignettes, permiten a los investigadores
evaluar los errores de respuesta, ya que se conocen las respuestas asociadas a las viñetas.

Métodos etnográficos. Los métodos etnográficos usados en el pretesting consisten en
encuestas en profundidad sin estructura, y, en menor medida, la observación. La investigación
etnográfica emplea dos niveles de análisis:

• Significados/conocimiento - las interpretaciones de los informantes a las preguntas,
su conocimiento sobre la materia y sobre aspectos relevantes para la encuesta.

• Proceso - las interacciones de los informantes con los instrumentos de la encuesta,
sistemas de información (en el caso de encuestas económicas), etc.

Las entrevistas en profundidad facilitan la discusión de las interpretaciones de las pregun-
tas de la encuesta de los informantes y cómo las responden. La observación permite a
los investigadores recoger información sobre el proceso que explica la interacción de
los informantes con los instrumentos de recogida de información, las relaciones con
los demás miembros de la familia/hogar/empresa o la apariencia y estructura de la
interface con los sistemas de información (en caso de encuestas económicas).

Métodos para las instrucciones de testeo. Se puede estudiar el uso de las instrucciones por
parte de los informantes, dónde están colocadas en el cuestionario y su formato. Uno
de los métodos para probar la comprensión de las instrucciones consiste en pedirle al
informante que explique a otra persona, de su hogar o de su empresa, cómo tendrían
que contestar las preguntas.

Estudios piloto. Los estudios piloto formales permiten la evaluación de datos proporcio-
nados por informantes a los cuestionarios, y son particularmente importantes de cara a
la realización de nuevas encuestas o para grandes rediseños. Se usa el término piloto
para referirnos a pruebas de campo con informantes en los que la recogida de datos
simula el proceso de recogida. Otra característica de los estudios piloto, independien-
temente del tamaño muestral o del alcance, es que los datos recogido no se usan para
estimaciones oficiales, aunque se pueden calcular estimaciones para evaluar su calidad.
Los tamaños muestrales y los diseños de estudios piloto varían mucho. Los estudios
piloto pueden ser iterativos o involucrar múltiples paneles, que en el caso de encuestas
económicas pueden dirigirse a empresas de distintos tamaños y actividades económicas.
Los estudios piloto a menudo se aprovechan de otros métodos de evaluación.
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11.4 Evaluación de preguntas y cuestionarios

Métodos usados durante la recogida de datos

Codificación de conducta. Codificación de conducta (también conocida por análisis de
interacción) se centra en comportamientos observables de los entrevistadores e informan-
tes mientras interactúan durante la cumplimentación del cuestionario. Las entrevistas
realizadas en persona o por teléfono son directamente observables, o se pueden grabar y
revisar a posteriori. Puede incluir descripciones del grado en el cual los entrevistadores
leen o no las preguntas tal y como están redactadas o, en el caso de los informantes,
incluye acciones como interrumpir, preguntar por aclaraciones, proporcionar una res-
puesta adecuada o inadecuada o rechazar responder. Estos resultados permiten localizar
preguntas problemáticas (véase Groves y col. 2004). En el caso de cuestionarios auto-
completados incluye el análisis del cuestionario en busca de patrones o notas para
preguntas específicas.

Experimentos con parte de la muestra. Experimentos con parte de la muestra (también
conocidos por paneles divididos) permiten la evaluación de preguntas, cuestionarios
o diseños alternativos. También se han utilizado para evaluar la posición de las ins-
trucciones. En este tipo de experimentos partes de la muestra son asignados de forma
aleatoria a uno de dos o más grupos en los que algunos atributos del diseño han sido
modificados. Uno de estos grupos, el grupo control, mantiene las condiciones/diseño.
Se analizan los resultados del resto de grupos para evaluar el efecto de las variaciones
(Keppel y Wickens 2013).

Métodos usados después de la recogida de datos

Evaluaciones empíricas post recogida. Actividades de evaluación está asociadas con en-
cuestas periódicas. Se analiza la falta de respuesta parcial, las tasas de imputación, los
outliers y los registros que presentan problemas en la depuración. Esto puede llevar a la
eliminación de preguntas o a redefinir las categorías de respuesta.

Reuniones con informantes y encuestas de análisis de respuesta. En las reuniones con in-
formantes (o segundas entrevistas) se recontacta con informantes y se les pregunta
sobre las estrategias de respuesta y las fuentes de datos que han usado para propor-
cionar las respuestas de preguntas específicas. De esta forma se puede evaluar si los
datos recogidos cumplen los propósitos de las preguntas. Las reuniones formales con
informantes, también conocidas como encuestas de análisis de respuesta (RASs del
inglés response analysis surveys) se realizan después de la recogida de datos usando
cuestionarios estructurados. Aunque lo normal es que se usen en encuestas pilotos o
encuestas rediseñadas, también se pueden usar para evaluar la calidad de los datos de
encuestas periódicas (Goldenberg 1994). El tamaño de las muestras puede variar desde
20 personas a varios cientos.
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Estudios de reentrevistas y evaluaciones de contenido. Los estudios de reentrevistas es una
variación de las reuniones con informantes en las que el primer objetivo es estimar el
sesgo en estadísticas de síntesis debido a los errores al proporcionar la información,
por tanto, los tamaños de muestra y las metodologías de la recogida de datos deberían
de ser suficientes para este propósito. Las evaluaciones de contenido son estudios de
reentrevistas que examinan las componentes de los datos proporcionados así como sus
fuentes y su fiabilidad. Se suelen utilizar para cambiar cuestionarios e instrucciones.

Estudios de validación. Los errores de medida se pueden evaluar directamente si existe
un ’valor real’ conocido que se pueda comparar con las respuestas de los informantes.
Como fuentes para estos valores se pueden usar los registros administrativos (Groves
y col. 2004). Este tipo de estudios se pueden usar para validar los datos. Se puede utilizar
sobre todo en encuestas económicas.

Métodos para identificar problemas en los cuestionarios de encuestas periódicas

Muchas encuestas, en particular las realizadas por los INEs, se repiten con cierta perio-
dicidad para generar series temporales (por ejemplo, mensualmente, trimestralmente,
anualmente) ofreciendo la posibilidad de evaluaciones posteriores de respuestas pasa-
das que pueden ayudar a identificar preguntas o diseños problemáticos. Cualquiera de
los métodos descritos anteriormente son útiles para este objetivo. Veamos algunos más
para encuestas periódicas.

Feedback del personal encuestador. A menudo se puede usar la experiencia del personal de
recogida que tienen contacto con los informantes. El personal de recogida puede trans-
mitir el feedback de recogidas previas, y pueden actuar como proxis de los informantes.
A pesar de su falta de rigor, estas evaluaciones informales son útiles para sugerir áreas
que precisan más investigación. Algunos métodos de feedback incluyen:

• Reuniones con entrevistadores. Se puede utilizar para identificar preguntas proble-
máticas y asegurar su correcta comprensión.

• Preguntas, comentarios y quejas de los informantes. El feedback de las interacciones del
personal de recogida con los informantes se puede usar de forma informal para
evaluar los cuestionarios. Se pueden usar las preguntas de los informantes, y las
llamadas sobre los edits que han fallado.

• Entrevistas o grupos de discusión con personal. Se puede realizar con personal que
revisa los datos y que resuelve dudas en la depuración (Tuttle, Morrison y D.
Willimack 2010).

Examinar los cuestionarios completos. Examinar los cuestionarios completos obtenidos
durante la recogida a menudo proporciona pistas que pueden ayudar a los metodó-
logos a identificar las preguntas o los diseños que pueden ser problemáticos para los
informantes. En el caso de encuestas económicas los informantes pueden indicar aparta-
dos que fueron difíciles de responder o en los que se tuvieron que hacer estimaciones.
Apartados en los que se proporcionó una respuesta y posteriormente se cambió puede
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indicar problemas con preguntas, instrucciones o formato. Los informantes pueden
escribir observaciones o aclaraciones donde se puedan escribir dentro del cuestionario,
o especificar respuestas alternativas cuando se pueda elegir ’Otros’.

Indicadores estadísticos de procesos. Varios indicadores se pueden usar para evaluar la
calidad de los datos recogidos y para evaluar el resultado de preguntas individuales.
Algunos de estos indicadores son la tasa de falta de respuesta total y parcial, índices de
verosimilitud, y tasas de incumplimiento de edits, pero hay que tener cuidado con su
interpretación:

• La tasa de falta de respuesta total puede ayudar a identificar las características de la
población muestral que suelen tener problemas al responder.

• La tasa de falta de respuesta parcial es un poco más difícil de interpretar ya que puede
significar ’no aplicable’, ’aplicable pero cero’, ’reuso a contestar’ o ’no lo sé’.

• Un índice de verosimilitud se define como un índice de desviación de valores es-
perados que son calculados de datos administrativos, datos de años anteriores
o datos de fuentes comparables. Hay que interpretarlo con cuidado porque su
variabilidad se puede deber a las condiciones económicas.

• Las tasas de incumplimiento de edits puede ayudar a identificar preguntas problemá-
ticas. Tasas altas en algún edit puede indicar qué apartados pueden ser difíciles
de contestar. Hay que tener cuidado en su interpretación porque algunos edits
pueden ser el resultados de varias preguntas, lo que dificulta aislar la fuente de
error (Tuttle, Morrison y D. Willimack 2010).

11.5 Desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de recogida elec-
trónica de datos

En este tema nos centraremos en el desarrollo, testeo y evaluación de instrumentos de
recogida electrónica de datos, tanto a través de la web como a través de hojas de cálculo
o el intercambio electrónico de datos 3.

Estrategias de desarrollo para instrumentos electrónicos

Las estrategias de desarrollo para instrumentos electrónicos siguen algunos de los
procedimientos asociados con el desarrollo de aplicaciones de software. Veamos cuatro
de ellos.

Diseño centrado en el usuario. Es importante usar el enfoque del diseño centrado en
el usuario cuando se desarrollen los instrumentos electrónicos, prestando atención a
las necesidades de los informantes. Este enfoque se centra en cómo los informantes
quieren usar los instrumentos de encuesta, más que en que los informantes aprendan las

3EDI del inglés Electronic Data Interchange que incluye ficheros XML o XBRL)
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características de los instrumentos. Los investigadores abogan por este tipo de enfoque
asegurando que el instrumento es intuitivo y fácil de usar, con el fin de reducir una
potencial carga al informante y, con suerte, aumentar la tasa de respuesta. Se deberían
de realizar test de usabilidad para asegurar que se ha alcanzado un diseño centrado en
el usuario.

Recopilación de necesidades/Análisis de tareas.

• Recopilación de necesidades. Los objetivos de esta fase ocurre durante la fase de desa-
rrollo. Las necesidades son especificaciones para todos los aspectos del sistema y
vienen de los objetivos y propósitos del sistema, las necesidades del informante, y
un análisis funcional del sistema en el que se encuentra la encuesta electrónica. En
este paso los miembros del equipo de diseño obtienen ideas de distintas fuentes,
como los usuarios, las quejas o las peticiones de los informantes. Las necesidades
deberían de estar documentadas, ser medibles, testeables, trazables y relacionadas
con las necesidades de los usuarios o de los informantes.

• Análisis de tareas. Es el proceso de identificar las tareas de los informantes e identifi-
car cómo pueden ser satisfechas usando un cuestionario electrónico. Es importante
conocer qué necesitan los informantes para responder el cuestionario y qué ac-
ciones tiene que realizar en la encuesta electrónica para conseguirlo. Además
es importante entender cómo los informantes evalúan la calidad del proceso de
respuesta electrónica. Aunque el informante pueda tener un resultado exitoso, es
importante asegurar que el proceso de conseguir ese resultado es satisfactorio.
Este análisis de tareas debería ser realizado tan temprano como sea posible en el
proceso de desarrollo para que pueda proporcionar un input en el diseño del siste-
ma. Se deberían de identificar las necesidades de los informantes de forma que sea
posible una transición fácil entre un entorno basado en el papel y uno electrónico.
La incorporación de métodos como la recopilación de necesidades o el análisis
de tareas en el proceso de desarrollo de encuestas electrónicas ayuda a asegurar
que la organización desarrolla un instrumento que conoce las expectativas de los
informantes sobre cómo debería funcionar una encuesta electrónica. Cuando los
informantes se enfrentan a un instrumento que funciona de una forma distinta a
la esperada los informantes pueden sentirse defraudados y minimizar el uso del
instrumento.

Evaluaciones heurísticas de los instrumentos electrónicos, guías de estilo y estándares. Los
instrumentos electrónicos también están sujetos a revisiones de expertos, que se llaman
evaluaciones heurísticas porque normalmente son evaluadas en relación con los principios
de interacción humano-ordenador o heurísticos. Las revisiones usando esquemas de
codificación heurísticos pueden ser realizadas por expertos en usabilidad, paneles de ex-
pertos o miembros del equipo de desarrollo. La carga adicional de probar instrumentos
electrónicos con informantes puede ser minimizada adhiriéndose a una guía de estilo
o unos estándares para la interface de usuario cuando se desarrollen los instrumentos
electrónicos. Estas reglas de navegación, formato, diseño de pantalla, gráficos, ayuda,
tratamiento de errores, feedback con el usuario, y otros mecanismos electrónicos se basan
en estándares de usabilidad y en buenas prácticas, así como en pruebas anteriores y
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experiencias operativas con los instrumentos electrónicos.

Tests funcionales y de ejecución. Hacia el final de la fase de desarrollo de encuestas electró-
nicas, los programadores prueban el sistema de varias formas para asegurar que todas
las componentes necesarias funcionen correctamente. Durante los tests, los programa-
dores trabajan con el sistema para resolver los problemas relacionados con el diseño,
la velocidad y la capacidad de respuesta de la encuesta electrónica. Para hacer esto,
pueden utilizar varios escenarios. Además, los programadores realizan una prueba de
carga, en la cual simulan la demanda esperada en un sistema para determinar cómo se
comporta el sistema bajo condiciones normales o de máxima demanda. De esta forma
pueden identificar la capacidad operativa máxima del sistema y anticipar cuellos de
botella.

Pruebas de usabilidad

Los cuestionario autocumplimentados a través de internet añaden otra capa a la in-
teracción entre informantes y el cuestionario, el de la interface del usuario. Pruebas de
usabilidad es el nombre que se le da las metodologías para probar las interfaces gráficas,
tales como la navegación o los edits integrados. Algunos ejemplos son:

• Uso de prototipos. Puesto que el plazo para el desarrollo de instrumentos electró-
nicos debe incluir la programación, los tests pueden empezar con prototipos en
papel o capturas de pantalla que puedan ayudar a los desarrolladores. Las prue-
bas de usabilidad se realizan normalmente con prototipos que están funcionando
total o parcialmente. Las entrevistas con los usuarios pueden realizarse usando
instrumentos existentes, para detectar problemas de usabilidad y poder realizar el
rediseño.

• Observación. Las pruebas de usabilidad dependen en la observación directa de los
informantes. Los investigadores asignan tareas halladas al usar el instrumento,
y después observan a los informantes cuando llevan a cabo acciones como pro-
porcionar los datos, corregir los errores, o enviar el cuestionario completado. Los
comportamientos de los informantes al interaccionar con el instrumento también
pueden ser codificado, para servir de ayuda en el análisis empírico de problemas
de usabilidad. Estos tests se podrían grabar con el permiso de los informantes.

• Métodos cognitivos. Los investigadores pueden adaptar e incorporar métodos cog-
nitivos en los tests de usabilidad, como pruebas simultáneas, entrevistas retros-
pectivas y valoraciones de los usuarios y los informantes. Se han usado viñetas u
otros hipotéticos escenarios para probar opciones de diseño alternativas. Después
de interactuar con el instrumento, se pide a los usuarios que rellenen cuestionarios
o que participen en grupos que proporcionen el feedback sobre sus experiencias.

• Rastreo ocular. Los investigadores han estado usando cada vez más equipos con
reastreo ocular para completar la información aprendida durante las pruebas
tradicionales de trazabilidad. El rastreo ocular consiste es seguir el recorrido de
lo que una persona mira. Este tipo de equipamiento está incluido en el monitor
del ordenador, y el software de rastreo ocular capta la ruta de lo que mira el
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informante en la pantalla. El resultado muestra el recorrido y la duración del
tiempo empleado en mirar los objetos de la pantalla. Estas pruebas se tienen que
llevar a cabo en los laboratorios donde se hacen las pruebas de usabilidad.

Evaluación de instrumentos de recogida electrónica de datos

El uso de los instrumentos de recogida electrónica también se puede evaluar empíri-
camente una vez que el instrumento está en campo. Las decisiones de diseño que se
tomen tienen que tener en cuenta el modo seleccionado.

Paradatos. Para encuestas online, los paradatos se refieren a los datos de proceso que se
han creado como un subproducto de la recogida de datos con este tipo de encuestas
(Couper 2008). Estos datos pueden reunirse y analizarse y proporcionar información
sobre el proceso por el que pasan los informantes cuando rellenan un cuestionario
online. Los paradatos describen cómo los informantes completan la encuesta frente al
contenido de sus respuestas.

Recoger paradatos que consisten en la información sobre el número de visitas a la
página web donde se encuentran los cuestionarios hace posible controlar el progreso de
los informantes en la cumplimentación de la encuesta, en relación con cómo iniciaron la
encuesta, cuántos la han completado y en qué punto los informantes interrumpen la
cumplimentación. También es posible examinar el comportamiento del informante al
completar la encuesta; por ejemplo, si los informantes tienden a entrar y completarlo
de una vez, o si vuelven varias veces antes de enviarlo. Examinar el punto en el que
los informantes tienden a abandonar la cumplimentación puede ayudar a identificar
preguntas problemáticas.

Los paradatos recogidos sobre el informante hacen posible identificar el proceso de
respuesta de los informantes en su medio natural. Cada acción ’significativa’ es regis-
trada, de forma que puede ser identificada y situada en el tiempo. Puesto que uno
de los mayores desafíos al analizar los paradatos es manejar ficheros de datos muy
grandes y extraer la información útil de ellos, es aconsejable decidir qué acciones tienen
significado dependiendo de los asuntos de interés. Algunas posibilidades son:

• Clicar un botón de selección;

• Clicar y seleccionar una opción de respuesta en un menú desplegable;

• Clicar en una casilla (tanto para seleccionar como para deseleccionar);

• Escribir texto en una casilla habilitada para ello;

• Clicar en un hyperlink;

• Enviar la página.

Algunos ejemplos de paradatos recogidos y analizados incluyen:
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1. Tiempos de respuesta - el tiempo que pasa entre que se carga la pantalla en el
ordenador del informante y la respuesta se envía.

2. Si, y en qué sentido, el informante cambia su respuesta.

3. El orden en que las preguntas son respondidas.

Analizando estos paradatos se pueden mejorar los instrumentos de recogida electrónica
de datos.

11.6 Análisis de datos cualitativos

En todo tipo de encuestas se usan métodos cualitativos de investigación. La investiga-
ción cualitativa se caracteriza típicamente por diseños muestrales deliberados con un
número pequeño de casos. Hemos visto que los métodos cualitativos varían y pueden
incluir contacto personal entre investigadores y sujetos, observaciones abiertas o encu-
biertas, y análisis de textos y documentos. Aunque es inapropiado hacer inferencias
estadísticas generalizadas a una población objetivo, los datos resultantes son ricos en
detalles, proporcionando contexto subyacente y una visión de la información empírica.
Veamos ahora métodos de análisis, resumen e informes de resultados de métodos cuali-
tativos.

Los datos cualitativos recogidos durante el desarrollo y las pruebas de los instrumentos
de encuestas consistirán en conversaciones, observaciones y documentos. Los datos
cualitativos proporcionan información sobre el ’qué’ y el ’por qué’, y están caracteriza-
dos por proporcionar información rica y detallada. Como en cualquier otra recogida de
datos y análisis de proceso, pueden ocurrir errores , incluyendo el sesgo del investigador.
Todas estas cuestiones han dado lugar a la necesidad de métodos sistemáticos para el
análisis cualitativo (Miles y Huberman 1994).

El análisis de datos cualitativos no es una tarea sencilla, ya que generalmente se recoge
una cantidad enorme de datos cualitativos. El volumen de datos puede resultar abruma-
dor, dejando al investigador no seguro de por dónde empezar. La tarea es convertir la
cantidad de datos en un resumen y asegurar que éste es un fiel reflejo de los datos.

Captura de datos

En primer lugar, los datos necesitan ser capturados de los medios en los que se encuen-
tran. Las entrevistas grabadas en audio o en vídeo tiene que ser resumidas o transcritas.
Si este trabajo es realizado por personal que no pertenece al instituto de estadística, en-
tonces debe firmar un documento que asegure la confidencialidad. Además es necesario
usar métodos que aseguren la calidad con el fin de que los datos sean acurados.

Tipos de análisis

Distintos tipos de técnicas de análisis son necesarias para distintos tipos de investigacio-
nes cualitativas.
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Los datos recogidos de entrevistas, grupos de debate, u observaciones son típicamente
analizados usando análisis de contenidos. Este enfoque consiste en identificar temas a
partir de los datos, o categorizar la información de acuerdo con temas previamente
identificados. Algunos de los pasos son:

• Añadir códigos a un conjunto de notas de campo extraídas de observaciones o
entrevistas;

• Anotar reflexiones u otros comentarios en los márgenes;

• Ordenar o cribar este material para identificar frases similares, relaciones entre
variables, patrones, temas, etc.;

• Aislar estos patrones y procesos, coincidencias y diferencias, y llevarlas a campo
en la siguiente ola de recogida de datos;

• Elaborar gradualmente un pequeño conjunto de generalizaciones que cubra las
consistencias detectadas en los datos de base;

• Confrontar estas generalizaciones con un conjunto de información formalizado en
forma de constructos o teorías.

La mayoría de los análisis de datos cualitativos tendrán tres flujos simultáneos de
actividad: reducción de datos, visualización de datos, y extracción de conclusiones/ve-
rificación.

Reducción de datos

Una dificultad del análisis de datos cualitativos es tener una posición neutral, sin prejui-
cios, con el fin de asegurar la validez y la fiabilidad. Para conseguirlo los estadísticos se
debe sumergir en los datos, con el objetivo de identificar los temas clave que surgen de
los datos.

Durante la reducción, los detalles contextuales también se deben de tener en cuenta.
Por ejemplo, si el informante tuvo acceso a los datos requeridos en el cuestionario o
las condiciones en la oficina durante la realización de la entrevista cognitiva si ésta se
realizó en la oficina.

El proceso de reducción de datos también depende del objetivo de la investigación y de
los métodos usados para recoger los datos.

Display de datos

A continuación de la reducción de datos, hay que examinar los temas para identificar
las asociaciones existentes entre ellos. Por ejemplo, quizá muchos informantes que no
pudieron proporcionar los datos de una determinada pregunta son empresas pequeñas
u hogares con determinadas características. Esto relaciona el tema y el contexto. Esta
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actividad se puede hacer de forma visual, usando diagramas de flujo. Sin este paso los
resultados pueden consistir sólo en temas y subtemas, pero sin las conexiones entre
ellos.

Extracción de conclusiones y verificación

Una vez que se ha realizado el análisis, las conclusiones se pueden alcanzar centrándose
en los patrones comunes percibidos a partir de los datos. A medida que se alcancen las
conclusiones a menudo será necesario verificarlas volviendo a los datos brutos.

11.7 Enfoques multimétodo para el desarrollo, testeo y evaluación

Puesto que muchos métodos de pretesting son cualitativos, usar más de método para
desarrollar, pretestear, y/o evaluar un cuestionario puede incrementar la confianza en
los resultados de los estadísticos. Los distintos métodos tienen sus fortalezas y defi-
ciencias, y suelen ser complementarios. Algunos métodos ayudan a revelar o entender
la naturaleza de problemas con las preguntas o los cuestionarios, mientras que otros
métodos sugieren soluciones, mientras que otros métodos comparan las alternativas o
evalúan la efectividad. Véase (Bavdaz 2009) para más información.

11.8 Organización y logística

Estructuras organizativas de la encuesta para el desarrollo, testeo y evaluación de
instrumentos

En muchos INEs el personal está organizado por encuesta o por dominio, por eso adquie-
ren experiencia en el tema tratado en la encuesta. En la mayoría de los casos obtienen
su experiencia en fases posteriores para sugerir modificaciones en los cuestionarios.
Y los expertos en los cuestionarios trabajan fuera de estas áreas de dominios, aunque
algunas organizaciones asignan especialistas en el diseño de encuestas a expertos en
temas. Es importante que el experto en el diseño del cuestionario forme parte del equipo
que desarrolla una encuesta desde el principio. El uso de su conocimiento sobre las
perspectivas de los informantes y buenas prácticas en el diseño de cuestionarios puede
contribuir al proceso de conceptualización y de operacionalización, junto con el resto
de interesados, expertos en la materia, estadísticos a cargo de la encuesta, ayudando a
resolver problemas comunes y a evitar obstáculos.

Logística de prestests

Procedimientos para entrevistas pretests, incluyendo entrevistas cognitivas, tienen dife-
rentes características dependiendo de si las encuestas son sociales o económicas. En el
caso de las sociales se suelen desarrollar en un laboratorio, mientras que en el caso de
las económicas pueden realizarse directamente en la empresa, para que los informantes
tengan acceso a sus datos. Esto implica un mayor coste en tiempo y dinero, pero a
cambio el contexto es más realista. Debido a las limitaciones de recursos, alguna vez
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los pretest cognitivos se han desarrollado mediante entrevistas telefónicas o con un
cuestionario auto-administrado. Sin embargo, las comparaciones entre estos métodos
abreviados y las entrevistas cognitivas tradicionales face-to-face han mostrado que las
últimas proporcionan información más completa y detallada.

En relación con la duración, también se observan diferencias entre las encuestas sociales,
más largas, y las económicas, 60-90 minutos. Por este motivo en el caso de las encuestas
sociales se suele usar todo el cuestionario, mientras que en las económicas se reduce a
un conjuntos de preguntas.

Los tamaños de las muestras varían mucho debido a las condiciones de las organiza-
ciones. Los estudios pueden usar grupos de tan sólo 2-5 personas hasta grupos de 60,
dependiendo de los objetivos del estudio y de los recursos.

Aunque no es inusual realizar sólo una ronda de entrevistas con un pequeño número de
casos en los estudios cognitivos, es preferible rondas múltiples o fases en las entrevistas
pretest, en los que el cuestionario es rediseñado entre fases. Habitualmente, las entrevis-
tas cognitivas pretest son realizadas por expertos en el desarrollo de cuestionarios y por
metodólogos.
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