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RESUMEN

Existe una abundante literatura dedicada a la identificacion y tra-
tamiento de las observaciones atipicas, de los outliers, en un contexto
de series temporales. Sin embargo, esta experiencia no puede extra-
polarse directamente al caso espacial debido a las peculiaridades
propias de la Gltima dimension. En el trabajo pretendemos avanzar en
esa direccion, centrando la discusion en las consecuencias de las ob-
servaciones atipicas sobre los contrastes de especificacion mas habi-
tuales en regresiones de corte transversal. Presentamos en primer |u-
gar una serie de resultados analiticos cuya finalidad es intentar delimi-
tar el impacto experimentado por los estadisticos de contraste. Com-
pletamos el analisis con un ejercicio de Monte Carlo disefiado para
medir con mayor precision los efectos de las anomalias existentes en
la informacioén muestral.

(¥) Este trabajo ha sido posible gracias al apoyo financiero brindado por el proyecto SEC
2002-02350 del Ministerio de Ciencia y Tecnologia del Reino de Espana. El autor agradece
igualmente la inestimable colaboracion de Ana Angulo.
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1. INTRODUCCION

Las series empleadas en trabajos aplicados son proclives a la generacion de
observaciones extrafias. Dixon (1950, p. 488) se refiere a observaciones que son
‘dudosas a los ojos del analista’; ‘disidentes’, ‘discordantes’ o ‘sorprendentes’ son
términos usados por Beckman y Cook (1983, p.120). Shekhar et al. (2002, p. 452)
previenen sobre las consecuencias de ‘observaciones que parecen ser inconsisten-
tes con el resto’. Hawkins (1980, p.1) es un poco mas especifico cuando alude a
observaciones que se 'desvian tanto de las otras observaciones como para arrojar
sospechas de que han venido generadas por un mecanismo diferente’. Se trata, en
definitiva, de las observaciones que Pefia denomina atipicas(7) (Pefia, 2001).

Ante su presencia, la reaccion del analista suele combinar inquietud e incerti-
dumbre. Inquietud porque esas anomalias revelan cierta debilidad en los datos la
cual puede acabar erosionando la confianza en los resultados finales. También
incertidumbre porque la causa que subyace a tales anomalias suele permanecer
oculta. Anscombe (1960) cataloga esas observaciones en atribuibles a errores
cometidos en la codificacidon de la informacion y en las asociadas a la variabilidad
inherente al proceso estadistico que genera los datos. La medida que se impone en
el primer caso es simple: revisar la informacion muestral para depurar los errores
existentes. Si el atipico pertenece a la segunda categoria, la decision ya no estéa tan
clara (Evans, 1999): revisar el modelo, eliminar las observaciones afectadas, filtrar
el conjunto de observaciones de acuerdo a algun criterio, transformar las variables,
etc. son algunas de las sugeridas mas a menudo.

Profundizando en la definicion propuesta por Hawkins, deberiamos afiadir un
tercer caso concretado en la existencia de una ruptura estructural, de caracter
parcial o local, que afecta al proceso generador de un nimero reducido de indivi-

(1) Durante el proceso de revision he mantenido una cierta polémica con uno de los
evaluadores del trabajo, mas partidario del término ‘outlier’. El evaluador entendia que el
término ‘outlier’, al que da carta de naturaleza Anscombe (1960), es mas general y se adecua
mejor a casos, como el que se desarrolla en el trabajo, en los que no es posible discernir a
priori la naturaleza o el motivo de la anomalia. En este sentido, el término ‘atipico’ estaria
mas vinculado al hecho final de ser un punto ‘extremo’ con respecto al resto. Sin embargo y
aun reconociendo la sensatez de estas observaciones, en este trabajo el término ‘atipico’ se
emplea como sindnimo del término inglés ‘outlier’.
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duos. Las observaciones producidas en tal caso emergeran como atipicas con
respecto a las restantes aunque seguiran siendo legitimas, en el sentido de Barnett
y Lewis (1994). Sin embargo, su mantenimiento en la muestra, si no se controlan de
alguna forma, producira efectos contaminantes muy perjudiciales para la estimacion
y el contraste del modelo.

La literatura especializada en el andlisis de series temporales ha avanzado mu-
cho en la discusion sobre el impacto y las consecuencias de los ‘outliers’ con
resultados muy interesantes. Los trabajos de Chang et al. (1988), Tsay (1988),
Perron (1989) o Pefia (1990) son so6lo algunos de los pioneros en esta linea. Las
referencias son numerosas para el caso multivariante mas general; entre los méas
relevantes pueden citarse, por ejemplo, los trabajos de Rao (1973), Tukey (1977),
Huber (1981), Sachs (1982), Rousseeuw y Leroy (1987) o Belsley (1991).

La situacion existente en un ambito espacial es peculiar. Por un lado, los datos
de corte transversal son propensos a la generacion de observaciones anémalas, de
manera que términos como heterogeneidad, inestabilidad, irregularidad, etc. se
emplean frecuentemente en este tipo de aplicaciones economeétricas. Sin embargo,
las referencias dedicadas al binomio ‘Espacio-Observaciones Atipicas’ son escasas
(la lista se reduce, basicamente, a los trabajos de Wartenberg, 1989, Martin, 1992,
y Haining, 1994 y 1995; ver también Cressie, 1993). El presente trabajo quiere
contribuir a paliar ese déficit, centrando la discusién en el caso especifico de un
modelo econométrico de corte transversal en el que alguna observacion presenta
rasgos peculiares. El enfoque que adoptamos coincide con el descrito por Hawkins
(1981): las observaciones afectadas son legitimas pero no totalmente homologa-
bles con las restantes al existir una ruptura estructural local inadvertida por el
analista.

Nuestra preocupacion, en particular, se centra en la sensibilidad, en la robustez,
de los contrastes de especificacion habituales en este contexto, singularmente los
dedicados a analizar la existencia de dependencia espacial. Para ello, en la seccion
segunda ofrecemos algunos resultados analiticos relativos a la bateria de contrastes
seleccionada. En la seccion tercera se resuelve un ejercicio de simulacion para
intentar concretar mejor la sensibilidad de esos contrastes a la presencia de observa-
ciones atipicas en la muestra. El articulo finaliza con una seccion de conclusiones.

2. OBSERVACIONES ATIPICAS EN MODELOS ECONOMETRICOS DE CORTE
TRANSVERSAL

Es evidente que la presencia de observaciones atipicas, de ‘outliers’, en una
muestra va a tener consecuencias indeseadas sobre los instrumentos de inferencia
y contraste utilizados en analisis de tipo aplicado. Las referencias incluidas en la
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seccién de Introduccion permiten sostener tal afirmacion con rotundidad. Asumien-
do ese efecto pernicioso, en la presente seccion vamos a tratar de delimitar el
impacto que ese tipo de observaciones tiene sobre los estadisticos de especifica-
cion empleados mas habitualmente en andlisis econométricos de corte transversal.

En concreto, nos referimos a los estadisticos | de Moran, LM-ERR, LM-EL y KR,
relativos al andlisis de dependencia espacial en la perturbacion, junto al LM-LAG y
al LM-LE cuyo objetivo se centra en analizar la estructura dinamica de la ecuacion.
A los anteriores afiadimos el contraste SARMA cuya hipétesis nula es conjunta:
estructura estatica en la ecuacion y un término de error ruido blanco. Es importante
resefiar, con respecto al objetivo de este trabajo, que los siete contrastes se cons-
truyen en torno a los residuos de la estimacion MCO (ver Apéndice 1). Dado que
estos residuos responden a la presencia de atipicos, la misma sensibilidad tiene
que trasladarse, en todo o en parte, a los estadisticos mencionados.

En el apartado 2.1 se examinan las distorsiones sufridas por los estimadores
MCO obtenidos en presencia de observaciones atipicas y bajo diferentes regime-
nes de dependencia espacial. En el apartado 2.2 centramos la atencion especifi-
camente en la reaccion de los contrastes de especificacion comentados ante esas
mismas anomalias.

2.1 Estimacion MCO en modelos con dependencia espacial y observaciones
atipicas

En términos generales podemos afirmar que el impacto de este tipo de puntos
depende de las propias dimensiones de la anomalia a lo cual debe afadirse, en
nuestro caso, la localizacion de la region contaminada y la estructura de dependen-
cias existente en los datos. Para apreciarlo con mas claridad, podemos utilizar el
siguiente modelo, que incorpora un atipico en la observacion r-ésima:

y=XB+nd+u

0 s#r 2 g
dg :{1 s—r :u~N(0;csuI)

Disponemos de R observaciones, en una muestra de corte transversal, tomada
cada una de ellas en una region distinta del espacio. En consecuencia, el vector y
de observaciones de la variable endégena es de orden (Rx1), mientras que la
matriz X de observaciones de las k variables explicativas es de orden (Rxk); B es un
vector de pardmetros de posicion de orden (kx1) y u el vector (Rx1) de perturbacio-
nes aleatorias. Las (R-1) observaciones que podemos denominar ‘tipicas’ se obtie-
nen como: y, = x'SB +ug; s#r, mientras que la procedente de la region r-ésima
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sufre un desplazamiento por valor de © en la media:y, = x,B +T+u,. Supondre-
mos que el vector de términos aleatorios, u, proviene de una distribucién normal
con vector de medias nulo y matriz de varianzas y covarianzas escalar. Inicialmente
asumimos la hipétesis de independencia, que més adelante relajaremos.

Salvo en circunstancias especiales, el usuario no conocera la peculiaridad aso-
ciada a la observacion r-ésima por lo que desarrollara un modelo econométrico
estandar, y=XB+v. La consecuencia sera que la ecuacion estara mal especificada,
al haberse omitido una variable explicativa (la ficticia d asociada a la anomalia de la
observacioén r-ésima). Este error se trasladara a la parte no controlada de la ecua-
cion, v=u+nd, en cuya estructura intervendrd el término no incluido en la parte
sistemética junto al componente aleatorio habitual, u. Las consecuencias de esta
situacion son bien conocidas (Aznar, 1988): los estimadores MCO son sesgados y
la distribucion de los residuos deja de estar centrada en el origen, aunque mantie-
nen la matriz de covarianzas habitual. Analiticamente:

y=Xp+nd+u=Xp+v [A3=[X'X]’1X'y—> ]] B+n[XX] X'd
E[V]:njd — [2]

— d .

V=m +u—>{V[V]:cﬁI \7=y—X[§:Mv—>{ [[v] iy m,

siendo M la matriz [I—X(X'X)‘1 X']. El vector m=Md se corresponde con la
columna r-ésima de M.

Los resultados anteriores se han obtenido bajo el supuesto de que no existian
mecanismos de interaccion espacial entre las unidades de observacion. A conti-
nuacion vamos a introducir efectos espaciales en el modelo, manteniéndo la ano-
malia en el proceso de generacion de la observacion r-ésima. En particular, vamos
a contemplar dos posibles estructuras de dependencia transversal conocidas en la
literatura como de dependencia residual (existen relaciones de tipo autoregresivo,
SAR, 0 media mévil, SMA, pero solo en la perturbacién) o sustantiva (los mecanis-
mos de dependencia se producen en la ecuacion principal del modelo).

En el caso de dependencia residual con estructura SAR, el modelo de referencia es:
y=XB+v y=Xp+v

v =pWv+u = v =[l-pW][u= V" + nd§a5 [3]
u=c+ndie~N0,02) [v'=[—pW] e;dsum = I-pW]d

siendo p el parametro del proceso SAR y W la denominada matriz de contactos, o
de pesos, espaciales que asumimos de tipo binario (Anselin, 1988). A diferencia de
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lo que ocurre en el caso de [2], ahora el desplazamiento en la media afectara a
todos los términos de error en una cuantia variable (ndgsg , correspondiente a la r-
ésima columna de la matriz |- pW]" multiplicada por 7). El error de especificacion,
consecuencia de la anomalia existente en la observacion r, sigue produciendo unos
estimadores MCO sesgados:

B=DXX'X'y = E[]=p+n[X X] X dan 4]

Los residuos MCO tampoco estan centrados en el origen. Ademas, la estructura
de dependencia SAR en la perturbacion afecta a la matriz de covarianzas del vector
de residuos:

E[V]=aMdag

V[V]= o2Mll- pW]?M &l

\“/=y—X[A3=Mv—>{

Si en la perturbacién domina una estructura media movil (hacemos v=u-6Wu en
la segunda ecuacion de la llave izquierda de la expresion [3]), los estimadores MCO
seguiran siendo sesgados y el vector de residuos también sufre un desplazamiento:

B =[x XXy = E[B]= B+ a[X X X' dipa [6]

E[\A/]= tMdgya

V[V]=o2MlI- WM o

\A/:y—Xfi:Mv—>{

Siendo dgya = [[-6 W]d. La peculiaridad es que, ahora, la incidencia del atipico
se concentra en los puntos localizados en las inmediaciones del contaminado. Por
ultimo, en el caso de autocorrelacion espacial sustantiva el impacto del atipico
alcanzara nuevamente a todas las observaciones:
y =pWy+XB+v y =[1-pW] ' [XB + rd]+ |- pW] e = .
o o] = s .

El sesgo de los estimadores MCO es relevante y los ajustes en la distribucion de
los residuos también son de importancia:

E[B)= [xX]"' X[l - pW] " XB + il 9]
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E[]=M[I-pW]'XB +7Md g

V[v]=o2Mll-pW]*M 1ol

\A/:y—Xfi:My—>{

2.2 Contrastes de dependencia espacial y observaciones atipicas

El contraste | de Moran es un contraste simple y muy utilizado en este tipo de
aplicaciones donde ha adquirido gran protagonismo gracias a su fiabilidad (Anselin
y Florax, 1995). Como indican Florax y de Graaff (2004, p. 35) se trata de un con-
traste ‘contra una estructura de dependencia espacial lineal y aditiva’ en el término
de perturbacion. Sin embargo, la presencia de anomalias como las que estamos
considerando provoca desajustes en el comportamiento del estadistico. Tal como
se demuestra en el Apéndice 2, el valor esperado de la | de Moran, bajo la hipétesis
nula de incorrelacion en la perturbacién e introduciendo una anomalia como la de
[1], es(2):

[11]

R || o2trMW + n?m Wm,
E[I]HO Sla 2 2
SO GU(R—k)+TC (1_prr)

siendo Sy la suma de todos los elementos de la matriz de contactos W,

R R ) . .
0 = E : . W, , COn W, el correspondiente elemento de W; p,, indica el
r= sS=

elemento r-ésimo de la diagonal principal de la matriz P=X(X'X)™X’, el cual mide el
grado de apalancamiento de la observacion asociada. Este elemento se encuentra
acotado, 0<p,<1, por lo que 1 2(1-p,,)> 0. Sin embargo, el impacto en el numera-
dor es incierto ya que la forma cuadratica m,Wm, es indefinida. Las consecuen-
cias sobre los momentos de segundo orden son dificiles de precisar en estos
momentos.

Los contrastes basados en el principio del Multiplicador de Lagrange (Davidson,
1994) también sufren ajustes. Por ejemplo, la estimacién maximo-verosimil (MV en
adelante) del modelo de [3], introduciendo un error de falta de identificacién de un
punto atipico en la observacion r-ésima, conduce al vector gradiente (3):

. . . R |(trMW
(2) Si el atipico no existe, =0, el valor esperado se reduce a E[I]H0 = S_ Rk )
0 -

(3) Los detalles relativos a la estimacion MV de los diferentes modelos contemplados en
esta seccion pueden consultarse en Anselin (1988).
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ol ]
aalli X'B'(nd +¢)

a)=| L =L | (xd+eyBWind+ ) trwB™ [12]
dp Gy R (nd+e)(nd+e)
ol BT
— 2 20,
| do; |

siendo | el logaritmo de la funcién de verosimilitud del vector y, y el vector [B,p,c°] y
B la matriz [I-pW]. Su valor esperado, bajo la hipétesis nula de incorrelacion
(Ho: p=0), no sera cero:

X'd X,
E [g (Y)]‘Ho;p=o = iz 0 |= l2 0 [13]
ool m | o T
262 262

donde x; es el vector (1xk) de observaciones de las variables explicativas corres-
pondientes al punto afectado. La matriz de informacién muestral, nuevamente bajo
el supuesto de incorrelacion, deja de ser diagonal por bloques:

1 1 T !
(X'X) 2nX'Wd =%
2 €
H(y)=-E o = onarwx 2628, +n’s, 0 [14]
ayoy' o2 0
|HO:p=0 ¢ P 0 R 1 272
_gxr E " Rcf

siendo s, el elemento r-ésimo de la diagonal principal de W'W (si esta matriz es de
tipo binario, s, se corresponde con el nimero de contractos de la region r-ésima; ver
Cliff y Ord, 1981).

Sin embargo, el usuario, al desconocer la incidencia que afecta a la observacion
en cuestion, actuard de la forma acostumbrada. En concreto, para contrastar la
hipétesis nula de que la perturbacion es un ruido blanco (Hy: p=0) frente a la alter-
nativa de dependencia espacial (Ha:p #0), el contraste LM-ERR que se especificara
sera el habitual(4) (Anselin y Florax, 1995):

(4) El superindice A indica que se trata de una aproximacion al estadistico, o matriz,
relevante en cada caso.
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LM -ERR* =[g ()] [H*®)] [0 7)) [15]
El Multiplicador de Lagrange que deberia haberse utilizado es el siguiente(5):
LM-ERR=[g (7)-Eg ) I'HG) "'lg G)-Eg ()] ~%*() [16]

donde ‘as’ significa ‘asintéticamente’ (esto es, que el estadistico de la parte izquier-
da alcanza la distribucion que se especifica en la derecha so6lo en un contexto
asintético). Los estadisticos de [15] y de [16] pueden relacionarse al descomponer
la matriz de informacién de [14] como:

0 2tX'Wd = x|
(X'X) 0 0 2
H(y)zHA(y)+HB(y)=i2 0 225, 0 +i2 2ndW'X  n?s, 0
& R GS T Tc2
o}

€

[17]
0 0o — —x 0

2 2 M
208 G,

Introduciendo la dltima expresion en el Multiplicador de [16] se obiene:
LM-ERR=[g(?)-Eg ()] () 1o () -Eg () 1=
a9)-Ea @) { W& -+ 6)|lo 6)-E ()]-

o (GYH G "9 6)+Ea () [H*6)"Ea ()-20 GV [HA ()] "EQ () paey
[o()-Eg@) I H () [o () -Eg§)]=
9 () [HA®)] g ()+1mers ~2imers ~Imerg
Esto es:

LM—ERR =g (5} [H* (7)]" 9 (5) =LM—ERR—Imerr, + 2Imerr, +Imerr, [19]

(5) Anselin et al. (1996) se enfrentan a una situacién similar en la que, como en nuestro
caso, es necesario centrar el vector gradiente para obtener un Multiplicador de Lagrange con
buenas propiedades. La discusion en esa referencia conduce a los denominados Multiplica-
dores de Lagrange robustos a errores locales de especificacion en la hipétesis nula denota-
dos, en nuestro trabajo, como LM-EL y LM-LE.
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La matriz H' (7) recoge los errores cometidos en la especificacién de la matriz
de informacion muestral,

w @) =[ra] {mol [l [rol"
Los terminos Imerr;, para j=1, 2y 3, son tres formas cuadraticas,
imerr, =Eg (7)[H* (1) "€ (), imerr, =g (7)[H* ()| " Eg () v

Imerr, =[g (%) ~Eg ®) }F H* (%)[g (})—Eg (})], cuyo comportamiento se puede
caracterizar en cierta medida. El término Imerr, converge a cero en probabilidad
cuando el tamafio muestral tiende a infinito. Expresado de otra forma, si obtenemos
el limite probabilistico (que denotaremos por plim) de este término:

plimlimer _P I teg(oy [1A @] eq ()=

p i {[ng“)} {H;@)y (ngmJ } 20)
— oo R R

E'l{[%ﬂ e (0 [EQTF@]}O

donde I35 (v) es la matriz de convergencia asintotica de H*(y):

(XX
pllmT 0 0
R— e
. HA (y) 1 .
lim = — lim S
et)=P"m TR 570 262 PIm %0 g |-
R— 0 0 1
265
> oo 0
1 XX
—|0 2620 0 [21]
GS
0 0 1
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En esta expresion, o debe interpretarse como el nimero promedio de contactos
alcanzado en el sistema de regiones a medida que aumentamos el tamafio de la
muestra (el nimero total de contactos se corresponde con S,). El término Imerr,
converge a una constante positiva:

plim imerr; _plim {45):[w* ()] g ()=

plim (Mj {HAW)T B () = {Ea(i) [1s ()" Ealh)} = 22

R— oo R
2 2
s -1 n? s n?
(z] { szxxxr ’ 265 }_ (EJ { Fro ¥ 26§:|

. -1 : . o
siendo P, = X’Zxxxf una medida de apalancamiento de la observacion r-ésima

con respecto a la matriz de convergencia de los momentos muestrales correspon-
diente a los regresores del modelo, Zxx. Finalmente, el término Imerr; es una forma
cuadrética de un vector aleatorio, [g(7) —Eg (7)], sobre una matriz genérica, H"* (¥).
Es importante indicar que ese vector cumple un Teorema Central del Limite bien

definido: /R [g (v)-Eg(y)]  —N lO;IAS (y)_1J, siendo I, (y) la matriz de informa-

cion asintética del modelo de [3]. En consecuencia, la distribucion de probabilidad
de esa forma cuadratica se corresponde con la de una suma de variables chi-
cuadrado mutuamente independientes, con pesos A; (Johnson y Kotz, capitulos 28
y 29, 1970):

imerr, =[g (1) ~Eg ()W (1) 02) ~Eg )= A2 23

Las variables aleatorias z; se distribuyen de acuerdo a una ley normal N(0,1) y
los elementos {A, j=1, 2, ..R} son las raices caracteristicas de la matriz
L(y)'H* (y)L(Y), siendo L (y) la matriz que factoriza la matriz de informacion de
[14]: H(y)=L (y)L (y) (Kendall y Stuart, 1977).

Para analizar las consecuencias sobre el estadistico LM-LAG es necesario utili-
zar como referencia el modelo de [8]. El vector gradiente correspondiente a la
ultima especificacion es:
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a
; %lf X'(nd+¢)
agly)=—| — =l2 y' W'(nd+¢)—trwB™ [24]
9y 98? o | _R, (ad-+e)(nd+e)
_E_ 2 2(5§

Debe recordarse que ahora p es el parametro que acompafa al retardo de la
variable enddgena en el modelo de [8] y B es la matriz [I- pW]. El valor esperado del
gradiente de [24], bajo el supuesto de ausencia de efectos espaciales en la ecua-
cion (Ho: p=0), también es diferente de cero:

X

E [9(r)lop-o :Glz B 'X'Wd [25]
B T
262

€

La matriz de informacién muestral, bajo la hip6tesis nula, es de tipo general:

(X'X)  X'W (XB+nd) —X,

2 1yt 2
H(y):—E{ o1 } = | (xB+nd)y WX {B XZW (XB: Z“d)} ZpXwd | [26]
IHOp=0 +n°s, +20; S,

9 Oy
2
Lx, L dwWXp iz 1+2L2
Cy (o 20} Ro;

siendo W?=W'W. Esta matriz admite una descomposicién similar a la obtenida en el
caso del LM-ERR de modo que:

Hy)=H" (v)+H (y)=

0 nX'Wd s
(X'X)  X'WXB 0 o2
1 1 2 1 1 2
Dl pxewx PXWXBH o gwex [ZBXWIAHL T gewg | 27
2 2 2 2
o 26:S, TS, o
R b7 T uinn i
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El Gltimo resultado permite desarrollar el estadistico LM-LAG en una suma de
cuatro términos:

LM-LAG=[g (7)-Eg@)|' HG)"[a(#)-Eg (3)]=
o) [HA B () +Eg () [HA @]
Eg(7)-29() [H* 3" Ea(3)-lo()-Ea ()M ()lo () -Eg ()= (28]

g(3)(HA ()" 9(3)+Imlag, - 2imlag, ~Imlag,

La matriz H*(y) mantiene, formalmente, la misma estructura que en el caso ante-
rior, basta con actualizar el contenido de las matrices de base [HA (?)] y [HB (?)]
por lo que podemos escribir:

LM-LAG* =g(#)'[H* )] 'g(5) = LM—LAG ~Imlag, + 2imlag, +Imlag; [29]
El término Imlag, converge, con R, a cero:

plimImiagy _plim {eq sy [1A ()| Eg ()

(e
MR- (
P {[EQT?)] e &)1 [EQTF?)}} o

Nuevamente, Ixs(y) es la matriz de convergencia asintética de | a matriz H(y)
de [27]:




150 ESTADISTICA ESPANOLA

H* (v)
s )=P M
R— .
R
R —> o R —> oo
1 ' 2 . SO
A pp tim XWX g i XWX) ooz lim = [3
02 R R R—)oo -
€ —>
R— o
1
0 0 _
203
1 z"XX z"XWXB 0
= BZwx BZ, 2 B+20%0 o1
0 0 —
| 2(5§
El término Imlag, converge a una constante positiva:
plim -\ N R
o {e@r [H @] e ()=
—> oo
pllm 11;2 , 7'(,2
o 2 e e vitio-n) wap 2 - 2
2
=P, +vla-p,) wxpF

siendo P,; la misma medida de apalancamiento que interviene en [22], p, es la
columna r-ésima de la matriz P y V(p) es el limite de convergencia, bajo la hipétesis
nula, de la varianza del estimador MV de p:

. o -1 .
V(p)_pllm MMJ/R} :{izg'(zxwzx_zxwxz;l)g

R— o G, N

El comportamiento del término Imlag; resulta mas impreciso, aunque puede
mantenerse (adaptado) el resultado de [23]:

imiag, =[9(7)-Eg ()W ()[o()-E9 )= 12 139
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Las variables z; son variables normales unitarias N(0,1) y los pesos
{A;, j=1, 2, ...R} son las raices caracteristicas de L(y)H" (y)L(y), siendo L(y) la
matriz que factoriza la matriz de informacién de la expresion de [26].

Para concluir esta discusion dedicada a los Multiplicadores de Lagrange resta
por considerar el caso del contraste SARMA. La hipotesis nula es conjunta (la
ecuacion principal es estética y la perturbacion es un ruido blanco), por lo que debe
ampliarse el modelo de referencia:

y=pWy+XB+v
v =0Wv +u [34]
u=e+nd;e ~ iidN(0,62)

Los resultados relativos al gradiente se obtienen de la forma usual:

Ca T
aa[? X'D' (nd+¢)
a | 30 y'WD' (nd +¢&)— trWB™
glr)=="= ¥ |==5 | (xd+¢)D7" W (zd +¢)—trwD™" | =
y S0 e _E+ (nd+s)‘(nd+s)
al 2 20}
Py [35]
X,
p'X'Wd
T
E [g (’Y)]‘Hozp=e=0 = _2 0
(6}
€ e
262

siendo B=[l-pW] y D=[I-6W]. La presencia del atipico no tiene incidencia en el
término del gradiente asociado al estimador MV de 6, cuyo valor esperado es cero,
aunque si afecta a los restantes. La estructura de la matriz de informacion muestral
es compleja, incluso bajo la hipétesis de no interaccién espacial:
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2l
H(y)=-E {W} =
Vo [Ho :p=6=0

(X'X) X'W (XB +nd) 21X Wd Zx,
GS
(XP+ 7y W' X B'X'W2 (XB+2nd )+ Z(nB'X'Wzd— 2B X'Wd 36
1 +n%s, +6°S, n%s, +62S,) 2
2 ' 2 _
S| 2nd'W'X 2(2”0' w ZXB 2628, +n’s, 0
n’s, +6.S,)
T 2nd' W' XB R 2n?
—5 X _— 0 1+
o’ r CH 202 [ R GEJ

Esta matriz puede descomponerse en la suma de otras dos matrices, tal y como
se ha hecho con anterioridad:

H(y)=H" (y)+H® (y) =

X' X X'WXB 0 0
1 ) 2
B'X'W'X {BXV\Z’ XB*} 262S, 0
O 90 +
0 20628, 262S, O
0 0 R
L 20 |
a1 0 X' Wd 2nX'Wd X [37]
2 c
o €
£ Rty w2 'yt
—dwex |2 sz d+| |2np'x zv d-| 2nB )i wd
n°s, -2n°s, O.
+ 2 B
2nd W' X {hdwz XP } n’s, 0
2n°s,
' { 2
%Xr 2nd V2V XB 0 71:_4
L (o8 O, G, |

Finalmente, el estadistico SARMA se resume en:
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SARMA=[g(7)-Eg(®)I' [H®)I ' [a(7)-Eg(¥)]=
g G [HA O] o) +Egl) [HA ()] Eg(h)- 206y [HA (3] "Eg)

~[o()-Eg()I'H" ()le(7)-Eg(7)]=

(38]

a(7) (HA (\7))_1 g(7)+ sarma, — 2sarma, —sarma,

La estructura de la matriz H*(y), y la de las matrices constitutivas H* (7) y H® (7),
replica resultados conocidos. El estadistico SARMA errbneamente especificado al
no haberse introducido la anomalia de la observacion r-ésima puede expresarse
como:

SARMA* =g(}) [HA («?)T1 g(7)=SARMA — sarma, + 2sarma, + sarma,  [39]

El término sarma, converge a cero a medida que el tamafio muestral crece
mientras que el término sarma, tiende al mismo limite de convergencia que el
obtenido para Imlag,:

plimsarma, = plimimlag, = plim{g(} b ()] Eg()}=
R— e R— e R— e

li 2 )
g :noo {% {Ggprr +V (p)[d-p, ) WXBJ + ;‘_R}} - 0]

P+ v 6)lia-pr wxsP]

€

El término sarma; vuelve a ser una forma cuadratica de un vector de normales es-
tandarizadas sobre una matriz diagonal con elementos {A;, j=1, 2, ...R}, de modo que:

sarma, =[g(7)~Eg (7) ' ([0 (1)-Eg (1) ]= " »7 1)

Estos pesos {A;, j=1, 2, ...R} coinciden con las raices caracteristicas de la matriz
L(y)H" (y)L(y), , siendo L(y) la matriz que factoriza la matriz de informacion de
[36].
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3. CONTRASTES DE DEPENDENCIA ESPACIAL Y OBSERVACIONES ATIPICAS.
UN EJERCICIO DE MONTE CARLO PARA MUESTRAS FINITAS

La literatura especializada ha demostrado que la presencia de puntos atipicos
en una muestra crea distorsiones en el funcionamiento de los instrumentos de
inferencia. Esta observacion es valida con caracter general y es de aplicacion al
caso espacial al que se ha dedicado la seccién anterior. Los resultados obtenidos
muestran la sensibilidad de los estadisticos analizados a este tipo de puntos, cuya
incidencia se extendera también a la funcién de potencia de los contrastes. La
solucién analitica completa del problema no es factible en estos momentos, por lo
que un ejercicio de Monte Carlo emerge como una opcion recomendable. El primer
apartado de la seccion lo dedicamos a discutir las caracteristicas del ejercicio
resuelto, para centrar el contenido del segundo en los resultados obtenidos.

3.1 Caracteristicas del ejercicio de Monte Carlo

El problema de las observaciones atipicas en modelos econométricos de corte
transversal tiene muchas vertientes (nimero de atipicos, posiciéon geogréfica de los
mismos, dispersion, estructura de dependencias, etc.), por lo que seria necesario
desarrollar un ejercicio de gran envergadura para acotar todas sus ramificaciones.
En este sentido, los resultados que vamos a presentar son limitados puesto que
cubren solo unas pocas variantes.

De acuerdo con la discusién planteada en la seccion anterior, en el ejercicio se
han simulado dos tipos de modelos: estatico con estructura de dependencia resi-
dual, y dindmico con perturbacién ruido blanco. El modelo simulado en el caso
estatico tiene una estructura simple:

Yr :BO + BI X, TVer T =12,...,.R [42]

El término de perturbacion v, responde a los supuestos planteados, SAR 6 SMA:

ESTRUCTURA SAR ESTRUCTURA SMA

y=Xp+v y=Xp+v

v =pWv+u v=u-6Wu 43]
u=8+7rd;s~N(0,cfl) u=s+7td;8~N(0,cf|)

La ecuacion simulada en el caso dinamico se ajusta al planteamiento habitual:
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ESTRUCTURA DINAMICA
y=pWy + XB+v [44]
v =¢+nd; e ~N(0, %)

El término d se corresponde con la variable ficticia usada en [1] y T es un para-
metro que mide el tamafio del atipico. En [43] y [44], X es una matriz de orden
(Rx2) cuya primera columna, de acuerdo a [42], es de unos mientras que la segun-
da recoge las observaciones de la variable x,. Estas Ultimas se han obtenido de una
distribucion uniforme U(0,1). En todos los casos, los parametros f; (j=0,1) se han
mantenido iguala2y o f se ha hecho igual a 1, lo cual asegura un coeficiente de
determinacion medio en la regresion, sin efectos espaciales, de 0.80 aproximada-
mente.

Se han definido tres sistemas de regiones utilizando cuadriculas regulares de
5x5, 10x10 y 15x15 lo que resulta en tamafios muestrales de 25, 100 y 225 obser-
vaciones. La matriz W se ha especificado de tipo binario normalizado. Unicamente
se han simulado valores positivos en los parametros p y 6, comprendidos entre 0 y
0.99. Ademas, se han ensayado dos posibles localizaciones para el atipico, perifé-
rica o central. La primera supone intervenir una region situada, geograficamente, en
la parte externa del sistema mientras que en la segunda se ha actuado sobre una
region situada en el nicleo central del mismo. Por dltimo, el tamafio del atipico se
ha hecho depender de la dispersion del vector de perturbaciones €. En concreto, si
por G, denotamos la desviacidn tipica observada en este vector, el parametro n se
ha hecho igual a 0 (no hay anomalia), 2.56, (la anomalia es pequefia), 56, (la
anomalia es relevante) 6 7.56, (la anomalia es muy grande). Para simplificar la
exposicién, sélo vamos a presentar los resultados correspondientes al caso de un
atipico grande (r es igual 7.56,) con una posicién central.

3.2 Resultados de la simulacién

Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 1, dedicada al nivel de signifi-
cacion empirico de los contrastes, y en las Figuras 1 a 7 donde se presenta la
potencia estimada.

No hay sorpresas relevantes en los resultados de la Tabla 1. La presencia de
una observacion atipica en la muestra tiene efectos perniciosos sobre el tamafio de
los contrastes, especialmente cuando la muestra es pequefia y la anomalia es de
envergadura. La influencia del atipico es evidente en muestras de tamafio 25. Los
recortes observados en el nivel de significacion empirico son apreciables, de forma
que este Ultimo cae con frecuencia por debajo del 1.0% en respuesta a la anomalia
(el tedrico es el usual del 5.0%). El contraste KR parece ser el mas robusto a los
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atipicos mientras que los distintos Multiplicadores de Lagrange (singularmente los
corregidos, LM-EL y LM-LE) reaccionan vivamente. La situaciéon se repite cuando
se utilizan muestras de tamafio 100. El impacto sigue siendo apreciable por cuanto
la distorsion creada por el atipico reduce a la mitad, aproximadamente, el tamafio
de los contrastes. Finalmente, la existencia de la anomalia tiende a pasar desaper-
cibida en una muestra con 225 observaciones.

Tabla 1
TAMANO EMPIRICO PARA UN NIVEL DE SIGNIFICACION DEL 5%.(*)

R=25 R =100 R=225
Sin atipicos 1 atipico Sin atipicos 1 atipico Sin atipicos 1 atipico
1 de Moran 0.034 0.009 0.043 0.029 0.050 0.047
LM-ERR 0.044 0.014 0.049 0.030 0.048 0.049
LM-EL 0.044 0.027 0.054 0.024 0.052 0.050
KR 0.061 0.033 0.050 0.035 0.050 0.051
LM-LAG 0.068 0.033 0.047 0.025 0.061 0.061
LM-LE 0.070 0.017 0.054 0.024 0.063 0.065
SARMA 0.053 0.007 0.048 0.021 0.052 0.057

(*) El intervalo de confianza tedrico para p (probabilidad de rechazar la hipdtesis nula), en un ejercicio
de 1000 réplicas, es 0.036 < p < 0.064.

Los resultados obtenidos para la funcién de potencia estimada se presentan en
las Figuras 1 a 7 (los detalles pueden obtenerse directamente del autor). Algunos
aspectos de estos gréaficos ya eran conocidos con anterioridad. La debilidad de los
contrastes de dependencia espacial en un contexto de muestras pequefas es uno
de ellos. Otro es el peor funcionamiento de todos los contrastes cuando en la
hipotesis alternativa se simula un proceso media mévil. Tampoco es una novedad
la aparente superioridad del contraste | de Moran para detectar patrones de depen-
dencia espacial en la perturbacion, ni tampoco las carencias del contraste KR,
sobre todo en estructuras SMA (Florax y de Graaff, 2004).

Las figuras ponen de manifiesto, igualmente, el comportamiento poco selectivo
de los estadisticos tradicionales, sensibles a todo tipo de procesos de dependencia
espacial (esto es, que afecten solo a la perturbacién o al retardo de la endégena en
la ecuacion principal). Esta falta de criterio es la razon de ser de los Multiplicadores
robustos (LM-EL y LM-LE), los cuales tienden a discriminar, efectivamente, aten-
diendo a la naturaleza del proceso de dependencias (residual o sustantiva). El
coste es una cierta pérdida de potencia y un comportamiento mas irregular en su
funcionamiento. Por ejemplo, la simulacion de valores proximos a la unidad en el
parametro de autocorrelacion espacial provoca distorsiones, como las de la Figura
4, en el caso del contraste LM-EL bajo dependencia sustantiva y tamafio muestral
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225. El repunte final observado en la funcion de potencia es inesperado al igual que
la caida producida, en esa funcion, para el mismo caso (dependencia sustantiva) y
una muestra de 25 observaciones. Las anomalias en el comportamiento del con-
traste LM-LE no son tan manifiestas pero también se dan, como se aprecia en la
Figura 6. La extrafia relacién existente entre las funciones de potencia estimada,
con y sin atipicos, para el caso dependencia sustantiva y 25 observaciones cree-
mos que es atribuible al pequefio tamafio de la muestra.

Descontando esas circunstancias puntuales, podemos afirmar que la existencia
de observaciones atipicas se traduce en un peor funcionamiento para todos los
contrastes de especificacion examinados. Las caidas son mas significativas cuando
la muestra utilizada es pequefia y, especialmente, cuando el proceso simulado en
la hipotesis alternativa es de tipo SMA. En tales circunstancias (ver Figuras 3y 4),
los contrastes KR y LM-EL son poco fiables, y su comportamiento no mejora ni
siquiera utilizando coeficientes de autocorrelacion con valores superiores a 0.90.
Sin embargo, el contraste KR parece ser el mas robusto a la presencia de atipicos
en la muestra cuando en la perturbacién domina una estructura SAR.

Las distorsiones creadas por las anomalias en los datos no son tan apreciables
cuando se difunden mediante un proceso de dependencia sustantiva. En este caso,
tal como se aprecia en las Figuras 5, 6 y 7, la pérdida de potencia sufrida por los
diferentes contrastes es menor. El estadistico LM-LAG es el que funciona mejor en
esta situacion, aunque su predominio se diluye conforme aumenta el tamafio
muestral. De esta forma, cuando se utilizan 225 observaciones, las diferencias
entre el estadistico LM-LAG y el LM-LE (robusto a errores locales de especificacion
de la hipotesis nula) son inapreciables tanto en potencia como con respecto a la
forma de la propia funcién de potencia.

Para finalizar, otro aspecto que conviene subrayar es que, si bien es evidente
que la incidencia de las observaciones anomalas se hace menor conforme el
tamafio muestral aumenta, todavia se perciben ciertas disfunciones en el compor-
tamiento de los estadisticos utilizando una muestra de tamafio 225. En este dltimo
caso, debe tenerse en cuenta que solo se ha intervenido un punto a pesar de
aumentar el tamafio muestral, lo cual no parece muy razonable en circunstancias
reales. Por el contrario, a medida que aumenta el tamafio de la muestra, la probabi-
lidad de contar con mas observaciones atipicas también crece. La observacion es
interesante aunque supera los objetivos del presente trabajo.
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Figura 1 (ContinGa)

TAMARO Y POTENCIA DEL CONTRASTE | DE MORAN EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 1 (Continuacién)

TAMARO Y POTENCIA DEL CONTRASTE | DE MORAN EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 1 (Conclusion)

TAMARO Y POTENCIA DEL CONTRASTE | DE MORAN EN PRESENCIA DE ATIPICOS

R=225

R=225

R=225

Dependenciaresidual. Proceso SAR

09000

s

07000

06000

05000

04000

00 o0 o 030 a0 os0 060 o os0

[——1OUTLIER - - - NOOUTLIER

Dependencia residual .Proceso SMA

09000

s

07000

06000

05000

04000

00 o0 o 30 a0 os0 060 o os0

Dependencia sustantiva
‘

[——1OUTLIER - - - NOOUTLIER



OBSERVACIONES ATIPICAS EN REGRESIONES DE CORTE TRANSVERSAL

TAMARO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-ERR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 2 (Continuacién)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-ERR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 2 (Conclusion)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-ERR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 3 (Continda)
TAMARNO Y POTENCIA DEL CONTRASTE KR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 3 (Continuacién)

TAMARNO Y POTENCIA DEL CONTRASTE KR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 3 (Conclusion)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE KR EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 4 (ContinGa)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-EL EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 4 (Continuacién)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-EL EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 4 (Conclusion)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-EL EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 5 (Continta)
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Figura 5 (Continuacién)
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Figura 5 (Conclusion)
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Figura 6 (Continta)
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Figura 6 (Continuacién)
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Figura 6 (Conclusion)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE LM-LE EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 7 (ContinGa)
TAMARNO Y POTENCIA DEL CONTRASTE SARMA EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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Figura 7 (Continuacién)
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Figura 7 (Conclusion)

TAMANO Y POTENCIA DEL CONTRASTE SARMA EN PRESENCIA DE ATIPICOS
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4. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

El objetivo de este trabajo era tratar de precisar mejor la incidencia de las ob-
servaciones atipicas sobre los contrastes de especificacion empleados mas a
menudo en un contexto espacial. La cuestién se ha discutido con detalle en el
analisis de series temporales, donde ocupa un lugar prominente. Sin embargo, la
evidencia aportada para el caso espacial es todavia muy limitada.

La aproximacion analitica resuelta en la seccién segunda corrobora resultados
conocidos en el caso general: la presencia de anomalias en la muestra afecta a la
fiabilidad de los instrumentos de inferencia. Las distorsiones sufridas por los esta-
disticos examinados dependen, entre otras cosas, del tamafio de la anomalia y del
grado de apalancamiento correspondiente a las observaciones de las variables
explicativas del punto contaminado. La peor situacion combina un gran tamafio en
la anomalia con un fuerte apalancamiento en las exdgenas; es decir, se trata de
una observacion que es atipica tanto en el espacio X como en el espacio [X | y].
Debe recordarse que un apalancamiento elevado implica que la observacion tiende
a apoderarse del plano de regresién muestral forzandolo, en el limite, a que pase
por sus inmediaciones. En consecuencia, el residuo asociado sera pequefio (primer
error: el residuo deberia ser grande para alertar sobre la anomalia) a costa de
alterar el contenido informativo suministrado por las restantes observaciones (se-
gundo error: la malla de dependencias espaciales se distorsiona).

La simulacién llevada a cabo en la seccion tercera nos ha permitido confirmar
algunos de estos resultados. Por ejemplo, el impacto de las observaciones atipicas
guarda una relacién inversa con el tamafio de la muestra pero es directa con el
tamafio de la anomalia. Ademas, las distorsiones creadas por estos puntos se
debilitan a medida que aumenta la intensidad de la dependencia espacial existente
en los datos. Estos resultados eran esperados a priori. Sin embargo, también se
han producido otros mas sorprendentes. Por ejemplo, el hecho de que las anomali-
as en los datos tengan menor incidencia cuando se propagan mediante procesos
de dependencia espacial sustantiva es uno de ellos. La distinta sensibilidad mos-
trada por los diferentes estadisticos es otro aspecto a significar, incluido el compor-
tamiento aparentemente mas robusto del contraste KR en el caso SAR.

Para finalizar, la principal conclusion que podemos avanzar es la importancia de
analizar con detenimiento la informacion muestral, antes de acometer el trabajo de
modelizacion economeétrica, prestando especial atencion al problema de los puntos
extremos, atipicos u outliers. Cualquier que sea la decisién tomada con respecto a
eso0s puntos, la sugerencia de Chatterjee y Hadi (1988, p.80) nos parece singular-
mente acertada: ‘No se deben rechazar mecéanicamente los atipicos (‘outliers’ en el
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original) y proceder con el analisis. Si los atipicos son observaciones genuinas
(‘bona fide’ en su terminologia), pueden estar indicando la no adecuacion del
modelo bajo ciertas condiciones especificas. A menudo proporcionan claves valio-
sas para que el analista pueda construir un modelo mejor’. La evidencia aportada
en este trabajo, aunque no sea mMAas que una primera aproximacion al problema,
nos permite ratificar la pertinencia de esta observacion.
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APENDICE 1. ESTADISTICOS DE ESPECIFICACION ANALIZADOS

Los contrastes analizados se encuentran referidos siempre al modelo de Ia hlpo-
tesis nula; esto es y=Xp+u. Este modelo se ha estimado por MCO, donde o 2 y B
son los correspondientes estimadores MCO y ( las series de residuos. Los con-
trastes obtenidos son los siguientes (ver Anselin y Florax, 1995, para los detalles):

R ua'WwWa
| de Moran: | = So A.A' O—Z”Z“ rs [A1.1]

u

i;n = tr[W'W + WW] [A1.2]

G Rj,.s ©
P TBZ [AL.3]
RJP B
TestKR: KR =hy & Z Z6 [AL.4]
., 2
Test LM-LAG: LM —LAG = — (“ V2VyJ [ALS5]
Rio-s G
O'Wy  a'wa)?
52 &°
Test LM-LE: LM — LE = . [AL.6]
ij B _T'I
[u'Wy G'WOJ
~2 22 VYA
Test SARMA: SARMA =~ O +l(“ VX“J [AL7]
Ripp — Ty T\ 6
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Ademas, R]p,ﬁ =T, + (fi X WMWXB)/(‘;2 y M:[I-X(X’X)'IX']. Por otra parte, € es
el vector de residuos de la regresion auxiliar del contraste de Kelejian-Robinson

(KR), de orden (hgx1), Z la matriz de variables explicativas incluidas en esa ultima
regresion y ¢ la estimacion del vector de parametros asociado.

Como es conocido, la distribucion asintética del estadistico de Moran estandari-
zado es una N(0,1); los dos multiplicadores de Lagrange que contindan, LM-ERR y
LM-EL, tienen una distribucion asintética %2 (1), y la distribucién del estadistico KR
es una y2(m), siendo m el nimero de regresores que intervienen en la regresion
auxiliar. La distribucion de los tres Ultimos contrastes también es una chi-cuadrado,
con un grado de libertad los dos primeros y con dos en el caso del contraste SARMA.
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APENDICE 2. VALOR ESPERADO DEL ESTADISTICO DE MORAN BAJO LA
HIPOTESIS NULA DE INCORRELACION Y ANOMALIAS EN LA GENERACION
DE LA OBSERVACION r-ESIMA

En este apéndice vamos a obtener el valor esperado del estadistico de Moran
cuando se utiliza sobre los residuos MCO de un modelo como el de [2] en el que la
perturbacion se halla incorrelada espacialmente pero se ha cometido un error de
especificacion, al haberse omitido la variable ficticia d vinculada a la anomalia.
Como se indica en [2], el resultado sera un término de error compuesto, v=nd +u,
unos estimadores MCO sesgados y unos residuos MCO, v=y — Xﬁ =M(u+ nd),

no centrados en el origen: E[V]=7Md=m,, siendo m {I—X(X'X)qx} y m=Md.
En cualquier caso, el estadistico de Moran se obtendra de la forma usual:

_R YWY

| —
Sy V'v

[A2.1]

R R ., L. .
Con S, = E ; E , Wrs - La resolucién de los momentos del estadistico |, bajo la
r= S=

hipotesis nula de independencia, es simple cuando utilizamos el argumento de CIiff
y Ord (1981, p. 201) ‘Podemos evaluar los momentos del estadistico | usando el
teorema de Pitman-Koopmans. La aplicacion directa de este teorema implica que:

E[W}[EJDM@:LZ... [A2.2]

E {(o- oﬂ

dado que Iy v'v son independientes’. En nuestro caso, debe tenerse en cuenta la
estructura del vector de residuos MCO: Vv =M(u + nd)=Mv . Haciendo p=1, el valor
esperado de la suma residual del denominador es:

E [#¢]=E [(utnd)' M(utnd) | =E [uMur 2 dMdk2miMd]=
02(R—k)+rc2d[I—X(X' x)*1><]d=
[A2.3]
o*(R—k)+1@ [d'd—d'X(X'X)’B('d]:

o (R-k)+(1-p,,)
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Actuando sobre la forma cuadratica del numerador:
E[V'W¥]=E[(u+nd MWM (u+rd) | =

E[MWMu + n2d' MWMd + 2nuMWMd] =
[A2.4]

2trMW + t2d'MWMd = 6*trMW + nm, Wm,

Por dltimo, introduciendo [A2.3] y [A2.4] en [A2.2] obtenemos el resultado final
correspondiente a la ecuacién [11]. Los momentos de orden superior pueden
derivarse replicando el mismo procedimiento. En Sen (1970) se detallan las condi-
ciones, relativamente débiles, bajo las cuales el estadistico | de Moran alcanza la
normalidad en un contexto asintético.
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OUTLIERS IN CROSS-SECTIONAL REGRESSIONS
ABSTRACT

There is an abundant literature dedicated to the identification and
treatment of outliers in the time series context. However, that cannot
be extrapolated directly to the spatial case because of its particular
properties. In the present paper our intention is to advance in this di-
rection focussing the discussion on the consequences of outliers on
the most habitual specification tests in cross sectional regressions. We
present, firstly, a series of analytical results that try to delimit the im-
pact suffered by the most relevant specification statistics. We comple-
te the analysis with a Monte Carlo exercise designed to evaluate, with
greater precision, the effect of outliers in the sample.
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