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RESUMEN

Se trata de un articulo que analiza el estado del conocimiento sobre el
problema de la distribucidn, aislada y conjunta, de los estadisticos de orden
de muestras aleatorias simples o dependientes, asi como de las distribucio-
nes asintoticas de los extremos (maximo y minimo), los dominios de atrac-
cion y la distribucion penultima. También se analizan las distribuciones
limites de los estadisticos de orden alto o bajo, moderadamente alto o bajo
y centrales, tanto para el caso de independencia como para el de depen-
dencia.
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1. ORIGENES, INTRODUCCION Y MOTIVACION

Resulta dificil, si no imposible, dar con precision el origen de la Estadistica de los
valores extremos, ya que son muchas las referencias en la literatura existente de temas
que tocan o bordean el tema tanto desde el punto de vista tedrico como practico. Asi,
Chapplin (1880, 1882) se plantea ya el problema del efecto del tamafio en la resistencia
de materiales, que es un problema de valores extremos (minimos), Dodd (1923) estudia
el problema de las distribuciones del maximo y del minimo de una muestra, y Tippett
(1925) analiza el mismo problema para poblaciones normales. Sin embargo, no puede
asegurarse que estos problemas no fueran tomados o inspirados en otros trabajos, o
sugeridos por otros investigadores. No obstante, lo que si puede decirse es que uno de
los resultados centrales, que mas influencia ha tenido sobre su desarrollo, fue la demos-
tracion, por Fréchet (1927) y Fisher y Tippett (1928), de que solo son posibles tres
familias paramétricas de distribuciones limites para maximos y sus equivalentes para
minimos. A partir de ese momento empiezan a proliferar los trabajos en este area que
no deja de crecer hasta nuestros dias.

Es entonces cuando resurge el problema de la influencia del tamafio en la resistencia
y se pone de moda, dando lugar a trabajos muy interesantes como los de Peirce (1926),
Peterson (1930), Weibull (1939), Afanas’ev (1940), Kontorova (1940, 1943), Gillet
(1940), Tucker (1941, 1945), Gurney (1945, 1947), Fowler (1945), Gumey y Pearson
(1947), Daniels (1945), Epstein (1948) y Epstein and Hamilton (1948), entre otros.

De gran interés en el inicio de esta especialidad fueron también los trabajos de Finetti
(1932), Gumbel (1934, 1935a, b), Mises (1936) y Rice (1939), que abordaron el proble-
ma de la distribucion de los extremos: maximo y minimo de una muestra, y que
culminaron con la prueba en forma general, por Gnedenko (1943), del teorema de los
tipos de extremos. A partir de entonces se publican multitud de trabajos, la mayor parte
relacionados con aplicaciones, hasta que aparece el libro “Statistics of extremes’ de
Gumbel (1958), que supone otro de los hitos mas importantes en la historia de la
Estadistica de los valores extremos.

Las contribuciones mds importantes de los 25 afios siguientes, entre las que destacan
las contribuciones al caso de dependencia y los resultados referentes al caso multivaria-
do, han sido recogidas por Galambos (1978) y Leadbetter (1983). De ahi al momento
actual surgen infinidad de contribuciones al tema de extremos cuya descripcidon exhaus-
tiva sale fuera del objeto de este trabajo. Para referencias bibliograficas sobre el tema
consultar Galambos (1978, 1987), Harter (1978a, b), Leadbetter et al. (1983) o Castillo
(1988).

Una de las razones fundamentales del éxito y desarrollo logrado por la Estadistica de
valores extremos es su relacion con el disefio y proyecto en Ingenieria. En esta especiali-
dad, el disefio viene casi siempre condicionado por los extremos (maximos, minimos o
estadisticos de orden préoximo). Asi, una estructura de edificacion debe disefiarse para
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resistir las maximas cargas, los maximos vientos, los maximos gradientes de temperatu-
ra y los maximos terremotos, una obra de proteccion contra riadas se proyecta para
soportar los maximos caudales, un embalse para abastecimiento de agua a un nucleo
urbano se disefia para dar servicio bajo las condiciones peores de sequia, un dique se
proyecta para resistir las olas mayores, etc. Por ello, algunas especialidades ingenieriles,
como la Meteorologia, la Ingenieria Estructural, la Ingenieria Oceanografica, la Ingenie-
ria Hidraulica, la Resistencia de Materiales, la Ingenieria Eléctrica, la Ingenieria de
Trafico, etc. dependen inevitablemente de la Estadistica de valores extremos.

La Estadistica de los valores medios, que rindié culto supremo a la ley normal, no es
valida para resolver el problema de extremos y, por tanto, se necesita una herramienta
diferente. Algunas de las preguntas que deben resolverse en este area son:

a) ¢Como se distribuyen el maximo y el minimo de una muestra?
b) {Como se distribuye un estadistico de orden cualquiera?

¢) ¢Cuales son las distribuciones asintdticas de estos estadisticos, en especial las del
maximo y el minimo?, es decir, {qué pasa cuando el tamafio de la muestra tiende a
infinito?

d) iqué influencia tiene la dependencia de los valores de la muestra en los resultados
anteriores?

El objeto del presente articulo es dar una panorimica general y muy resumida de los
principales problemas y resultados practicos de la Estadistica de valores extremos. Por
ello, son muchas las omisiones, en contenido y referencias, impuestas por su objetivo y
por la limitacidon de espacio. Se comienza con un apartado dedicado a los estadisticos de
orden en el que se dan las distribuciones conjuntas de varios estadisticos de orden, no
solo en el caso de muestras aleatorias simples sino también en el de dependencia. A
continuacion, se analiza el problema de las distribuciones asintdticas de los extremos y
el de la determinacion del dominio de atraccidon cuando la funcion de distribucion de la
poblacion es conocida y cuando solo se conoce una muestra de la misma. Seguidamen-
te, se plantea y da solucion al problema de las distribuciones asintéticas de los estadisti-
cos de orden k. Finalmente, se estudian los problemas anteriores en el caso de muestras
dependientes, analizando en particular el caso de las sucesiones m-dependientes, los
modelos de media-movil y las gausianas.

2. ESTADISTICOS DE ORDEN

No cabe concebir un entendimiento completo de las distribuciones asintdticas de
extremos sin un conocimiento previo de las de los estadisticos de orden. Por ello, se
comienza este apartado dando las funciones de densidad y distribucién de un estadistico
de orden aislado y las conjuntas de varios de ellos. Seguidamente se analiza el caso de
muestras no aleatorias simples o dependientes.
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Definicion 1. (Estadistico de orden)— Sea (X;, X,,..., X,) una muestra procedente de
una poblaciéon. Si los valores de la secuencia X,, X,,..., X, se ordenan en orden
creciente, X,, < X, < ..< X,.,, de magnitud, entonces el miembro r-ésimo de esta
nueva secuencia se denomina estadistico de orden r de la muestra dada.

Entre los estadisticos de orden destacan el primero y el ultimo, que son el minimo,
X;n = Min(X,, X,,..., X,), y el maximo, X,, = Max(X,, X,,..., X,) de la muestra,
respectivamente, y que juegan un papel preponderante en las aplicaciones.

2.1. Estadisticos de orden procedentes de muestras aleatorias simples

En esta séccion se supone que X, X,,..., X, son independientes e idénticamente
distribuidas con funcion de distribucion F(x).

2.1.1. Distribucion de un estadistico de orden

La funcidn de distribucion, FX,.,,(X)» del estadistico de orden k es (ver David (1981))

Fr, (0=P (X, Sx1=1-F, (-D=% (JFWI1-FoI™*=
' k=r

Frx)
=r(?) Io W - du =1, (rn-rel) (1

donde Fy_ (x) es la funcion de distribucion de X, y 1,(a.b) es la funcién beta incomple-
ta.

Si la poblacion es absolutamente continua, entonces X,., tiene una funcidén de densi-
dad dada por la derivada de (1) con respecto a x

Ji, 0=r (YF () [1-FO 1™ f(x) =
=F () [ 1-F(x)]"" Ax)/ B(r.n-r+1) )
donde B(a.b) es la funcién Beta.

2.1.2. Distribucion conjunta de varios estadisticos de orden

Sean X, . X, pneeees Xy €ON Fp < 1y << 1y k estadisticos de orden de una muestra
aleatoria simple de tamano »n procedente de una poblacion con funcion de densidad f(x) y
funcion de distribucion F(x). Con objeto de obtener la distribucion conjunta de este
conjunto de estadisticos de orden, considérese el suceso { v, < X, ., < x+Ax; 1 < < k}
para valores pequefios de Ax,, I < j < k (ver figura 1). Es decir, k de los elementos de
la muestra pertenecen a los intervalos (xpx#Ax) para 1 = j <k y el resto estdn
distribuidos de manera que exactamente r-r, ;-1 pertenecen al intervalo (x,.;.Y;) para
I </ <k, donde r,=0, r;, ,=n+l, X =-c0 ) X;, =00.
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Figura 1.- Ilustracion del experimento multinomial

Considérese el siguiente experimento multinomial con 2k+1 sucesos posibles: Obtén-
gase, al azar, n elementos de la poblacion y determinese a cual de los 2k+1 intervalos
de la figura 1 pertenecen. Puesto que se considera independencia y reemplazamiento, el
conjunto de los nimeros de elementos en los diferentes intervalos constituye una
variable multinomial:

M {n,f(x,)Ax,,f(xz)sz,...,/(xk)Axk, [F(x)) - F(xp), [F(x;) - F(x)l,..., [F(xy)) - F(x)]}

donde los parametros son n (el tamafo de la muestra) y las probabilidades asociadas
con los 2k+1 intervalos. En consecuencia, las propiedades de la variable aleatoria
multinomial pueden ser utilizadas y la funcion de densidad conjunta de los k estadisti-
cos de orden anteriores resulta ser

k k+ 1
S XXXy =1 ! ([I fx) TT {IFx) - FOg 17507 7 (rer - 1) 1)

j=1

x; Sx, <. S x, 3)

2.1.3. Otras distribuciones de interés

A partir de la distribucion (3) pueden obtenerse facilmente las de otros estadisticos de
interés como la del rango de una muestra, la diferencia de dos estadisticos de orden
cualesquiera o distribuciones condicionales. De éstas ultimas tienen mucho interés, por
su aplicacion en simulacion, las distribuciones condicionadas de dos estadisticos de
orden consecutivos. Asi, la funciéon de densidad de X,, condicionada por X,,,, = x,,
resulta (ver Castillo (1988) ).

S (X1/%2) = [ inin(X1X5) 7 S nlX5) = iflx)) FH(X/) / Fi(x) @)
Xi:n / X:+J’n

y su funcion de distribucion

F (x/xp) = [ F(x,) / F(x;) ] )
Xin/ X

i+ln
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X (X>0), es una variable aleatoria con funcién de distribucion H(x). Entonces, la
intensidad del terremoto de mdxima intensidad durante un periodo de duracion ¢ tiene
por funcién de distribucion

> exp{-ut} @) H' () / nt=exp { -ut(1-H(x) ) } 5 x 2 0

n=0

Fy ()= (12)

max

0 en otro caso A

2.2. Estadisticos de orden procedentes de muestras dependientes

En esta seccion se analiza el caso de dependencia y se obtienen formulas que son
validas para obtener las funciones de distribucion, exactas o aproximadas, de los
estadisticos de orden en el caso general.

Sean C,, C,,..., C, n sucesos arbitrarios. Entonces, se verifica la siguiente formula de
inclusion-exclusion:

P(U C)= % PC) - P(C,NC,)+
i=1 i=1 Sip<iz=n
n+/
*icne 3: i< P(C;,NC,,NC,) -k (D™ < Z e P(C; NC,N...NC,)
(13)
Llamando ahora
Sin= z P (C, NC,.N..NC,) (14)
' 1Sij<iy < <ipg<n 1 2 k
la expresion (13) puede escribirse
P(n C)=1-P(y C)= X IS, (15)
i=1 i=1 i=0
donde C; es el complemento de C,, y
Son =1 (16)

Por el cardcter alternante de los signos mas y menos en (13) y la definicion de S, ,, las
sumas truncadas dan limites superiores e inferiores a los valores de los miembros de la
izquierda. Mas precisamente

2s

3" 1's,, < POm,=0) = P(

i=0 i

s

C)< S (1)S,:0 <s <int[(n1)2]
1

i=0

"

a7
donde m,, es el nimero de C; que ocurren y in! [x] es la parte entera de x.
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Andlogamente, las funciones de densidad y distribuciéon de X,,,, condicionadas por
X, =X, son

f (X}/X,) = ('l-i) ](xz) [ l-F(x_,) ]""'I / [ l-F('\‘I) ]n»l (6)
xk’l.'n/xi.n X5 > X,
y
F O/x)=1-{[1-Fx) 1/ [ 1-Fe) 15 x, 2 x, M
xml n/x:_n

que para el caso de una poblacion uniforme resultan

F (x)/x5) = (x,/x,) 5 x5 2 x, (8)
xl.’n/xn—l:n

F (/x)=1-[(1-x) /7 A-x) 1" x, 2 x, ©)
xwl.‘n/xi:n

Estas dos ultimas expresiones son fundamentales para la simulacion directa de los
estadisticos de orden, y constituyen la base de los algoritmos para su simulacién (ver
Castillo (1988) ). Esta simulacion directa evita tener que ordenar la muestra, lo cual
consume mucho tiempo de ordenador.

2.1.4. Estadisticos de orden procedentes de muestras de tamaiio aleatorio

Hasta ahora se ha considerado el caso de muestras de tamarno fijo. Sin embargo, hay
muchos casos practicos en los que el tamafio de la muestra es claramente aleatorio. En
ellos las expresiones dadas no son validas.

Si la funcidn de probabilidad del tamafio de muestra es py = P[n=N], y el estadistico
en estudio, X, (estadistico de orden, diferencia de dos estadisticos de orden, etc.) tiene,
para tamafio de muestra fijo N, una funcion de densidad f{x;N) y una funcién de
distribucion F,(x;N), entonces el teorema de la probabilidad total permite escribir que
las funciones de densidad y de distribucion del estadistico X vienen dadas por

gx(x)= X pySfr(xN) (10)
N

Gyx)= X py FUx:N) an
N

donde el signo sumatorio se extiende a todos los valores posibles de N.

Ejemplo 1. (Intensidades de terremotos).— La ocurrencia de terremotos en una region
dada es un proceso de Poisson de intensidad y terremotos/afio, y su intensidad
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La probabilidad del suceso { m,=t } puede ser escrita en funcion de S, ,(i=t.t+1,..., n)
mediante (ver Galambos (1978) p. 19).

Pom=n= 3 (1Y ()S,,, o
i=0 t

La aplicacion ahora de las formulas anteriores a los sucesos
C=1{X, <x} (19)
C={X, > x} (20)

conduce a la obtencion de las funciones de distribucién de los estadisticos de orden X, .,
y xn-nl:n

F =P[X,, <x]=P[m,(x) 2 r1=P[m(x) < n-r) 20
X’fﬂ

F (0)=PX, ., Sx=Plm) <] 22)
xn-nl:n

donde m,(x) y m,(x) son el numero de C; y C; (i=1,2,..., n) que ocurren en la muestra,

respectivamente y que satisfacen la relacion

m,(x)+ m,(x)=n 23)
Puesto que ahora C(x) y C{x) dependen de x, los valores asociados de S,,, y S;, seran
denotados por S, (x) y S;,(x), respectivamente.
Ejemplo 2.— (Distribucion del mdximo).— Para r=1, la expresion (22) da

F (»=P[X,, S x]=P[m,(x) < 1]= P [m,(x)=0]
X

nn

resultando
25+ 1 . 2s
Y (DS (x)<F )= X DS 0 24)
i=0 X i=0

nn

donde §; ,(x) son los valores de (14) cuando C, es sustituido por C; .

Las dos desigualdades de la expresion anterior se convierten en igualdades para 2s=n
6 2s+l=n. En este caso dan la funcion de distribucion para el maximo en el caso
general. A
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Ejemplo 3.— (Distribucion del minimo).— Para r=1, la expresion (21) conduce a

F =P[X,,<x]=P[m) > 1]=1-P[m(x)=0]
xl‘n

y entonces resulta

25+ 1 2s
SE)S0ST-F (S 3 ¢1)S,0 25)
i=0 XI:n 1=0

que da las cotas o los valores exactos para la funcidn de distribucion del minimo. A

Para mas informacion sobre estadisticos de orden ver David (1983).
3. DISTRIBUCIONES ASINTOTICAS DE LOS ESTADISTICOS DE ORDEN

3.1. Caso de muestras aleatorias simples

En el apartado 2, se han dado las funciones de densidad y distribucion de un
estadistico de orden y las conjuntas de k de ellos. Aunque un analisis superficial pudiera
conducir a la idea de que ello resuelve el problema, lo cierto es que no es asi, ya que se
dan muchos casos en la practica en los que ello no es suficiente, e incluso las expresio-
nes dadas resultan completamente inutiles. Esto ocurre en los casos siguientes:

(i) Cuando el tamaiio de la muestra tiende a infinito.
(ii) Cuando la funcion de distribucion, F(x), de la poblacién es desconocida.
(iii) Cuando el tamafio de la muestra es desconocido.

En este apartado se aborda alguno de estos problemas y se muestra el resultado mas
importante (teorema de los tipos) de la Estadistica de los valores extremos. En lo que

sigue se supone que se trabaja con distribuciones continuas, por lo que la convergencia
en ley (convergencia débil) sera sustituida por la convergencia puntual.

3.1.1. Distribuciones asintdticas de mdximos y minimos
3.1.1.1. Planteamiento del problema

Tal como se ha mostrado en el apa. -:do 2, las funciones de distribucion del maximo,
Z,, y del minimo, W,, de una muestra de tamafio n procedente de una poblacién con
funcion de distribucion F(x) son

H,,(x) = Prob [Z, < x] = F"(x) (26)

L,(x)=Prob [W, < x]=1-[1 - F(x)]" (P2))
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Cuando n tiende a infinito se tiene

1 si F(x)=1
lim F'(x) = 28)
S 0si F(x) <1
0 si F(x)=0
lim1-[1-FWw) = (29)
S 1 si F(x) €1

lo que significa que las distribuciones limites son degeneradas.

Con objeto de evitar la degeneracion se buscan transformaciones lineales Y = a, + b, x
donde a, y b, son constantes, que dependen de n, y tales que las distribuciones limites

lim H(a,+b,x)= 1

n—> oo

im F"(a,+b,x)= H(x) ; para todo x 30)

—

lim L (c,+d,x)= lim 1 -[1 - F(c,+d,x) ]" = L(x) : para todo x (R3]

n—> oo n—=> oo

no degeneren.

Notese que se supone que H(x) y L(x) son continuas y por ello, (30) y (31) son
equivalentes a la convergencia débil.

Definicion 2.— (Dominio de atraccion de una distribucion)— De una distribucion, F(x),
se dice que pertenece al dominio de atraccion para maximos de una distribucion dada,
H(x), cuando satisface (30) para algunas sucesiones {a,} and {h, > 0} . Analogamente,
cuando F(x) satisface (31) se dice que pertenece al dominio de atraccion para minimos
de L(x).A

El problema de las distribuciones asintoticas de extremos puede entonces plantearse
asi:

(a) Encontrar condiciones bajo las cuales se verifican (30) y (31).

(b) Dar reglas para construir las sucesiones {a,,} y{b,}.

(¢) Encontrar qué distribuciones pueden ocurrir como H(x) y L(x).

3.1.1.2. Distribuciones limites y dominios de atraccion

La respuesta al tercer problema la da el siguiente teorema (ver Fisher y Tippett
(1928), Tiago de Oliveira (1958, 1959) 6 Galambos (1978) ).

Teorema 1.— (Distribuciones limites admisibles para mdximos)— Los unicos tres tipos
de distribuciones limites no degeneradas, H(x), que satisfacen (30) son
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exp(-xif x>0

FRECHET: H,by(x) = g (32)
0 en otro caso
1 if x20

WEIBULL: H, (x) = 3 (33)
exp(-(-x)’ ) en otro caso

GUMBEL: H; 4(x) = exp[-exp(-x)] ;-0 < X < oo (34)

Teorema 2.— (Distribuciones limites admisibles para minimos).— Los tunicos tres tipos de
distribuciones limites no degeneradas, L(x), que satisfacen (31) son

1 -expl-(-x)"] if x< O

FRECHET: L, ,(x) = (39%)
1 en otro caso
1-exp(-x") if x>0

WEIBULL: L, (x) = (36)
0 €n otro caso

GUMBEL: L, (x) = l-exp[-exp(x)] ;- < x < o0 37

Con objeto de conocer los dominios de atraccion de una distribucién dada y las
sucesiones {a,} 6 {c,} y {b, > 0} 6 {d, > 0} asociadas, tienen interés los siguientes
teoremas (ver Galambos (1978) ).

Teorema 3.— (Dominio de atraccion para mdximos de una distribucion dada)- La
distribucion F(x) pertenece al dominio de atraccion para maximos de

(i) H;,(x) si, y s6lo si, »(F) = e y
lim[1-F@x))/[1 -F@)]=x7;y>0 (38)

donde w(F) es el limite superior de la distribucion F(x).
(i) H,,(x) si, y solamente si, @(F) < < y la funcién
F*(xX)=F [w(F)-1/x] ; x > 0 39)
satisface (38).
(iii) Hj 4(x) si, y solamente si,

lim n{1- FIXm+ XX me) = Xiom) ] } = exp(-x) (40)

n—> oo

donde X, es el percentil 100a de F(x).
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Las constantes de normalizacién a, y b,, pueden ser elegidas como

(i) a,=0;b,=inf{x:1-F(x) < 1/n} @“én

(ii) a,=(F) ; b,=w(F)-inf{x:1-Fx) < 1/n} (42)
w F)

(iii) a,=inf{x:1 -F(x) < l/n} ; b,=[1-F(a,) ]’ J [1-FQ)]dy 43)

6 b,=inf{x:1-Fx) 2 1/(ne)} - a, (44)

A

Teorema 4.— (Dominio de atraccion para minimos de una distribucion dada).-— La
distribucion F(x) pertenece al dominio de atraccién para minimos de

(i) L, (x) si, y solamente si, 2(F) = - y

lim F(x)/F@t)=x7? ; y>0 45)
= -00

donde (F) es el limite inferior de la distribucidon F(x).
(ii) L, (x) si, y solamente si, a(F) > - y la funcion
FFxX)=F[a(F)-1/x] ; x< 0 (46)
satisface (45).
(iii) L;4(x) si, y solamente si,

lim n{F[X,,+x X me - X1} =exp(-x) 47

n—> e

Las constantes de normalizacion ¢, y d, pueden ser elegidas como

(i) ¢,=0 5 d,=sup{x F(x) < 1/n} 48)
(ii) ¢, = a(F) ; d,=sup { x: F(x) < l/n } - a(F) (49)
(iii) ¢, = sup { x:F(x) < 1/n} ; d,=F(c,)"' L:F, F(y) dy (50)

6 d,=sup{ x:F(x) < l/(ne)}-c, Gha
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Algunas implicaciones practicas de los teoremas anteriores son:

(a) Sdlo tres distribuciones (Frechet, Weibull y Gumbel) pueden ocurrir como distri-
buciones limites de maximos y minimos.

(h) Se dan reglas para determinar si una distribucion dada F(x) pertenece al dominio
de atraccion de estas tres distribuciones.

(¢) Se dan reglas para determinar secuencias {a,} y {»,} 6 {c,} y {d,} que verifican
esas condiciones.

(d) Una distribucion con limite no finito en la cola de interés no puede pertenecer a
un dominio de atracciéon de Weibull.

(¢) Una distribucion con limite finito en la cola de interés no puede pertenecer a un
dominio de atraccion de Frechet.

Las Expresiones (30) y (31) junto con los teoremas anteriores permiten, para valores
suficientemente grandes de n, la sustitucion de F'(a,+b,x) por H(x) ¢ F"(x) por
H( (x-a,)/b,) 0, lo que es equivalente, para valores grandes de x, la sustitucion de F(x)
por H' "[(x-a,)/h,]. La importancia practica de esta sustitucién es que para cualquier
distribucidn continua con funcion de distribucion, F(x), solo son posibles tres familias.
Por ello, para extremos, los infinitos grados de libertad que se tienen con la distribucion
de la poblacion se reducen a tres familias paramétricas con parametros asociados a «,, y
b

nt

3.1.1.3. Formas de Von-Mises

Las tres distribuciones limites (32)-(34) cuando los parametros, a, y b,, se pasan al
miembro de la derecha pueden incluirse simultanecamente en la siguiente expresion
analitica

H(x,4.0) = exp { - { 1+c[ (x-2)/8 1} } 5 14c[ (x-4)/6] 20 (52)

que se denomina forma de Von Mises.

Para ¢>0, ¢c<0 y ¢=0 se obtienen las familias de Frechet, Weibull y Gumbel,
respectivamente.

Noétese que para ¢=0 (52) debe interpretarse en un sentido limite, es decir, para ¢=0
H,(x;4,0) = exp {-exp[-(x-2)/6]} (53)

Similarmente, las tres distribuciones limites (35)-(37) pueden ser incluidas en la forma
de Von-Mises

L(x;4,0) = 1-exp { - { 14¢/ (A-x)/8 111} 5 14c[ (A-x)/6]1 =2 0 (54)
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donde para ¢>0, c<0 y ¢=0 se obtienen las familias de Frechet, Weibull y Gumbel,
respectivamente.

Para ¢=0 se tiene
Lyx;A8)=1-exp{-exp[-(i-x)/6]} (55)

En lo que sigue se utilizardn H.(x) y L(x) en vez de H.(x;4,0) y L.(x:4,9), por
simplicidad.

3.1.1.4. Dominio de atraccion de una distribucion dada

Los teoremas 3 y 4 permiten determinar el dominio de atraccién para maximos y
minimos, respectivamente, de una distribucion dada, F(x).

En esta seccion se dan dos teoremas (Castillo y Galambos (1986), Castillo (1988)) que
dan un criterio diferente para identificar el dominio de atraccidon de una distribucion.
La ventaja principal de estos nuevos teoremas es que se utiliza una unica regla en vez
de las tres reglas diferentes que aparecen en los teoremas anteriores.

Teorema 5.— (Dominio de atraccion para mdximos de una distribucion dada)— Una
condicidn necesaria y suficiente para que una distribucion continua, F(x), pertenezca al
dominio de atraccién para maximos de H (x) es que

Fl[1-)-F'[1-2¢]
lim =2¢ (56)
0 E12e]-F[ 1-4¢]

Esto implica que

si ¢ < 0, F(x) pertenece a un dominio de atraccidn tipo Weibull,

si ¢=0, F(x) pertenece a un dominio de atraccion tipo Gumbel,

ysi ¢ > 0, F(x) pertenece a un dominio de atraccion tipo Frechet. A

Teorema 6.— (Dominio de atraccion para minimos de una distribucion dada)~ Una
condicidn necesaria y suficiente para que una distribucion continua, F(x), pertenezca al
dominio de atraccidn para minimos de L (x) es que

F'le]-F'[2e]
lim =2¢ (57)
0 E2e]-Fl[4e]

La tabla | da los dominios de atraccion de algunas distribuciones comunes.
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DOMINIO DE ATRACCION

DISTRIBUCION PARA MAXIMOS PARA MINIMOS

Normal Gumbel Gumbel
Exponencial Gumbel Weibull
Log-normal Gumbel Gumbel
Gamma Gumbel Weibull
Gumbel,, Gumbel Gumbel
Gumbel,, Gumbel Gumbel
Rayleigh Gumbel Weibull
Uniforme Weibull Weibull
Weibull,, Weibull Gumbel
Weibull,, Gumbel Weibull
Cauchy Frechet Frechet
Pareto Frechet Weibull
Frechet,, Frechet Gumbel
Frechet,, Gumbel Frechet

M = Para mdaximos m = Para minimos

TABLA 1.- DOMINIOS DE ATRACCION PARA ALGUNAS DISTRIBUCIONES
COMUNES
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3.1.1.5. Aproximacién peniiltima de extremos

Uno de los problemas que se presenta en la practica es la baja velocidad de conver-
gencia de la sucesién F'(a,+b,x) a la distribucion limite H(x). Ya Fisher y Tippett
(1928) mencionan que la convergencia de ®"(a,+b,x) (P (x) es la funcién de distribu-
cién de la ley normal N(0,1) ) a H;(x) es muy lenta e indican que ®"(a,+b,x) se
aproxima mads a una distribucién de Weibull.

Gomes (1984) demuestra que una aproximacién peniltima de Weibull o Frechet a
distribuciones de tipo Gumbel es mads préxima que la dltima misma. Para variables
normales, Cohen (1982) prueba que el error en la aproximacion de ®"(a,+b,x) median-
te una sucesion de distribuciones de Weibull es uniformemente de orden (logn)? en vez
de orden (logn)’ cuando se utilizan sucesiones de Gumbel.

Noétese que en la aproximacion cldsica (adltima), la distribucion de maximos H,(x) se
aproxima por Hy((x-a,)/b,), y en la aproximaciéon peniltima por ch((x-a,,)/b,,), es
decir que incluye una sucesién mds {c,}. Este nuevo grado de libertad explica la mejor
calidad de la aproximacién. Para otros ejemplos ver Gomes (1984) y Castillo (1988).

La implicacién prdctica mds importante de todo lo anterior es que esta justificado
utilizar las distribuciones de Weibull y Frechet para aproximar distribuciones pertene-
cientes al dominio de atraccion de Gumbel.

3.1.1.6. Seleccion de distribuciones limites a partir de la muestra

Una de las primeras etapas cuando se trabaja con un problema de extremos es la
determinacidén el dominio de atraccion de una distribucion (Tiago de Oliveira (1981) ).
Los métodos descritos en el apartado 3 sélo son validos cuando se conoce la distribu-
cion F(x). Sin embargo, el problema mds comun se presenta en la practica de muy
diferente manera: solo se conoce una muestra de la poblacién y no, F(x). Por tanto, los
teoremas del apartado 3 no son aplicables directamente y son necesarias otras alternati-
vas. Este problema es diferente del problema de contrastar que una muestra procede de
una distribucion de Von-Mises, ya que se trata de una propiedad asintética y no exacta.

Puesto que el dominio de atraccién de una distribucion es conocido tan pronto como
se conoce el parametro ¢ de la distribucion de Von-Mises y éste sélo depende de la cola
de interés, el problema de identificar este dominio de atraccion puede hacerse equiva-
lente al de estimar el parametro ¢ con valores de dicha cola. Por tanto cualquier método
de estimacion basado en estos principios puede ser valido. Varios de estos métodos han
sido descritos por Castillo (1988), como los de Galambos (1980) y Pickands III (1975).
A continuacion se describe el método del cociente de pendientes en la cola (Castillo y
Galambos (1986) ).

El método consiste en ajustar, por minimos cuadrados, dos rectas a la funcién de
distribucion empirica, representada en papel probabilistico de Gumbel, en dos zonas de
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la cola de interés y utilizar el cociente de sus pendientes. Mas precisamente se utiliza el
estadistico

S= S,,Iv,,_, / S,,J.,,‘ (58)
donde S, es la pendiente de la recta ajustada por minimos cuadrados a los r estadisticos
de orden tales que i 2 r = j . Por tanto resulta

m le - Zm Z:u/
s= (59)
m Zzu - Zm Z:m

donde

m=n-n+1 (60)

Z,= 3 -log{-log[(k-0.5/n]) 1)
k=rl,
nj

Z:0/ = z Xy (62)
nj

X, = -x, log{ - log [ (k-0.5)/ n ]} (63)
/\=Il,

To= % {-log{-log[ (k0.5 /n]}F (64)

>
4

y n es el tamafio de la muestra.

Notese que S;; es una combinacién lineal de estadisticos de orden con coeficientes que
suman cero, por lo que S es invariante frente a traslaciones y cambios de escala.

Los valores de n,, n,, n; y n, deben seleccionarse de forma que los datos estén en la
cola de interés.

Si S es muy superior a 1 se puede decidir que el dominio de atraccion es de tipo
Weibull. Si, por el contrario, es muy inferior a 1, se decidird en favor de Frechet. Para
conocer el nivel de significacion del test ver Castillo y Galambos (1986) o Castillo
(1988).

3.1.2. Distribuciones Iimites de los estadisticos de orden A

En el apartado 3.1.1. se¢ han estudiado las distribuciones limites del maximo y el
minimo. En éste se analizara el mismo problema para el estadistico de orden k.
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3.1.2.1. Planteamiento del problema y definiciones previas

El problema se plantea de forma analoga al caso de maximos y minimos, es decir, se
trata de encontrar sucesiones {a,}, {b,}, {c,} y {d,} tales que las distribuciones limites

lim H, ., (@,+b,x) = H,(x) (65)
lim L,, (c,+d,x) = L(x) (66)

donde H,_,,,.,(x) y L, (x) son las funciones de distribucion de los estadisticos de orden
(n-r+1) y r, respectivamente, sean no degeneradas.

En este caso estudiaremos algo mas complejo, pues r sera funcion de n. Por ello, se
analizaran las distribuciones limites de H,,, ,(x) en tres casos que corresponden a las
definiciones que siguen.

Definicion 3.— (Estadisticos de orden alto y bajo).— El estadistico de orden X, se dice de
orden bajo y el estadistico de orden X, _,,,.,. de orden alto si, cuando » tiende a infinito,
lim r(n)j=k < o , donde k es un entero. A

Definicion 4.— (Estadisticos de orden moderadamente alto o bajo)— EIl estadistico de
orden X,, se dice de orden moderadamente bajo y el X, ,,,,, de orden moderadamente
alto si, cuando n tiende a infinito, lim r(n) =  and lim r(n)/n=0. A

Definicion 5.— (Estadisticos de orden central).— X,, y X,.,.;., son estadisticos de orden
central si, cuando n tiende a infinito, lim r(n)/n=pcon 0 < p < 1. A

3.1.2.2. Distribuciones limites para estadisticos de orden alto o bajo
Para estadisticos de orden alto o bajo se tiene el siguiente resultado. (Galambos (1978) ).
Teorema 7.— (Distribucion asintotica de estadisticos de orden alto)— Si existen sucesio-

nes {a,} y {b,} tales que

lim F"(a,+b,x) = H.(x) (67)

Nn—> oo

entonces

r-1
H() X (logH ()} /7i!';H(x) > 0
(a,+b,x) = =0 (68)
0 en otro caso A

lim H

n— o

n-relon
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Este teorema tiene implicaciones prdcticas muy importantes, porque:

(i) Garantiza la existencia de distribuciones limites de estadisticos de orden alto si
existe distribucion limite para el miximo,

(ii) asegura que pueden utilizarse las mismas sucesiones de constantes, y
(iii) da las distribuciones limites como una funcién de la distribucién limite para
maximos.

El teorema correspondiente para minimos dice

Teorema 8. (Distribucion asintética de estadisticos de orden bajo)— Si existen sucesiones
{c.}y {d,} tales que

lim I-[1I- F(c,+#d,x)]" = L (x) (69)

n—> e

entonces

- [1-Lol S {-dog 1-L1¥ /it Lo < 1
i=0

lim L, (c,+d,x) = (70)

1 en otro caso A

3.1.2.3. Distribuciones limites para estadisticos de orden central

Para estadisticos de orden central se tiene el siguiente resultado (ver Galambos (1978).

Teorema 9. (Normalidad asintotica de los estadisticos de orden centrales)— Sea F(x) una
funcidon de distribucidon continua con funcién de densidad continua asociada, f{x). Sea
D}s Pps---s Py un conjunto de numeros reales en el intervalo (0,1) tales que ﬂF"(p,-) )# 0
1 =j < k. Sir(n)son tales que

"lir)nmn’/z[rj(n)/n -pl=0; 1 <<k (71)

entonces el vector

Va[X -Flp)l;1<<k (72)

r,:n

es asintoticamente un vector normal k-dimensional con media cero y matriz de
varianzas-covarianzas

p(-p) /{f(F'p))AF'®))} 5 p, < p (73)
A



ESTADISTICA DE VALORES EXTREMOS. DISTRIBUCIONES ASINTOTICAS 25

El caso particular k=1 garantiza la normalidad asintdtica de cualquier estadistico de
orden central siempre que se verifique la condicién (71).

Si la condicién (71) se relaja son posibles muchas mas distribuciones limites (ver
Balkema y de Haan (1978a, 1978b) ).

3.1.2.4. Distribuciones limites para otros estadisticos de orden

Otro resultado interesante es el dado por el siguiente teorema (ver Leadbetter et al.
(1983) ).

Teorema 10. Supéngase que para ciertas sucesiones {a,} y {b,> 0}, se verifica que

r(n) - n [ 1-F(a,+b,x) ]
lim = 7(x) 74

" {1 - r(ny/n ]}
con
lim[n-r(n)]=o (75)

Entonces, se tiene

lim P[(X,  un < a,+b,x]1 = H(x) (76)
donde
H(x) = ®d(t (x)) a7

Reciprocamente, si se verifica (76) para H(x) no-degenerada, entonces también se
verifican (74) y (75). A

3.2. Caso de muestras aleatorias dependientes
3.2.1. Introduccion

En muchos casos practicos, la hipotesis de independencia de los elementos de la
muestra no se verifica ni exacta ni aproximadamente, por lo que resulta necesario
analizar casos mas generales. En este contexto tienen sentido preguntas como: (son
validos los resultados del caso de independencia para este caso? (En qué condiciones? o,
si no lo son, écuales son entonces las distribuciones limites? En este apartado se analiza
este problema.

Antes de comenzar diremos que mientras que en el caso de independencia sdlo son
posibles tres familias de distribuciones limites, en el de dependencia cualquier distribu-
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cion es posible. Por ello, es necesario afadir restricciones para evitar soluciones triviales
y obtener un conjunto limitado de soluciones. En particular es interesante analizar las
condiciones minimas que conducen a la misma solucion del caso de independencia.

3.2.2. Condiciones de dependencia

En este apartado se incluyen algunas condiciones de dependencia que juegan un papel
importante en el comportamiento limite del caso de dependencia.

Definicion 6.— (Sucesion SM)— Una sucesion {X,} de variables aleatorias se dice que
satisface la condicion SM (strong mixing) si

¢() = | P (ANB) - P(A)P(B) |, (78)

donde A es cualquier suceso generado por (X, X,,...,X,) y B es cualquier suceso
generado por (X,,, X,,,...), tiende a cero cuando j —> =, verificindose esto para
cualquier valor de n. A

La condicién (78) es dificil de comprobar en la practica. Chernick (1981) da el
siguiente teorema para procesos de Markov de orden p.

Teorema 11. (Condicion SM para sucesiones de Markov).— Sea {X,} una sucesiéon
estacionaria de Markov de orden p. Si

lim j - j - e J - ldF(x,,,,,_,,,..., Xy Xppapstse-or Xmaiop) =
n—> oo
= dF (X gy poeees X)) AF Xy pseees Xpyrep) | =0 (79)

donde las funciones F son las funciones de distribucion conjuntas, entonces se satisface
la condiciéon SM. A

Definicion 7. (Condicion D)— Sea X,, X,.... una sucesién de variables aleatorias y sea
F. .. ., (X; X5, X)) la funcion de distribucion conjunta de X, , X X;, . Se dice que

se satisface la condicion D si para cualquier conjunto de enteros i; < I, <..< I,y j, <
Ja <...< j,tales que j,-i, 2 s, y cualquier numero real u se tiene

FEREEE

|F (u,...u) - F (u,...u) F

i)eip 1

jp (entt) | S £(5) (80)

L] "[7 1 ",ll

con

lim g(s)=0 (81)
N =2 oo A
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Notese que esta condicién implica solo sucesos definidos como intersecciones de
sucesos del tipo C, = {X,<u }, que son los unicos que influyen en el comportamiento
de las distribuciones limites de los estadisticos de orden. Notese también que la condi-
cion SM implica la condicion D.

Definicion 8.— (Condicién D(u,) )— Se dice que se verifica la condicién D(u,) si para
cualesquiera enteros que satisfacen la condicidn anterior, se tiene

IFsy i gg ) = Fip i, W) Fy ) | < ay (82)
donde «,, €s no creciente en s y

lim a,,,;,=0 Paracadad > 0 (83)

n —> oo A

Nétese que la condiciéon D implica la condicidon D(u,) para cualquier sucesion

{u,} .

El teorema siguiente muestra que la condiciéon D(u,) se satisface para sucesio-
nes de Markov de orden 1 (Chernick (1981b) ).

Teorema 12. (Condicién D(u,) para sucesiones de Markov de orden 1).— Sea {x,}

una sucesion estacionaria de Markov de orden 1. Sea F(x) la funcion de distribu-

cién de X,. Entonces, se satisface D(u,) para cualquier sucesion {u,,} tal que

lim Flu)=1. A
n-—>

oo

Definicion 9. (Condicién D’(u,) )— Se dice que se verifica la condicién D’(u,) para la
sucesion estacionaria {X,} de variables aleatorias y la sucesion {u,} de constantes si

X

lim lim sup n PIX, > u,, X, > u,]=0 (84)
A

k—> 00 n—> e

n
L)

3.2.3. Distribuciones limites de mdaximos y minimos
3.2.3.1. Sucesiones estacionarias

Se analiza en esta seccion el caso de las sucesiones estacionarias. Comenzamos por la
definicidn de éstas y de las sucesiones m-dependientes.

Definicion 10. (Sucesiones estacionarias)— Una sucesion X, X,,... de variables aleato-

rias se dice estacionaria si

F i (Xl'x.’*“"xl\) = Fi[+\',t]+.\, g (Xl*x.’*'“’xk) (85)

(TR

para cualquier conjunto de enteros A y 5. A
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Teorema 13. (Condiciones suficientes para la coincidencia con el caso de independen-
cia)~ Sea {X,} una sucesion estacionaria y sean {a,} y {b,} dos sucesiones de niumeros
reales tales que

lim P[X,, < a,+b,x]=G(x) (86)

nR=> e

Si la sucesién {u,=a,+b,x} satisface la condicién D(u,) para cada x, entonces G(x) es
una de las tres distribuciones limites del caso de independencia. A

Teorema 14. (Condiciones suficientes para distribucién limite asociada)— Sea {X,,} una
sucesion estacionaria de variables aleatorias y sean {a,} y {b,} dos sucesiones de niime-
ros reales. Supdngase que se verifican las condiciones D(u,) y D’(u,) con u,=a,+b,x.
Supéngase también que {X} es una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas que tienen la misma funcién de distribucién que cada miem-
bro de {X,} . Entonces

lim P[X,, < a,+b,x] = G(x) @87

n=—> o
si, y solamente si,

n—>

lim P[X,, < a,+b,x] = G(x) (88)
A

Notese que las sucesiones {a,} y {b, > 0} coinciden.
3.2.3.1.1. Sucesiones m-dependientes

Definicion 11.- (sucesion m-dependiente)— Una sucesién X, X,,... de variables aleato-
rias se dice m-dependiente si los vectores aleatorios (X,I,Xiz,...,x,k) y (Xj],ij,...,X,-k)
donde

MR fipeerdi) = MR e nif) 2 M

son independientes. A

Notese que X; y X; pueden ser dependientes si estin préximas (li-j| < m) pero son
independientes si estan lejanas.

Para sucesiones m-dependientes estacionarias se tiene el siguiente resultado (Galam-
bos (1978) )

Teorema 15.- (Distribucion asintotica de los mdximos de sucesiones estacionarias
m-dependientes).— Sea X, X,,... una sucesion estacionaria m-dependiente con funcién de
distribucion comun F(x) tal que
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lim n[l - F(a,+b,x) 1 = u(x) ; 0 < u(x) < oo (89)
Entonces
lim P[Z, < a, + b,x] = exp (-u(x)) (90)

si, y solamente si

PIX,>uX, >u]

lim =0;1<i<m (C2))
u—> w(F) [ - F(u)
A
3.2.3.1.2. Modelos de media mdvil

En esta seccion se incluye un teorema que da la distribucion limite de sucesiones que
siguen modelos de media mdvil (ver Leadbetter et al. (1983) ).

Teorema 16. (Distribucién asintdtica de los mdximos para modelos de media mévil de
distribuciones estables)— Supongase el siguiente modelo de media movil

Y,= ¥ CX.;t21 92)
i=-oo
donde los X, para ¢t > 1 son variables aleatorias estables, es decir con funcién caracte-
ristica de la forma

p@W=exp{-y*t1°[1-iBht,a)t/|e]]} 93)
donde
2logltl/n si a=1
h(ta) = 94)
tan(ra/2) en otro caso
Yy

720;0<a<2;|pl<1 95)
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Supodngase también que las constantes C (- < i < o) satisfacen

Y ICPF< ' (96)

I=-o00

S CloglCl< wisia=l ,B#0 ©7)

1=-o0

Entonces, se tiene

exp {-K (CZ1-B+C* (- ) x “ssix > U

lim P[X,, <n'’x]= (98)
e 0 siv<o0
donde
¢,= max max(0,C) 99)
¢.= max max(0,-C) (100)
~o0 < I < oo
K,=I'(@sin(xn/2)/n (101)

Para el caso de modelos de media movil de variables que pertenecen al dominio de
atraccion de Frechet ver Davis y Resnick (1985).

3.2.3.1.3. Sucesiones gausianas

Un caso muy importante de sucesiones estacionarias es el de las sucesiones normales
o gausianas para el que se tienen los siguientes resultados (Galambos (1978) ).

Teorema 17. (Distribuciones asintéticas de sucesiones normales estacionarias)— Si X,,
X,... €s una sucesion estacionaria de variables normales N(0,1) con funcién de correla-
cion r,=E[X;X,,] se tiene

(i) Si

lim r, logm=0 (102)

m—> e

r,, = r (constante) (103)
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entonces
lim P[Z, < a,+ b,x] = H;y(x)
n—=> oo
(ii) si
limr, logm=1,0 < 1< o
m—> oo
entonces

lim P[Z, < a, + b,x] = H(x)

n— e

donde H(x) es la convolucién de H; y(x+1) y ® [x(27)' 7]
(iii) si

lim r, logm = o

m-—> o
lim r,(logm)'” =0
m—> oo

y r,, es decreciente, entonces

lim P[Z, < (1 -r)?a,+xr,"]=®(x)

n—> oo

donde a, y b, vienen dados por

a,=1/b, - b,lloglogn + log (4n) ]/ 2
b, = (2logn)'”?

Leadbetter et al. (1983) han demostrado para sucesiones normales que si

lim r, logm=0

m—>

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)
(111)

y n[1-®(u,) ] esta acotado, entonces se verifican las condiciones D(u,) y D’(u,). Esto
implica que los modelos estacionarios e invertibles ARMA(p,q) de Box-Jenkins satisfa-

cen estas condiciones para u,=a,+b,x.
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3.2.4. Distribuciones asintdticas de los estadisticos de orden k
Para este caso se verifican los dos teoremas siguientes (Galambos (1978) ).
Teorema 18. (Distribuciones asintdticas de los estadisticos de orden k)— Supdngase que

existen limites finitos de

lim S (a,+b,x)=u(x), (112)
en algun intervalo (a,b).

Si la serie

oo k+t
U= Y D0 y:ia<x<b (113)

k=0

converge, entonces se tiene

k-1
lim PX, om<a,+bx]= ¥ U ;a<x<b (114)

n—>w 1=0
A
Teorema 19.— (Condiciones suficientes para distribuciones limites del caso de indepen-

dencia)— Supongase que {X,,} es una sucesion de variables aleatorias y que {a,,} y

{b,,>0} son sucesiones de numeros reales tales que D(u,) y D’(u,) se satisfacen para
u,=a,+b,xytodo x. Si

lim P[X,., < a,+b,x] = G(x) (115)

nn =
n—> oo
entonces, para cada r=1,2,... se tiene

r-1 .
lim PX, n S atbx]1=Gx) X [logGX)]/i! (116)
i=0

n—> eo
A

Este teorema da las condiciones bajo las cuales el teorema 7 permanece cierto para
sucesiones dependientes.

4. CONCLUSIONES

Como Conclusidn de este trabajo se podria decir que la teoria de los estadisticos de
orden, de las distribuciones asintoticas de los extremos y de algunos tipos de estadisticos
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de orden en el caso de muestras aleatorias simples estin ya muy avanzadas, y son hoy
capaces de resolver una gran parte de los problemas practicos planteados. No sucede lo
mismo en el caso de muestras dependientes, en los que hay muchos resultados aislados,
pero se echa en falta una teoria unificada y general que analice exhaustivamente el
gran abanico de posibilidades que pueden presentarse. Sin embargo, el rapido desarrollo
de esta rama de la Estadistica logrado en los ultimos afios hace prever interesantes
resultados en un futuro proximo.
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SUMMARY

The paper is an state of the art report that analizes the isolated and joint
distribution of order statistics, assuming both independence and dependen-
ce in samples, the asymptotic distributions, domains of attraction and the
penultimate approximation of extremes. In addition, limit distributions of
upper or lower, moderately upper or lower and central order statistics, for
dependence and independence, are analyzed too.

Key words: order statistics, asymptotic distributions, domains of attraction,
dependence.
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COMENTARIOS

J. GALAMBOS
(Temple University, USA)

Debo felicitar a los editores de esta revista por invitar al Profesor Castillo a escribir
un estado del conocimiento sobre el desarrollo de la teoria de valores extremos. El
trabajo del Profesor Castillo, incluyendo su proximo libro sobre el tema, trae la adicion
que necesitaba la teoria de valores extremos: ver y desarrollar esta teoria desde el punto
de vista de un matematico ingeniero. La introduccion de este trabajo y la seleccion de
las referencias reflejan este punto de vista. Me satisface también que el trabajo sea en
espafiol por lo que nuestra teoria, como es de esperar, animard a muchos y nuevos
investigadores.

El trabajo representa bien el estado del conocimiento de la teoria de valores extremos
univariados. Quizas deberia haberse mencionado algo sobre la velocidad de convergen-
cia. El Profesor Castillo incluye también los métodos estadisticos existentes para selec-
cionar los dominios de atraccion en un modelo clasico. La discusion de otros métodos
estadisticos tales como estimacion en las colas, estimacion del punto extremo de una
funcion de distribucion, o la estimacion de los parametros de las distribuciones de
valores extremos requeriria un estudio aparte.

El unico punto en el que discrepo con el Profesor Castillo se refiere a una nota hecha
en las conclusiones. Se dice que los resultados sobre dependencia son dispersos y que
falta una teoria unificada. Hay dos métodos que unifican y cubren la mayor parte de los
resultados existentes. Uno es por medio de una transformacion a intercambiabilidad, y
el otro es el modelo del grdfico de dependencia, que yo llamé de las sucesiones E,, en mi
libro (para enfatizar los papeles de las aristas del grafo en la dependencia). La transfor-
macion a intercambiabilidad tiene un obstdculo serio de naturaleza matematica: se tiene
que ser capaz de decidir para una sucesion finita de sucesos intercambiables si éstos
pueden ser extendidos a un conjunto mayor sin violar la intercambiabilidad. Esto
parece ser un problema dificil (ver la discusion de estc tema en Koch y Spizzichino
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(1982), pdginas 75-86, 207-216 y 313-320). Sin embargo, el desarrollo estadistico de
modelos intercambiables propios seria un avance de la teoria de extremos que seria bien
recibida por los estadisticos bayesianos. Aqui podemos suponer que tratamos con
segmentos finitos de sucesiones infinitas intercambiables, asi que el problema de la
extensibilidad no se plantea. La otra via de unificacion, por medio del grafico de
dependencia o sucesiones E,, es muy fructifera y parece cubrir la mayor parte de los
modelos de dependencia. No deseo emplear mucho espacio en esto; por el contrario les
refiero a mi intento reciente de revivir este modelo (Galambos 1988) ). Sin embargo,
debo coincidir con el Profesor Castillo en la necesidad de un modelo general de
dependencia para el que los resultados finales difieran de los de los modelos cldsicos.
Ningun ingeniero creera en la aplicabilidad de nuestra teoria a fiabilidad (distribuciones
de vida de componentes) hasta que un modelo de dependencia suministre una familia
rica de distribuciones limites como distribuciones de vida. El modelo del grafico de
dependencia da un buen primer paso (ver la discusion en la pagina 233 de Galambos
(1987) referida a riesgo). El entusiasmo del Profesor Castillo en este campo es una
garantia de que el desarrollo de la teoria de extremos ird en la direccidon adecuada desde
el punto de vista de las aplicaciones.
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J. TIAGO DE OLIVEIRA

(Facultad de Ciencias de Lisboa (Portugal))

Este articulo es una exposicion muy buena de la teoria probabilistica de extremos
univariados con algunas referencias a aspectos estadisticos.

En vez de recorrer el indice del articulo y decir que no hay incorrecciones, parece
mds natural y util al lector destacar los aspectos ““novedosos’” con algunas notas criticas
de menor importancia.

El estudio de los casos con tamafio de muestra fijo y aleatoria es muy claro y la
necesidad de una distribucidn asintdtica esta, también, bien planteada. Como notas
laterales podemos indicar que la seccidon 3.1.2. (estadisticos de orden central) estd fuera
del contexto general del articulo y no es utilizado en lo que sigue y que la forma de
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von-Mises (3.1.1.3) debe ser realmente la forma de von-Mises-Jenkinson. La condicion
que aparece en 3.1.1.4, en la que el autor ha colaborado, es muy util y simple de
utilizaciéon y no debe pasar inadvertida.

El uso, si fuera necesario, de las distribuciones penultimas (3.1.1.5) podria haberse
desarrollado un poco mas y quizas clarificado con ejemplos numéricos.

En 3.1.1.6 - la eleccion estadistica de modelos - aunque utilizando un método
practico, parece que el método 6ptimo desarrollado por el discusor (ver referencia de
1981) y los articulos que le siguen, asi como la utilizacion del, muy practico, estadistico
de Gumbel deberian haberse citado. Una comparacion de las ““funciones de potencia™
seria util.

El estudio de los estadisticos de orden m esta bien expuesto y toda la seceion 3.2 .-
referente a la dependencia - es correcta y util, explicando el uso extendido de las
distribuciones asintdticas no solo para independencia sino también para algunos casos
de (relativamente débil) dependencia.

En conclusion, el articulo es bueno y el autor debe ser felicitado por ello.

ALBERTO LUCENO VAZQUEZ

(Universidad de Cantabria. Santander)

Deseo en primer lugar felicitar al Profesor Castillo por la publicacion de este magni-
fico articulo sobre Estadistica de valores extremos en el que nos ofrece un resumen de
las publicaciones mas transcendentales que han aparecido sobre el tema en los ultimos
afios y, en particular, de una parte importante de su libro “Extreme value theory in
Engineering” de préxima aparicién bajo los auspicios de la editorial Academic Press.
Asimismo felicitar al director de la revista Estadistica Espafiola por la oportunidad que
nos ha brindado para discutir este tema, cuya importancia es vital para las aplicaciones
de la Estadistica a un buen numero de problemas practicos.

Me propongo a continuacion hacer algunas consideraciones sobre las dificultades que
aparecen en la estadistica de valores extremos para, posteriormente, referirme a algunos
puntos concretos del articulo y, finalmente, plantear algunos problemas que podrian ser
objeto de futuras publicaciones.

Es bien sabido que una gran parte de los resultados mas ampliamente divulgados vy,
en consecuencia, mas frecuentemente usados de los que ofrece la Estadistica se refieren
a lo que podriamos llamar estadistica de valores centrales. En efecto, la normalidad
asintotica de la media muestral bajo condiciones muy generales, debida al teorema
central de limite, asi como el hecho de que la desviacion tipica de dicha media muestral
tienda a cero como lo hace n'!? cuando el tamafio de la muestra, n, tiende a infinito,
son resultados transcendentales.
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En contraste, la dificultad inherente a los problemas de valores extremos debe ser
resaltada en su justa medida. No es lo peor que, en el caso mas sencillo de muestra
aleatoria simple, aparezcan tres distribuciones limites (Weibull, Gumbel y Fréchet) en
lugar de una (Normal) que aparece en el teorema central de limite bajo condiciones
muy generales. Es mas grave el hecho de que cuando existe la varianza de Z,/b,, donde
Z, es el maximo muestral, su valor tienda a una constante dada por la respectiva
distribucion asintdtica, o lo que es igual, que para »n grande la desviacion tipica de Z,
sea proporcional a b, ya que, desgracnadamente b, decrece mucho mas lentamente que

n'!”? para muchas dxstnbucxones poblacxona]es e incluso para algunas de ellas crece al
aumentar n. Por ejemplo, a una variable aleatoria normal le corresponde b, =
(2n(m))"? y a una log-normal le corresponde:

] (In (In (m)+ in@n))/2
,=QIn(n)y"?exp|21In(n))7?- -

2 in(n))”?

Una excepcion es la distribucion uniforme para la que b,,=n". Por tanto, cualquier
intervalo de probabilidad que se calcule para el mdaximo de una muestra de tamaifio
grande tendra una amplitud muy grande para muchas de estas distribuciones, incluso
aunque no hubiera ninguna incertidumbre sobre la distribucion poblacional. (Nétese
que aunque la convergencia débil no implica en general la convergencia de los momen-
tos, el razonamiento es valido. Véase por ejemplo la seccion 2c¢ del capitulo 2 de Rao
1973).

Este hecho guarda un cierto paralelismo con los problemas de interpolacion y extra-
polacion tratados en el Analisis Numérico. Es claro que los problemas de la estadistica
de valores centrales se asemejan a los de interpolacion y que los problemas de valores
extremos se parecen mads a los de extrapolacion. Tanto en el terreno de la Estadistica
como en el del Andlisis Numérico, cualquier extrapolacion basada en un modelo
inexacto puede producir resultados catastroficos. Como.resumen, si el acierto de una
decision depende del valor que tome la media de una muestra de tamano grande, en
general, sera necesario hacer frente a un riesgo mucho menor que si el acierto depende
del valor que tome el maximo de dicha muestra. Y esto incluso aunque la informacion
disponible fuera la mayor posible, esto es, que la distribucidon poblacional fuera cono-
cida.

En el articulo que comentamos, el Profesor Castillo, después de una breve resefia
historica, introduce el tema de una manera muy sugerente y plantea las preguntas
fundamentales que deben resolverse. A lo largo del mismo se encuentran muchos
puntos que merecen ser resaltados; por ejemplo, el 2.1.2. en el que se obtiene de una
forma clara e intuitiva la distribucion conjunta de varios estadisticos de orden, el 2.1.3.
en el que se da un método de simulacion directa de estadisticos de orden, los puntos
3.1.1.2. y 3.1.1.4. en los que se presentan los resultados fundamentales sobre distribu-
ciones limites y dominios de atraccidn, algunos del mismo autor, y el 3.1.2. referido a
los estadisticos de orden k, por citar algunos de los mas importantes.
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Un punto que tal vez podria haber sido mas ampliamente resaltado en la exposicion
es el de la relacion existente entre el limite superior, w(F), de la distribuciéon F(x) y los
momentos respecto del origen de su cola superior, por una parte, y la distribucidon
limite admisible para maximos, por otra. La siguiente es una regla sencilla para el caso
de muestra aleatoria simple: si w(F) es finito (lo que implica que los momentos de la
cola superior son finitos), la distribucidon limite, si existe, puede ser solamente Weibull o
Gumbel; si w(F) es infinito pero los momentos de la cola superior son finitos para
cualquier orden dado, la distribucion limite sdlo puede ser Gumbel; si los momentos de
la cola superior son finitos solamente cuando su orden estd en un intervalo abierto
finito (0,y) (lo que implica que w(F) es infinito), la distribucién limite solo puede ser
Fréchet y, finalmente, si los momentos de la cola superior de F(x) divergen para
cualquier orden dado y >0 (lo que implica que w(F)=<) puede asegurarse que no existe
distribucidn limite. El caso con w(F) finito puede subdividirse en sus diferentes posibili-
dades, de manera andloga al caso en que w(F) es infinito, sin mas que utilizar la funcion
F*(x)=F(w(F)-1/x), para x>0, en lugar de F(x). De igual manera puede hablarse de
minimos con tal de cambiar w(F) por a(F) y la cola superior por la cola inferior. Para
una discusion mas detallada véase Galambos 1978.

Finalmente me gustaria exhortar al Profesor Castillo, o tal vez a la propia revista
Estadistica Espafiola, a realizar una publicacion similar a la que comentamos, en la que
el énfasis estuviera en los problemas de Inferencia Estadistica que aparecen al tratar con
los valores extremos. Algunos puntos a considerar, por su interés en las aplicaciones,
podrian ser: la estimacion puntual y por intervalos de confianza de los parametros y de
los cuantiles de las distribuciones de extremos, los contrastes de bondad de ajuste de
estas distribuciones, la utilidad de las transformaciones para mejorar la velocidad de
convergencia a las distribuciones asintdticas, el estudio de la economia de parametros
en el modelo o, lo que es andlogo, el analisis de hasta qué punto es preferible un
modelo que ajusta mejor que otro pero que tiene mas parametros a estimar, como
ocurre en la aproximacion penultima de extremos. Por ejemplo, discutiendo el uso de
transformaciones, es claro que la funcion:

=-In{-In[®((X-u)/0)]}

que se comporta como Z?/2+In(Z}+In(2m)/2 cuando Z=(X-u)/o es grande, permite obte-
ner una variable aleatoria, Y, de Gumbel a partir de una variable aleatoria, X, normal
N(u,0”) optimizando con ello la convergencia; ahora bien, en las aplicaciones no suele
ser conocido el valor de u ni el de o y, lo que es peor, el uso de la funcién de
distribucién normal no suele estar justificado mas que como una aproximacién cuya
validez en la cola es especialmente dudosa. Analogamente, la transformacion:

Y=-in{-In[1-exp(-Z)]}
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que se comporta como Z7-exp(-Z)/2 cuando Z=(X-a)/p es grande, permite obtener una
variable aleatoria de Gumbel a partir de una Weibull,, de parametros (a, 8, y). Destaca
el hecho de que aparezca de nuevo la transformacion potencial como primera aproxi-
macion a la cola de interés.

Deseo por ultimo reiterar mis felicitaciones al Profesor Castillo y al director de la
revista Estadistica Espafiola por la publicacion de este trabajo.
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Contestacion

Agradezco, en primer lugar, a los Profesores Galambos, Lucefio y Tiago de Oliveira
por sus estimulantes discusiones al articulo, que sirven para aclarar y completar algunos
aspectos del mismo.

Parte de los comentarios se refieren a la conveniencia de incluir o ampliar aspectos
tales como la velocidad de convergencia, la aproximacién penultima de extremos, la
seleccion estadistica de modelos para extremos, la relacidon existente entre los limites
superior w(F) o inferior a(F) de una distribucién y los momentos, etc. J. Galambos y A.
Lucefio reconocen, sin embargo, la imposibilidad de cubrir otros aspectos tales como
estimacion (de los limites superior o inferior de una distribucidon, los cuantiles, los
parametros de las distribuciones de extremos), contrastes de hipotesis, la utilidad de las
transformaciones para mejorar la velocidad de convergencia o la aproximacién penulti-
ma de extremos. Ni que decir tiene que comparto con ellos la opinion de que todos los
temas mencionados son de gran relevancia para el problema de extremos y de que
hubiera sido conveniente su inclusidon. Sin embargo, las limitaciones impuestas por el
objetivo y la limitacidn de espacio, ampliamente rebasada, han hecho imposible su
tratamiento en este trabajo.

Por el contrario, el Profesor Tiago de Oliveira comenta que el apartado referente a los
estadisticos de ordenes centrales esta fuera de contexto. Aun coincidiendo con él en que
no se trata de un tema de extremos, su inclusion esta motivada con objeto de destacar la
diferencia que existe entre éstos y los estadisticos de ordenes altos o bajos o los
moderadamente altos o bajos y llamar la atencidon sobre los errores que, con bastante
frecuencia, se cometen en aplicaciones practicas.

La preocupacion manifestada por el Profesor Lucefio sobre la varianza de los extre-
mos y, en especial, por el desmesurado crecimiento con el tamafo de la muestra esta
justificada. Esa es, sin embargo, la dificultad, la grandeza y el reto de la Estadistica de
valores extremos y lo que la diferencia de la Estadistica de valores centrales. De ahi la
importancia que tiene una seleccion correcta del modelo evitando esos errores catastro-
ficos a los que él mismo hace mencién. No obstante, este problema se ve muy aliviado
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en la practica, pues, normalmente, las variables que se utilizan son limitadas (w(F)
finito) por lo que sbélo son posibles distribuciones limites de tipo Weibull o Gumbel.
Este es el caso de la ley uniforme y de muchas mads. De hecho son rarisimos los casos
practicos en los que se recomienda una distribucion de Frechet para aproximar extre-
mos e incluso en algunos su seleccion es bastante dudosa y polémica.

Con respecto a la sugerencia del Profesor Tiago de Oliviera de que la forma de
vonMises deberia ser denominada de vonMises-Jenkinson no tengo inconveniente algu-
no en aceptar su correccion. También es justo reconocerle como pionero en el plantea-
miento de los métodos de seleccion de modelos para extremos.

La aparicion de sdlo tres distribuciones limites o de la unificada de vonMises-
Jenkinson en el caso de independencia clasico no sdlo no es considerado por los
Estadisticos de extremos como un aspecto negativo sino que se valora como positivo y
su importancia se compara a la de la aparicion de la ley normal para el caso de valores
centrales.

Finalmente, comparto con el Profesor Galambos la opinion de que se han dado pasos
importantes hacia un tratamiento unificado y sistematico para el caso de dependencia,
bien mediante una transformacion a intercambiabilidad o, muy especialmente, mediante
el modelo del grafo de dependencia, al que él ha contribuido muy notablemente. Sin
embargo, algunas contribuciones son muy recientes y conocidas sélo en ambientes muy
restringidos y, si bien cubren casi todos los casos resueltos, no parecen cubrir de
momento otros casos ya planteados. Incluso el Profesor Galambos reconoce las enormes
dificultades del primero de los métodos y la necesidad de un modelo general de
dependencia con comportamiento para extremos basicamente diferente del clasico.

Agradecimiento.— Quisiera, finalmente, agradecer a la Revista Estadistica Espafiola vy,
muy especialmente, a su Director la invitacién para escribir este articulo.






