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RESUMEN

En este artículo, se intentará realizar un análisis comparativo sobre
algunos resultados de predictores Bayes de la media poblacional bajo
función de pérdida cuadrática. Se introducirán para ello dos modelos
de regresión bajo la hipótesis de normalidad: un modelo básico y un
modelo en dos etapas en dos supuestos: varianzas conocidas y des-
conacidas, y se aplicará un análisis bayesiano. Para los dos modelos
se proporcionarán los estimadores Bayes de la media poblacional y su
pérdida cuadrática media asociada.
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^ . fNTRODUCCIÓN

EI objetivo principal de este articulo es ia recapilación y estudio comparativo de
ios modelos aplicados en Inferencia Bayesiana para estimar la media de una
característica continua de una Población Finita.

Son muy numerosos los trabajos publicados en esta línea, nos podemos referir a

Ericson (1969, 70, 83, 88}, Smouse (1982, 84), Murgui (1982), C,hash y Lahiri (1987),

Bolfarine y Zacks (1991, 92), Scott y Smith {1969), Malec y Sedransk (1985),

Rodrigues (1988), Royafl y Pfeffermann (1982), óernardo y Girón (1991) entre

otros; las hipótesis y criterios usuales propuestos han sida los siguientes:

- Se asume !a Población Finita de interés como realización de un determinado
modelo de superpoblación sobre el que se asurne la hipótesis de normalidad dados
los parárnetros y una distribución sobre éstos normal si las varianzas son conocidas
y normal-gamma si las varianzas no son conocidas.

- Se establecen dos modelizaciones de la población en estudio fundamental-
mente, que atienden a una estructura de población monoetápica (la población se
supone dividida en elementos} y una estructura de población bietápica (la población
se supone dividida en unidades y éstas a su vez en elementos).

-- EI criterio para seleccionar el estimador, considerando como estimador óptimo

áquel que minimice 1a pérdida cuadrática esperada dada una rnuestra de la pobla-

ción en estudio. Aunque algunos autores (por ejemplo: Smouse (1982, 84), Ericson

(1983, 88), Scott y Smith (1969), Malec y Sedransk (1985)) presentan estimadores

óptimos bajo el criterio de minimizar la pérdida cuadrática esperada dada una

muestra entre los estimadores lineales de la media debilitando las hipótesis de

normalidad que señalábamos antes.

En este artículo presentaré en la sección 2 dos modelos de regresión múltiple

bajo la hipótesis de normalidad: un modelo básico (que atiende a una estructura

monoetápica de la población} y un modelo de dos etapas {que atiende a una estruc-

tura bietápica), en los casos de varianzas conocidas y desconocidas completando

los estudios realizados sobre estos modelos, presentando: la distribución predictiva

del vector no observado {de la característica de interés de la población) dada fa

muestra, el estimador de 1a media poblacional por elemento y su pérdida cuadrática

asociada, todo ello en expresiones 'fáciles' de interpretar. En la sección 3 se discuti-

rán brevemente algunas propiedades de las modelos analizados y se realizarán

unos breves comentarios sobre !as posibles ventajas y dificultades de su aplicabiii-

dad práctica.
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2. MODELOS, ESTIMADORES Y ERRORES COMETIDOS AL USAR ESTOS
ESTIMADORES

Estudiaremos en esta sección dos modelos Bayesianos de Población Finita.

2.1 Modelo Básico

Supongamos una población de N elementosde modo que asociado a un ele-

mento i tenemos una cantidad de interés y; que asumiremos realización de una

variable aleatoria Y; y un p-vector X;.=(x;,,...,x;P)' conocido. Nos planteamos dos

situaciones:

1. Modelo Básico con Varianzas Conocidas

YIX, ^3 ^ NN(X^3, V),

(3 ~ Np(b, B}^

donde Y=( Y,,..., YN)' es el vector de características de la población, X={X,,...,XN)' es

una matriz Nxp conocida, V es una matriz NxN definida positiva canocida, b es un

p-vector conocido y B es una matriz pxp definida positiva conocida.

2. Modelo Básico con Varianzas Desconocidas

YIX,^i ,a2 ^ NN(X^3,Wa2),

^3 I a2 ^ Np(b, C6z ),
^ ^Q G a- (au, bo ),

donde Y--(Y,,..., YN)' es el vector de características de la población, X=(X,,...,XN)' es

una matriz Nxp conocida, W es una matriz NxN definida positiva conocida, b es un

p-vector conocido, C es una matriz pxp definida positiva conocida y ao y bo son

enteros positivos conocidos.

Supongamos ahora, que observamos los valores del vector Y para una muestra
s de n elementos y deseamos estimar la media poblacional:

N
-- ^, ^ Y
Y -

rt + N - n ,Y
= Y ,

SN N N ^
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donde y,s es la media muestral observada y Y, es la media de los elementos no

muestreados. Entonces si denotamos por(i ):

-- Y-(ys ; Y,')' con y^ la parte observada dada una muestra de Y e Y, la parte no

observada de Y.

-- X=(XS ;X,'j' con XS la parte de X correspondiente a ios elementos observados y

X, la parte correspondiente a elementos no observados.

-- Y particionamos las matrices:

V=
VS VS^ t w! WS WS^ ^

V,.,^ V ^ W^ VV^

denotando con s la parte correspondiente a los elementos observadas, r la de los
elementos no observados y srlas correspondiente a los elementos observadas y no

©bservados.

-- Y, un (N-n)-vector de unos y 1^ un n-vector de unos.

Tenemos realizando los cáiculos oportunos que las distribuciones predictivas del

vector Yrlys , serían las siguientes:

- para el mode/o básico con varianzas conocidas, Yrlys se distribuye Normal {N-n)-

variante con media y matriz de varianzas-covarianzas dadas respectivamente por:

EI^r^ Ĵts^ ^ ^rl''B + VrsVs_1(.ys - x sF'B}^

Var(Yr ^ ys )= vr - V rs Vs t ysr +

^(xr - vr.c^s ,Xs^(x.c^ ^s 1 X s
+ 8-1^-^ (^r

- Vrs^s 1 Ys^,^

donde

..
^g = (x.^'v.,'x,. +B-')-' txs^ V^'ys +B- b),

es el estimador Bayes para función de pérdida cuadrática del coeficiente de regre-

sión .

- para e! modefo básico con varianzas desconocidas, Y^lys se distribuye (N-n)-

variante t con n+2ao grados de libertad con media y matriz de varianzas-

covarianzas para n+2a^,>2 dadas por:

^ 11 Suponemos sin pérdida de generalidad el vector Y ordenado de modo que [os n prime-
ros vatores corresponden a elementos muestreados y los IV-n restantes a los no observados.
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E(Yr^.rf)
A

- x rF' B + Wr.r W.t-^ \yt - X .rF' B^•

va^(Yr^yf) = 1(y.r -x^b)'(w.r +Xrc xt^^-^(.rs -xsb) +bo ^ x
^2 n+2a -20

x [ wr i ^r.r wr `ws► +

+ (ñr - wrsWs li^r^(Xs^wr /xf +C-1^-1 /
^r -WrsWl^xs^'!'

donde:

^B - (Xf^w^ IXs +C-1}-1 (Xs^W^
fys +C-1b}r
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es el estimador Bayes para función de pérdida cuadrática del coeficiente de regresión.

Y los estimadores Bayes que minimizan la pérdida cuadrática esperada dada la
muestra para la media poblacional por elemento y su error vendrán dados:

- para el modelo básico con varianzas conocidas por:

.^, ^ " "_ n ^/ `,

^ - N yS + w' ^f' ^rYB + ^rJ r slt(Y ^ X,a^Í^lf*
61 1V

Var(YI ys } - l^ 1^` Var(Y^I y$)1^.
N

-- para el modelo básico con varianzas desconocidas (con n+2a^,>2) por:

.^. _
^ r ("^ c -t /V _X " r ll

^ + n y.r + 1 1f ^rF'B +Wra ws l7a .t^B ^ f•N N l .t^B2

Var(YI ys ) = Iz 1^' Var(Y^I y8)1^.
N

2.2 Modelo en Dos Etapas

Supongamos una población de N elementos estructurada en K unidades de mo-
do que cada unidad i contiene M; elementos, y supongamos que asociado al ele-
mento j-ésimo de la unidad i-ésima tenemos una cantidad de interés y;; que asumi-
remos como realización de una variable aleatoria Y;; y un ^vector conocido
X;;--(x;;,,...,x;;p)' Nos planteamos dos situaciones:

1. Modelo de Dos Etapas con Varianzas Conocidas

Y;^IX;^,^ ;^ N(X;!'^i;,cs2 }, j_ 1,2,..., M;, i- 1,2,...,K, independientes,

^i ^^^ Np(^i, B^ ), i= 1,2,...., K, iid,

^ - NP(a^^,B^o )^
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donde con iid indicar^nos "independientes e iguafinente distribuidas", (3o es un esca-

!ar conacido, B^ y B^ son matrices pxp definidas pasitivas conocidas y a2 es un

escalar positivo conocido.

2. Modefo de Dos Etapas con Varianzas Desconocidas

Y►^IX^^^R ^^ Q^ ^ NCx^^t^^^Q2)^ l= 1.2,.... M^, i= J.2,...,K,

^; I ^i ^- N ^(^3, C ^a 2 }, i = 1,2, .. .. , K, iid.

^ia2 " N ► (ao.f=^oa2}^

62 -- Ga^'(ao•bo)+

donde con iid indicamos ' independientes e igualmente distribuidas`, ^3o es un escalar

conocido, Ca y Cao son matrices pxp definidas positivas conacidas y at, y bo son

escalares positivos conocidas.

Supongamas ahora, que obtenemos una muestra de n elementos de fa pobfa-
ción por el siguiente procedimiento:

-- Selecci^onamos k de las K unidades en las que está estructurada la población.

- Si i es una de las unidades seleccionadas, obtenemos una muestra s; de m;

efernentos, con ^k! ^, mi = rr.

y para los efementos de la muestra observamos los valores de Y; nuestra intenci©n
es estimar la media poblacional, es decir:

_ K M; Y
^ - j^ ^ n

Y -- '-f ^^^ _
N N yS

k
^^ _ M; - n

i-1 Y^ f +

K M

^ ^i=k+1

N N
Yrr +

donde yt es la media muestral por elemento, Y„ es la media de los elementos no

muestreados de unidades muestreadas y Y^, es la media de los elementos no

muestreados de unidades no muestreadas. Entonces si denotamos por(2):

-- 1! (ys> í Yr^ ^•.•^Y^k ^ Yik, Yrr^` con ys; ef vector observado para fa unidad mues-

treada i-ésima,

(^) Suponernos sin pérdida de generalidad el vector Y ordenado de modo que Ios k prime-
ros vectores Y, corresponden a fas unidades observadas y ios K-k restantes a las unidades no
observadas, ordenándose además los vectores Y correspondientes a unidades observadas de
modo que los m, primeros lugares corresponden a los valores de Y de elementos muestrea-
dos de ra unidad i muestreada.
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- Yr; el vector no observado para la unidad muestreada i-ésima e Yrr el vector no

observado para las unidades no muestreadas.

, „- vs= ys, ,...,vsk
^ , „

- Yr= Yr, r•••^Yrk ^Yrr ^

- X-(XS, ;X,, ;...,XSk;Xrk,Xir^' con Xs; la parte de X correspondiente a los elemen-

tos observados de la unidad muestreada i-ésima, X,; la parte de X correspondiente

a los elementos no observados de la unidad muestreada i-ésima y X„ la parte de X

correspondiente a los elernentos no observados de las unidades no muestreadas.

- ^f=(1M,-m,',•••,^_Mk-mk',^Mk^+,',•••,^MK' )' un (N-n)-vector de unos.

-- ys=(1m, ;•••,1 mk ^' un n-vector de unos

tenemos realizando los cálculos oportunos que las distribuciones predictivas del

vector Yrlys, serían las siguientes:

- para el modelo en dos etapas con varian.zas conocidas, Yrlys se distribuye
Normal (N-n}-variante con media y matriz de varianzas-covarianzas dadas por:

Xrl[F^11,^ -l`i.r/^A,./Ci_,2 ♦ u^')-^^6^

ElYr^y.^) -
Xfk ^H„^ `1X^.k^.X,.kQ 2 -FB^1)-1•ÍB[ l

X ff [Y B, _ U^^ J B J

diagk-/{Xri(X.,^^' X,,Q-2 + $^')-tXn^^
^

Var(Yfly^) _
0 diagx k+/ ^Xfn^^Xfr^'!

_ ZsrD-'Zsf^ Zsrd-'Xrr' + I 62
XrrD 'Zsf' x rr^y'Xrr^

N-^ ^

donde

Ŝ̂ B = (i( ^^^X ^^Q-2 + B^-^)-^^x.^^'Y.^1Q-2 + g^-
.,

rer = ^P - x(KBp^ + ^pB^iO)-'Bp' ao^

k -
^e = B^'v-' B^'^ aH + (K - k)^3Br ,,^, .,

- K(KB^,' +i^B^ó)-^B^' ^30 ,

Z8r = ^Bp^tX.,/^X.^/c^r _.a + Bu^')-'Xr^^^...,B^'(Xsk'Xska-2 + B^-^)-^^(r^^^^

k
^_^. Bp^(Xs^^X.,,a-s + B^-^)-^B^-^ _ kB^"' - IpB^o-',^. ^

siendo ^^,. -(x,.; ^ x,.,a-2 + B^' )-'^e el estimador Bayes para pérdida cuadrática del

coeficiente de regresión para la unidad i observada y^H - gR^e el estimador Bayes

del coeficiente de regresión para las unidades no observadas.
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-- para el modelo en dos etapas con varianzas desconocidas, Yrlys se distribuye

{N-n)-variante t con n+2^ grados de libertad con media y matriz de varianzas-

covarianzas para n+2ao>2 dadas por:

E(Yr ( y.s ^ ^

d©nde:

Var{Y,tyJ} _

t ^ ^ -^-t
X rl [^8s, - ^x.r! xsl + C^ } ^B

rtc F'l3 ( ^
1 -1 ^ t

X ^ ^ ,n - ^sk xsk + C^ } ^ B

XR[^8^ - CAYB]

t , t, t , ,
Zsr pt- Zsr zsr Dt XrY
x^^t-^Zsr^^ itRDt`^xrr' + ^!y-^ ^

diag =k+^{XrrtC^XrYt^}^

^é., = íX^;'x.^ + Cp-')-'[X„'Y„ + Cp-'I Ip - K^xC^' + I^Cpó^-^Cp']^o

^
L

^ ĝ^ _ ^tp - K^KCR' + IPCpó^ C^^ ^o,
l. ^

^ ^ ^ = Cp^Di"'^C^1^ +^^^á^ + (K - k)^ér ^

2„' _ {Cp'(X,^'Xfi ^` Cp-^)-^X ► ^`.... ,Cp^(K,R`Xs + Cp-^)-^X^'^`,

X Uá j^ k^X.^^C^m, - X.f(X„^ x,^ + Cp^)-'X,i^^(Y.! - XsiF+O)

tl

^o = ,^,, ^=^xs^'^I,r,, - X,;(X ^,f x„ + C^')-^x:^^^. ► + Cpó ^

-^Va+bo},

^o = {^ k ^IYsÍ - Xs^^o)'^^m, - x.i(X.^,^x,^^ +Cp^)-'x.^^^Xa^

_ ^ ^ ^ ^ ^ -^ -i -t^° ^ ^.,Cp (x.; X., + Cp- )- Cp - kCp - I^Cpo .

_ k . . 1 1 .

M8 ^ n + 2ap - 2 2^ ^=^(Ysi - Xs^^o)
(Im, - %^si(X.^ X.^ + Cp ) %^.1 kysl - X.IF'0 )

siendo ^B^t -( x,.;^ x,; + C^1}-'YB` el estimador Bayes para pérdida cuadrática del

coeficiente de regresión para la unidad i observada y^B,t - Ca7B^ el estimador

Bayes del coeficiente de regresión para las unidades no observadas.

Y los estimadores Bayes que minimizan la pérdida cuadrática esperada dada la
rnuestra para la rnedia poblacional por elemento y su error vendrán dados por:

diag;=^^x^(xs^^Xs^ +^^a}-^Xn^^ ^
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- para el modefo en dos etapas con varianzas conocidas:

donde:

^ r n y^s + J ^k ^ ^M, -ni, ^ X n[NB,^ - ^xJi ^ xsiQ-2 + B^^}-^YB,

2E^
N N

K •

+ 1 ^i=k+11M^xm^^8.
- $^'%8^

N J
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+

^ ^ 1
"' N 2n Q2 + 2^ rM,-en,+ X ri^xrr ^ XriQ-2 +$^)}^^^xri^l M-rn, - Í^BJ +

N N i=^
Var(Yf yS ) ^ K

+ ly2 ^ I M x rT'B^(Xr*i^^M, - re^
i=k+1

„ k x
Tg = B^1D-1 ^`-tB^^(Xsi^ x sia-2

+ B^-1^-1^(ri^^M,-m, .^.
^i^h+J X rri^IM^

- para el modelo en dos etapas con varianzas desconocidas (con n+2ao>2):

2E2
+

^n ^ ^ (^ c _ ( ^ -2
N ys + N^j - 1 M,-n ► , xri F'6si ^st X sfa^=1

j K „
N ^M ^Xrri ^er - CpiB^ i=k+ 1 '

_ ..
+ C^') '7 ĝ +

- M MG N-'/1 + ^2 k
iM,-rn,^ X rilxsir

xs, + C^1}-1 ( }^ri^1M,-mr - r8 }

N N ^i=1 ` ^Var(Yl )ys

donde:

) K

+ N2 ^. 1M ^xrriCp(Xrri^IM -
i=k+t ' '

_ k _
rĝ = ^^^Dt'1 ^. Cp)^Xsi^ Xsi

i-1
C^ -,

^8 ) ,

^ K ^

Xri IM,-m, + ^i=k+/Xrri IM^

Los modelos en dos etapas presentados son casos particulares de los modelos
multietápicos de Malec y Sedransk(1985) y Bernardo y Girón(1991) que presentan
expresiones matriciales para las distribuciones predictivas y estimadores, fa tarea
en esta parte del artícuio ha sido obtener expresiones manejables para estos dos
modelos (que son los modelos usuales a emplear en una población que responda a
una estructura bietápica respecto a la caracter^stica de interés) y que sean compa-
rables con los resultados obtenidos para los modelos básicos anteriores. Y casos
particulares de los modelos estudiados en este artículo han sido estudiados en
Scott y Smith(1969) y Murgui(1982).
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3. PROPIEDADES DE LOS MODELOS Y ESTIMADORES OBTENIDiDS Y
CO ► MENTARIC^S FINALES

Los modelos presentados y analizados en la sección anterior presentan las si-

guientes propiedades inmediatas:

1. La recuperación de los estimadores clásicos en fos modelos básicos cuando
se asume una distribución no informativa de los parámetras.

Efectivamente, en el caso del modelo básico con varianzas conocidas se recu-
peran para 6r' --^ 0, los resultados de Royall (1976) sobre estimador y error cua-
drático medio asociado para la media poblacional obtenidos desde un punto de
vista de superpoblación clásica y los estimadores de regresión, de razón y estima-
dor media muestral presentados por Cochran (1977) para estimar la media pobla-
cional desde una prespectiva de pablación fija si además asumimos: a) v= INa2 , b}

P= 1, V= d^ag",^c^2X;} y c) ^= 1, V= INCS2, X= 1N, respectivamente. Y en el caso

def modelo básico con varianzas desconocidas se recuperan asimismo todos las

estimadores anteriores para la distribución inicial ,^ (p,^2 ^,^ 2, sustituyendo en
c^

este casa V por W.

2. La recuperación de los modelos básicos (con unidades independientes) a
partir de los modelos de dos etapas cuando asumimos que la varianza entre unida-
des es muy pequeña.

3. La recuperación de los resultados clásicos en los modefos de dos etapas
cuando asumimos que la varianza entre unidades es muy grande y bajo fa hipótesis
adicional de muestrear en todas ias unidades.

Notemos que las propiedades 2 y 3 confirman un buen comportamiento de Ios
modelos anteriores para la descripción de una población finita. La dificultad de
ap[icación de estos modelos nace de fa necesidad de tomar decisiones iniciales
acerca de fa población camo son:

-- La elección entre modelos monoetápicos y bietápicos. En este sentido, usa-
remos un modelo monoetápico cuando nuestras creencias previas de la pobfación
nos señalen que la población respande a esta estructura, esto es, no podamos
distinguir unidades de elementos o bien las unidades sean muy simifares entre sí, y
usaremos un modelo bietápico cuando nuestras creencias previas nos señalen una
población estructurada según unidades (en principio diferentes entre sí), que se
dividen a su vez en elementos.

- La determinación de las distribuciones iniciales. Respecto a este punta y salvo
que tengamos unas creencias muy fuertes acerca de ia población en estudio es
aconsejable la elección de distribuciones iniciales mínimo informativas o con va-
rianzas altas que representen nuestros conocimientos iniciafes acerca de la pobla-
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ción. Bolfarine y Zacks ( 1992) detectaron que el modelo básico era bastante sensi-
ble a la distribución inicial asignada y los modelos bietápicos en la práctica suelen
manifestarse bastante robustos.

Otra cuestión a discutir es la relación entre los modelos planteados y el método
aplicado para la obtención de la muestra de la población, respecto a este punto, el
trabajo de Bayarri y Font(1994) apoyándose en los modelos con varianzas conoci-
das antes descritos, realiza un análisis del funcionamiento del muestr^:o aleatorio

simple (que tiene asociado un modelo monoetápico) frente a un muestreo aleatorio
estratificado y cluster (que tienen asociado un modelo bietápico).
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BAYESIAN_ INFERENCE IN FINITE P4PULATIONS: A REVIEW

SUMMARY

In #his communication, ! shali try to provide a review about some
results of Bayes predictors of the population mean under squared
error loss function. 1 shall introduce two regression modets under nor-
mality: a basic model and a two stage model in two cases: known and
unknown variances, and apply a Bayes analysis. For the two models I
shall done the Bayes predictive di^tributions, the Bayes estimators of
the population mean and their associated expected Ioss.

Keywords: Bayesian inference; finite population; multiple regression;
prediction.


