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RESUMEN

En este articulo, se intentara realizar un andlisis comparativo sobre
algunos resultados de predictores Bayes de la media poblacional bajo
funcion de pérdida cuadratica. Se introducirdn para ello dos modelos
de regresion bajo la hipotesis de normalidad: un modelo basico y un
modelo en dos etapas en dos supuestos: varianzas conocidas y des-
conocidas, y se aplicara un analisis bayesiano. Para los dos modelos
se proporcionaran los estimadores Bayes de la media poblacional y su
pérdida cuadratica media asociada.
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1. INTRODUCCION

El objetivo principal de este articulo es la recopilaciéon y estudio comparativo de
los modelos aplicados en Inferencia Bayesiana para estimar la media de una
caracteristica continua de una Poblacion Finita.

Son muy numerosos los trabajos publicados en esta linea, nos podemos referir a
Ericson (1969, 70, 83, 88), Smouse (1982, 84), Murgui (1982), Ghosh y Labhiri (1987),
Bolfarine y Zacks (1991, 92), Scott y Smith (1969), Malec y Sedransk (1985),
Rodrigues (1988), Royall y Pfeffermann (1982), Bernardo y Girén (1991) entre
otros; las hipétesis y criterios usuales propuestos han sido los siguientes:

— Se asume la Poblaciéon Finita de interés como realizaciéon de un determinado
modelo de superpoblacion sobre el que se asume la hipétesis de normalidad dados
los parametros y una distribucion sobre éstos normal si las varianzas son conocidas
y normal-gamma si las varianzas no son conocidas.

— Se establecen dos modelizaciones de la poblacion en estudio fundamental-
mente, que atienden a una estructura de poblacién monoetapica (la poblacion se
supone dividida en elementos) y una estructura de poblacién bietapica (la poblacion
se supone dividida en unidades y éstas a su vez en elementos).

— El criterio para seleccionar el estimador, considerando como estimador optimo
aquel que minimice la pérdida cuadratica esperada dada una muestra de la pobla-
cidon en estudio. Aunque algunos autores (por ejemplo: Smouse (1982, 84), Ericson
(1983, 88), Scott y Smith (1969), Malec y Sedransk (1985)) presentan estimadores
optimos bajo el criterio de minimizar la pérdida cuadratica esperada dada una
muestra entre los estimadores lineales de la media debilitando las hipdtesis de
normalidad que senalabamos antes.

En este articulo presentaré en la seccion 2 dos modelos de regresion multiple
bajo la hipdtesis de normalidad: un modelo basico (que atiende a una estructura
monoetapica de la poblacién) y un modelo de dos etapas (que atiende a una estruc-
tura bietapica), en los casos de varianzas conocidas y desconocidas completando
los estudios realizados sobre estos modelos, presentando: la distribucion predictiva
del vector no observado (de la caracteristica de interés de la poblacion) dada la
muestra, el estimador de la media poblacional por elemento y su pérdida cuadratica
asociada, todo ello en expresiones ‘faciles' de interpretar. En la seccion 3 se discuti-
ran brevemente algunas propiedades de los modelos analizados y se realizaran
unos breves comentarios sobre las posibles ventajas y dificultades de su aplicabili-
dad practica.
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2. MODELOS, ESTIMADORES Y ERRORES COMETIDOS AL USAR ESTOS
ESTIMADORES

Estudiaremos en esta seccion dos modelos Bayesianos de Poblacion Finita.

2.1 Modelo Basico

Supongamos una poblaciéon de N elementosde modo que asociado a un ele-
mento / tenemos una cantidad de interés y; que asumiremos realizacion de una
variable aleatoria Y; y un p-vector X=(x,...,X;y)’ conocido. Nos planteamos dos
situaciones:

1. Modelo Basico con Varianzas Conocidas

YX.B ~ Nu(XB,V),
B ~ Ni(b, B),

donde Y=(Y;,...,Yn)' es el vector de caracteristicas de la poblacion, X=(X;,...,Xy)' es
una matriz Nxp conocida, V es una matriz NxN definida positiva conocida, b es un
p-vector conocido y B es una matriz pxp definida positiva conocida.

2. Modelo Basico con Varianzas Desconocidas

Y[X,B .67 ~ Nu(XB,Wo?),
B |o? ~ Nu(b, Cc?),

o’ ~ Ga'(a,,by),

donde Y=(Y;,...,Yn)' es el vector de caracteristicas de la poblacion, X=(X;,...,Xy)' es
una matriz Nxp conocida, W es una matriz NxN definida positiva conocida, b es un
p-vector conocido, C es una matriz pxp definida positiva conocida y a, y by son
enteros positivos conocidos.

Supongamos ahora, que observamos los valores del vector Y para una muestra
s de n elementos y deseamos estimar la media poblacional:

NY
- =y ! n — N-n o
Y=—————'—::—A—/ys+ N Y,
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donde ;: es la media muestral observada y Y, es la media de los elementos no
muestreados. Entonces si denotamos por(1):

— Y=(ys'Y,)’ con y; la parte observada dada una muestra de Y e Y, la parte no
observada de Y.

— X=(X;'X,)'con X; la parte de X correspondiente a los elementos observados y
X, la parte correspondiente a elementos no observados.

— Y particionamos las matrices:
v = VS vsr , w = ws wsr ,
Ve V. W, W,

denotando con s la parte correspondiente a los elementos observados, rla de los
elementos no observados y srlas correspondiente a los elementos observados y no
observados.

— 1,un (N-n)-vector de unos y 1, un n-vector de unos.

Tenemos realizando los calculos oportunos que las distribuciones predictivas del
vector Y,/y,, serian las siguientes:

— para el modelo basico con varianzas conocidas, Yy, se distribuye Normal (N-n)-
variante con media y matriz de varianzas-covarianzas dadas respectivamente por:

XrBB + Vr:v.s_I(yx - XJﬁB)'
vr - vr.\'vx_lv:r +
+ (X, -V VXWX VX +BT) T (X, -V, VX)),

E(Y,ly,)
Var(Y,ly,)

donde

Be = (X,'V'X, +B™)" (X,'V.y, +B7'b),
es el estimador Bayes para funcién de pérdida cuadratica del coeficiente de regre-
sion.
— para el modelo bdsico con varianzas desconocidas, Y.lys se distribuye (N-n)-

variante t con n+2a, grados de libertad con media y matriz de varianzas-
covarianzas para n+2ay,>2 dadas por:

(1) Suponemos sin pérdida de generalidad el vector Y ordenado de modo que los n prime-
ros valores corresponden a elementos muestreados y los N-n restantes a los no observados.
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E(,ly,) = X,BYy + W, W, (y, - X B5),

1 \ 'y -1 2
=|=(y,-X.b)(W, +X.CX -X,b) +by | —=——
Var(Y,ly,) [z(y, DY (W, +X.C X)) (y,-X,b) + o] nizag 2>
x[W, -W, W'wW,_ +
+ (X, =W, WX )X, WX, +C™")" (X, -W,W,'X,)}

donde:
BY = (X,'WIX, +C™) " (X,'W 'y, +C'b),

es el estimador Bayes para funcién de pérdida cuadratica del coeficiente de regresion.

Y los estimadores Bayes que minimizan la pérdida cuadratica esperada dada la
muestra para la media poblacional por elemento y su error vendran dados:

— para el modelo basico con varianzas conocidas por:

oy

Y ~

Var(rly,)

e ) R
Ys + N I [XrBH + vr.rv: ‘(y.r - X,B”)]I,.

~ Z|=

—ﬁ-.[ 1,. Var(Y,l Ys )I' .

— para el modelo basico con varianzas desconocidas (con n+2ay>2) por:

Py

s P N N -
Y B2 = —A’- Y, + N Ir [xrBBl+wr:w: ‘(YJ_XJBB')]IH

Var(Yly,)

N—lzl,'Var(Y,Iy,)l,.

2.2 Modelo en Dos Etapas

Supongamos una poblacion de N elementos estructurada en K unidades de mo-
do que cada unidad i contiene M, elementos, y supongamos que asociado al ele-
mento j-ésimo de la unidad /-ésima tenemos una cantidad de interés y; que asumi-
remos como realizacion de una variable aleatoria Y; y un p-vector conocido
Xi=(X;1,...,X;p)". Nos planteamos dos situaciones:

1. Modelo de Dos Etapas con Varianzas Conocidas

Yiilxii'B i ~ N(X'Bio?), j=12..,M, i=12,..K, independientes,
Bil B~ NeB, Bg), i=12...K, id,
B e Nv(BuvBuo)v
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donde con iid indicamos “independientes e igualmente distribuidas”, B, es un esca-
lar conocido, By y By, son matrices pxp definidas positivas conocidas y o® es un
escalar positivo conocido.

2. Modelo de Dos Etapas con Varianzas Desconocidas

Y,[X,.B . 0% - N(X;'B,o?), j=12..M,i=12..K,
Bi! B~ Nu.B, Cgo?), i=1.2..., K, iid,
Blo? -~ N,(BO.CBOUZ),

c? ~ Ga'(a,,by),

donde con iid indicamos "independientes e igualmente distribuidas’, Bp es un escalar
conocido, Cp ¥y Cpo son matrices pxp definidas positivas conocidas y a, y b, son
escalares positivos conocidos.

Supongamos ahora, que obtenemos una muestra de n elementos de la pobla-
cion por el siguiente procedimiento:

— Seleccionamos k de las K unidades en las que esta estructurada la poblacion.

— Si i es una de las unidades seleccionadas, obtenemos una muestra s, de m,

elementos, con Xf.‘z ym;=n
y para los elementos de la muestra observamos los valores de Y; nuestra intencion
es estimar la media poblacional, es decir:

= 2:/2:1),” + _ZLIM"H b Z-l:kuM‘
N N

Yo + ——F— T,

_ y —
Y —_
N s N

donde y, esla media muestral por elemento, Y, es la media de los elementos no

muestreados de unidades muestreadas y ¥, es la media de los elementos no
muestreados de unidades no muestreadas. Entonces si denotamos por(2):

~ Y=(¥Ys1,Yer'.... ¥ Yo', Yor ) con ys; el vector observado para la unidad mues-
treada i-ésima,

(2) Suponemos sin pérdida de generalidad el vector Y ordenado de modo que los k prime-
ros vectores Y, corresponden a las unidades observadas y los K-k restantes a las unidades no
observadas, ordenandose ademas los vectores Y, correspondientes a unidades observadas de
modo que los m, primeros lugares corresponden a los valores de Y de elementos muestrea-
dos de la unidad i muestreada.
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- Y, el vector no observado para la unidad muestreada i-ésima e Y,, el vector no
observado para las unidades no muestreadas.

= ¥s=(¥s1'--- ¥sk)'
- YI'=(YI1"" -:Yrk.-le')l

= X=(Xs1', Xer',.... Xsk', X, Xr)' con X;; la parte de X correspondiente a los elemen-
tos observados de la unidad muestreada ~ésima, X, la parte de X correspondiente
a los elementos no observados de la unidad muestreada ésima y X,, la parte de X
correspondiente a los elementos no observados de las unidades no muestreadas.

= 1=Tmrmi'eees T _micmk's TMker' oo, Tuk')' un (N-n)-vector de unos.
— 1s=(1n¢',...,12)' un n-vector de unos

tenemos realizando los calculos oportunos que las distribuciones predictivas del
vector Y,lys, serian las siguientes:

— para el modelo en dos etapas con varianzas conocidas, Ylys se distribuye
Normal (N-n)-variante con media y matriz de varianzas-covarianzas dadas por:

X"[ﬂ”.l —(XJI'X,IG 2, Bﬁ‘)-‘?el
E(Y,IY,(> = X,k[ﬁ,,‘ —(X“.X‘ko,z +B£‘)"?B] ,
er[Bg, - B‘,YB]
var(Y, ly,) diagt. {X,(X," X,02 + B;'Y "%} ,
ar(Y,ly,) =
Y, 0 diag,‘ih,{Xmexm.}

- ZS'D—:ZBI. Zer~:xn’ + IN—nGZ-
X,D” Zsy' X DX,

donde

Bo = (X,'X,07%+ nl,“)-‘[x,,'y‘,c‘2 + B,“[l, - k(kB}' +|,,B,;;)"B,;‘]Bo],
- -1

Ba, = [l,, - k(KB + I‘,B‘;(',) Bg‘]ao.

- - - - k " A

¥, =B;'D '[B,,'ZMBM,, (K ~A~ma.].
z, = (B,;,‘(xl,'x‘,a*2 +B )X BN (X, X a2+ BT X, )

L . -2 -1 -1 -1 -1
D = Z'_‘B‘,'(XS,X‘,U +By ") By - kBT - 1By,

siendo §, -(x,'X,c2+B;')'j, €l estimador Bayes para pérdida cuadratica del
coeficiente de regresion para la unidad i observada y [S,,, - Byt €l estimador Bayes
del coeficiente de regresion para las unidades no observadas.
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—~ para el modelo en dos etapas con varianzas desconocidas, Yy, se distribuye
(N-n)-variante t con n+2a, grados de libertad con media y matriz de varianzas-
covarianzas para n+2ay,>2 dadas por:

X, [Bh,, — (X" X, + G574

BOVAY.) = |, [B, - (X' Xy + G5)'74]
xn[B|B, - CB'?'B]
diag:‘_,{X"(Xn'X" +CE’)-1xn"} o
Var(Y,| =M -
(Y:ly,) ‘ G{[ 0 diagf-nl{xmcﬂx"‘l}

- zsrlDl-1zsr'. zsrlDl—lxn. + 1
X,D,'z," XD, ) 7

donde:

B = X+ C70 Xy s €471 - K (kG + !,C;;)"C;‘]po].
B, = [l, - x(kcy' +|,c;.‘,)"C;‘]B°.

?,'= c;'o,"[c;‘zl'_‘ﬁ‘.,_, +(K —k)ﬁb.]-

Z,' = (G5 (XL Xu + Cp 7 Xy G X X + G T X )
k
D= 3 Ca'(XuX, +Cy)Cy T - kCy T = 1,Ch
2 1 K . . -1y- .
Ma = mge {3 0a = XaBoY [l = XX X+ € Xy = X o) -
o
1
- ;-Va + bo}.

Va = {0 0a - XuBol[im, — XulX X+ €)X X} x
x D T X [lm, = XX X+ €5 X Ky - XuBo)}.

Da = 3" Xu'flm = XX X, + C3) "X Ku+ C8

siendo f,'-(X,'X,+C;")'ys' el estimador Bayes para pérdida cuadratica del
coeficiente de regresion para la unidad / observada y B, ' - C,7g' €l estimador
Bayes del coeficiente de regresion para las unidades no observadas.

Y los estimadores Bayes que minimizan la pérdida cuadratica esperada dada la
muestra para la media poblacional por elemento y su error vendran dados por:
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— para el modelo en dos etapas con varianzas conocidas:

& = Lt = 3 L XalBa, (X, X0 4B e +
Yop1 ~ N TN &
] K - -
M WZ.:hil”"x'“[ﬂB' - BBYB}
N-n , 1 & . ) -2 -1y P
— =N oy T, Xi(X ' X 07+ By) (x" Tv,-m, -l‘a) *
Var(Ylyy)
1 K g P
S WX

donde:
- iy LI . - -1y o K '
e =B;'D 1[Zi=‘8ﬁ‘(x«" X072 + By )X g+ D K 1,,.}

— para el modelo en dos etapas con varianzas desconocidas (con n+2a,>2):

< n — 1 & . > \ - IETOR PN
Yop ~ N "W > Tarn Xu[Bhs - (X X072+ € 'TE] +

S X [B — i)

N -n 1 k , , 1= . A
MG{ + = iz‘lu,fm, Xi(X,' X +Cp1) ‘(xriIM,—m, ‘rIa) +

+

N?Z  N?
1 K
N? i=k+1

Var(?l Ys)

+

IM, IeriCB(XHiIIM, - l:tB)}'
donde:
~ k . '
r:3 = CE'D,_‘[ZMC[;'(XJ,-'X_‘,- + CB_1)"1X,,-'IMI_,"‘ + Zi=k” Xm'lu,}

Los modelos en dos etapas presentados son casos particulares de los modelos
multietapicos de Malec y Sedransk(1985) y Bernardo y Giron(1991) que presentan
expresiones matriciales para las distribuciones predictivas y estimadores, la tarea
en esta parte del articulo ha sido obtener expresiones manejables para estos dos
modelos (que son los modelos usuales a emplear en una poblacién que responda a
una estructura bietapica respecto a la caracteristica de interés) y que sean compa-
rables con los resultados obtenidos para los modelos basicos anteriores. Y casos
particulares de los modelos estudiados en este articulo han sido estudiados en
Scott y Smith(1969) y Murgui(1982).
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3. PROPIEDADES DE LOS MODELOS Y ESTIMADORES OBTENIDOS Y
COMENTARIOS FINALES

Los modelos presentados y analizados en la seccion anterior presentan las si-
guientes propiedades inmediatas:

1. La recuperacion de los estimadores cldsicos en los modelos basicos cuando
se asume una distribucion no informativa de los parametros.

Efectivamente, en el caso del modelo basico con varianzas conocidas se recu-
peran para B™' — 0, los resultados de Royall (1976) sobre estimador y error cua-
dratico medio asociado para la media poblacional obtenidos desde un punto de
vista de superpoblacion clasica y los estimadores de regresion, de razén y estima-
dor media muestral presentados por Cochran (1977) para estimar la media pobla-
cional desde una prespectiva de poblacidn fija si ademas asumimos: a) v = I,c?, b)

p=1V= diagf‘i,{ozx.} y c) p=1V =1I? X=1,, respectivamente. Y en el caso

del modelo basico con varianzas desconocidas se recuperan asimismo todos los

estimadores anteriores para la distribucion inicial x (3,02)«%, sustituyendo en
[}

este caso V por W.

2. La recuperacion de los modelos basicos (con unidades independientes) a
partir de los modelos de dos etapas cuando asumimos que la varianza entre unida-
des es muy pequena.

3. La recuperacion de los resultados clasicos en los modelos de dos etapas
cuando asumimos que la varianza entre unidades es muy grande y bajo la hipdtesis
adicional de muestrear en todas las unidades.

Notemos que las propiedades 2 y 3 confirman un buen comportamiento de los
modelos anteriores para la descripcion de una poblacion finita. La dificultad de
aplicacion de estos modelos nace de la necesidad de tomar decisiones iniciales
acerca de la poblacién como son:

— La eleccidon entre modelos monoetapicos y bietapicos. En este sentido, usa-
remos un modelo monoetapico cuando nuestras creencias previas de la poblacion
nos senalen que la poblacion responde a esta estructura, esto es, no podamos
distinguir unidades de elementos o bien las unidades sean muy similares entre si, y
usaremos un modelo bietapico cuando nuestras creencias previas nos senalen una
poblacién estructurada segun unidades (en principio diferentes entre si), que se
dividen a su vez en elementos.

— La determinacion de las distribuciones iniciales. Respecto a este punto y salvo
que tengamos unas creencias muy fuertes acerca de la poblacion en estudio es
aconsejable la eleccion de distribuciones iniciales minimo informativas o con va-
rianzas altas que representen nuestros conocimientos iniciales acerca de la pobla-
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cion. Bolfarine y Zacks (1992) detectaron que el modelo basico era bastante sensi-
ble a la distribucion inicial asignada y los modelos bietapicos en la practica suelen
manifestarse bastante robustos.

Otra cuestion a discutir es la relacion entre los modelos planteados y el método
aplicado para la obtencién de la muestra de la poblacion, respecto a este punto, el
trabajo de Bayarri y Font(1994) apoyandose en los modelos con varianzas conoci-
das antes descritos, realiza un analisis del funcionamiento del muestrao aleatorio
simple (que tiene asociado un modelo monoetapico) frente a un muestreo aleatorio
estratificado y cluster (que tienen asociado un modelo bietapico).
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BAYESIAN INFERENCE IN FINITE POPULATIONS: A REVIEW
SUMMARY

In this communication, | shall try to provide a review about some
results of Bayes predictors of the population mean under squared
error loss function. | shall introduce two regression models under nor-
mality: a basic model and a two stage model in two cases: known and
unknown variances, and apply a Bayes analysis. For the two models |
shall done the Bayes predictive distributions, the Bayes estimators of
the population mean and their associated expected loss.

Keywords: Bayesian inference; finite population; multiple regression;
prediction.



