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RESUMEN

En este trabajo proponemos un método para incorporar informa-
cién adicional de varias variables auxiliares, en la fase de estimacién,
del parametro varianza de una poblacion finita. El estimador propues-
to puede verse como una extension del método multivariante clasico
propuesto por /saki (1983).
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1. INTRODUCCION

Es bien conocido que el uso de informacioén auxiliar cuando se muestrea en una
poblacién finita, puede mejorar notablemente la precisién en la estimacion de
parametros poblacionales como la media o el total poblacionales. Son muchas las
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situaciones practicas en las que se dispone de informacion adicional proporcionada
por varias variables y en tales casos es importante saber incorporar en la fase de
estimacion la informacién disponible. En este trabajo proponemos un nuevo método
que persigue ese fin cuando se trata de estimar la varianza de una poblacion finita.

Supongamos una poblacion finita de tamano N en cuyas unidades hay definidas
dos caracteristicas: y y x, siendo y la caracteristica de interés y x la caracteristica
auxiliar. Por Y, y X, respectivamente, denotamos los valores de yy x en la unidad
J. Supongamos una muestra aleatoria simple de tamano n y que el tamano de la
poblacion es grande como para poder omitir el factor de correccion por finitud. Sean
s? y s? estimadores insesgados de las varianzas poblacionales SZ y SZ, respecti-

vamente,

N
35=ﬁ1‘_‘12 (¥,-¥)°

i=1

donde Y es la media poblacional de la variable y.

El método clasico para construir un estimador tipo razén (/saki, 1983) para S';‘
es mediante el estimador:

siendo este estimador mas preciso que el estimador directo, sf,, bajo ciertas con-
diciones (ver Isaki,1983).

En este trabajo extendemos el estimador é,z de forma que el estimador definido

es mas preciso que é,z y también que sf,.

2. EL ESTIMADOR PROPUESTO Y SU ERROR CUADRATICO MEDIO
La extension del estimador é,z que proponemos, éé , €s la siguiente:

2
ZSx
YSE

SZ =ws +(1-w)s2.
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Claramente, 52 es 57 si w=1y 82 es 52, si w=0. Asi, una eleccién 6ptima del
coeficiente w, producira un estimador & con menor varianza que las varianzas de
los estimadores S7,y s2.

El estimador SE , €s sesgado. La precision del estimador se ha de medir por su
error cuadratico medio y la constante w ha de elegirse minimizando éste. Denotando

2 2 2 2Sz
-_— -—x
to =sy -Sj, ty=s)-s§ 2
X

se obtiene 52 -S2Z =t, - wt,,
ECM(QE) = E(tg) - 2wE(tot,) + sz(tf) =f(w).

El punto critico de la funcién cuadratica y convexa i coincide con su minimo, con

_ E{toty)

lo que el coeficiente w que minimiza ECM(SE)es Wy = E(tz)
1

min ECM(ég) =E(t3) -

minimo que al ser no negativo puede expresarse como
min ECM(ég) =E(3)(1-n?).
donde

2 _ E(.toh)2
- E()E()

conn® <1. Obsérvese que mes como el coeficiente de correlacion entre t, y t,

sélo que reemplazando V(t,) por E(tf) (ya que s es insesgado para S2).
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3. APROXIMACION DE PRIMER ORDEN DE ECM ($})

52 _ 82 s2 _ sZ
X x _ Yy y 2 _q2 o2 2 _ 2
= Y ey = o Entonces, s7 =SZ(1+e,) Y t, =s2 -S2 =SZe, .
x y
Ademas, en un primer orden de aproximacion,

Sean e, =

2
X

t,=s2-s2 S, =sz(1—(1+e )_1)=Sz(1+e Je
1 y ys y 1 =%y 0/=1-

Asi, 17 =Sje?, tot, =Sjeqe,, y

(8] )|

Cov(s2,s2
E(toty) = 33[—3(?8'2—Y) + o(n-z)J _

y

Por tanto, como t5 =Sje2, E(tg) = V(sf,), y

min ECM(82) = V(s 2)—L )[1 (s2.s2 ]
y ya que en muestreo aleatorio simple (ver Kendally Stuart (1977)),
v(s2)= %s: (B2(x)-1)+S20(n2),
V(s2)= %S;(Bz(y) -1)+530(n2),

Cov(s?.s2) =~ 8282 (B(y.x) - 1)+ SE850(n ),

donde

Bz<y>~“+‘°ﬁz(x Pt By yx=—+2-,
Pcz HooHep
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con
My = %Z(Yi -Y) (- %),
obtenemos
2
min ECM(SE) = %St Baly)-1- %%11))—

y el woptimo que minimiza ECM(QE) es

_(By.x)-1)
M

El método de regresion propuesto por /saki (1983) estima la varianza poblacio-
nal mediante el estimador $%; =s2 +b(Sf ~sf) donde b es una constante, y la
varianza minima del estimador optimo obtenido coincide con la dada en (2). Asi, el
estimador propuesto dado en (1), con el coeficiente 6ptimo (3) y el estimador de

regresion optimo tienen la misma precision.

En el caso particular de que la distribuciéon conjunta (y,x) tenga los mismos
momentos hasta el orden cuatro que una normal bivariante, los coeficientes, by w,
que dan los estimadores 6ptimos de regresion, é;"eg, y del estimador que propo-

nemos, SZ, son
2
SY

b, = —%
0 Si

Py wo=p?

donde p es el coeficiente de correlacion entre y y x. Asi, los estimadores dptimos
adquieren la forma

2

N S
Sigw =57 +§%p2(83 - sf)
X

82 - 2283 1= p2
E°P‘_psv"s'2_+( p*)s

2
y *
x
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De esta forma, para tamanos de muestra grandes, el disponer de informacion
sobre el coeficiente de correlacion p (informacion disponible en muchas situacio-

nes practicas) permite construir un estimador para la varianza poblacional tan
preciso como el estimador de regresion y mas preciso que los estimadores de

razon, 8,2 , y directo, sf. Ademas, con sdlo esta informacion no es posible compu-
tar el estimador de regresion 6ptimo pues se requiere conocer también la varianza
poblacional de la variable de interés, Ss, mientras que el estimador é;m si se
puede evaluar.

4. EXTENSION AL CASO MULTIVARIANTE

Supongamos en esta seccion que en las N unidades de la poblacion finita hay
definidas k+1 caracteristicas y, xi,..., X, Supongamos una muestra aleatoria simple

de tamano n y sean sfl estimadores insesgados de las varianzas poblacionales
8. k1., k

Isaki (1983) propuso (de forma similar al método para estimar la media pobla-
cional propuesto por Olkin (1958)) un estimador multivariante tipo razén para Ss :

k
, con 2wi=1.
i=1

La comparacién de éste estimador, en cuantc a precision, respecto al estimador
directo, 53- sélo es posible imponiendo restricciones a los momentos de la distri-

82

2
X

K
a2 _ 2
Smrr = E Wisy

i=1 s

bucién conjunta de las variables y, xj,..., Xk .

En esta seccion extendemos el estimador éfmq y el estimador propuesto en la
seccion 2, $2, de forma que el estimador obtenido es mas preciso que S2m Y

también que s . Definimos

k 2 k+1

. s?

SZe = Zwis$—2‘+wms§, con ZWi =1
; s .
i=1 Xi i=1

82 coincide con SZygsi wi.=0, S&e coincide con sZ si w; =0 para i=1, ... K, y
82 coincide con 82 si k=1. Por tanto, eligiendo los coeficientes w; optimos, se

obtendra un estimador 5% mas preciso que S¥g vy s2.
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2
Sean t;=s2-s2—i=1..k, w el vector columna (w,..,w), M la matriz
sx

kxk, M= (E(titj)) ,ij=1,..., k,y mel vector columna (E(tot,),....E(tyt, ))
k . k
Como w,,, = 1—Zwi , obtenemos Sfc -S2 =t, —Zwiti, y
i=1 i=1

ECM(Sfe ) =E(12) - 2m'w + w'Mw = f(w).

Los coeficientes w 6ptimos que minimizan ECM(éfAE) son wo =M"my

min ECM(SEAE) =E(t§)-mM"'m.
2

xI

, Obte-

Ademas, en un primer orden de aproximacién, denotando e, =s2 - >
‘s

xI

nemos t; = S{(1+eo)e; y tt =Sjee,il=0,. k (para i=i=0, t§ = SZe?). Entonces,

usando una notacion andloga a la de la seccién 2, obtenemos

E(titl)s%SC[ex‘,,q], i1=0,...,k, (con x,=y),

sy,

y llamando Ag = (8yx, = 1.0, 1) A=Agu = (6, —1), i=l=1,...k

. A 1 v
min r—:c;m(s;E ) = ;S‘;[Bz(y) —1- AQATA |
y obtenemos que los coeficientes dptimos son
wo =M"mA~'A,.

Asi, el estimador $2¢ es igual de eficiente que el estimador de regresion multi-

variante propuesto por (/saki, 1983)
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y éf,,E tiene la misma forma que un estimador de regresion multivariante salvo que
2

X, s

-

X

82 -sZ se ha reemplazado por sj 2, i=1,..., k. Para verificar que el estima-

dor SME es tan preciso como el estimador SMR , de (5), tenemos

ECM(SEAE) =E(t}) -2mw + wMw = V(sZ)-2A,w + wAW =

+Zw2V —:—ZEWCOVS s2 ——S—i+ZWWCOV( )—§4—
x, s X, S

X i2)

La varianza exacta del estimador de regresion multivariante $2 es

V(é‘,2 ) ZBZV 22 B,Cov(s%.s2)+ iBiBiCov(sfl 5% ) )

i=1 iz

Por tanto, como los coeficientes B; 6ptimos, B ?son las soluciones del sistema

B. V(sf‘ ) — Cov(sfl 33) + iBsB;COV(Si,Si ) =0, i=1...k

i
iz)

denotandoy;, =wR;, R;= Sz/S, , para i=1,..., k, concluimos que los coeficientes

x; 6ptimos, x°, y los coeficientes B; 6ptimos son iguales:
x’ = wlR; =B?,
y entonces
min ECM(éfAE) = min v(é;“,m) .

Ahora mostramos como el estimador propuesto, Sf,,e , presenta ciertas ventajas

frente al estimador multivariante de regresion Sg . Si (y, x1,..., X tiene los mismos
momentos que una ley multivariante normal 1x(k +1) hasta el orden ocho y se
asume que el coeficiente de correlacion poblacional entre todas las variables es el
mismo, es decir, py, =pPyx, =P, hj=1...,k ver también /saki 1983), entonces el

estimador multivariante tipo razon, 82 , es optimo para
MRT
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Wy = wd == w

1
k ’

el estimador multivariante de regresion, éfm , €s 6ptimo para

2 g2
BO=—P Y itk
1+(k-1p ° S
y el propuesto, para los coeficientes
2
wl=wl=.=wl=x-P
1o KT e k-1p 2

Asi, los estimadores multivariantes 6ptimos obtenidos por el método de regre-
sion y por el método que proponemos adoptan la forma

Q&2 _ a2 y
Shr =Sy 1)p22$§ -s)

a

k 2
82 - __P_____SZ'
MEom ™ 1+(k—1)p Z s ( 1+(k—1)p2Jy

respectivamente.

De las expresiones anteriores se deduce como el método que proponemos me-
jora ambos estimadores. En primer lugar, de (4) se deduce que Sf,lE es mas preci-

SO que sf, y éf,m . En segundo lugar, bajo las restricciones impuestas en el mode-

lo propuesto por Isaki, 53¢ mejora a SZ5 en el sentido de no requerir mas que

disponer de informacion acerca del coeficiente de correlacion comun a todas las
variables para ser computado exactamente.

5. APLICACIONES Y COMENTARIOS

Los resultados de este trabajo pueden ser aplicados en cualquier situacion en la
que un estimador tipo razén pueda ser usado. Una de estas situaciones es la
siguiente: Un censo de 1993 muestra que el salario medio de una poblacion es X.
Ademas, en el mismo censo, como medida de la dispersiéon de los salarios con
respecto a su media (y en cierta forma de la distribucion de los salarios), muestra
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una varianza poblacional S2. En mitad de una campana electoral del afio 1995 se

tiene interés en estimar la varianza de los salarios S2, para observar en qué medi-

da ha variado. Mediante una muestra aleatoria simple es posible estimar esta
varianza mediante el método directo, 53~ Si ademas se observa en las unidades de

la muestra seleccionada el salario de 1993, es posible estimar la varianza S§
R g2

mediante S? = s2 =% . El estimador que proponemos es mas preciso en la estima-
s)(

cion de S2 que ambos.

El estimador que proponemos en este trabajo, éf,,s , puede verse como un caso

especial del estimador de razon de /saki, con sélo introducir una variable auxiliar
2
Xice1
2
Xie1

artificial x ., que cumpla s% =82 . Entonces, =1y el estimador de /saki,
82 .., con k+1 variables auxiliares coincide con el propuesto SZ: para k variables
auxiliares.

Rueda y Arcos (1996) consideran un estimador de la varianza poblacional obte-
nido siguiendo el método repetido de sustitucion, cuasi-insesgado y asintéticamente
igual de eficiente que el estimador de regresién, y con las mismas buenas propie-
dades que el propuesto en este trabajo en poblaciones normales bivariantes.

Cuando el parametro de interés es la media poblacional de la variable y, Tankou
y Dharmadhikari (1989) consideran, de forma similar, un estimador como extension
del estimador multivariante tipo razén propuesto por Olkin (1958) para estimar la
media poblacional .

Finalmente, notar que aunque este trabajo se ha desarrollado suponiendomues-
treo aleatorio simple y que el tamano de la poblacién sea grande como para poder
prescindir del factor de correccion por finitud, el método puede aplicarse para
construir estimadores tipo razon en diferentes disenos muestrales.
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IMPROVEMENT OF RATIO AND REGRESSION TYPE ESTIMA-
TORS FOR POPULATION VARIANCE

SUMMARY

This paper proposes a method for using multi-auxiliary information
at the estimation stage of sample surveying when the parameter of
interest is the variance of a finite population. The proposed estimator
is an extension of the classical multivariate method of /saki (1983).
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