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RESUMEN

EI filtro de Kalman, como procedimiento de mínimos cuadrados,

tiene el problema de la falta de robustez. Varios autores han tratado el
tema de la robustificación del mismo mediante el uso de mezclas de
distribuciones normales como modelo para el error tanto en la ecua-

ción de abservación coma en la ecuación de estado. Pero la solución
exacta del filtro no es operativa al ser el modelo explosivo ya que el

número de componentes de la mezcla crece exponencialmente con
t. Este trabajo trata de presentar distintas formas de reducción del
número de componentes en la mezcla en cada etapa utilizando diver-

sos criterios como: distancia de Kulback-Leibler, la poda, la unimoda-
lidad y los momentos entre otros, presentándose algunos resultados

comparativos.

Palabras clave: Mezclas de distribuciones, colapsar, filtro de Kalman

robusto, aproximación de mezcias, observaciones atípicas.
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1. INTRODUCCIC,IN
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Es ya un terna clásico, pera no por elfo deja de ser atractivo, tratar ^ie rabustifi-

car los procedirnientos estadisticos. La presencia de valores atípicos en los datos

destruye, en la mayoría de los casos, la validez de los resultados y, por tanto, el

anáiisis de los mismos.

Una forma de acercarse al problema se basa en considerar un modelo original

para los datos que permita la existencia de esas observaciones, para ello basta con

establecer la hipótesis de que las observaciones proceden del modelo principal con

un probabílidad cr y permitir que exista un porcentaje de las mismas (1-ac), que

praceden de otra distribución (generaimente de mayor varianza) que tambien

contribuye a!a generación de los datos. E1 nuevo modelo para las observaciones

tendrá una distribución del error que será una r^neicla de distribuciones.

Las implicaciones del uso de mezclas son varias, !a primera es que la es#adísti-

ca se ha desarrallado fundamentalmente bajo la hipótesis de normalidad, por lo que

deberán desarrollarse nuevos procedimientos que permitan el uso de mezclas y

establecer las propiedades de los nuevos estimadores. La segunda, y muy impor-

tante desde el punto de vista práctico es que, los procedimientos que utilizan

mezclas de distribuciones no pueden calcularse de forma exacta ya que resulta

computacionalmente imposible af crecer el número de componentes de la mezcla

exponencialmente, siendo necesario algún mecanismo de reducción.

EI presente trabajo se centra en los modelos dinámicos, en particular en los

modelas de espacio de estado. Kalman {1960) introdujo un método que permite

estr'mar e^ estado de un sistema, predecir una nueva observación y actualizar el

vector de estado en cada momento del tiempo t, usando minimos cuadrados de

forma recursiva. A éste método se le conoce con el nombre de filtro de Kalman y ha

sido ampliamente utilizado en la literatura, especialmente en la ingeniería y, últi-

mamente, en la economía.

EI problema del fiftro de Kalman es que no es un procedimiento robusto. Dentro

ae los trabajos que intentan robustificarlo hay que destacar el de Alspach y Soren-

son (1972}, y de Masreliez {1975) quien da fórmulas para el filtro cuando tanto la

ecuación de observación como la de estado tienen ruidos no normales.

Son los trabajos de Harrison y Stevens { 1971, 1976}, los que mejor presentan la
metadalogía del uso del mezclas de distribuciones normales, introduciendo la
terminología de madeios multiproceso.

EI atractivo artículo, aunque dificilmente aplicable debido al gran coste compu-

tacional, de Kitagawa {1987}, presenta una solución general independiente dei

modelo. Esta linea la complementa e! autor con I©s trabajos relativas al filtro y el

suavizado de modelos de espacios de estado utilizando mezclas {Kitagawa
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(1989,1990)). Meinhold y Singpurwalla (1989) utilizan distribuciones t-Student para
el error en su intento por robustificar el filtro de Kalman.

Es el artículo de Peña y Guttman (1989) el que presenta el desarrollo de 1as
fórmulas del fiftro de Kalman utilizando mezclas de forma más clara planteando el
problema de la necesidad de colapsar utilizando criterios de optimalidad.

Cóma hacer que el número de componentes no crezca exponencialmente, fué
la pregunta que se hicieron Box y Tiao {1968). Un cuarto de siglo después hay ya

muchos autores que han intentado dar una respuesta. EI presente trabajo es una

recopilación de técnicas de reducción del número de componentes de mezclas de
distribuciones norma[es en modelos dinámicos, se proponen algunas nuevas y se

hace un estudio comparativo de ellas.

2. EL FILTRO DE KALMAN ROBUSTO

Supongamos que las observaciones de una serie de tiempo yt, t=1, ... T se ex-
presan de la forma

Y^ = A,et +vt

6t = S2t6t-^ + w

[1 ]

[2]

donde At es una matriz 1xp de coeficientes conocidos y S?.t es una matriz p x p
conocida; v^ , y wt son serialmente incorreladas ;(1) es conocida como la ecuacíón
de observación o ecuación de medida y a(2) se le denomina ecuación de transi-
ción o ecuación de estado}; 6 es conocido corno estado. Cuando vt - N(o, Ct ) y
wt ^ N(0, Rt ) e!. modelo anterior se resuelve utilizanda el filtro de Kalman, un siste-
ma de recursiones que perrnite estimar el vector de estado, y predecir nuevas
observaciones.

Cuando la estimación del estado en cada momento de! tiempo t se hace condi-
cionada a las observaciones pasadas, se obtiene la estimación dada por el filtro,

cuando se condiciona a valores futuros de la serie se obtiene el suavizado. Sea
Y, _(y,, ..., yt ). Las ecuaciones del filtro de Kalman tienen la siguiente expresión
recursiva (ver Anderson y Moore (1979) para la demostración)

^
P(e t( Yt )= N(Otic ^ Vtit )

E[6 t I Yt ^= 0 t^t = e t^t-^ + Vtit-^A i M c t CY t- A t e t^t-1) ^ [3Ĵ

var^6 t I Yt ^= Vt^t = utit-^ - ut^^-^ A í M t^A t Vt^t-^ ^ [4]
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donde, 8cic-^ =^tec-^ ^ V^c-1 = R^ + f2iV:._,f2t` y Mt = C^ + Acvcrt-^Ai •

Aunque este procedimiento es muy eficiente bajo ^a hipótesis de normalidad, re-
sulta ser muy poco robusto ante la presencia de vatores a#ípicos. Esta falta de
robustez es debida a que la estimación del estado {3} es función lineal, y por tanto
no acotada, de ia diferencia entre la observación, y^ , y su predicción, sin que la
varianza (4) dependa de y, , por to que un valor atípico en yr afecta linealmente !a
estimación del estado.

Robustificando el fitiro

Una técnica ya clásica de robustificar el filtro es utilizar mezclas de distribucio-

nes normales (normal contaminada). Supongamas que y^ sigue et modelo {1 }-(2)

donde

^ ^^YiN(O,Ct,;),i = 1,2,...,1

Wt -^ 1^ RiN(^^Rt,i)^1=1,z,--.J

donde ^.Yi = ^.^3^ = 1. Sea K = IĴ .
^ ^

Sea k=(i,j^, k=1,...,K, el indicador resumen del modeio que interviene en cada
componente del proceso. Sea it la variable que indica qué componente ha interve-
nido en la etapa t, esto es ir = k, implica que el par (i,j) está interviniendo en la
cornponente de interés. Entonces, la estimación del filtro en et instante 1 será de la
forma

K

p{9 ^ I Y, }_^ p(8 ^ I Y^, i^ }p(iy I Y^ )
i^ -1

K

_ ^'„J N^8 i^' V^ }a;,

y, para el instante t,

K K K

p{BtIYt) -- ^^ ^^ ...^^ p(9tli^,i2,...i{,Y^}pC^,i^,...itlYt}
i^ _^ ii_, =1 i, =1 r5^

K K K L
^

^ • - ^ N(8;^,i2,...i^ ^ Viy,i2,...i, }aiy,i2,...it
i^ =1 i^_^=f i^=1
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EI número de componentes, en el instante t es Kt y, para el total de la serie, KT.
Es obvio que, para una iongitud realista de la serie, el cálculo exacto es imposible y

es necesario buscar algún tipo de aproximación reduciendo el número de compo-

nentes de la mezcla durante el proceso.

3. APROXIMANDO LA ESTIMACIóN DEL ESTADO

EI primer paso para reducir el número de componentes en (5) es tener en
cuenta que en el modelo lineal básico, cuando el tiempo transcurre, lo que a ocurri-
do en el pasado lejano se convierte en menos importante cara a hacer inferencia
sobre el presente y el futuro. Utilizando esta idea se puede establecer el primer

criterio de reducción. Supongamos que la estructura de la distribución mezclada en
un momento del tiempo anterior a t-h no es relevante cara a hacer estimaciones

sobre e! estado en el instante t. Se puede entonces aproximar (5) mediante

P(Btli^,i2,...it,Yt) --p(9tlit-n^it-r,+^,...it,Yt)

con lo cual

K K K

P(BtlYt) ^ .. P(etiic-n^^t-n+^,...it^Yt)P^t-n^^c-n+i,...itlYt) -
i,-1 i,_,=1 i,-^,-1

K K K
^

= . .
N(t/It-h^^l-h+lr...l, ^ ^^,-h^^l-h+lr...il )a ^t-h^^1-h+4r..1,

^t^^ ^l-1-^ (,-h^^

^6^

donde hemos supuesto que en la etapa t-- h el número de componentes de la
mezcla, condicionada a todo el pasado de la serie, es K. De esta forrna se reduce
el número de componentes a Kh+' de forma constante en todo el proceso, para
t>h.

Pero el proceso, calculado de forma exacta, en el momento t- h tiene Kt^n
componentes, con lo que deberá utilizarse algún método de colapsado para reducir

su número a K. Siguiendo a Harrison y Stevens (1976), colapsaremos a K corn-
ponentes priorizando las últimas h etapas en la mezcla. Esto es, si se tratara de

colapsar (6), cara a calcular el estado t+ 1, se procedería de la forma

K K K
,^

p(8tl Yt ) -^ . . N(8* , V* )a*
^t-h+t ^.. . ^it ^t-h+1 ^....i, ( t-h+1....^it

i, =1 it ., =1 it_h+^ -1

donde
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K
*

^^r-Ir+i ,. ^ ^it-le ... •+tr
!^-/r =1

^*

e

K

8
«t t -!r .. .

/ I +- • •!
^

*t+t- ^t-k ^
1t-h ' 1 ^it-h+l •-•

*
K

^: ait-h .....it^
A * w

V^_ i °-h+l ,..., ^, ^i . ir, , t+h + ^ei I ^ ,...,it- r+ r ^t-hr
) l

)^ setr-h+t ....,ir
- eir-h_. .ti J

^t-!t -^

a
^t-/r+l +--•+^t

Este procedirniento, aunque reduce el número de componentes de forma sus-

tancial, sigue teniendo el inconveniente de que el número de componentes de la

mezcla en cada etapa es bastante grande y, un poco de sentido común nos hace

ver que innecesario, por ejemplo, para h=3, y K=4, el número de componentes de

1a mezcla es de 256, y para h=2, 64. Es obvio que muchas de estas componentes

no son sígnificativas, puesto que e1 objetivo final es manejar vaiores atipicos y éstos

solamente se producen en un conjunto pequeño de las observaciones del proceso

total, teniendo los términos de error distribución normal en el resto. Por ésto, los

casos más comunes de aplicación de este procedimiento se refieren a h=1 (ver

Harrison y Steve^s {1976), Gordon y Smith (1988) y West y Harrison (1989)). EI

caso h=0 es equivalente a Peña y Guttman {1989).

4. cC1LAPSANDO MEZCLAS

La idea que subyace bajo la palabra colapsar es, además de reducir el número
de componentes de la mezcla, tratar de encontrar una distribución más simple pero
que no sea muy diferente de la función de distribución objetivo: la mezcla. Para ella
hay que procurar que la "distancia" entre la función ajustada y la objetivo sea lo
más pequeña posible, lo que implica uti;izar algún criterio de distancia o divergen-
cia.

Desde el punto de vista práctico, el procedimiento de colapsado que se utilice

deberá ser sencillo computacionalmente, ya que al tener que aplicarlo a cada etapa

del proceso, si se utiliza una técnica costosa se pierde la posibilidad de aplicarlo en

series de muchas observaciones.

Utiliiandv la divergencia de Kullback-Leibler

EI criterio de divergencia más comunmente utilizado es la divergencia de Kullback-

Leibler (Kullback y Leibler (1951)). Sea pQ(6) !a verdadera distribución de 9.

Definición 1. Sean po(6) Y p^(6) dos distribuciones para la variable aleatoria 9.Se
define la divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre po(8) y pi{8) bajo po(9) coma
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KL ,)= E I© Po(8) = log Po(e) P(e)d(8}•{Po P^ 0 9 e (e o
P^{ ) P^ )

Supongamos que queremos colapsar una mezcla a una distribución de una sóla

componente normal, si

K

Po{0) = Pi{e)a^ ^?7

y si p;(6) = N(m;, V;) , la distribución normal pó(6) = N(rr, V) que minimiza la diver-

gencia K^ (Peña y Guttman (1989)), es aquéila de paráme#ros

K

m = m;a;
i=, ^
K

V = [V; + {m; - m)(m; - m)']a;
C$]

En el caso en que se aproxime por L componentes ( L< K), el método más in-
tuitivo consiste en minimizar la divergencia KL

K L

Po(8) = P;{8}a; ^ p*(9) = p^ (9)a^ ,

^
P^ (e)at K

KL = log '^' p;(9)a;d(®)
^ p*(e)cx* ^_,
j_1 1 1

Cgl

pero, cuando L>^1, minimizar la integral (9) impJica optimización no lineal con

respecto a L p+ P(p +^) parámetros (donde p es la dimensión de 9), en la que
2

cada evaluación de la tunción deberá resolverse mediante integración numérica. Un
método más sencillo lo presenta Kitagawa ( 1990). Basado también en la divergen-
cia KL este método consiste en comparar dos a dos las K densidades originales y
colapsar a una aquéllas que minimicen la divergencia:

DKL(P;, p j)_-2a;a j{KL{p;, p j)+ KL(P j, P^ )}

= oc;a j {V;^' Vj + V^ ' V; + (m; -- m j }^ (Vi-' -^- Vj+' ^ {m; - m j )}
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EI objeto de introducir DKL es que KL no es simétrica, y en la comparación dos
a dos, ninguna de las distribuciones es la "verdadera", o tiene prioridad sobre otra.
Si las densidades que minimizan DKL son las de índices r y j, entonces, la nueva
densidad será N(m;^, V^ ) donde

m;j = .

v;^ _

«;m; + «^m^
a; + a^

(X; {^/; + {R1;^ m; )(m;^ iÍ^}+aj{Vj +(m;j _ i)(m^i - mi^^}
oc; + «j

Esta componente se une al conjunto de K- 2 densidades, y se vuei3e a repetir
el proceso hasta obtener una mezcla de ^ componentes.

Mirando la modalidad

Algunos autores como Meinhold y Singpurwalla (1989), utilizan el criterio de la
modalidad para colsapsar mezclas: si la distribución mezclada es unimodal, se
colapsa a una norrnal con media y varianza dadas por (8).

En el caso de una mezcla de dos componentes normales univariantes, el si-
guiente resultado debido a Robertson y Fryer (1969), caracteriza la unimodalidad.

Teorema 1. Sea x una variable aleatoria con función de distribucián

p(x} = aN(m1, V^ ) + (1- «}N(m2, V2 ),

supongamos, sin pérdida de generalidad, que m2 > m^ y definamos

1/2

m- m2 - mi
V1/2 _ y2

V1/2 ' v1/2
^ 1

entonces:

(i) p es unimodal si 0^c m ^ mo , donde

m^ = 2(V2 - V+ 1)3/2 -(2V3 -- 3V2 -- 3V + 2) ^/2 V^/2 ,[ l
(ii) para m> mo , p es bimodal si y sólo si, « está dentro del intenralo abierto

(oc^ , a2 } donde

«-' = 1 +
y3/za' ex

^ a? + ^ ^a' - m^2 i =12
' m- a; p 2' 2 V ' '
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siendo (a,, a2 ) las raíces de la ecuación

(V-1)a3 --m(V-2)a2 -rn2a+mV--O

con0<a,<a2<m.

(iii) En otro caso, p es unimodal

Corolario 1. En las condiciones del teorema anterior se cumpie que

(i) Si m< 2min(1,V'^2), p es unimodal.

ii Si m>_ 3 3mi 1 V^^2 n on e xi() ,Í - n( , ), e t c s e ste un intervalo (a^, a2 ) tal que p es
2

bimodal para a, < a< a2 .

EI intervalo (a,, a2 ) introducido en la segunda parte del corolario nos Ileva al
1lamado por O'Hagan (^ 981) momento de indecisión. Este momento de indecisión
juega un papel importante en todo lo referente al tratamiento mediante mezclas de

valores atípicos en modelos dinámicos. Pensemos en valores atípicos aditivos, la
idea intuítíva es que si el valor del outlier es rnuy grande ia componente de gran

varianza de la mezcla será ia que rnodelice esa observación, sienda las componen-
tes de menor varianza irrelevantes, con un resultado finaf que será una distribución

muy cercana a la normal. Cuando la observación no es un outlier claro, las distinas

componentes de la mezcla pueCen tener pesos relevantes, dando lugar a multimo-
dalidad en la distribución final.

Los resultados relativos a la unimodalidad, presentan diversos problemas a la
hora de aplicarlos como técnica de decisión para colapsar mezclas en rnodelas
dinámicos. Primero, no se generalizan para una mezcla de K componentes, K> 2
por lo que habría que diseñar un rnecanismo de comparación de las componentes

dos a dos. Segundo, la unimodalidad no implica estar muy próximos a la normali-
dad; habría que tener en cuenta la bitangencialidad (que al menos una tangente

corte dos puntos de 1a función de densidad), que es equivalente a la existencia de

cuatro puntos de inflexión. La caracterización de la bitangencialidad es más comple-

ja y Robertson y Fryer (1969) dan un análisis bastante completo de la rnisma. Y,

tercero, los resultados multivariantes (Konstantellos (1980)) son muy limitados.

Colapsar por momentos

Introduzcamos un breve resumen de los momentos de una mezcla. Sea x una
variable aleatoria univariante con función de distribución

^
x -- a;N(m;, V;) [10]

i=1 '
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donde ^^ _ cx, =1, y a; > 0, entonces, la media de x será^_^

^
m - ^ a;m;

^^^

y la varianza

^
V=^a;(V;+(m;-m)2 [12]

EI coeficiente de asimetría es

^
^._ a^(^V^(m^ - m) -^- (m; -- m)3 )

_ ^-,
CaS - v312

y el coeficiente de apuntamiento será

^
^. _ a; (3V;2 + 6V; {m; - m)2 + (m; - m)^ )

^-^
Cap = y2

Mirando a la media y a la varianza

Sea p(8) es una mezcla como en (7) entonces, si para dos componentes i, j, se
cumple que

m; = m^ ±E1

V; =V^±c2

para E^ y£^ suficientemente pequeños, entonces ias componentes i, j, se
colapsan a una, reduciendo las componentes.

Este criterio es demasiado exigente ya que sólo permite colapsar aquellas dis-
tribuciones que sean aproximadamente idénticas, sin tener en cuenta los valores de
a, por lo que renunciamos a colapsar las distribuciones cuya mezcla es aproxima-
damente una distribución normal.

Un procedimien#o que considera también el vector de parámetros (m;, V; } es el
presentado por West (1993}, que consisten en: (1) ordenar las K componentes de
la mezcla de acuerdo con el valor de a; ;(2} calcular la distancia euclídea entre el
vector de parámetros correspondiente al oc mínimo y el resto de los vectores de
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parámetros; y(3) colapsar las dos camponentes que minimizan esta distancia y
repetir el proceso hasta Ilegar al número de componentes deseado.

Este criterio tiene en cuenta a en el sentido de que trata de colapsar aquellas

componentes cuyo peso es más pequeño, no obstante, tampoco tiene en cuenta la
forma de la distribución, y obliga a trabajar con un número fijo de componentes
durante todo el proceso, cuando en algunos casos puede que no sea necesario.

Mirando los coeficientes de asimetría y apuntamineto

Un criterio para decidir cuándo aproximar una mezcla de distribuciones norma-
les por una única distribución normal es utilitar el criterio de los momentos. La
utilización de los momentos de orden alto (asimetría y apuntamiento), ya fue utiliza-
do por Mardia (^ 970) para hacer test de ajuste para distribuciones normales.

Una referencia para contrastar cómo de asimétrica es una distribución unimodal

es compararla con la x2 . EI estudio del coef iciente de asimetría no es suficiente, ya

que podemos encontrarnos con funciones simétricas multimodales y, por tan#o,

muy alejadas de la normal. Para evitar ésto hay que considerar también el coefi-

ciente de apuntamiento que, en el caso de multimodalidad, tendrá un valor inferior a

3. Una referencia para contrastar los valores del coeficiente de apuntamiento de

una distribución simétrica, es compararlo con el de la distribución t-Student. EI

siguiente cuadro refleja algunos de estos valores.

Grados de Coeficiente de Asime- Coeficiente de
libertad tría x2 Apuntamiento t-

Student
5 1,265 9.000

20 0,632 3.375
50 0,400 3. y 30
100 0,283 3.062
500 0,126 3.012
1000 CJ,089 3.001

Momentos multivariantes

Un aspecto importante a favor del método de los momentos es su generaliza-
ción multivariante. Sea x un vector aleatorio con

E (x ) = m

Var( x ) = E {(x - m)(x - m)'} = V

Se definen tos coeficientes de asimetría, Cas y apuntamiento, CaP corno
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Ca^ i E l(x ' m)^V - 1(y - m}1

Ca = E (x - m}'V -' (x - m) 1 2
p ^ J

Siendo x e y vectores aleatorios independientes idénticamente distribuidos. En
el caso en que la distribución sea N(m, V) se cumple (Mardia (1989, pag, 41)} que

Cas =0 y C^, = p(p + 2} siendo p la dimensión de x.

Si la distribución de x es una mezcla de normales multivariantes, se tiene que:

p(x) _ ^ a;N(m; , V; }
i^^

^
m=E(x)=`^ a;m;

V = ^ oc; [V; + (m; - m)(m; - m}']
i=,

I p

^8^ - ^ a^«^ ^ ^,k^^^^j + 6(m^ _ m)^ V-,V^V-^rVjV-^(m^ _ m} + (m; _ m)p;j + D9
i,j=1 k=1 l

donde D;^ =(m; - m)' V-'(m; - m) y^,k;j son los autovalores de L; V-'V^V-'L; con

V; = L;L; .

I P P

CaP = ^ «i 4(m^ _ m)^ V -^v,^^,-^(m^ _ mj + D? + 2D; ^ ^.^ + 3^^ ^^; + ^ ^.k;^u

i=1 k=1 k=1 k^l

donde D; _(m; - m)' V-'(m; -- m) y 1^k; son los autovalores de L; V-'L; y V; = L;L; .

La demostración de estos resultados se encuentra en el Apéndice I.

EI gráfico 1 muestra ios resultados de la utilización del criterio de los momentos
para !a decisión de colapsar o no en el caso de un outlier aditivo. Se puede obser-
var que en !os casos en que existe un outlier aditivo muy grande los momentos de
la distribución del estado son muy próximos a los de la distribución normal, mien-
tras que se alejan de ella cuando el valor que se observa no es un valor atípico

claro.

EI gráfico 2 muestra un ejemplo de cambio de nivel.
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Grafico 1. Manejando outliers aditivos con mezclas
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Grafico 2. Mane ĵando cambios de nivel mediante mezclas
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La poda

Un criterio para reducir el número de componentes en una mezcla se basa en

eliminar aquellas componentes que tienen un peso muy pequeño en la distribución

final. Esto es, si en (7) se cumple que

a; < E

entonces la componente i-ésima se eiimina de la mezcla ajustando las ponderacio-

nes. AI valor E le Ilamaremos umbral. Bruce y Mariin ( 1992) fijan el umbral en 0.^25.

Algunos autores como Kitagawa ( 1990) sugieren que éste podría no ser un
buen método ya que se pueden estar eliminando componentes que, si bien en la
etapa t tienen un peso muy pequeño, pueden ser madres de otras que en la etapa
t+ 1 sean importantes. Aunque, la experiencia de !a autora pone de manifiesto que
esto no es un riesgo muy grande ya que en la estructura básica del modelo apare-
cen de nuevo todas las componentes, ^e podría hacer la poda en varias etapas.
Esta es, siguiendo las reglas de !os árboles de decisión de la inteligencia artificial:
eliminar una rama a partir del momento t ^i ^us hiios en el momento t+ 1,...,t + h

tienen todos una probabilidad de ocurrir muy pequeña. Dado el siguiente árbol

t+1oc; ^

^ ^ ^t+ t+2 t+z c+z
a^^ ^ a^^ 2 a^2^ a^22

si a; < E, a ^+' < E, ( j =1,2), y a ^; '< E, entonces se elimina la componente i-ésima de

la etapa t y se ajustan las probabilidades en t, t + 1, y t+ 2.

Utilizando las mezclas sólo en determinadas partes del proceso

Llegados a este punto, queda claro que el modelo de mezclas es un modelo
explosivo y, aún utilizando técnicas de aproximación, computacionaimente costoso.
Se da también la paradoja de estar utilizando herramientas excesivamente costo-

sas para modelizar valores atípicos que, por definición, aparecerán solamente en
un porcentaje muy pequeño de los puntos del proceso.

Es natural pensar que debería generarse un mecanismo que detecte cuándo el
modelo de errores normales (sin mezcla) deja de comportarse bien y entonces

utilizar las mezclas. Para ello hay que contar con algún tipo de indicador que
muestre cuándo nos hemos alejado de !a normalidad: hay que monitorizar el proce-

so. Siguiendo a Ameen y Harrison (1985), el proceso sería:
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i. Modelizar la serie según el modela normal y utilizar un indicador como el
Factor de Bayes o el umbra/ en e! error de predicción. Mientras el indicador diga
que el modelo estándar es bueno, no utilizar las mezclas.

ii. Cuando el indicador nos muestre que el modelo se deteriora al no predecir
convenientemente, se introducen las mezclas.

iii. Continuar con las mezclas hasta que 1a situación se haya normaliZado, esto
es, hasta que no se "gane" nada por utilizar mezclas. .

iv. Voiver al modelo estándar como en el paso (i} y continuar el proceso.

En este esquema el uso de las mezclas se reduce a periodos de incertidumbre
acerca de la serie.

EI factor de Bayes

Supongamos que dos modelos tienen la misma estructura matemática pero dife-
rentes parámetros. Llamemos al modelo M y sean Mo y M^ los dos modelos,
donde Mo refleja la situación estándar y M, las situaciones especiales. Sea

P{YtIYt-1 ^M^ )^ = 0,1

la función de densidad de la predicción con relación a cada modelo.

Definición 2. EI factor Bayes para Mo frente a M, basado en la observación
y^ se define como

__ P{YtIYt-^^Mo) __ Po{YtiYt-y)
H' IY _ ,M IY _P{Yt t , ^) P^{Yt t ^)

Defirtición 3. EI factor Bayes para Mo frente a M^ basado en las observaciones

Yt ^ Yt-> >••• Y^-n+^ se define corno

Po {Yt } • • • ^ Yt-n+^l Yc-n )Ht(h) _ ^ Hr =
r=t-h+1 P^{Yt^•••^Yt-n+^lYt-n)

EI criterio de decisión es el siguiente:

• log H, {h} ^ 1 hay indicios a favor del rnodelo 0

• log H; {h} ^- 2 hay fuertes indicios a favor del modelo 0

• IogH^(h} ^-^ hay indicios a favor del modelo 1

• log Ht (h} ^--2 hay fuertes indicios a favor del modelo 1

t



REDUCIENDC) E:L Nl^1ME:R0 DE^ ('OMPONFNTF:S UE UNA ti1EZCLA EN MODE^[.OS O(NÁ!^1(('( )^ ^9i

Umbral en el error de predicción

Sea
^
Yt+,lt

el valor de la predicción para el instante t+ 1 a partir de la información contenida en
Yt siguiendo el modelo gausiano. Sea

^
et+, = Y^+,ir - Yt+^

y notemos por et+^ el error estandarizado. Entonces, si

el modelo normal no es un buen predictor por Io que en la observación t+ Z debe-

rán utilizarse mezclas. Puesto que estamos simplificando bastante el pracedimien-

to, la elección de ^ puede ser bastante rigurosa y situarse, incluso, por debajo de
2. EI indicador del error en el umbral de predicción tiene una generalización multi-

variante inmediata. EI gráfico 3 muestra un ejemplo de utilización del método. La
observación 9 y 24 muestran un gran error de predicción por lo que la 10 y la 25 se
han calculado utilizando mezclas. Los errores abtenidos en este caso han sido
moderados, volviendo al modelo normal en la siguiente observación.

5. RESULTADOS COMPARATIVOS

Simulación

Para comparar los diferentes métados de colapsado se ha realizado un estudio
de los mismos basado en el error cuadrático. Para ello se han simulado 500 series
de tiempo de longitud 50, siguiendo el madelo

Yt = 8t +v^,

8t = 9t_^ + Wt,

^
con vt -- N(0,1), y wt -- N(0,1} con valor inicia! 80 =10 . A cada serie se le añadieron

cuatro valares atípicos aditivos según el modelo

= yt, + et, i=1,2,3,4 et ^ N(0,10)



^98 E:STAC^[STICA ESPANt,)LA

Grafico 3. Utílizando el urnbral en el err©t de prediccion. Umbral=2
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donde t; fueron seleccionados de forma uniforme en el intervalo (4,50} para evitar
la existencia de outliers en las primeras observaciones. EI error que se consideró

fue

50
A /^

EC = (et - et^t )G
i-1

siendo 8t,t los valores estimados para ei estado en cada punto. Cada serie simula-

da se filtró utilizando el modelo

y t= 9 t + v i, v t- 0.95N(o,1) + o.05N(0,1}

8t = 9t-^ + wt , wt ^ N(o1}

y también se consideró el filtro de Kalman no robusto.

Los diferentes métodos de reducción utilizados se describen a continuación.

ST. Filtro de Kalman no robusto.

PG. Método de Peña y Guttman: colapsar la estimación del estado a una com-

ponente en cada etapa.

LG. Método de Lin y Guttman (1993): es una variante del método de Peña y
Guttman que consiste en colapsar a una componente la función de verOSimilitud en
vez de la estimación del estado.

EP. Error de predicción. Utilizar mezclas solamente en aquellos puntos en que
el error de predición es mayor que un límite, en concreto, se utilizan mezclas si

(Yt+^ ^ et^t )L

{1 + Vt,t )
>2

HS. Método de Harrison y Stevens. Utilizar siernpre dos etapas y colapsar en la
última. Esto es, considerar siempre dos componentes en la mezcla colapsando en

la etapa anterior

2

a t, ^= oc t, ii
i=1

2

^íl) _ ^ «t^^^{il)
tlt /:.^ tlt

i-^ at.l

2

at^I, V It, + (etlt ^ 9tlt }2^tlt -
at,li=1
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donde i representa la componente de la mezcla en el instante t-- ^, y j represen-
ta la camponente que interviene en el instante t.

P4. Método de la poda en una etapa. Se elimina una componente si a,i; < 0.03 .

P02. Método de la poda en dos etapas. Se elirnina la componente y en el ins-

tante t si at^i < 0.05 y at+1,;^ < 0.05, j=1,2 donde j representa la componente que

interviene en el instante t+^.

MO. Método de la moda. Siguiendo a Meinhold y Singpurwalla, se ordenan las

distribuciones según su media de menor a mayor y se comparan dos a dos conse-

cutivas. Denoternos con exponente i los parámetros de la distribución que ocupa el

lugar i-ésimo en la ordenación, entonces, si

^ (^+1) ^ (i) i+1 i
(Htic ^ ^Iit ) { 2min(Vc^t ^ vc^t )

la distribución es unimodal y se procede a colapsar. Aunque estos autores no
describen como continúa el procedimiento, es obvio que la nueva distribución
deberá entrar en el proceso de colapsado siendo ésta la que se compara con la
distribución i+ 2. En caso de no colapsar las componentes i, i+ 1, la componente i
permanecerá en la mezcla y se comparará i+ 1 con i+ 2 y asi sucesivamente.

MOM. Método de los momentos. Se colapsa a una distribución normal si el coe-
ficiente de asimetría es menor que 0.5 y el de apuntamiento es menor que 3.5 y
mayor que 3.

Resultados obtenidos

EI gráfico 4 muestra los Box-plot del error cuadrático medio no apreciándose
diferencias significativas entre los diferentes métodas, y manitestándose claramen-
tz la ventaja de utilizar los mismos frente al filtro de Kalman estándar. EI gráfico 5
muestra los intervalos de confianza de1 errar. Se observa cómo todos los modelos
mejoran sustancialmente el filtro de Kalman, siendo el método de Lin y Guttman, el
que presenta una diferencia significativa. Los demás son prácticamente idénticos,
observándose una ligera mejoria en el método del error de predicción. Esto es
debido a que al utilizar mezclas, podemos estar "empeorando" la estimación en
aquellos puntos en que no hay valores atípicos.

Desde el punto de vista camputacional los métodos más rápidos son aquellos
que no permiten que el número de componentes crezca en ningún caso, esto es,
PG, HS, EP.



REDUCIEND4 EL NÚMERO DE COMPt7NENTES DE UNA MEZCLA EN MODELC}S D[NÁMICOS

Gr3fico 4. Box-pbt del error
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Gráfico 5. Intervalos de confianza robustos del error cuadr^tico rnedio ac = 95°^6
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EI método menos eficiente computacionalmente es el método de Ios momentos,

siendo el que es más rígido a la hora de colapsar, esto es debido a que una vez el
número de componentes crece, no se permite una reducción poco a poco, sino que
solamente se colapsa en aquellos casos en que se colapsa a una sola componente.

EI métoda de la moda es también bastante lent0. La condición suficiente que se
utiliza es demasiado fuerte, impidiendo colapsar distribuciones que son unimodales,
aunque no cumplen fa condición.

6. CONCLUSIONES

Hemos presentado un conjunto de técnicas para colapsar mezclas en modelos
dinámicos. La más novedosa y generalizable es el método de los momentos aun-
que implica un alto coste computacional, siendo quizá demasiado sensible según

se observa en el gráfico 1.

EI método de la unimodalidad no es generalizable y pre^enta problemas de tipo
computacional al tener que hacerse comparaciones dos a dos, como también

ocurre con la distancia de Kullback-Leibler.

Utilizar mezclas sólo en determinadas partes del proceso, con un indicador co-
mo el umbral en el error de predicción parece el más coherente con la falta de
robustez del filtro de Kalman: es precisamente porque este errar na está acotado
por lo que, como veíamos en la Sección 2, el filtro no es robusto. Este método,
además de no ser costoso computacionalmente, es el que mejores resultados ha

ofrecido en el ejercicio de simulación realizado. Además tiene generalización

multivariante y es independiente del número de componentes de la mezcla.

APÉNDICE I. CÁLCULO DE L4S MoMENTOS EN MEZCLAS DE NORMALES

Coeficiente de apuntamiento

Siguiendo a Mardia (1970}, el coeficiente de apuntamiento multivariante se defi-

ne de la forma

Cap = E[(x - m)' V-'(x - m) ^^}

donde m y V son la media y la varianza del vector aleatoria x. En el caso en que x
se distribuya como
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I I

P(x) = a^P^ (x) _^ «iN(m;, V; )^
i=1 i=1

se tiene que

i
C^ - ^«; ^(x-m)'V

^i,

2
x - m), p; (x}d(x)

[14]

[ 15l

^ 2

=1^ «;{ ^(x-mi)`V-'(x-m;) P;(x)d(x)
i= ^

+^; (x - m; )' V -' {x - m; ^; (x)d(x) +

+4(m; - m}' V -' V; V -' (m; - m) + D? }

con D; _(m; - m)' V^' (m; - m) y donde se cumpie que

(x - rn; )' v ^' (x - m; )(x - m; )' v -' (m; - m)p; (x)d(x) = a

[ 16]

debido a la simetría de la función a integrar con respecto a x- m; . Quedan pues

por resolver las das integrales (16) y{17). Sea f(x)p;(x)d(x} = E;[f(x)] . AI ser V;

una matriz sirnétrica, existe una matriz L; triangular superior tai que

E;(x-m;)(x-m;)'=V;-

Sea z; = L;' (x - rn; } Cama L;V-'L; es simétrica, existe una matriz A; diagonal tal

que Pi L; V-'L;P; = A; . Sea w; = P;^; = P;L;'(x-m;) entances

w; ^ N(0, I}, ►w^ f -- N(0,1), j= 1, ..., P

por tanto,

E;^(x - m;)'V''(x -- m;
,

x- m^ )'^^' P^^ ^P^L^' ^X - m^ )_

k=1 1 k=1
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ya que si wk; ^ N(0,1) , entonces wk - x; y E{ wk )= 1 siendo ^,k;, k=1, ..., p los

autovalores de L1J-'L; . Queda así resuelta la integral (17). Nos queda por calcular

2
2

E; (x - m; )'V-' {x - rn; ) ] - E [w;A;w;]2 = E ^,www
^

k^1

= 3 ^,w + ^,k^^i^
k=1 k^l

Sustituyendo estas expresiones en (18) se obtiene el resultado deseado.

Coeficiente de asimetría

3
Por definicián, Cas = E[(x - m)'V -' (y - m) , siendo x e y vectores aleatorios

independientes idénticamente distribuidos. Si x se distribuye como (14) se tiene

que

C88 _ `^a^^`a^ ((
x_m),V-^(Y-m)^3Pi(x)Pj(Y)dxdy1.,.r L^ ,^ l

^^ ^_,
i ^

_ ^a;^a^ [(x-m; +mj -m)'V-,(y_m^ +mj -m)]3P^(x)P^(Y)dxdy1^, ;^,
_ ^^{3D;^E;^(x-m,)'V"'VjV-'(x-m;)+

^^ ^=^

+3D;^(m^ -m)'V"'V;V"'(rnj -m)+

+3D^(m, - m)'V"'V^V"'(m; -m)+

fD,^(m, -m),V-,V^V-,V^V-,(m^ -m)+

+D^ }

donde D;^ _(m; -- m)`V - ' (m^ - m) . Siguiendo los pasos ya descritos en el cá^lculo del
coeficiente de apuntamiento se obtiene el resultado deseado.
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REDUCING THE NUMBER C)F CC^MP4NENTS G1F A MIXTURE IN
DYNAMIC M4DELS

SUMMARY

The Kalman filter as a least square pracedure, suffers from the lack
of robustness. Some authors have tackled this problem of robustifica-
tion by using normal distribution mixtures as a model for the error both
in the observation and the state equations. Hawever, the accurate fil-
ter solution is not operative with an explosive model, since the number
of the mixture's components increases exponentially with t. This paper
endeavours to present different ways of reducing the number of com-
ponents of the mixture in each stage, using several approaches sueh
as: Kulback-Leibier distance, pruning, unimodality and moments, gi-
ving some comparative results.

^Cey words: Mixture distributions, to collapse, robust Kalrnan filter,
mixtures approach, outlier abservations.

Classification AMS: 62M20, 62F^15.




