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RESUMEN

Un problema tipico en series temporales es la estimacién de la
densidad espectral o espectro de un proceso estacionario. Este pro-
blema ha sido ampliamente estudiado desde un enfoque paramétrico.
Sin embargo, en los ultimos anos, los métodos no paramétricos han
crecido en importancia como métodos de estimacion de funciones, y
en particular para estimar la densidad espectral. En este trabajo pro-
ponemos utilizar un M-spline como estimador del espectro. Estudia-
remos, en un contexto general, la forma optima de seleccion del
M-spline y aplicaremos los resultados tedricos obtenidos a la estima-
cion del espectro. Por ultimo, los estudios de Monte Carlo muestran
en la practica la mejora producida por esta forma de estimacion frente
a ofras, tanto paramétricas como no parameétricas.
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1. INTRODUCCION

En el contexto paramétrico de procesos estacionarios, bajo modelos ARMA
(autorregresivos y de medias moviles), hay estimadores consistentes del espectro
que maximizan, con respecto a 6, la parte principal de la verosimilitud, definida
como:

-y J:{Iog fo(A)— % A [1]

donde 6 es un vector de parametros, fy(*) es la densidad espectral, I(e) es el perio-
dograma, y Ae[-1,1], (Dzhaparidze, 1986).

Como forma de evitar la inconveniencia de la especificacion paramétrica, los
estimadores no paramétricos, basados en la suavizacién del periodograma, apare-
cen como una solucién razonable. El problema con los primeros métodos que
aparecieron (ventanas espectrales, estimador de Daniell), surgia al decidir cuanto
suavizar el periodograma. Para los dos principales métodos no paramétricos exis-
tentes, splines y kernels, este problema se traduce en la eleccion del parametro de
suavizado, y se puede resolver mediante el uso de distintos criterios objetivos. En
particular, Wahba and Wold (1975) proponen un spline periédico como estimador
del logaritmo del espectro, donde la eleccion del parametro de suavizado se realiza
mediante el método de validacion cruzada minimo-cuadratica. Beltrao y Bloomfield
(1987) y Hurvich and Beltrao (1990) usan estimadores kernel, usando un criterio de
validacion cruzada de la verosimilitud para elegir el parametro de suavizado, basa-
do en la parte principal de la verosimilitud del proceso estacionario de partida.

Nuestro objetivo es utilizar un criterio de maxima verosimilitud en la estimacion
mediante splines, lo que basicamente significa realizar maxima verosimilitud penali-
zada. El origen de esta idea lo encontramos aplicado a estimacion de funciones de
densidad (Good and Gaskins, 1971). En el contexto espectral, Chow y Grenander
(1985) proponen un método “sieve" para estimar la densidad espectral. Aqui pro-
ponemos un M-spline (Huber, 1979) como estimador del espectro. Pawitan y
O'Sullivan (1994) han usado este tipo de estimacion pero no demuestran las pro-
piedades tedricas que aqui se derivan.
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En la Seccién 2, utilizamos un modelo de regresion general para derivar algunas
propiedades basicas de estos estimadores, y basandonos en la verosimilitud de los
errores del modelo, presentamos una forma natural de seleccionar el M-spline
éptimo en un sentido asintético. Ademas, adaptaremos el criterio de validacion
cruzada a un concepto mas general.

En la Seccion 3, analizamos la adecuacion del M-spline al modelo de regresién
derivado para el logaritmo de la densidad espectral. Veremos ademas como este
método mejora los resultados tedricos obtenidos con los splines clasicos.

En la Seccion 4, presentamos varios estudios de Monte Carlo y finaimente, en la
Seccion 5 se realizan las conclusiones. Todas demostraciones aparecen en el
Apéndice.

2. M-SPLINES

2.1. Primeros resultados
Consideremos de forma general el modelo de regresion lineal
yi=nlt)+e;, ' (2]

donde 0 <t, <t, <... <t, <1 son nodos equiespaciados y los errores aleatorios ¢;se
suponen independientes e idénticamente distribuidos (iid), con funciéon de densidad
denotada por p y varianza 0 < 6 < oo .

La estimacion clasica mediante splines implica resolver el problema variacional
en el espacio WJ" = {ge C™'[0,1] tal que g™", (m-1 derivada de g), es absoluta-
mente continuay g™ e L*[0,1]},

oINS,
ngn—r?g(y"g(b))z*'h[g.g] (3]

2
donde [g.,g] = j(g(’"’ (t)) dt, hes el parametro de suavizadoy m = 2.

Este tipo de estimacion tiene su origen en Whittaker (1923). Nos referiremos a
la solucién de [3] como al spline cldsico y lo denotaremos por g.,. Después de mas
de medio siglo, Huber (1979) propuso los llamados M-splines o splines tipo M, que
denotaremos por gy, definidos como los minimizadores sobre W," del funcional
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w(g) =L plyi- gtt)) + Ha.gl, [4]
=1

donde p(s) generalmente representa una funciéon convexa y simétrica en torno al
cero. La idea, en principio, de esta generalizacion era el obtener una funcién menos
sensible a la existencia de outliers que (y;- g(t))°.

En este trabajo, relajamos la condicién de simetria de p(e) y establecemos en el
Teorema 2 las condiciones generales que garantizan la existencia y unicidad del
minimizador de w(g).

Para comenzar, veamos que la denominacion de M-spline a gu es acorde con el
significado estandar de funciones spline como funciones polinébmicas a trozos,
(Eubank, 1988).

Teorema 1. Sean las funciones e, definidas como,

. — m-1 m (ti — t)Zm—1
ei(t) = co + cit+...+Cm - 1t +(=1) @m -1

parai = 1,...,n. Entonces, el minimizador gy del funcional [4] pertenece al subespa-
cio S, c Wf", donde S, = So+ {e&i } , vy So = {f tal que f™ = 0 para casi todo t}. Es
decir, gu es una funcién polinémica a trozos, de grado 2m-1.

Teorema 2. Sea p(e) una funcion estrictamente convexa, con al menos dos de-
rivadas continuas, de forma que para cualquier u, p”’(u) = K > 0. Entonces, existe un
unico minimizador de w(g) en el espacio W,".

Notese que la condicion p”(e) > K > 0 es mas fuerte que la convexidad estricta
de p(s). De hecho, si sélo imponemos que p sea estrictamente convexa, garantiza-
riamos la unicidad pero no la existencia.

2.2. Relacion entre los splines clasicos y los M-splines
Para comparar ambos tipos de spline, utilizaremos el siguiente modelo

zi = pu(ti) + ‘g(—;') = u(t) + vi [5]

donde v;= y(e)/Ey’ y w= p’. Los valores Z no corresponden a datos reales, por lo
que denominaremos a este modelo, modelo de pseudo-datos.
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Denotemos por g., al spline clasico asociado a este modelo de pseudo-datos; es

decir, g., minimiza n-'z (z: - g(t))? + h[g,g]- Todos los splines dependen de hy
i=1

n, dependencia que omitimos en la notacion por simplicidad.

Supuestos. Consideremos y € C?, tal que:
()M=suply1<e, Eyy #0, Ey =0, Var(y’) < e, Var(y) <o,
(i) Nh"™ — oo, cuando N —> o0 y h — oo.

Consideremos la norma Il-ll,, inducida por la distancia usual
1 n 2
di(grg2)=—2>" " {git) - ga(t)}

Teorema (Cox, 1983). Bajo los supuestos (i) y (ii), se sigue que, para cualquier & > 0,
existe un numero natural n, tal que, para cada n = no,

P{3gw solucién de [4] y ligu - Gealln®> < S Ellge, - pll,?} = 1-8 [61

Notese que el supuesto 2 en Cox (1983) se cumple aqui bajo el supuesto (ii).
Este teorema establece que, con alta probabilidad, gu y g.. comparten las mismas
propiedades asintéticas. Esta claro que el modelo de pseudo-datos no es util en la
practica, pero nos permite estudiar faciimente las propiedades asintéticas del
estimador M-spline. De hecho, podemos comparar M-splines con splines clasicos
para un mismo modelo a través del anadlisis de dos splines clasicos, tales que sus
modelos asociados solo se diferencian en el término de error. Mientras en [2] los
errores son &, con funcion de densidad p, en el modelo de pseudo-datos los errores
son v; = y(g)/Ey’, y, por tanto, en general con diferente funcion de densidad.

Por otra parte, también es claro que si p(u) = 7, el spline clasico y el M-spline
coinciden. En este caso y(u) = 2uy y =2, por lo que v; = 2¢/2 = ¢ y los modelos
[2] y [5] son equivalentes, como era de esperar.

Sin embargo, en general, las diferentes elecciones de la funciéon p(e) proporcio-
naran diferentes distribuciones de los errores en el modelo equivalente de pseudo-
datos.

Este hecho nos conducira al criterio propuesto de eleccion de p , de la forma
enunciada en el siguiente teorema.

Teorema 4. Consideremos el modelo general [2], y supongamos que se conoce la
funcion de densidad p del término de error p, y es tal que p(ee)=p(-00)=p (o)=p (-o<)= 0.
Entonces, si elegimos como funcion p(e) = - log p(e) en [4] y bajo los supuestos (i) y



440 ESTADISTICA ESPANOLA

(ii), el modelo asociado de pseudo-datos tiene los errores v; con la menor varianza
posible, en el sentido de que cualquier otra elecciéon de p, proporcionaria errores de
varianza mayor o igual, en el modelo equivalente de pseudo-datos.

Orden asintético del MISE para M-splines. Para cada estimador spline
g=gcy»gc1ng.

MISE(h) = | E(u(t) - 8(t) ot (7]
Observemos que
MISE(h) = [ ((t)- E(Q(t)))zdt + J' var(g(t)) dt = B2(h) + Vo (h) (8]

2(n) corresponde al cuadrado del sesgoy V,(h) ala varianza.

Si consideramos el spline clasico g., bajo el modelo [2], sabemos que el sesgo
no depende del término de error. De hecho, este término corresponde al error
producido en el caso en que no hubiera errores en los datos, y su orden asintético
es O(H?). Para el término de varianza, se obtiene la cota (Eubank, 1988)

2
——K’,”/‘(’;m) . 9]
nh

Vn(h) <
donde K, es una constante que unicamente depende de m, y o es la varianza del
término de error.

Combinando estos resultados se obtiene,
MISE(h) = O(h?) + O(n'h""™) [10]

Tomando h = O(n2™“™ ") MISE(h) = O(n*™*™"), orden 6ptimo en estimacion
no parameétrica, (véase p.ej, Speckman, 1985 6 Stone, 1980).

El hecho que deseamos puntualizar aqui es que la elecciéon de un M-spline no
mejorar el orden del MISE en este sentido, ya que éste es éptimo cualquiera que
sea p (cumpliendo, obviamente, las condiciones impuestas en el Teorema 2). La
eleccion de p como se indica en el Teorema 4, afectar a la constante de la cota del
término de varianza, haciéndola minima.
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2.3. Seleccién del parametro de suavizado

La selecciéon del parametro de suavizado h mediante el criterio de validacién
cruzada minimo-cuadratica (CV), se realiza tomando el valor h que minimice la
expresion

=Y (n-90®Y [11]
j=1

donde g)(t) denota la funcion estimada en t, cuando este nodo no se utiliza en la
estimacion.

Un criterio mas general sera el siguiente.

Definicion 1. Llamamos criterio de validacion cruzada tipo M (MCV) a aquél que
selecciona el parametro de suavizado como el minimizador de

%2;)(}'/ Q) [12)
<

La equivalencia asintética entre M-splines y splines clasicos para modelos de
pseudo-datos nos lleva a pensar sobre una equivalencia entre los métodos de
elecciéon de h, MCV y CV para pseudo-datos. Este ultimo consistiria en minimizar

—Z( ~9)(®) (13

donde zj son los pseudo-datos definidos en [5]. Esta equivalencia no es inmediata,
pero podemos obtener la relacion asintética a través del siguiente teorema.

Teorema 5. Para cada valor del parametro h, y bajo las mismas hipétesis del
Teorema 4 para p(e), se tiene que el calculo de MCV para el modelo [2] es asint6ti-
camente equivalente al calculo de CV en el modelo de pseudo-datos.
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3. APLICACION A LA ESTIMACION ESPECTRAL

3.1. El modelo

Sea {X;,..., Xy} una sucesion temporal, realizacion de un proceso estacionario.
Es bien conocido (Koopmans, 1974) que el periodograma asociado a esta sucesion
es simétrico y sigue la siguiente distribucion asintética (por simplicidad considera-
mos N par),

. 1(A) L .
Jl-f(/L') 212 . i=in
I(Ai) 2 [14]
| — -~ =1
TR T

donde n = (N/2) +1, A;= (F1)/(n-1), f(A) denota la verdadera densidad espectral, /(A)
el periodograma, y A € [-1,1]. De este resultado, la distribucion asintética de los
errores definidos como ¢, = log I(4) - log f(1),coni=2,...,n-1 es

Prob(¢i < u) = Prob(log Ji< u) =
Prob(Ji< exp(u)) = [***' Laxp (L ar [15]
o 2 2

es decir, la densidad de ¢ es p(u) = exp(u)exp(-exp(u)) para u € R. Estos errores
no estan centrados, la media es -0.57772 y, por tanto, el modelo de regresion
propuesto con el sesgo corregido es

yi=q(Ai) + & [16]

donde y; = log I(4) + 0.57772 y g(A) = log f(4). La funcién de densidad de los erro-
res insesgados es,

p(e) = exp®“exp(-exp®®) [17]
con C = 0.57772, y donde E(g) = 0 y Var(g) = n/6. (Los valores de los extremos 4,

y 4, necesitan otra correccion para el sesgo y tienen diferente varianza.)

Wahba y Wold (1975) consideran este mismo modelo y proponen estimar g(e)
con un spline clasico periddico, con seleccion del parametro de suavizado mediante
CV. Por tanto, el spline g, obtenido minimizaria



METODOS SPLINE APLICADOS A LA ESTIMACION DE LA DENSIDAD ESPECTRAL 443

%Z(yi - g(x))* +Hig.g] (18]

i=1

con y;=log 1) + C.

3.2. Estimacioén de la densidad espectral mediante un M-spline

Aprovechando que la distribucion asintética de los errores en el modelo [16] es
conocida, podemos aplicar los resultados de la Seccién 2. Proponemos estimar la
densidad espectral mediante un M-spline gy que minimice

1N (v ol
;gp(y/ - g(%))+ hig.g] [19]

donde p =-log py p es la densidad definida en [17]. Nétese que minimizar [19] es,
en este caso, equivalente a minimizar

%Z{Q(Xi)—%}+h[g,g] 20]

Ademas, teniendo en cuenta que q = log f ; la expresion (1/n)2{g(}.,~)-[l(l,)/éxp
g(A)]} corresponde exactamente a la parte principal de la verosimilitud del proceso
estacionario de partida.

En este sentido, podemos interpretar el problema de minimizacion al que hemos
llegado en el modelo de frecuencias como la verosimilitud penalizada del proceso
temporal de partida. Esto nos lleva a ver este método como una generalizacion al
caso no paramétrico de los métodos, basados en la parte principal de la verosimili-
tud, para modelos ARMA (Dzhaparidze, 1986). La utilizacion de esta parte principal
en métodos kernel ya la habian propuesto Beltrao y Bloomtfield, (1987), aplicada
unicamente en la eleccion del parametro de suavizado.

Ademas, es directo comprobar que la funcién p elegida verifica las condiciones
necesitadas en la Seccion 2, lo que nos lleva a concluir que el estimador gy posee
la propiedad de minimizar la cota en el término de varianza del MISE. De hecho,
mientras la varianza de los errores ¢ es n°/6 = 1.64493, la nueva varianza es 1,
considerablemente menor.

“Intervalos de confianza”. Enfoque bayesiano de la estimacion. Conside-
remos el modelo,

yi=p(t) + & [21]
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donde

m
u(r)="Y o' +bV2X(1) [22]

=1
con t €[0,1], 8 = (6,,...6n)" un vector de parametros fijo, b una constante estricta-
mente positiva, € ~ N(0,6°)) y X(f) representa un proceso de Wiener estandar. En
este contexto, podemos interpretar un spline clasico como el estimador insesgado
de u(f, con pardmetro de suavizado h = 6°/nb. Ademds, la matriz de covarianzas

matriz de proyeccién que genera los valores estimados a partir de los datos.

Por tanto, con probabilidad 1 - «, u(t) estara en el intervalo

[gc'y(ti) - Za/aslczan(h)-gcy('l) + Zu/zslczaii(h)) )

donde Z,, es el (1 - o/2) percentil en la distribucién normal estandar. Un estudio
detallado aparece en Wahba (1990) o Eubank (1988). Obsérvese que, bajo este
modelo, u(e) es una funcion aleatoria y estos “intervalos de confianza” no tienen el
significado clasico.

Aplicando este enfoque a nuestro caso, en el modelo [16] conocemos la varian-
za del error; por tanto, el intervalo para el spline clasico es

[gcy (M) -2Zg2 "}%iaii (h)vgcy (M) =2Zg2 ‘Fg‘ Qi (h)]

(gM (M) =Zq Vai (h).gm(A) - ZulzJaii (h)) ,

Esto nos proporciona “intervalos de confianza" mas estrechos en torno a los
valores estimados con el M-spline que a los estimados mediante el spline clasico, lo
que anade una nueva ventaja a esta forma de estimacion.

y para el M-spline,
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4. ESTUDIOS DE MONTE CARLO

4.1. Aspectos practicos de computacion del M-spline

El inconveniente del computo de este estimador es la necesidad de resolver un
sistema de ecuaciones no lineales. Sin embargo, al ser p(e) estrictamente convexa,
podemos aplicar el método iterativo de Newton (Utreras, 1981). Brevemente,
describimos los dos pasos de este método: el calculo de un estimador inicial y su
refinamiento iterativo.

1. Primer paso: Calculo de un estimador inicial.

Se toman los datos z; = log /(1) + C como datos iniciales y se calcula el spline
clasico.

2. Segundo paso: Refinamiento iterativo.

Se toma el estimador inicial descrito en el paso primero, que denotamos por g
Aplicando el método de Newton, el estimador g sera el minimizador del funcional
cuadratico definido como sigue, donde g; denota g(4),

n

0.t6)=2{3: 01t 3o -t -t

i=1
+ % Z, [o(vi - 9")ai - g!-“)z} +hlg,g] (23]

Sustituyendo p(e) y sus derivadas, obtenemos que minimizar Qxg) es equivalen-
te a minimizar

—Zw[zl (22-g,)° +Hlg.g] (24]

donde 21=gl"+1- exp(gE-” - y,-) y witl= exp(y gf’])

En general, el estimador g minimizara
—Ew“‘] (2¥-g,)" +hlg.q) [25]

donde K= gﬂk“]+1—exp(gﬁk“]—y,) y wll= exp(y — gk~ “)

El proceso se detiene cuando g4y g**" sean lo suficientemente cercanos.
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(En la practica, los resultados son aceptables desde la segunda o tercera itera-
cion). En cada iteracion, la seleccion de h se ha efectuado mediante validaciéon
cruzada minimo-cuadratica (CV). Asintéticamente, por tanto, el proceso sera equi-
valente a minimizar [20], con el parametro h elegido mediante MCV.

4.2. Estudios de Monte Carlo
Hemos simulado el proceso autorregresivo simple,
X1 -0.5X;.1 + 0.3%12 = & [26]
con errores & ~ N(0,1). En este caso la densidaa espectral verdadera es

1 1
T 27 N-05e * +0.3e2*|2

[27]

f(R)

La razon para presentar los resultados para este proceso tan simple es ofrecer
por un lado los métodos splines, tanto los splines cldsicos como los M-splines,
como buenas alternativas frente a estimadores paramétricos, y por otro, analizar si
las diferencias tedricas entre ambos tipos de splines se presentan de forma eviden-
te también en la practica.

Por el primer motivo, hemos considerado como método paramétrico un estima-
dor autorregresivo de orden creciente, seleccionado mediante la minimizacion del
FPE, error final de prediccién, definido como:

N+r/(. Ao ~oa
FPE(r) =1 r(co — bpyéy=...b,6,),

(28]
-~ N—l o Py . e .
donde res el orden, &, =(1/ N)ZHX”'X' y b,,...b, son los coeficientes estima-

dos obtenidos mediante la resolucion de las ecuaciones de Yule-Walker (Akaike,
1969).

Para comparar los diferentes estimadores, examinamos las siguientes medidas
de los errores.

1. Error cuadratico medio relativo de la densidad espectral (RSE).

RSE = %i(ﬂi’%ﬁ’lj [29]
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Esta medida se ha utilizado frecuentemente en estimaciéon espectral mediante
kernels (Hurvich and Beltrao and Bloomfield, 1987).

2. Error cuadratico medio del logaritmo de la densidad espectral (MSE).
MsE=13 (a(A,) - 41 [30]
n i=1

3. Error cuadratico medio relativo de la raiz cuadrada de la densidad espectral
(SQSE).

B n j‘v")(li)—fvz(l,-) 2
SQSE—FZ{ : (31]

Esta medida aparece como una generalizacion de la medida del error propuesta
por Sims (1974) para el caso paramétrico. Sims define la medida

[s(ayp*(2)- b (A)2 aA [32]

donde b* yb* representan la transformada de Fourier de los vectores estimados
y verdaderos, b* y b respectivamente, en el caso autorregresivo. Bajo ciertas
condiciones generales, el estimador minimo-cuadratico de b minimiza [32].

Como b*(A)=B(A), b*(x)=B(A), f=MB(A)? y F=1B(A)?, sustituyendo
f y fen [32] y aproximando la integral por sumatorios, obtenemos la expresién
definida por SQSE, que de este modo se puede computar también para estimado-
res no parametricos.

4. Maximo de la discrepancia entre los logaritmos de la densidad espectral ver-
dadera y la estimada (MAX).

MAX = max!|q(,)—G(;) (33)

i=\n

Esta medida proporciona una idea de la capacidad del estimador para resolver
picos o valles.

Tablas. Hemos generado series temporales de tamafios N = 512, 1024 y 2048,
con 1000 replicaciones cada una.

Las Tablas 1, 2 y 3 presentan los principales resultados de las distribuciones
empiricas de los errores descritos anteriormente. Los métodos utilizados se deno-
tan por LSCV, MCV y FPE y representan en ese orden al spline clasico con selec-
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cion de h mediante CV, al M-spline, minimizador de [20], computado como se
describe en 4.1 y al estimador paramétrico FPE.

Para ambos splines, el numero de derivadas del término de penalizacion ha sido
m = 2 y por tanto son splines cubicos.

5. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos a lo largo del trabajo proporcionan las siguientes con-
clusiones.

1. De forma general, en un modelo de regresion como [2], utilizar un M-spline
significa, en términos asintoticos, utilizar un spline clasico en un modelo de regre-
sion con pseudo-datos.

2. La eleccion adecuada de la funcion p, que determina el M-spline, produce el
mismo resultado que si se utilizara un spline clasico donde los datos tuvieran menor
varianza que los del modelo original. Ademas, esta varianza se hace minima si la
eleccion se realiza como se indica en el Teorema 4.

3. En la aplicacion concreta a la estimacion espectral, tanto los resultados teéri-
cos como los provenientes de las simulaciones, llevan a considerar al M-spline
elegido como el mejor estimador del espectro de entre los estimadores analizados.

4. Por ultimo, en las simulaciones observamos que también los splines clasicos
se presentan como mejor alternativa de estimacion del espectro que el estimador
paramétrico utilizado. De hecho, los resultados empiricos observados para el
proceso simulado se repiten de forma general para una amplia variedad de proce-
sos estacionarios (Ferreira, 1993).
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APENDICE

Demostracién del Teorema 1

Necesitamos el lema previo

Lema 1. Sea el espacio W7 dotado de la norma inducida por el producto inter-
no,

< £.9 >= £(0)g(0)+..+f"(0)g"™ " (0) + _Ef("')(f)g("')(')df [34]

Entonces, existen funciones e; e W7, parai=1,...,n tales que

<e, f>=f(t;) [35]

m (b - ')fm-i

@m-)- [38]

8;(t) = Co +Cyt+..4Cy_t™ " +(-1)

Demostracion: La existencia de las funciones e; que satisfacen las condiciones
[35] se sigue directamente del Teorema de representacion de Riesz. Verifiquemos
que su forma es la descrita en [36].

Integrando por partes las veces necesarias se obtiene

J:lf(m)(t(—m‘)T)‘—dt -f(m 1)( )(Ttm:%""j: (m—1)(_t(i,;_i)2.)__!._df

=..= *’"21 f(m—k)(o ) J' f (t)

De esta ultima expresién, [35] se obtiene tomando e{¥)(0)=t¥/k! con
k=0,1,...,m-1; lo que se logra eligiendo las constantes ¢,,...,Cn.1 de forma apropiada.

Por ejemplo, cuando m = 2, se obtienen las siguientes funciones {ei}:;‘

e;(t) = (1—ﬁ) (t+2J (";')
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Demostracion del Teorema: La realizaremos generalizando los argumentos de
O’Sullivan et al. (1986), realizados para m = 2 y una funcién p(e) determinada. Con
la norma definida en el lema anterior, y las correspondientes funciones e, tenemos
que la proyeccion g, de cualquier funcion en S, verifica w(g,) < w(g), lo que significa
que el minimo se alcanza en S,.

Seage WJ =S,® Si;entonces g=g,;+ g-con g, € S,y g-€ Sp; por tanto,
g(ti)=<g.e >=<g,e; >=gt;).

La primera parte del funcional [4], unicamente depende de los valores en t;. Por
otra parte, <u,g, >=0 para cada funcion u € S, lo que fuerza a que g, y sus m-1
primeras derivadas se anulen en cero. Ademas, como g, y g- son ortogonales

w(g)= Z ply: —g(t)) I1(g$m)(f))2 dt+ J::(g(zm)(t))2 at

>3 ply - 0i)+ [[(dm0) et =wia)

y el Teorema queda probado.

Demostracion del Teorema 2. Para demostrar el Teorema 2 es suficiente de-
mostrar que w(g) es un funcional continuo y uniformemente convexo en W3 (Tapia
y Thompson,1978).

Consideremos WY dotado con la norma inducida por el siguiente producto interno

n
<f.g>= ) 1(t,)9(t;) +1£.g] [37]
i=1
que denotaremos por ll-ll-. Es decir,
2 C 2
gl = > 9(t:)* +1g.9] [38)
i=1

Si la matriz formada por los puntos tf, coni=1,.,ny k=0,...,m1 es de rango
completo, entonces ligll = 0 & g = 0;K y por tanto, W7 con esta norma es un
espacio de Hilbert.
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i) Continuidad. Para ello demostraremos la siguiente caracterizacion : si g, con-
verge a g en la norma [38], entonces w(g,) converge a w(g). Directamente de la
definicién de la norma, g« converge a g si y sélo si

n

Z(gk(li)"g(ti))z"'[gk_g»gk -g]-o0 [39]

i=1

Es inmediato ver que gdt) y [g«gd convergen respectivamente a g(t) v [g.g].
Ahora, como p es continua, p(y-g«t)) converge a p(y-g(t)) y combinando ambos
resultados obtenemos finalmente la convergencia de w(g,) a w(g) y, por tanto, la
continuidad de wm(g).

i) Uniformemente convexo (u.c.). Para ver que el funcional w es u.c. en W7,
utilizaremos la caracterizacion del siguiente lema.

Lema 2. (Tapia y Thompson, 1978) Un funcional F, en un espacio de Hilbert H,
es u.c. si y solo si existe una constante C > 0 tal que

(F(f)-F(@Xf-9)zClf -g|° f.geH [40]

donde F’ denota la primera derivada de Gautedux:

, dF(g +eu
F(g)= 212 E)
£=0
En el caso especifico de w,
1% 1
w'(g)u) = —;gu(n ' (vi - 9(t)) + 2n[ o™ ()™ (t)ot [41]

lo que implica que:

(W’(f)—W'(g))(f—g)=1Z(f(t )-g(t:)}e (v - 9(t)- o' (v: - (2:)))

i=1

+2h J: (£ ) - g("’)(t))zdt (42]

Ahora bien, aplicando el teorema del valor medio a los valores (y;- g(t)) y (vi - (1))
obtenemos
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(w(r) - w(@)r - 9)2 3 (st) - 0,)) + 205 - 9.5 - 0]

i=1

2C|lf -dlf (43]

y tomando C = min{K/n,2h}, la demostracion esta concluida.

Demostracién del Teorema 4. Los errores en el modelo de pseudo-datos tie-
nen varianza

E(v)®

[Ev]

Sin pérdida de la generalidad, podemos considerar las funciones p(e) tales que
Ey’ =1 (En otro caso, el resultado se obtiene tomando p(e)/ Ey’ en vez de p(e).)

Consideremos la funcién y + (logp) . Como el valor E(X) es siempre positivo,
cualquiera que sea x, en particular

E[(w + (log p)’)z] 20 [44]
Directamente, de la definicion de esperanza matematica, podemos escribir
E{(w+(ogp))’ | = [w2(vp(v)+2[_ w(u)iogp(w)y plu)+ [ _[(ogp(u))] plu)

Ahora bien, J: (v’ (u)p(u) + y(u)p’ (u))du = (w(u)p(u)]:_ =0. Por tanto,

| (v W) + w(u)ogpy (u)p(u))au =

= E(w’(u)p(u) +y(u) ‘:((:)) p(u) du=0 [45]

y, claramente,

[ wlu)togpy (u)p(w) =~ [y’ ()p(u)du = -1 [46]
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Por otra parte tenemos J~ [(Iog p)’(u)]2 p(u)du =Var(-logp)’ =1y usando los re-

sultados obtenidos en la desigualdad [44], r y?(u)p(u)du-2+120, lo que nos

lleva inmediatamente a la expresion

Var(y) 2 1= Var(-logp)’,

que concluye la demostracion del teorema.

Demostracion del Teorema 5. Podemos escribir

y(e;
2= g(t;)=1(t;) - 9 (1) + E(w/’)

Entonces,
(2 - 90t ))2 = (k(t;) - 90t ))2 * [%5//—)] *

+2w(ei)(“(’f)‘gu)('i)) [47]

Como z {w / Ey’ } no depende de h, minimizar la expresion [13] es equi-

valente a minimizar

€

2 yvle;
—Z (ult)) -9 (t))) +2 E(,,,If)("('i) -9)(t)) [48]
Por otra parte, utilizando la expansion de Taylor, obtenemos

P(Yi -g(t; )) =p(y, - u(t ( )(g(/> )

+ZI—(Q?L)(9(/)(’/) ~u(t; ))2 (49]

donde O j es algun valor entre (y,- -9 i)(t,-)) y (y,- - u(tj)). Por tanto, minimizar

MCYV es equivalente a resolver
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o Sl -s0 )+ L) 00| e

Reemplazando w'( ) por Ey’ ( ) el problema anterior es equivalente a resolver

’

m’”%g{ )(“ -9t ) E;I (”(ti)_g(i)('i))z} (51]

Finalmente, multiplicando esta ultima expresion por 2/Ey’ obtenemos exacta-
mente [48], lo que completa la equivalencia.

El unico paso que queda por justificar es la sustitucién de w’(e j) por el valor

esperado Ey’(e ( ) La diferencia debida a esta sustitucion es

n

2 2BV (€)(u(t)- 90 (1)) - v (0 Yult)- 900}

equivalente a

1 c , , 2
E_" 2. {EW (Ej)_ "4 (ei)(#(tj)_ g(/)(tl)) }
=
Ahora bien, como 6 ; es un valor comprendido entre (y i =90 (ti )) y (Yj _ u(t,)).

de la consistencia de los estimadores spline y la ley de los grandes numeros,
obtenemos la convergencia a cero de esta diferencia y la demostracion queda
completa.
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M-TYPE SMOOTHING SPLINES APPLIED TO THE SPECTRAL
DENSITY ESTIMATION

SUMMARY

A typical problem in time series is the estimation of the spectral
density or spectrum of a stationary process. This problem has been
extensively studied using the parametric approach. In recent years,
the relevance of nonparametric methods to estimate functions have
increased, in particular, to estimate the spectral density. In this paper,
we propose to use an M-spline to estimate the spectrum. We study
theoretically the way of selecting the M-spline and we apply the resuits
obtained to the spectral estimation. Finally, the Monte Carlo studies
show the practical improvement of this method comparing to others,
parametric and no parametric.

Keywords: M-splines, Spectral density, Smoothing parameter, Statio-
nary processes.
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Tabla 1

DISTRIBUCIONES EMPIRICAS, N = 512

Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.21788900 0.0728654 0.19525130
3er. Cuartil 0.10378365 0.0389526 0.13478515
Mediana 0.05042825 0.0249221 0.11260170
1er. Cuartil 0.02673070 0.0158349 0.09416095
Minimo 0.00145120 0.0025223 0.04319570
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.05426368 0.02607282 0.1146238
Cota Inferior 0.04659282 0.02377138 0.1105796
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

SQSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.0592050 0.02015140 0.0525746
3er. Cuartil 0.0278330 0.01062150 0.0357152
Mediana 0.0129578 0.00650585 0.0294564
1er. Cuartil 0.0067903 0.00415400 0.0240631
Minimo 0.0006131 0.00065600 0.0107930
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.01400523 0.006827780 0.0300364
Cota Inferior 0.01191037 0.006183919 0.0288764
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

RSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.24385530 0.06548100 0.2506147
3er. Cuartil 0.11396885 0.03543880 0.1661308
Mediana 0.05311505 0.02334010 0.1370763
1er. Cuartil 0.02642025 0.01497765 0.1083027
Minimo 0.00146870 0.00242700 0.0445616
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.05747292 0.02435859 0.1399548
Cota Inferior 0.04875718 0.02232161 0.1341978
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MAX LSCV MCV FPE
Maximo 1.4882569 0.7181165 1.3417478
3er. Cuartil 0.8131586 0.4465432 1.0079781
Mediana 0.5220835 0.3442175 0.8777393
1er. Cuartil 0.3513287 0.2648074 0.7783675
Minimo 0.0735053 0.0887227 0.4856646
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.5450718 0.3532637 0.8891685
Cota Inferior 0.4990952 0.3351713 0.8663100
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Tabla 2

DISTRIBUCIONES EMPIRICAS, N = 1024
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MSE LSCvV MCV FPE
Maximo 0.09060610 0.03455130 0.09758660
3er. Cuartil 0.04437765 0.01896750 0.06697451
Mediana 0.02289215 0.01260165 0.05588345
1er. Cuartil 0.01297445 0.00816780 0.04634040
Minimo 0.00165930 0.00192580 0.02222810
Intervalo de con\fianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.02445529 0.01313922 0.05691055
Cota Inferior 0.02132900 0.01206408 0.05485636
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

SQSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.02355840 0.00924230 0.02510970
3er. Cuartil 0.01137625 0.00498015 0.01729120
Mediana 0.00579775 0.00325710 0.01426215
1er. Cuattil 0.00325095 0.00210810 0.01185200
Minimo 0.00043010 0.00048310 0.00537370
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.00620220 0.003400061 0.01453289
Cota Inferior 0.005393301 0.003114139 0.01399141
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

RSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.09106560 0.03377890 0.11182140
3er. Cuartil 0.04495775 0.01823685 0.07480550
Mediana 0.02286360 0.01208715 0.06116090
1er. Cuartil 0.01283990 0.00787245 0.04991165
Minimo 0.00165070 0.00193960 0.02338540
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.02446232 0.01260305 0.06240003
Cota Inferior 0.02126488 0.01157125 0.05992177
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MAX LSCV MCV FPE
Maximo 0.6147385 0.3568214 0.6601238
3er. Cuatrtil 0.3570300 0.2313454 0.4982609
Mediana 0.2431456 0.1833788 0.4403910
1er. Cuartil 0.1835441 0.1460325 0.3902574
Minimo 0.0623336 0.0603464 0.2566475
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.2517811 0.1876254 0.445767

Cota Inferior 0.2345101 0.1791323 0.435015
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Tabla 3

DISTRIBUCIONES EMPIRICAS, N = 2048

Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.0374143 0.017356001 0.0495768
3er. Cuartil 0.0193063 0.009691849 0.0344137
Mediana 0.0112697 0.006742050 0.0285968
1er. Cuartil 0.0069458 0.004543850 0.0237755
Minimo 0.0009879 0.000464200 0.0115285
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.01188496 0.0069983 0.02912633
Cota Inferior 0.01065444 0.0064858 0.02806727
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

SQSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.00983030 0.00445690 0.01231550
3er. Cuartil 0.00499330 0.00249540 0.00869565
Mediana 0.00286035 0.00172195 0.00721810
1er. Cuartil 0.00173210 0.00116115 0.00601360
Minimo 0.00025510 0.00011670 0.00292050
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.003022681 0.001788364 0.007351603
Cota Inferior 0.002698019 0.001655536 0.007084597
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

RSE LSCV MCV FPE
Maximo 0.0378206 0.01630180 0.05385520
3er. Cuartil 0.0194060 0.00928255 0.03641735
Mediana 0.0113092 0.00660765 0.02999500
1er. Cuartil 0.0069545 0.00444080 0.02470980
Minimo 0.0009984 0.00046960 0.01162650
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.01192899 0.006848656 0.03057776
Cota Inferior 0.01068941 0.006366644 0.02941224
Valores extremos, Mediana y Cuartiles

MAX LSCV MCV FPE
Maximo 1.0392478 0.5131873 0.9387144
3er. Cuartil 0.5618110 0.3222286 0.7070889
Mediana 0.3496923 0.2506689 0.6219968
1er. Cuartil 0.2432481 0.1947241 0.5520726
Minimo 0.0801758 0.0882172 0.3366852
Intervalo de confianza para la Mediana (95%)

Cota superior 0.3655493 0.2570156 0.6297129
Cota Inferior 0.3338353 0.2443222 0.6142806







