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RESUMEN

En un trabajo anterior, Ruiz Espejo (1990) introdujo las
ecuaciones de equilibrio para variables aleatorias usuales, y
justificó que sus soluciones son invariantes lineales. Sin
embargo, estas soluciones son invariantes para una clase de

transformaciones más árnplia, que presentamos en este

trabajo.
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1. INT^,ODUCCIÓN

Segtín introcitijo I^,^iiZ Espejo (1990), lina va.ria,ble alea,toria uslial X es iina
variable aleatoria absollita,rnerltc c^ontiniia e;on fi^nción cle ciistrib^ic^ión F qiie sa,-
tisface simiilt,ánPamente:
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i) El rec^orricio cle X^ c^s (^1 illt.ervalo (a, ó} dE? lon^it,llci fllllt-,^, o infillita.
ii) ^;xiste dF'(z)/dz sobre (a, b).
iii) [dF ( z) /dz Ĵ z_,^ > 0 sol)re (a, b).

Llamaando [dF(z)/dz]z_z = f(^) a la función de clensidad asociada a X, las
ec;^laeiones. de eqtiilibria de orclen p, con p E^0,1), vienen dacia,s por el sisterna

2Z

1 -- p = f (s)ds
zl

z^

1,1 - p) E-^z -^ S,t ( S} c%S

(1)

(Z )

en el ql^e se demllestra q^le pc^,ra toc.io p E[a, 1), exist,c 11I1a Solll('ión ^inies, en ^1
^Z, S1CnC10 ^ls = ^ (^^}, ('OIT^O ^)I'(7^)t)I1(' 1^.111Z ^5^)E'^O ( ^{,^^^)}.

En las sec^e ioncs posteriorc 's Vc'remc^s t1li t,eorelna ct11E^ generaliza las transforrna-

C1oI^CS II1V^iT1^Ilt;c'S rCS^)E`('t,o t.^E' ^^L lllVa,ri^lIlla 11I1£.̂ ^^1 y^^ i^rol)^,d^, par^, 1{^,S sOll1C'lOIleS

de^l S1Sf,E'.Illii, ^ 1)-(^}. ^^nillo ('OI1SE.'('il('.I1(;ItL^i SC' C)bt,l(',I1C'I1 ^,^gIIIIOS I'E',Slllt ^^,cios entre lo.'

ctl^,les se cíedt^ce corrlo c^orol^^.rio E^l t-,eorema 4.1 cie I^.l liz l^si-^c^j() (1 ^^0) .

2. TRANSFORMACIONES INVAR,IANTES

Te©rema 1. Para cl^alq^^ier variable aleatoria lisllal X con fi^nción de den-
sidad f, los pi^ntos solllc;ión del sistema de eqililibrio (1 } y(2) son invariantes
para c^ialqtlier transforrrlar.ión ^_^{^) monótona estric^ta,rnente y derivable (coli
derivada no niila) en el recorrido (a, b), si y solo si 5E^ verifica

^fE (X )] = ^f^(X )l.o

Demostración. ^ll^,lq^lier c^,mbio de variablc ciel tipo en^lnciado, y=^(^),
tT'a7lsforrrla variables aleatorias 1lsllales, ^C, E'n otras tambiĉi^ ustl^,les, Y. La co^n-
pral^a.ción es sencill^, ^, partir de 1^, dE,finir.ión dE7 v^^,riat)le aleatori^, tzstl^,l dad^^ al
colnienZO de la Introd^lc(^ión.

E1 sisterna de ectiaciones de eqililibrio pa,ra la variable ale^,toria trarisformacía,
Y, será:
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I f[^- ' ( t )] ^tti - p = y ,
^, [^ - '( t )1
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(3)

^ f[,^-^ (t)l
cl - p) ^z = t^, ^,_^ t dt (4)

vJ< [ ( )]

cloncie ^cy = E(^) = E[^ (X )]. Y haciendo el cambio de variable t=^(s) en (3)
y(4), llamemos x^ a los valores qi^e verifican ^(xi) = yt, y obt.enemos:

- p = f f(s)ds (5)
z,

sl

La ec^iación (5) es idéntic:a a Ia (1), pero la (G) re^oge im fact,or no existente
en (2}, ^(s), qlie aparec.e en ambos miernbros de (G) ya q^ie en el primero

µv = E (Y) = E [^ (X )^ = µx (^) •

Qi^eda proba,r qiic las sol^ic.iones cíe (5) y(G) son las mismas qite las de las
e^liaciones sim^iltáneas (1) y (2) .

^1 seg^incio miembro de la ec'113C1óI1 (G), tras dividirse por (1 - p) ambos miern-

bros, pt^ede expresarse a.sí :

22

xz

^1 - P) l^z ^^ ) = f ^ ^3) Ĵ ^s) ds. (G )

í7

^.s f ds=^ c c;on cE x x( ) ( ) [ >> ^] ^
1-p

(^ )

en virti^d del Teorerna del Valor h/Iedio Pondera,do pa,ra Integrales, pera adem^s
c es iínico por ser ^ monótoria estrictament.e. ^sto iios permite expresar

^^

doride xi y x2 son los tínicos pl^ntos ^-1 (yl ) y^^1 (y2) resper.tivamente asociados
a yl e y2, p^ititos soltic.ióli de las ectiacioYies de eqiiilibrio para la variable aleatoria
^1st1<al Y=^(X ) para cierto orden p.

^2 Ĵ cs)^ (s) 1 _ ds

p

^ara ver qiie xl y x2 son los rnismos pl^ntos sol^ición de las ecliaciones de
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eq^iilit^>rio de la variable aleat.oria ^is^^al X {para el misrno p) observemos q^ie est.os
^íltimos verif can las ec^iac^iones (5)-(U) eq^llvaleI]t,es a las de (3)-(4).

Por ser ^1 y^2 solliciones del sist.ema (1)-(2), dado p^[U, 1) qiiedan det^.ermi-
nados x^ = xl (p) y^2 =^2 (p), ft^nciones derivables seg^íii se ve en el teorerna 1
de Rliiz Espe,^o (1993). Est.o nos hace viable definir la ftinrión

^: fo, l) -i [a, bl ,
de modo ^-^ re

xs(P)

`^ ^P) _ ^ - ' f ^ (s ) i ^ S ^ds .

=^ (n)

Ve^,mos qiie lina condic^i^n necesaria y s^ifiriente para qlie los sistemas (1)-(2)

y (5)-(6) t,eilgai^ las mismas solilciones, es q^te ^( p) = ete. para todo p E [0, 1).

La fi inci^n ^ es cícriv^,ble por serlo ^ - ^ ( • ) , ^;1 { • ) y ^;^ ( • ) , adernás de qlie existe
^' ^ 0 y f es contiIllla. I'or t,anto, dcrivando ^ tenemos:

^' (n) _ (^-')^ f ^ ^.s^ i ^S^ds X
^

x [^ (=z(n))J (=:U^ ) ) =z(n)- ^(=^ (n)) !(=^(v))=;(n)]( 1- n) +t
( 1 - n)'

doncíe
zz

^ _ ^ (s) f (s) ds.
z,

Estlidiando los signos, el pritner factor de ^' (p ►) toma siernpre signo constante
ig^ial aI de ^' y no se aniila n^Inca por hipótesis; además si t,enemos en clienta qiie
el del^ozninador c.íel seg^lndo faci,or es siempre positivo para p E[o, l), resillta q^ie
^' toma valor cero si y solo si lo torna el nlimerador del segilndo factor de ^', es
dec^ir, ^` (p) = U si y solo si

^ I=^ IP) I I I =z (P)I Ti ( P) -^ f=, (P) ) I I=^ IP)I =i (P) +
z^(P)

f ^s)+ ^ (s) 1 _ ds - 0,

px^(p)

y teniendo en ctienta que los dos primeros slimandos de la í^ltima expresión, son
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igiial a la derivada primera con respecto a p del tercer s^irnando del trinomio,
previamente m^^ltiplicado por { 1- p), nos qliedará qtie llamando a este iiltimo
término

zz(y)

Tc^, = J ^cs,fcs,ds,
=^(v)

entonces, la condición necesaria y slificiente parR q^ie ^' (p} = 0 es ql^e se satisfaga
la ecliación diferencial

T^ T (p)
{p) + 1 _

p

de tipo separable, qlie resolviéndola qtiedará

log ^T (p) ( = log (1 --- p) + Cl (con Cl constante) ,

y tomando en ambos miembros la fiinción exponencial, obtenemos

^T (p) ^ _(1 - p) ec' = C(1 - p} con C= eci constant.e positiva .

Resiirniendo, la condición necesaria y stificiente para qlie ^' (p) -= 0 es que

z^(p)

T(p) _ ^(s) f (s) ds = C' (1 - p) (C' es constaiite real con ^ C''^ = C) ,

_ ^ (p)

donde la constante C' se obtiene al tomar p= 0, pnes ^1 (0) = a y x2 (0) = b, de

donde
6

µ= ^^) = E ^^ ^X )) = f `^ ^S) f ^3) ds = C^• ^8)
a

Por tanto, ^' (p) = 0 si y solo si (por {6))

T ^P) _ ^ 1 - P) µ: ^^) • ^ 9)

Así , de que ^ (p) = cte. para todo p E [0 , i ), se deduce:

Ŷ (p) = cte. _ ^ (0 ) _ ^ -1 [µx (^) ] paxa todo p E (0 , 1 ) . ( 1 0)

Por ( lU), los p^intos sol^ic;ión de eqiiilibrio pará X verifican las ecli^,ciones (5)-
(6) y adern^s, debido al teorerna de liiúcidad de soliiciones para las ec^iaciones
(1)-(2) (Riiiz Espejo, 1990), y por otro lado para (5)-(6), conclliímos la invarianza,
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para el t,it^o de transformac^iones entinciadas eI1 el tcorema 1.

I'rof^l^idizallcio en el análisis de eárno dehe sE'r ^ para q^ie se ccirnpla (10),
volvc^rnos a la expresiá^l (7) y ohli^ando a q^le sea c= ^► (p} ^Ina eonstante para
todo p E [Q, 1), tendreinos c^^cie al llac^er t.encler p---^ 1-- (por l^, izqjziercia),

c E lim ^1 (p) , ^lim ^2 (p)

si estos límit,es existen. Corno ^ I(p) es crec^i+^^nt,c^, ^2 (p) c^ ciecrer.iellte, virnos qiie
^cl (p) <^2 (^^) si p E [(), 1) y aclcmzs f ^S COI1t^1I111^, y Il0 Illlla S^1Vo a^O S1iII10 eIl

11T1 Ili liTlCrn fl Illt,O C^f' ^^11I1t.()^, 51 fl iE' ra ciert0 t^11E'

F11II1 ^1 (p) < ^ II11 ^^ (p) ,
^

entonces decíilciríamos q^ le

^1 ^P) lamp-• 1- ^2 ^P)

^ = ^.1I71 f (S)t^s -=
p-•1- I

^i ^P) lirnp_• ^ _ z i tF)

f{S)^ts > o. ^iz)

L^lego, c,omo el al^stlydo (12) provicne de s^ipolier la, de.sigiialdad est-,ricta de los
lirnites cíe (11), y por ser xl (p} <^2 (p) p^,ra tocio p E [Q, 1), solo qi^eda la
posi^ilicia,d de qiie .

^^^ = pl m ^1 Cp) = p im x2 (p) = c = ^ (p) = ^-^ (!-^x (^)^ ^

y de ésta, por (8), .

^ i^z) = ux ^^) = C^^ (13)

Para conclllir, el sistcma (5)-(fi) qiledará eqtliv^,Iente ^,1 (14)-(15) sigtiient,e

z2

1 - p = f (s)ds
Z1

(14)

22

(1 - p} C' = ^ (s) f (s) ds = T ( p) ^^ara todo p E [o, 1) , (15)
x,

q^ie impliea qtie T' (p) =--C'', cíe clolide se satisfarc^ la ec;^iac;ión ciiferelieial

T' ^
+ T (^^) - - G'' + ^ 1 -^^) G^' - 0^1) 1-_ ^ 1-.. ^x p
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qiic^ c^..s c^Ildición nec^esaria y siitic^ietit^.^ ^ara la invarianza cíe sc^l^ic^ione,s ríel sist.ema
de ect^iili^rio por la transformaeión ^ monót.ona ..^t.ric^t,ament.e y derivable (con
deriva,da r^o niila) en el rec^orriclo (a, b), qiie verifiq^ie (13), o eqiiivalentemente

^ [E (X)J = E (^ (X)J . o

3. CONSECUENCIAS

Corolario 1. En la t,esis del teorema 1, ^.cs = E(X ) es ptuito de inflexión de
^. q

Dernostración. Del sistema (5)-(6) se ded^ir.e q><ie

x2

^ 1 - p^ ^ ^µx^ = f ^ ^s Ĵ ,f ^S^ds para todo 1^ E [0^ 1 ^ ^ ^ 1 6^
x ^

y aplieando la desig^ialciad cie Jelisen para desig^ic^,lciacies estric^tas, tenemos q^ie:

i) Si ^ es convexa est:rictairlerlte cn i^n elltorlio Vl de ^..^2, de la anterior,
poclri^,mos encontrar iin valor pl próxirno a 1, pl < 1, tal q^ie

(xl (^1) ^ ^2 (pl )) C ^1 i

y aplicando la d^sigiialdad citada en la variable aleatoria X tr^mcada en el inter-
va,lo (^1 (pl ) , ^2 (pl ) ), obtelldríarnos qtie

z^(p^)
Ĵ (S)

^ (l^x ) < ^► (s) 1 ^ ds.
p^

xitPi)

(17)

ll} S1 ^ ('S (ry;ónC'a.V^, E'StTlCtĉl,IllE'.IltE' E'Il lln eI1tOI'il0 U2 dE' ^.lx, pOT allid,^Oglá. E'X1St1r1ill

p2 < 1, t al qi ^e
xs(n2)

^ cµz^ > f ^ ^S> i ^ ^^ds. ^ i8,
x^ (^z)

Como sabemos q^le ( 16) es cierto, tanto (17) como (18) son contradic.ciones
qlie procedel^ de admitir qiie ^ es CÓI1(:ava estl^ict^,IT1eIl^.e o c^onvexa estrictalnente
c^n a1g^íli elitorno ciel pilrit.o ^^s, y i)c)r ello cic;^i^lc^lIilos c^^^e ^ t.lelle ^Ili p^int.o cíe
iI lflexiórl eIi ^.c^ = E( X). 0
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Corolario 2. Si ^ (x) = Ax + B, con A ^ (l, ent,onr.es E [^ (^C')] = ^ [.E (X )]
y por ello ^ es llna transformac.ión q^ie deja invariaiites los p^ultos soliición de
las er.iiaciones de e^qt^ilibrio para c12alq^iier variable aleatoria iisiial .X y para todo
vRlor de p ^ [0, 1) . q

Corolario 3. Si ^ (x) = Ax -^- B, con A > 0, tenemos el teorema 4.1 de Rtiiz
Espejo ( 1990) . ^

Como concliisión 'prá,ctica, los estimadores robi^stos e invariant.es lineales de
la media pol^lar:ional cie variables aleatorias lls^tales, sigiieri siendo robiLStos e
invariantes frente a ct^alqi ŭer traiisforrnac^ión q^te verifiqiie las condiciones del
teorema 1. La robiistez se elitieiicle en el sentido de Aiidrevws et al. (1972) . Otras
aplicac^iones de estos concept,os tratados aq»í p^ieclen c^0I1s11ltarse en los tre,baj©s
de r^.iliz Espejo et ul. (1992R, 1992b).

Sobre la ctlestión de si la iínica transformación ^, q^te verifica

E [^ (X )J = ^ (E (X )] ,

es propiarnente la lineal

^(x) = Ax -}- B con A^ o,

proponemos iIn contraejemplo. Sea la transforrnación

^ : I^ -^ -- ^ , ^
2 2

definida ^(x) -- aretg (x), q^^e no es lineal, es monótona estrictamente y derivable
piies

1
^'(x} = 1 x2 ^ 0 en (ac, b) _(--oo, oo) = I^;

+

adernás es simétrica respecto al origen (o, 0) E If^2, y cíe aqtií existe la variable
aleatoria ^isiial X tal ql^e:

E ^^ (x)] = E [arct9 (X )] = o = aTCtg {0) = dTCt9 [E (x)] _ ^ [E (^}^ .

Pero la concíición de qcie E(X ) sea conocida es mily exigente ya qiie tenemos el
resultado sig^^iel^te:

Teorema 2. Si ^cz -- E(X ) es desconocida, para tlna variable aleatoria tistial
X con fiiiición de deiisidaci f{x) > 0 en (a, b), al tratar de estimar rab^ist-,a e
invariantemente µz ante la transformación ^ qcie verifiqtie
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^ (µ= ) = E [^ (X )j para todo µ= E (a , b) ,

entonces: µs es piinto de inflexión cie ^, para t,oclo ^.c= E (a, b); en este caso, para
todo ^ E ( a, ó) , tenemos ^{ x)= A^ + .B con A^ 0. C]
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EXTENS[t)N OF T^IE INVARIANCE (^F SOLUTIONS
1N E(,^UILIBRIUM EQUATIONS

SUMMARY

In a previ©us paper, Ruiz Espejo (1990) intraduced the
equilibriurn equations for usual randorn variables, and he
justified that their solutions were linear invariant. Hawever,
these solutions are invariant for a wider kind of
transformations, which we characterized in the theorem we
present in this paper.
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