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INTRODUCCION

Cuando fue promulgada la Ley de Estadistica de 1945 lo que hoy se conoce
en el mundo entero con el nombre de “Muestreo probabilistico” puede decirse que
habia nacido s6lo una década antes, al publicar J. Neyman su famoso trabajo sobre el
muestreo estratificado.

En el periodo 1945-1970 la teoria del muestreo de poblaciones finitas conti-
nda su desarrollo en miltiples direcciones. Sin pretender, ni muchos menos, ser exhaus-
tivos en la exposicién de esta evolucién, nos limitaremos a mencionar algunas de sus
principales lineas.

En el quinquenio 1945—1950 se desarrolla la teoria del muestreo sistemético.
Se inicia con las muestras interpenetrantes lo que hoy se conoce como muestreo rei-
terado, y comienzan las investigaciones de métodos para el tratamiento de la no—res-
puesta, que darian lugar a numerosas publicaciones en afios posteriores.

En la década 1950—1960 se inicia la construccion de estimadores insesgados de
la razon, la seleccion controlada, los dominios de estudio, modelos para estudiar cam-
bios en ocasiones sucesivas, la investigacion sobre los limites de estratos, la estrati-
ficacién de doble entrada, la construccidén de estimadores compuestos que aprovechan
la capacidad de los ordenadores, técnicas para simplificar el cdlculo de los errores de
muestreo en disefios complejos, modelos para el tratamiento del error total y las en-
cuestas de evaluacion.
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Finalmente, en la década 1960-1970, se continuan las investigaciones iniciadas
en afios anteriores dedicandose especial atencion a los modelos y encuestas de eva-
luacién, a cuyo fin inicial de medir la acuracidad de censos y encuestas se afiadio el de
mejorar su eficiencia. Podemos, pues, seflalar como una linea fundamental en la evo-
lucion de esta década la investigacion de los errores ajenos al muestreo y de técnicas que
permitan simplificar el calculo de los errores de muestreo en los cada vez mds comple-
jos disefios.

Los primeros textos de muestreo fueron debidos a Yates (1949), Deming (1950),
Hansen, Hurwitz y Madow (1953), y Cochran (1953), a los que han seguido otros
muchos en afios posteriores. Es de destacar que ya en 1950 fuese editado por el Insti-
tuto Nacional de Estadistica el primer texto en lengua espafiola debido a E. Cansado.

Como las aportaciones a la teoria del muestreo sefialadas en esta introduccion han
sido incorporadas a los textos existentes, hemos pensado tratar en este artfculo sélo
algunas relativas a la simplificacién en el célculo de los errores de muestreo durante
el perfodo 19671970 que, por ser tan recientes, alin no figuran en los textos actuales.

TECNICAS PARA SIMPLIFICAR EL CALCULO DE LOS ERRORES
DE MUESTREO.

La creciente aplicacion del muestreo para la realizacién de encuestas a gran es-
cala ha llevado consigo el empleo de disefios muestrales cada vez mds complejos,que
ha imposibilitado, en la préctica, la utilizacion de los métodos tradicionales para es-
tudiar los errores de muestreo. Este hecho ha provocado un gran esfuerzo en la in-
vestigacion de métodos simplificados durante los Gltimos veinticinco afios. Las mues-
tras interpenetrantes debidas a Mahalanobis (1946) y el método de reiteraciones de
Deming (1960) son un ejemplo en este sentido, cuando se eligen las unidades prima-
rias con reemplazamiento. Paralelamente, Yates (1949) establecio una regla practicay
aplicable cuando las unidades primarias de la muestra eran obtenidas con probabili-
dades iguales. Esta regla fue generalizada por Durbin (1953) para el caso de probabili-
dades desiguales.

La seleccion sin reemplazamiento y probabilidades desiguales ha recibido gran
atencion durante las dos dltimas décadas, especialmente para el caso de 2 unidades
por estrato. Las aportaciones de Narain (1951); Murthy (1957); Des Raj (1956);
Hartley y Rao (1962); Rao, Hartley y Cochran (1962), y Stuart (1964) han sido
recogidas en los textos de muestreo. La dificultad para el cilculo de la probabilidad
conjunta de inclusién en la muestra de cada par de unidades ha hecho que estos mé-
todos no tuviesen aceptacion en la préctica, a pesar de la disponibilidad de los ordena-
dores.
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METODOS DE DURBIN

Durbin, en 1967, ha propuesto dos métodos de selecciébn de unidades de mues-
treo y estimacién de varianzas para disefios polietdpicos estratificados, en los que la
seleccion de dos unidades primarias por estrato se realiza sin reemplazamiento y con
probabilidades estrictamente proporcionales a sus tamafios. Presentamos a continua-
cién estos métodos en forma sucinta:

Método I

Sea, en un determinado estrato, Mi el tamafio de la unidad primaria i—ésima y
M.
i

P, = W su probabilidad de seleccién con Z P, = 1. Se elige la primera
i

unidad, U; , con probabilidad P; vy la segunda con probabilidad proporcional a

1 1

P. + con i F j
A 1—2Pj] P

La probabilidad total de que U; 'y Uj figuren en la muestra ser4:

fij = Py - PCjli) + Py . P(ilj)
1 1
con P(Gili) =2; Py + ]
Ll T 1-ap 1-2 P
y T P (j/i)=1
j#i

de donde sumando los dos miembros para j ¥ i

') g N g
1=\, T —d—+\ 3 = TP AN Z———
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pero

Pi+ZPJ=l .ZP]=IP1
jFi jFi
luego
1-P; P]
1 =) +A 2
l-2Pi j#i 1-2 Pl
y como
I; Pk B Pl N P]
tenemos
1- P P. N P
i i k
1 = i [ - ] +)\i z
1-2 P, 1-2P k 1-2P,
N Py
1= [1+ 2 EEe—
k 1-2P
de donde se deduce para X, un valor que no depende de i:
1
M= N P
k
1+ Z
Kk 1-2 P
y por lo tanto
1 1 1 1
f. = P. NP, + +P. AP, + =
4 ! 1[1—:zpi —2p )t {2, 1—2Pi]

] ]

1 1

=2 \P, P +
1) [1—2Pi 1-2 P !
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por ser iguales los dos sumandos  P; P (j/i) vy Pj P(ifj )

la probabilidad de seleccién de la unidad i en segundo lugar es igual a la de su se-
leccion en el primero, es decir P, ,de donde la probabilidad total de que la mencio-
nada unidad pertenezca a la muestra serd

f, = 2P; loqueobligaaque P; < 1/2

para aplicar este método. Si el méx. de P, es 1/2 se incluye con certeza la unidad
mayor y se selecciona la segunda entre las restantes.

La seleccion de las dos unidades puede hacerse utilizando el método de Lahiri
(1951) con el que se opera en la forma siguiente:

Siendo M, el tamafio de la i—ésima unidad primaria y M un valor tal que

M, = Mix. M; se extrae un par de nimero aleatorios (i, k ) tales que

1<i <SN;0 < k <M.

Si k < M; se acepta U;, y en otro caso se rechaza, obteniéndose otro par
(i, k ) repitiéndose el procedimiento.

Para 12 segunda unidad se sigue idéntico método con

1 1
M. = M, + ] jFi
i i Coumamp M-2m)
donde M =2 M, y M) = mix. M'j
Para un estimador lineal
6" > ( +oy)
= yh. yh-
h=1 ' )
donde yp: , Ypj son las contribuciones de las dos unidades primarias a través de

varias etapas puede demostrarse (Cochran 1963) que
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A * L fhl fh]
V(8% )= ¢
h fhjj

2. 5 (r. 82 46 sZ
DOy )+ E (fpi Sy hj Shj )

es un estimador insesgado de V  ( 6* ).

Si el muestreo hubiese sido realizado con reemplazamiento

L
V, (8") = T (yp—vp)
=1

seria un estimador insesgado de V. ( 6" ) (Cochran 1963).

La complicacién de \“18 ( 0‘ ) derivada de la consideraci6n de las fi y fij
es evidente.

El agrupamiento de unidades primarias en cada estrato permite simplificaciones
importantes.

Se procede del modo siguiente:

a) En cada grupo se incluye el menor nimero posible de unidades, de forma
que ¢l mdximo de P, sea menor o igual que la mitad del total delas P; en

el grupo.

b) Se seleccionan 2 unidades del estrato con reemplazamiento y probabilidad
proporcional a P,

¢) Si las umidades pertenecen a distintos grupos se aceptan ambas.

Si pertenecen al mismo grupo. se acepta la primera y se rechaza la segunda,
procediéndose a una seleccion mads en el grupo con el Método I, sustituyendo
Pj
P, por P, = ——z——P—- designando por G el grupo.
G 1

Durbin demuestra en su articulo los resultados que permiten establecer la si-
guiente regla para estimar vananzas, aplicable tanto a la primera etapa como a las
etapas posteriores

19 Si las umdades de un estrato proceden de grupos distintos se aplica la
formula del muestre« con reemplazamiento

29 S proceden del mismo grupo se calcula 11 contribucion a la vananza co-



mo si cada estrato estuviese formado solamente por el grupo que contiene
las unidades.

Método II
Con este método aproximado se procede de la siguiente forma:

1°.— Relacion de unidades segin tamafio y formacidn de pares adyacentes.
(No necesaria en la aplicacion).

2°.— Seleccion de 2 unidades con reemplazamiento y probabilidades pro-
porcionales al tamafio.

3°.— Si las unidades coinciden, se acepta ésta y se toma el otro miembro
del par. Si no coinciden se aceptan ambas.

Método de las pseudo — reiteraciones

Una desventaja importante del muestreo reiterado reside en la posible dificultad
de obtener el numero suficiente de reiteraciones independientes para que la varianza
estimada tenga una estabilidad adecuada en el muestreo.

El Bureau of the Census de los Estados Unidos utiliza un plan de muestreo, para
la Current Population Survey, en el que solo se obtiene una unidad primaria de cada
estrato. Para estimar varianzas se forman pares de estratos, disponiéndose solo de
dos reiteraciones independientes. Para evitar esta dificultad se desarroll6 por el citado
Bureau un método denominado de pseudo-—reiteraciones con semi muestras, publi-
cado en 1963. El método ha sido aplicado utilizando 40 pseudo—reiteraciones y asegu-
rando que cada unidad primaria apareciese en 20 de ellas.

El método de pseudo—reiteraciones equilibradas con semi muestras es una mo-
dificacion del anteriormente citado, que permite obtener L semi-muestras equi-

libradas, del conjunto total de 2%, que para el proposito de estimar varianzas contie-
ne toda la informacion disponible en el conjunto total. Este método ha sido publicado
por Mc Carthy en 1969.

A continuacién presentamos un resumen de ambos métodos, para dos seleccio-
nes independientes por estrato.

Método de pseudo—reiteraciones con semi muestras

L — —
Sea X = b)) Wi X}, el estimador de la media poblacional X donde L
h

es el nimero de estratos y
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2
S
2 °h 2 .2

L 1
V(X)) =Z W, — =—
X0 h b2 4

=M

2 2_ 1
Wh (Xpi = Xp2) =

= M

Una pseudo-reiteracion con semi-muestra consiste en la eleccion en cada es-
trato del indice 1 6 del 2, con lo cual el nimero de reiteraciones seria el de variaciones
con repeticion de 2 elementos tomados de L en L, es decir 2L,

. L
Sea Z =f Wh X (con i =1 6 i = 2 para cada estrato) un estimador

de X basado en semi muestras, puede demostrarse que E| z ]sobre las L2 es igual a

- - 2 -
aXg yque E[Z — Xg] = V(Xg)

Consideremos ahora la desviacion de un valor Z | respecto a X

- - L L Xpi + Xpo
Z, -X, = W X;,: — W, - =
h *hi h
1 st h h 2
1 L
= —2—- hil W, 4y y en general

1
Z - Xg =T(thhdh)

Elevando el cuadrado y teniendo en cuenta que los signos de las desviaciones
quedan determinados por la eleccion del apropiado signo en cada estrato, tenemos:

- o2 5 2 2 1
(Z - Xgq) =757 2 Wpdp #9572 & Wy W dy gy

de donde para una semi1 muestra

I

E(Z - )zst)2 Vl)—(st) porser E(dy d ) = 0
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y para todas las posibles muestras:

E [Z - Xg12= V(Xg)

El método se aplica a la estimacion de varianzas en la forma siguiente:

a) Se selecciona, con reemplazamiento, de las 2L posibles semi-muestras una

muestra de  k semi-muestras obteniéndose las medias Zl‘ Zz Z_k.

b) Se calcula

k
z
i

Gurney (1962) y Mc. Carthy (1966) han encontrado, bajo ciertas hipotesis, que
un valor de K entre 20 y 40 es satisfactorio en la practica.

Pseudo — reiteraciones equilibradas con semi-muestras (Mc. Carthy 1969)

La variabilidad entre las estimaciones de la varianza, con el método anterior,
proceden de las contribuciones entre estratos debidos a los productos cruzados dy, dy .

Estos términos se compensan para el conjunto de las 2 L posibles semi-muestras.

Mc. Carthy muestra, con un ejemplo que expondremos a continuacion, como
es posible seleccionar un subconjunto de semi-muestras en la que se compensen los
citados productos cruzados.

Ejemplo:
Estratos ™ .
Reiteracion 1 2 3 Z; - Xst
1
1 X X1 x31 7( +W1d1 +W2d2 +W3d3)
A 1
2 X X X —(+ Wd -Wd - W d)
11 22 32 2 11 2 2 3 3
1
3 X, X, X5, —2—(—Wl d - W, d2 +W3d3)
1
4 x12 le X3, — (- wldl + wz dz - W3d3)
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siendo dh: Xh] Xh2

Elevando al cuadrado cada desviacion tenenios

L
T W22 + W, Wyd, d; +W, W3d;dy + W, Wy dy ds
h

.
2 ; 'h

Para que esta propiedad se cumpla para cualquier L y k es suficiente que las
columnas de la matriz de signos en las desviaciones sean ortogonales entre si

+ + +

+ p— -

- - 4+

— + —
Este método, presentado con un caso lineal muy sencillo, tiene su principal
aplicacion para la estimacion de varianzas en disefios y métodos de estimacién comple-
jos, para los que no existe una teoria que permita la estimacién de varianzas. El

autor menciona como ejemplo la estimacion de la varianza para el coeficiente de
regresidbn muiltiple y algunos problemas en los dominios de estudio.

Es de esperar continle la investigacion necesaria que permita llegar a conocer
mejor las caracteristicas de las estimaciones de varianzas obtenidas con este método.
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