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1.— INTRODUCCION

La teoria de la probabilidad esta en la base del método estadistico. La for-
ma cldsica de la ley cientifica, la relacion funcional determinista que liga las magni-
tudes que en ella figuran, es un caso limite, una esquematizacién permitida cuando
puede despreciarse la interaccion universal que introduciria rigurosamente un halito
de incertidumbre y, en consecuencia, una relacién sélo probable.

Ante lo probable, el hombre formado en la logica clasica, se encuentra, no
solo ante una técnica nueva, sino ante un modo nuevo de pensar que implica un modo
nuevo de juzgar, de prever y de actuar. Si logra dominar esta nueva logica de lo pro-
bable, se encontrara ricamente recompensado, pues el pensamiento probabilista se
adapta infinitamente mejor a la diversidad de criaturas y circunstancias, que consti-
tuyen el universo, que los esquemas demasiado perfectos del analisis clasico.

La probabilidad pertenece al mundo fisico y no puede reducirse a una simple
relacion entre casos favorables y casos posibles, ni siquiera a la teoria de la medida,
como podria deducirse de exposiciones que figuran en ciertos manuales.

“El cdlculo de Probabilidades es seguramente una rama de las matematicas,
afirma Ullmo, pero en el sentido en que lo es también la Mecanica Racional; estas dos
disciplinas no aportan su nombre, sino porque responden a ciertas propiedades del
universo concreto, donde se encuentran aqui masas, fuerzas, alli condiciones de ex-
periencias que justifican la introduccion de la probabilidad”™. (1).

(1) J. Ulimo : Prdlogo al libro de J. Mothes, ‘Previsions et Décisions Statistiques dans I'Entrepise’’.
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;Dénde termina el Calculo de Probabilidades, y donde empieza la Estadisti-
ca? . Oigamos a un profesor de la Sorbona, Daniel Dugué, y observemos la termino-
logia por él empleada: “Si se quiere fijar una frontera entre Estadistica aplicada y
Estadistica teorica o Calculo de Probabilidades (y tales lineas son siempre imprecisas),
digamos que la Estadistica aplicada es el estudio en la realidad de resultados adquiri-
dos en lo abstracto por el modelo que constituye el Calculo de probabilidades. Ciencia
critica de resultados experimentales, la Estadistica aplicada no puede conservar la
existencia de una infinidad de tales resultados, mientras que, por el contrario, el objeto
del pensamiento (16gico), que es la Estadistica teorica, puede perfectamente admitirlos
en sus razonamientos.” (1)

El problema que aqui suscitamos sera replanteado mas tarde, pues esta ligado
a distintas formas de convergencia: el estadistico aplicado empleard primordialmente
la convergencia en probabilidad, como sefiala el propio Dugué, mientras que el proba-
bilista, se cefiird de modo especial a la nocion de estabilidad ergddica que es la “con-
vergencia casi cierta”.

El Calculo de probabilidad, por cuanto impregna todo el razonamiento in-
ductivo estadistico, se nos presenta como un ultil de dificil y delicado manejo. ‘A me-
dida que la Estadistica prueba su utilidad y se impone en los mas diversos dominios
—advirtio el Papa a los Estadisticos—, se ponen de manifiesto las dificultades de su
correcta utilizaciéon y los escollos a los que se exponen los que manejan el azar, y,
ante todo, lo delicado que es fijar exactamente el hecho preciso que servira de base a
las investigaciones. Aislar los diferentes factores en los que se desea examinar su pa-
pel causal, es asi como se prueban las cualidades profesionales del Estadistico y la
necesidad de métodos precisos” (2)

Convendra, pues, detenernos un momento para contemplar sucintamente la
logica de la probabilidad.

2.— LOGICA PROBABILISTICA Y LOGICA ESTADISTICA.

Lo caracteristico de la Logica clasica, o Logica de dos valores, consistié en
el principio del “tertium non datur”, segin el cual entre el ser y el no ser, el siy el né,
la afirmacién y 1a negacién, “no hay término medio™.

Una primera negacion de este principio se observa en el ejemplo siguiente.
Consideremos dos sucesos S y S’ Podemos apostar sobre S condicionando nuestra
apuesta al resultado de S’. Si ocurre S’ se gana o se pierde, pero si no ocurre, se anula
la apuesta. El suceso S condicionado a S’ es, pues, una entidad logica que puede tener
tres valores: verdad, si S y S’ son verdaderos; falsedad, si S’ es cierto y S falso;

(1) D. Dugué: Traité de Statistique Theorique et Apliqués—Massons et Comp. 1958
(2) Sesidbn 22 del |. |. Estadistica.
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nulidad, si S’ es falso. Basados en los sucesos condicionados, se puede, pues, elaborar
una logica trivalente.

Ya algunos filésofos habian puesto en tela de juicio el principio del “tertium
non datur”’. De nuestro Luis Vives escribi6 Menéndez y Pelayo lo siguiente: ““Su senti-
do de la probabilidad era el de los antiguos Académicos, combinado con la teoria de
la “epagoge” o induccion socratica, que él amplié hasta convertirla en la induccion
moderna. De esos procedimientos modestos y desdefiados, de las verosimilitudes, con-
jeturas e hipotesis, de aquellos razonamientos que sin aspirar a la certeza ni a la evi-
dencia, se contentan con ser mas verosimiles que los argumentos contrarios, esperaba
el fildsofo valenciano el futuro progreso de las ciencias, mucho mas que de la esgrima
escoldstica o del ejercicio de la disputa. (1)

Kant, continuador, en este aspecto, de Vives, introduce y articula ya de un
modo expreso y razonado, ese “‘término medio’ en su sistema légico y Hegel inter-
cala, de modo claro, entre el ser y no ser el devenir o llegar a ser. El paso de la “logica
bivalente” a la “plurivalente” abri6 el camino de la “légica probabilistica™.

Hoy se postula por distintos autores, principalmente de la escuela subjeti-
vista, la necesidad de confrontar la diversidad de posibilidades del mundo real con
una “légica continua”.

“Desde el punto de vista logico —escribe Bruno de Finetti—, la teoria de la
probabilidad seria solamente una logica polivalente en una escala de modalidades
continua, superpuesta sobre una logica de dos valores. Esto equivale a decir que, para
cada suceso, se admiten solo dos resultados (tres para sucesos condicionales), pero que
sOlo tiene un significado formal; la infinidad de modalidades intermedias, no se en-
frenta, a este respecto, a la insuficiencia de la l6gica de dos valores, sino que sirve
tnicamente para medir nuestra duda cuando alin no sabemos cudl de las dos modali-
dades adjetivas es correcta” (2). En sendos trabajos (publicados en “Comptes Rendus
Soc.Sci.Lett. Varsovie”, CIII, Vol. XXIII y XXV, 1930), J. Lukasiewiez y S. Mazurkie-
wiez, mantienen la tesis de una logica de escala de modalidades continua, pero sin es-
tar concebida como superpuesta sobre una légica de dos valores, como quiere De
Finetti. En su trabajo “La théorie des probabilités est-elle une logique generalisé?
(3), J. Hosiasson hace una critica profunda de este aspecto debatido por los partida-
rios de la légica continua.

Asi como la logica cldsica es el instrumento necesario de todo razonamiento
en que soOlo hay dos alternativas para cada suceso, ocurrir o no ocurrir, asi también
la 16gica de lo probable, la 16gica de una escala continua de valores, es el instrumento

(1) M. Menéndez y Pelayo: Discurso de recepcibn en la real Academia de Ciencias Morales y
Politicas, pag. 145.

(2) B. de Finetti: La Previsibn, ses lois, ses sources subjetives— An. de I'lnstitut Poincaré, Vol. 7,
1937.

(3) Actes du Congrés In. de Phil. Scientifique, Vol. |V, 1935.
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necesario de todo razonamiento en que entra, visible u ocultamente, un grado de duda,
un juicio de certeza o de posibilidad practica, o, finalmente, una estimacion de la
verosimilitud de un acontecimiento cualquiera. Todo lo que no sea un hecho histo-
ricamente cierto, lo que constituya un consejo para el futuro, lo que no caiga bajo
las leyes implacables de la macrofisica, constituye un juicio de probabilidad, basado
en los principios del Calculo de probabilidades. En el Calculo de Probabilidades se
funda, pues lo mas importante de nuestro pensamiento, ‘“sin él —diremos con Poin-
caré— la Ciencia seria imposible”.

3.— DESARROLLO DE LA PROBABILIDAD.

Desde muy pronto se di6 cuenta la humanidad de que se encontraba frente
a dos clases de fendmenos; los previsibles, como la salida y puesta del sol, y los im-
previsibles, como el resultado de una batalla. La estabilidad de los primeros estimuld
su estudio; los otros fueron confiados al Hordscopo.

En otra parte de este nimero de la Revista se estudia profusamente el de-
senvolvimiento histérico de la Teoria de la Probabilidad. Anotemos dos particulari-
dades en este desarrollo: primero, su divorcio, hasta tiempos muy préximos a los
actuales, del paralelo desenvolvimiento de la Estadistica de los Aritméticos Politicos;
segundo, su orientacién, después de Laplace, hacia las aplicaciones, y esto en distintos
sentidos: teoria de errores y método de los minimos cuadrados que condujeron al
descubrimiento de la curva normal; matematica actuarial como aplicacion de la proba-
bilidad a las estadisticas de mortalidad; biometria y sociometria; mecanica estadistica
y genética.

En cambio, los conceptos quedaron estancados. Todo el calculo probabil isti-
co se basé en la definicion de Laplace cuya endeblez, a pesar de las mejoras introduci-
das por Bertrand y Poincaré, la hace insuficiente para elaborar sobre ella una teo-
ria cientifica de la probabilidad.

Entonces las investigaciones se dirigieron a considerar la estabilidad de las
frecuencias relativas como modelo empirico de la probabilidad matematica. Como
consecuencia del Formalismo, implantado a principios de siglo por Hilbert, otra ten-
dencia ha sido la axiomatizacion: la Probabilidad sera una funcién matematica de
una cierta clase, un término indefinido dentro de un sistema formal. Pero cuando
queremos aplicar el modelo formal al mundo real, cuando hablamos acerca de la
probabilidad de ciertos especificos sucesos o de cierta clase de sucesos, o cuando
tomamos la probabilidad como norma en las decisiones de la vida, nos vemos obli-
gados a pensar con mas precision sobre la nocion misma de probabilidad. Debemos
procurar encontrar alguna conexién entre esta entidad abstracta, que satisface ciertas
estipulaciones matemiticas, y el contenido pragmaitico,el significado real de la palabra
probabilidad y sus sinénimos en el lenguaje ordinario de las ciencias, de los negocios
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y de los medios de comunicacion escritos y hablados. Han sido dados varios tipos de
conexion: la frecuencialista o empirica, la logica y la subjetiva, son las mas impor-
tantes. De cada una de estas doctrinas nos ocuparemos a continuacion, asi como del
método axiomatico.

Good (1), propone cuatro tipos de medidas para clasificar las teorias sobre
la probabilidad:

1.— La teoria puede depender o no de un sistema axiomatico.

2.— La probabilidad puede ser o no “objetiva”, en el sentido de que puede
suponerse 0 no que exista, independientemente de las apreciaciones
particulares de los individuos.

3.— La teoria puede ser frecuencialista o apoyarse en los grados de creen-
cia.

4.— La probabilidad puede ser asociada o n6 a un nimero.

4.— INTERPRETACION LOGICISTA.

La interpretacion logicista de la probabilidad consiste en considerarla como
una relacion l6gica entre una proposicion y un cuerpo de doctrina, entre una aser-
ci6on y otra asercion o un conjunto de aserciones que presentan la evidencia. De
acuerdo con esta interpretacion, decir que la probabilidad de A, basados en la evi-
dencia de B, es 2/3, es muy parecido a decir que la proposicion S estd implicada en
sus dos terceras partes en la S”: Leonard Savage llama a esta interpretacibn necesaria,
“porque, seglin ella, la probabilidad de A, basada en la evidencia de B, es una nece-
sidad logica, deducida de la estructura logica de las proposiciones. A y B”.

El primero en formular explicitamente la interpretacion logica de la proba-
bilidad fué John Maynard Keynes, en 1921. Es siempre posible, dice, deducir una
proposicion desconocida de otra conocida con un grado de certeza pasando de la
ignorancia completa a la certeza absoluta. El grado de creencia racional representa
la confianza que es razonable depositar en la deduccion que nos lleva del conjunto
de proposiciones conocidas a las desconocidas. Un grado de creencia racional debe
ser interpretado siempre por comparacion con un cuerpo de evidencia. En el capi-
tulo III de su libro, Keynes, aborda el tema de si todas las probabilidades son me-
dibles. La conclusion a que llega es, que no es posible cuantificar todas las probabili-
dades a causa de las multiples dimensiones que es preciso considerar, el evaluar algu-
nas de ellas, que no pueden ser ponderadas segin un patron comuin. No es posible,
pues, determinar si una conclusiéon es mas probable que otra y, por consiguiente, la
probabilidad de tales conclusiones, no pueden situarse sobre una escala numérica.

(1) 1.J. Good. Probability and the Weighing of Evidence. Hafnern New York.
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Una afirmacion en términos de probabilidad es logicamente cierta, si es cierta en su
totalidad; de lo contrario, es logicamente falsa. Las afirmaciones en términos de pro-
babilidad son puramente formales, lo mismo que las de la aritmética. Dada una afirma-
cion A y un cuerpo de evidencia B, hay uno y sb6lamente un nimero real p, com-
prendido entre cero y uno, tal que puede afirmarse correctamente que la probabilidad
de A relativa a B es p.

Rudolf Carnap defendid en parte esta doctrina (1). Se sitta entre el punto de
vista de la probabilidad como relacion logica objetiva entre proposiciones, mantenido
por Keynes y Jeffreys, y la posicion frecuentalista. Carnap dice que los desacuerdos
entre estas dos escuelas proviene de falsa interpretacion, pero que no se trata de con-
ceptos distintos. Carnap llama al primer concepto prol:oabi]idad1 y al segundo pro-
babilidad ,. El puente entre los dos puede echarse, de algin modo, con enunciados
como éste, debido al propio Carnap: “El valor de la probabilidad | de varias hipotesis,
puede ser interpretado como la estimacion de la frecuencia relativa de la certeza entre
ellas” (2).

Otro representante de esta escuela es Harold Jeffreys Su libro “Theory of
Probability”” (3) es una de las mayores contribuciones a la teoria de la probabilidad,
interpretada como grado de creencia probable. En la pag. 62 dice, en resumen: Es
sélo casi siempre cierto —es decir, cierto con probabilidad uno— que las caras de una
moneda ideal, carente de sesgo, tienden a una frecuencia relativa de 1/2. Por lo tanto,
si la frecuencia relativa de 1/2 es utilizada para definir el concepto de probabilidad,
en tal definicion se recurre a la probabilidad para definir la probabilidad. Por otra
parte, no caemos en este circulo vicioso si afirmamos que lo mas racional que se puede
extraer, del hecho de lanzar una moneda perfecta, es asignar a la obtencién de un
resultado determinado, un grado de creencia de 1/2.

Luego veremos algunas de las criticas que se han hecho a la doctrina logi-
cista.

5.— INTERPRETACION FRECUENCIALISTA.

La interpretacion frecuencialista o empirica de la probabilidad se presenta
de varias maneras. El primero en formularla fué Venn, luego von Mises y, mds tarde,
Reichenbach. La idea bdsica es identificar la probabilidad con el limite de un fre-
cuencia relativa.

John Venn (4) presenta el caso de un hombre situado sobre la arena de la
playa en un dia de niebla densisima; las olas vienen amenazadoras sobre él y esti

(1) R. Carnap: Logical Foundations of Probability. Univ. of Chicago Press, 1950.
(2) Ybid, pag. 72.

(3) H. Jeffreys: Theory of Probability. Clarendon Press, 3 2 ed., 1961.

(4) J. Venn: Logic of Chance. Mac Miilan, Londres, 1888.
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persuadido de que si cae en ellas perecerd. Oye el toque de una campana de iglesia
pero no sabe si proviene del mismo lado del agua o del opuesto, de suerte que al
dejarse guiar por su sonido no sabe si se precipita en la corriente o, por el contrario,
gana tierra firme. El suceso no admite evidentemente repeticion y los casos son igual-
mente posibles para él. ;No es, en tal caso, su perspectiva de perecer igual a 1/27.
“Un andlisis adecuado de su estado de espiritu —dice textualmente Venn— seria una
investigacion psicolégica mas bien que logica... Pero de acuerdo con la mejor intros-
peccion que puede hacer, yo diria que lo que realmente pasa por el espiritu, en tales
casos, es algo como esto: En las situaciones y circunstancias de mas vacilacion, esta-
mos acostumbrados a decidir nuestro comportamiento por la consideracién de las
ventajas y desventajas de cada parte, esto es, por la frecuencia observada o inferida
con que una u otra alternativa se ha presentado. En la proporcién en que éstas se hacen
mds equilibradas, estamos mas frecuentemente equivocados en los casos individuales;
esto es, se llegaria mas y mas cerca de lo que podria llamarse un ‘“cara o cruz’ si
estamos en lo cierto o en lo erréneo. El caso en cuestion parece simplemente el caso
limite en el que se ha imaginado que no hay ninguna diferencia apreciable entre las al-
ternativas en las que basar la eleccion de una u otra y, en consecuencia, no hay con-
fianza en un resultado particular... Este ejemplo sirve para presentar un punto que
ha sido ya mencionado..., a saber, que todo aquello que discurre como probabilidad,
es la frecuencia estadistica de un suceso, o, si preferimos ponerlo asi, la cantidad de
creencia con la que cada uno de estos sucesos serd considerada individualmente, pero
que deja depender de esta frecuencia la conducta subsiguiente, o aquella creeencia
para la eleccion de causas” (1).

Estas ideas de Venn fueron, en realidad una reaccion contra las de De Mor-
gan, Donkin y otros contemporineos, quienes ‘‘declaran o reconocen que nosotros
somos distintamente conscientes de una cierta variacion de la cantidad de nuestra
creencia, y que este estado de nuestro espiritu puede ser medido y determinado con
casi la misma exactitud que los sucesos externos a los que ellos se refieren,” en ex-
presion del propio Venn (2).

El libro de Venn data de 1888. Mucho mas tarde, en 1919, Richard von
Mises publicé su libro “Probability, Statistics and Truth” (3). Mantiene la tesis de que
el concepto de probabilidad debe ser aplicado inicamente a conjuntos de sucesos
—colectivos, segin su nomenclatura— que satisfacen la condicién de aleatoridad y en
los cuales la tendencia a converger hacia un parimetro determinado de las frecuencias
relativas, es observable.

La definicion de colectivo de von Mises es la siguiente:

(1) J.Venn: of Chance, Mac Millan, Londres, 1888.

(2) Ibid, cap 11i, 4.

(3) La GItima edicidbn, preparada por Hilda Geiringer, data de 1965 y lleva por titulo: Mathema-
tical Theory of Probability and Statistics. Acad. Press.
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“ Sea § = (g;) un conjunto discreto ordenado y K = (x]-) una sucesion de ele-

mentos de S. Sea G una familia de elecciones numerable. suponemos que
1) Para todo elemento g; existe el limite p; frecuencial en K;
2) Para todo elemento de S se verifica p; = 1

3) Toda seleccion g perteneciente a G y aplicada a K produce una suce-
sion parcial de K en la cual, para todo g; existe ain el limite frecuencial y éste
es igual a p; .

Entonces, K, o mas explicitamente K(G,S), es llamado colectivo, con res-
pectoa Gy S,y pfa;) = p;esla probabilidad de obtener el elemento a; en K (1).

Numerosas objecciones se pusieron a esta definicion, como se reconoce en el
libro que comentamos:” Se ha dicho que no hay pruebas de que el concepto no sea
un concepto vacio, ni libre de contradicciones; que la restriccion que establece nuestra
nocion de aleatoriedad es demasiado severa, o no suficientemente severa, etc. En los
afios pasados, principalmente entre 1925—40, estas cuestiones fueron dmpliamente
discutidas y obtenidos resultados decisivos, probablemente desconocidos por muchos
estudiantes de hoy, quienes, a menudo, sin conocer la teoria frecuencialista, del co-
lectivo, siguen la moda corriente” (2).

El nudo Gordiano de la cuestién es que muchos autores, supuesta la equi-
probabilidad de los casos posibles, confiaron en el principio de razéon suficiente en
vez de hacerlo en el conjunto de observaciones iniciales. Von Mises criticé agudamente
esta confianza en el principio de razon suficiente, la cual se extiende a situaciones
de ignorancia subjetiva, mientras que su definicion, limita el concepto de probabilidad
a colectivos con frecuencias relativas cuya convergencia es observable.

La posicién frecuencialista seria, pues, aceptable si fuera posible establecer
empiricamente una sutil separacion entre ¢onjuntos de sucesos fisicos, por un lado,
que aparecerian ante toda persona inteligente como los hipotéticos obtenidos por
una moneda ideal y aquéllos que no obligan al decisor a usar de esta analogia. Ade-
mids, habfa de ser un rasgo observable en todas las personas practicamente inteligen-
tes, el hecho de que, mientras su grados de creencia son susceptibles de ser interpre-
tados probabilisticamente, cuando pertenecen al primer grupo, no lo son cuando perte-
necen al segundo.

En realidad no se satisfacen ninguna de estas condiciones. Desde los fenome-
nos aleatorios, analogos a los que resultan de lanzar un dado perfecto o extraer bolas
de una urna, hasta los que intervienen en la ciencia del Seguro, hay una gama cuya
divisoria, en los dos grupos mencionados, es dificil de determinar. Por otra parte,
gran numero de personas inteligentes se sienten impulsadas a aplicar las reglas de la

(1) Op. cit., pag. 12.
(2) Ibid., pag. 40.
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probabilidad a todos los sucesos aleatorios, sin distincion alguna. Las bases de la teo-
ria frecuencialista son, pues, débiles.

Adoptada la posicion frecuencialista, la mayor parte de las incertidumbres
que afectan a la ciencia y demds dominios de aplicacion de la Estadistica no pueden
ser medidos por probabilidades. Von Mises combati6 esta afirmacion en su trabajo
“The Correct Use of Bayes Formula™ (1), pero es evidente que un frecuencialista
no puede aplicar los resultados de una investigacion para calcular probabilidades acerca
de proposiciones inciertas sometidas a estudio. Esto supone cortarse las alas siempre
que se trate de utilizar la formula de Bayes para el cilculo de probabilidades a pos-
teriori, ya que se encuentra sin medios para calcular las probabilidades a priori.

“La natural inclinacién que uno tiene a preguntar, ;qué grado de conviccion
me autorizan a tener estos nuevos datos? , de ordinario suele ser, y ha sido, conside-
rada — dice Savage — como una cuestion sin sentido por los frecuencialistas. El fre-
cuencialista es requerido, por tanto, a tener un concepto de la evidencia, y de la
reaccion a la evidencia, distinto del concepto primitivo o natural que es adecuado para
la aplicacion del teorema de Bayes™ (2).

Estas observaciones pueden dirigirse a todos los frecuencialistas en general,
pero la teoria frecuencialista ha sido expuesta con toda una gama de matices distintos,
desde Venn y von Mises hasta R.A. Fisher, Herzy Neyman, Harold Cramer y Egon
Pearson.

Braithwaite, por ejemplo, en su libro “Scientific Explanation” (3), presenta
un modelo conceptual en el que la probabilidad de la relacion del suceso A4 al B
es un parametro del modelo, el cual se acepta o se rechaza de acuerdo con las ob-
servaciones llevadas a cabo sobre 4 y B . Estas observaciones pueden ser el resulta-
do de un experimento, por ejemplo extraccion de muestras, llevado a cabo de acuerdo
con las leyes logicas que determinan el modelo.

Toda la teoria del contraste de hipoOtesis de Neyman y de la escuela de
estadisticos angloamericanos, no se separa mucho, en el fondo, de esta concepcion
de Braithwaite, aunque adopte una forma menos explicita. Para éstos, una afirmacién
en términos de probabilidad s6lo puede ser una hipdtesis estadistica, siempre basada
en una evidencia observada.

Para saber si una afirmaciéon en términos de probabilidad es o no cierta,
debemos realizar una investigacion empirica y ésta, ordinariamente, sera una investi-
gacion no limitada, de aquéllas cuyos resultados caen solo dentro de lo probable.
Esto implica negar que las afirmaciones probabilisticas pueden ser interpretadas em-
piricamente.

(1) Annals of Math. Statistics, n? 13, 156, 1942,
(2) L. Savage: The Foundations of Statistics Reconsidered. Univ. of California Press, 2, 1961.
(3) Cambridge Univ. Press, 1963, cap. V, VI y ViI
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A pesar de todo, la interpretacion frecuencialista tiene atin hoy muchos
adeptos. Estimamos que esto es debido principalmente a estas tres razones:

12 La teoria frecuencialista da a la probabilidad un sentido analogo al de
“proporcién” y esto es muy corriente en el lenguaje ordinario. Asi decimos que hay
una probabilidad 3/4 de encontrar a un individuo en su despacho, si acude a él tres
dias sobre cuatro.

22Si partimos del Cilculo de Probabilidades, como rama especifica de las
matemadticas, y queremos contrastarlo con el mundo real y ver la consistencia de
los axiomas, la controversia es menor que con otras doctrinas.

3 2 Incluso cuando partimos de modelos matematicos puros y queremos in-
terpretarlos a la luz de la ciencia, segin el modo que expusimos del método cienti-
fico, la interpretacion estadistica es mas facil con la doctrina frecuencialista.

Podemos, pues, concluir del modo siguiente: En sucesos engendrados por
procesos en los que se observa una gran analogia con los que resultan de lanzar una
moneda ideal, todos los individuos razonables tienden a aplicar, en sus decisiones,
pesos que satisfacen las leyes de la teoria de la probabilidad, lo cual implica que
tienden a atribuir tales pesos a los sucesos “‘simples” engendrados por tales eventos.
Los valores numéricos de las probabilidades en cuestion, son valores limites de las
frecuencias relativas. En esto parece que todos los autores estan de acuerdo. Pero
(como atribuir pesos a las decisiones aplicadas a sucesos no engendrados por procesos
como los anteriores? ;Satisfacen, en estos casos, los pesos de decision las reglas de
teoria de la probabilidad?

6.— INTERPRETACION SUBJETIVISTA.

Para los subjetivistas, la probabilidad representa, como para los logicistas,
una relacion entre una asercidon y un cuerpo de evidencia, pero esta relacion no
es puramente logica... Es lo que podriamos llamar una relacion casi logica y el
nimero que le es asignado representa el grado de creencia. Este nimero no estd
univocamente determinado: dada una asercion, puede asigndrsele cualquier probabi-
lidad entre cero y uno, sobre un cuerpo de evidencia, de acuerdo con los grados de
creencia de la persona que hace dicha asignacion. En particular, si hay afirmacion
absoluta o negacion absoluta de la evidencia, son aplicables los criterios de la 1dgica
clasica de dos valores. En el resto de los casos, la probabilidad subjetiva postula una
légica polivalente o, mejor, una logica de escala continua.

La persona sujeto debe ser consistente en el sentido logico de la palabra:
si hay una evidencia légica de que ocurra el suceso S (entendiendo por suceso todo
hecho o asercién), debe haber el miximo grado de confianza en S: si la evidencia
entrafia la negacion de S, habrd que poner en S el minimo grado de confianza. Pero
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ademds de esto, que es comin a la interpretacion logicista de la probabilidad, la
interpretacion subjetivista da un paso mas: los motivos de credibilidad de la persona,
considerada como un todo, han de ser, no solo consistentes, sino tambien coherentes.
La teoria es subjetivista en el sentido de que una persona puede tener un grado de
creencia cualquiera con respecto a cualquier afirmacion y en cualquier tipo de evi-
dencia, con tal de que sus otros grados de creencia tengan valores adecuados. Es
solo en este sentido que una teoria es subjetivista.

Tanto en la interpretacion empirica como en la logicista, sélo puede asig-
narse un grado de probabilidad a un suceso de una cierta clase, en un conjunto de suce-
sos dado, 0 a una asercion relativa a un cuerpo de evidencia determinado. En 1a inter-
pretacion subjetivista nos encontramos con estas dos peculiaridades: 1° se permite
cualquier grado de creencia en cualquier asercién o suceso; 2 © hay restricciones im-
puestas a la distribucion de grados de creencia entre conjuntos que estdn relacionados
entre si.

Las distribuciones de grados de creencia no son todas admisibles en la in-
terpretacién subjetivista. Supongamos que una persona analiza sus grados de creencia
y los halla incoherentes. Entonces, deseosa de proceder con logica y llevar a cabo sus
deseos, procurard eliminar dicha incoherencia. El modo de hacerlo es un asunto to-
talmente personal. Algunas de sus opiniones, que luego han de transformarse en asig-
naciones de probabilidad, deben ser modificadas, pero esta modificacién no ha de
ser dictada por ninguna regla externa, ni en su esencia ni en el modo. Toda opinion
que se considera acertada podrd ser mantenida, mediante la adecuada modificacion de
las demas.

Dada una asercion cualquiera S, si una persona deposita en ella un grado de
creencia p, en la asercion contraria (la que niega S) depositaria un grado de con-
fianza igual a /-p. Para medir los grados de creencia los subjetivistas han introducido,
con Borel a la cabeza, el método de la apuesta, que consiste en determinar la cantidad
maxima que se esta dispuesto a apostar en favor de la verdad de una asercion. Decir,
pues, que la probabilidad de S es 1/3 quiere decir que se estd dispuesto a apostar
uno contra dos a favor de su certeza. Si fuera también 1/3 la probabilidad de la
negacion de S habria dos apuestas: una de 1 contra 2 a favor de S y otra de 1
contra 2 a favor de la asercion o del hecho contrario. Seria perder en ambas condicio-
nes y, en consecuencia, portarse incoherente. Por eso hemos eliminado de la teoria
subjetivista los grados de creencia incoherentes.

La nocion de “grado de creencia o de confianza” se encuentra, por primera
vez, en el “Ars Conjectandi”” de Bernouilli. Puesto que no podemos saber con cer-
teza si un suceso va a ocurrir 0 no, debemos conformarnos con un “grado de
confianza” en la proposicion que afirma que ocurrird. Este grado de confianza de-
pende del conocimiento de que dispone cada individuo, varia de uno a otro y viene
identificado a la probabilidad de un suceso. Augusto De Morgan, contra el que arre-
meti6 tan duramente John Venn, escribe en su “Formal Logic”, en 1847: “Por grado
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de probabilidad entendemos, o debemos entender, grado de creencia... La probabi-
lidad entonces se refiere a creencia e implica creencia, mas o menos, y creencia no
es mas que otro nombre del conocimiento imperfecto” (1).

Toda la obra de Keynes esta basada, como vimos, en el concepto de proba-
bilidad como grado de creencia racional. La probabilidad, segin él, expresa una rela-
cién entre un conjunto de proposiciones desconocido y otro conocido. Es siempre
posible deducir las proposiciones desconocidas de las conocidas con un grado de
certeza, desde la ignorancia absoluta a la certeza absoluta. Pero asi como De Morgan
afirma que los grados de creencia son medibles cuantitativamente, Keynes opina lo
contrario.

Tras largas discusiones, llevadas a cabo por estos primeros pioneros, la pro-
babilidad subjetiva cuenta hoy con una acreditada escuela de maestros entre los que
cabe destacar, como principales forjadores, al inglés Frank Ramsey,al italiano Bruno
de Finetti y al americano Leonard Savage.

Ramsey murié prematuramente, a los 26 afios, en 1930. Su obra postuma
“The Foundations of Mathematics and other Logical Essay” fué editada por Braith-
waite y contiene, entre otros, el ensayo titulado “Truth and Probability”, escrito
en 1926. Presenta una teoria operacional de la eleccion, basada en el concepto de
probabilidad subjetiva y en el principio de maximizacién de la utilidad esperada.
Distingue entre utilidad de pagos y “tendencia o repugnancia a apostar”, atribuyendo
esto ultimo a estimulos de gozo o aversion, respectivamente. Ramsey fué un precur-
sor de von Neumann y Morgenstern. Segin Emilio Borel (2), Ramsey pensé que el
tnico modo de medir correctamente los grados de creencia de una persona, es exa-
minar su patente conducta, por ejemplo la apuesta que estd dispuesta a hacer sobre
la posibilidad de que ocurra un suceso. La identificacion de grados de creencia con
la adopcién de determinado tipo de conducta, ha sido corriente en algunos subje-
tivistas.

A Bruno de Finetti le hemos citado ya repetidamente. Desarroll6 con todo
detalle el concepto de probabilidad subjetiva, posteriormente a Ramey y con inde-
pendencia de él. Ha sido el gran divulgador de la teoria en diversas y profundas pu-
blicaciones, entre las que cabe destacar “La Prévision: ses lois logiques, ses sources
subjectives” (3). Otro interesante y mas reciente trabajo es el titulado “La proba-
bilita e la statistica nei rapporti con l‘induzione, secondo i diversi punti di vista”(4).

De Finetti introdujo el importante concepto de sucesos intercambiables, a
los que en sus primeros trabajos llamaba equivalentes. Con esto la probabilidad sub-
jetiva dejo de ser una curiosidad filosofica para conectarse con la inferencia esta-

(1) Formal Logic, pag. 173.

(2) E. Borel: Valeur pratique et philosophie des probabilités. Rev. philosophique, 1924.
(3) Ann. Ins. Poincaré, Vol. 7, pag. 1-68, 1937.

(4) Induzione e statistica, Rome, Instituto Mat. dell’ Universta, 1969.
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distica clasica. Este concepto, el de consistencia y el de coherencia, forman los tres
pilares de la teoria subjetivista de la probabilidad. De su estudio se han ocupado,
con De Finetti, Kintchine (1), Hewit y Savage (2).

Podemos definir los sucesos intercambiables como aquellos que ocurren de
modo aleatorio en una sucesion de pruebas y tales que el orden en que ocurren
no afecta a las probabilidades que deseamos calcular. En “Gli eventi equivalenti e
il caso degenere” (3), De Finetti anota: *“Se trata, en substancia, de lo que de ordi-
nario se llama sucesos independientes con probabilidad constante pero desconocida”.
Supongamos, para aclarar este congépto, que se trata de extraer bolas de una urna
cuya composicion es desconocida y con reemplazamiento. Para un objetivista, los
sucesos son independientes y equiprobables. En cambio, la probabilidad que un sub-
jetivista asigna a que salga blanca en la prueba i-ésima, depende del color que haya
observado en las pruebas precedentes. Se trata de una probabilidad condicional. Pues
bien, estos sucesos, que son independientes para el objetivista, son intercambiables
(o equivalentes) para el subjetivista.

De un modo mas formal: Si asignamos el valor X; a la pruebai y llama-
mos P(X;) a la probabilidad correspondiente y P ( X,-/X” e ,X]-m} a la pro-
babilidad condicional de X; en el supuesto de que resulte X] en la prueba j, ..., X,
en la prueba n, para un objetivista habra independencia y equiprobabilidad si se
verifica P(Xl-) =P(X; /X, ..., X,,), para todos los indices distintos Gl S ,jn).
Para un subjetivista, habrd intercambiabilidad. Y la habra, ademds, aunque no se
cumpla la igualdad anterior, si se verifica una o ambas de las relaciones siguientes:

P(X;)=P(X;)

P(X,-/Xﬂ ,...,X]-n) =P(Xh/Xk1,,..,an),
para todo conjunto de indices distintos (jl veeudn )y ( k] ..., ), siempre

que existan las probabilidades condicionantes para dichos conjuntos de indices.

Bernard O. Koopman publicé en 1940, un trabajo titulado ‘“The Bases of
Probability”” (4), y casi simultaneamente, otros dos ‘‘The axioms and algebra of
intuitive probability” (5) y “Intuitive probability and sequences” (6). La obra de
Koopman estd inspirada en la de Keynes y en la de De Finetti. Conserva la nocioén

(1) Sur les classes d événements équivalents. Recueil Math. Moscou, 39, 1932.
(2) Symetric Measures on Cartesian Products. Transac. Math. Soc., 80, 1965.
(3) Istituti Italiano degli Attuari, 1952, pag. 1.

(4) Buil. of the Amer. Math. Society, 46, 1940.

(6) Ann. of Math., 41, pag. 269, 1940.

(6) Ibid.
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intuitiva de grados de creencia y las probabilidades que introduce no son susceptibles
de una ordenacion. Para Koopman, decir que un suceso, 0 una asercion cualquiera
S no es mas probable que otro Ty que T no es mas probable que S, no significa
que ambos tienen la misma probabilidad. Esto parece dar a entender que en nues-
tras opiniones falta orden. Koopman llama a las proposiciones a las que se puede
asignar una probabilidad, proposiciones “contempladas” y aflade que si alguna de
estas proposiciones se puede verificar experimentalmente, pertenece a una subclase
de proposiciones contempladas que puede denominarse “proposiciones experimenta-
les”. La axiomdtica que propugna para introducir el concepto de probabilidad no
cae dentro de la linea seguida por Ramsey, De Finetti y Savage.

Otro gran tratadista de la probabilidad, dentro de la nueva orientacién,
es, como ya hemos indicado, Leonard J. Savage. En su libro “The Foundations of
Statistics” (1), publicado en 1954, dice que en vez de tomar la probabilidad como
concepto basico, debemos dar varios pasos atras y suponer que un individuo procede
de acuerdo con la verificacion de ciertos axiomas de modo que puede probarse que
existe una funcion de probabilidad personal para cada individuo. Para Savage, todas las
probabilidades son personales. En su trabajo ‘““The Foundations of Statistics Recon-
sidered” (2), escribe: *‘La reciprocidad de ideas entre el objetivismo y el subjetivismo
en Estadistica, es interesante y algunas veces confuso. Ya que los frecuencialistas
discuten ordinariamente y creen que estdn en posesion de una clase de probabilidad
objetiva, y ya que los personalistas afirman que la probabilidad es una cantidad
subjetiva, parece natural llamar a los frecuencialistas objetivistas y a los personalistas,
subjetivistas. Yo mismo he sucumbido a esta tentacion, pero es deplorable, pues los
frecuencialistas se aproximan mads a lo subjetivo que nosotros los bayesianos”, Y
continia en la pag. 9: “Nosotros los bayesianos radicales, pretendemos demostrar
que todo lo que tiene de atractivo la teoria frecuencialista de la probabilidad, esta
implicito en la teoria personalista... A mi juicio, Good y yo estuvimos demasiado
influidos por la tradicion frecuencialista —él mucho menos que yo— para hacer un
remiendo perfecto”, Volveremos al pensamiento de Savage al hablar del bayesismo.

Obligado es citar, antes de los modernos tratadistas de la Teoria de la deci-
sién, a un autor cuyo pensamiento ha sefialado un hito importante en el desarrollo
de la teoria subjetivista. Nos referimos a Good, autor al que alude Savage. En 1950
publicé un pequeiio tratado titulado ‘“‘Probability and Weighing of Evidence”(3). De
acuerdo con la clasificacion que él mismo propone, y a la que ya nos hemos referido
mas arriba, el concepto que desarrolla de la probabilidad es axiomdtico, subjetivo, ba-
sado en los grados de creencia —y no en las frecuencias relativas— y no numérico. Good
piensa que lo mas que pueden discernir los individuos respecto a la probabilidad, es

(1) John Wiley, 1954.
(2) Univ. of California Press, 1961.
(3) Londres, Charles Griffin and Co., 1950.
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que, la correspondiente a un suceso, es mayor o menor que la correspondiente a
otro. Su teoria es, pues, proxima a la de Keynes y a la de Jeffreys.

Los estudios de estos distintos autores constituyen la base y lo que podriamos
llamar” primera etapa de la Teoria de la decision’ y de la Estadistica moderna. En
esta breve resefia se han recogido las ideas mas salientes de aquellos autores que han
tomado parte mas activa en la controversia. Los nombres de Maurice Frechet, Emile
Borel, Jacob Marshak, Donald Davidson, Patrick Suppes, Frank Knight y E. L. Leh-
mann, deben ser afiadidos a la lista anterior.

7.— POSICION SEMIPROBABILISTA.

Willian Fellner acepta la concepcion basica de la escuela subjetivista, pero
hace concesiones dado que ‘*‘decisores razonables, cuando contemplan un movimien-
to en el que intervienen probabilidades, pueden desarrollar un sistema mediante el
cual introducen algo de su inestable y controvertida probabilidad subjetiva como
“freno” (o premio) en relacién con las probabilidades del tipo Von Mises. No todos
los pesos de decision, directamente observables, de tales individuos, necesitan satis-
facer las reglas especificas por las que son definidas probabilidades. Esto es importante
para reconocer que una persona razonable puede atribuir una determinada pérdida de
utilidad al hecho de estar expuesta a una disminucién de confianza debida a contro-
vertidos e inestables movimientos interiores.” (1) Y en la pag. 4 escribe: “El pensa-
miento del escritor (de el mismo) acerca de problemas centrales de la Teoria de la
decision puede ser descrita con enfoque semiprobabilistico. Con esto quiero decir
que en mi opinion los pesos directamente observables que individuos razonables y
equilibrados atribuyen a especificas clases de perspectivas, no son necesariamente las
genuinas probabilidades subjetivas de esas perspectivas, aunque estos pesos de decisidon
de individuos razonables y equilibrados que actian consistentemente, guardan una
comprensible relacion con las probabilidades, esto es, con los pesos que satisfacen las
leyes de la teoria de la probabilidad™.

Segin Fellner, gran nimero de decisores actian de modo distinto, cuando
estdn bajo la influencia de grados de creencia débiles, esto es, de probabilidades cuyo
valor numérico es altamente inestable en su espiritu, o bajo la influencia de firmes
y estables grados de creencia. Los grados de creencia altamente inestables estdn in-
fluenciados por lo que Fellner llama “hipétesis elusivas™. Una hipotesis, segin dicho
autor, es una conjetura que contribuye a la determinacion de los juicios de proba-
bilidad de un individuo, relativos a sucesos. Si, en sus actos, el decisor estd dispues-
to a fiarse en el efecto numérico de una hipoétesis acerca de sus juicios de probabilidad
sobre sucesos, estas hipotesis son directas: las que no satisfacen esa condicién son
elusivas.

(1) Probability and Profit, Richard D. Irving. Inc INlinois, 1966, pag. 72.
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8.— POSICIONES NO PROBABILISTAS

Una posicién que pudiéramos llamar no probabilista, y que es objeto hoy de
numerosas controversias, es la mantenida por el profesor G.L. Shackle, de la TJniver-
sidad de Liverpool, como principal pionero, y algunos otros autores que comparten
mds o menos sus ideas. En su libro “Decision, determinisme et temps™ (1) Shackle
analiza, de una forma didactica y filosofica a la vez, la oposicion aparente entre
libertad de juicio y decision y la probabilidad de previsién.

En su opinion la incertidumbre es algo subjetivo. El estado del pensamiento
consistente en el rechazo del espiritu, corresponde al sentimiento *“‘ciertamente falso”.
Pero pueden aparecer otros estados mias o menos alejados de €ste. Estos estados
pueden expresarse por los valores de una variable y estos valores hay que elegirlos
entre dos aspectos que esta variable es susceptible de tomar: la forma distributiva y
la forma no distributiva.

“Una variable de incertidumbre distributiva consiste en tomar el nimero uno
y hacerle corresponder la idea de ‘‘ciertamente verdadero”. Si una respuesta consi-
derada como ‘“‘ciertamente verdadera” puede considerarse como un agregado de partes,
donde cada parte es indispensable para expresar la totalidad y la exactitud de la res-
puesta, no se puede hacer corresponder a ninguna de esas partes, aisladamente, la
unidad como medida y cada una de ellas debe contentarse con la fraccién conve-
niente. Pero, dado que el agregado de todas esas partes proporciona, por definicidn,
una respuesta subjetivamente “‘completa” y “ciertamente verdadera,” la 16gica impone
que la suma de todas las fracciones sea igual a la unidad, y esta exigencia no admi-
te excepcion sea cualquiera el nimero de partes y el que se quiera conceder a una
cualquiera de ellas, Luego el que el estado legal de una respuesta esté mas o menos
alejado de la situacidon de ‘‘ciertamente verdadera” o “ciertamente falso”, es de na-
turaleza distinta segin que se coloque uno en el caso de una variable de incertidum-
bre distributiva o en el de una variable de incertidumbre no distributiva’(2).

Ahora bien, si se quiere recurrir a una variable de incertidumbre distributiva,
es preciso que la lista de respuestas considerada, sea a la vez especifica y completa,
es decir, que cada respuesta halle-lugar dentro de un sistema o estructura y que no
haya ninguna hipotesis residual, como las definidas por la cldusula “otras respuestas™.
La de asignar a estas hipotesis residuales, no especificadas, la parte de frecuencia
relativa o probabilidad correspondiente, es una de las afirmaciones mas contundentes
de Shackle. “El error que denunciamos, dice, consiste en confundir el conocimiento
substancial suministrado por un cuadro de frecuencias correspondiente a una expe-
riencia divisible, con el hecho de asignar un grado, un estado o un juicio de distancia
con respecto a la certeza, a cada una de las alternativas de un cierto numero de

(1) Dunad, 1967.
(2) (Ibid, pag. 84.



respuestas, en el caso de una experiencia no divisible. El error es el mismo que el
que se comete al no ver la diferencia que existe entre un pufiado de té seco den-
tro de un bote y la marca exterior colocada fuera del bote indicando ‘“calidad
extra” . . . Cada evaluacion de una variable de incertidumbre muestra cudn dificil
es acudir a una hipotesis particular como base de una experiencia que sélo se ha
realizado en la imaginacion™ (1).

En consecuencia la posicion que una variable de incertidumbre distributiva
es capaz de representar, se sitia entre los limites de lo ‘ciertamente falso” y lo
“ciertamente verdadero”. En la prictica, afiade, “el Unico ejemplo de variable de
incertidumbre que puede hallarse es dado por la probabilidad subjetiva a priori” (1)

Para Shackle son posibles numerosas clases de variables de incertidumbre no
distributivas. Al valor extremo “ciertamente verdadero”, contrapone, por ejemplo, el
de “perfectamente posible”. Ante lo perfectamente posible no hay sorpresa, ante
lo absolutamente posible, si, y en caso de realizarse habria el grado sumo de sorpresa.
Entre esos dos extremos hay grados de sorpresa a los que corresponden grados de
posibilidad, definidos por Shackle como “juicios subjetivos que, si son emitidos por
un cierto individuo con respecto a sucesos bien precisos, lo proporcionaria, en el caso,
de sucesos que acaeciesen de hecho, estos diferentes grados de sorpresa. Tales juicios
pueden ser expresados en términos de sorpresa potencial, y existe, convenimos en ello,
una correspondencia biunivoca entre grados de posibilidad y grados de sorpresa po-
tencial; esta correspondencia siendo de tal naturaleza que a una sorpresa potencial
nula corresponde una posibilidad perfecta y a un maximo absoluto de sorpresa po-
tencial, una imposibilidad perfecta, siempre que estos juicios provengan de un in-
dividuo determinado” (1).

El concepto de sorpresa potencial, debido a Shackle, se ha pretendido asi-
milarlo al de probabilidad. El mismo Shackle advierte que la expresion ‘‘perfecta-
mente posible” representa una idea muy alejada de la que expresa la expresién cier-
tamente verdadero,” a la que corresponde en probabilidad el valor unitario. Se ha-
ce luego esta pregunta: ;Puede una probabilidad, inferior a la unidad, representar
la posibilidad perfecta? .

La “sorpresa potencial” es una medida de la posibilidad que tiene un in-
dividuo de alcanzar una experiencia por la imaginaciéon. Pero esta experiencia estd
“inhibida o aminorada por el sentimiento de duda, es decir, por la adaptacion imper-
fecta de una situacion imaginada, o de una cadena de situaciones, a lo que se sabe
de la naturaleza de los hechos y del ambiente” (1). Esta es la razén por la que
Shalcke prescinde de la medida directa de la posibilidad y utiliza una medida de
descrédito, 1a cual “serd nula cuando la posibilidad sea perfecta”.

Resumiendo, podemos decir que Shalcke distingue dos clases de variables

(1) Ibid, pag 86. y 87.

- 121 -



de incertidumbre, las distributivas y las no distributivas. Entre las primeras sitda la
probabilidad que, cuando es objetiva y se asienta en la observacion, consiste en las
frecuencias relativas, pero ésta solo se da cuando la experiencia es divisible, como
sucede en el calculo actuarial. En los casos de incertidumbre no distributiva, la varia-
ble propuesta es la sorpresa potencial que, contrariamente a lo que sucede con la
probabilidad, permite distinguie y expresar diversos grados de posibilidad. Con res-
pecto a una experiencia ni divisible ni seriable, el sujeto decisor solo puede responder
apelando a una probabilidad subjetiva, 1a cual no se apoya en ningun conocimiento,
ni en ninguna base matemitica ni en ningln tipo de ponderacion, salvo si se trata
de una cuestion puramente formal.

Estas ideas de Shackle han dado lugar a numerosas discusiones en las que
no podemos entrar. Entre los principales polemistas citaremos al profesor Jiirg Niehans
(1) el profesor R. Darfman (2), el profesor H.S. Houthakker y M. Nicholson (3) .
Mds recientemente, y a propdsito de los axiomas propyestos por Shackle para su
concepto de sorpresa potencial, han tomado parte en la controversia los profesores
Cartewr (4), Pen (5) y Krelle (6) y el doctor Hamblin (7).

9.— LA INTERPRETACION AXIOMATICA.

En la interpretacion axiomdtica, la probabilidad de un suceso se considera
como un nimero asociado a dicho suceso, el cual posee ciertas propiedades funda-
mentales expresables por medio de axiomas. “La definicion de probabilidad —dice
Cramer— se da entonces de la siguiente forma: Una probabilidad es una cantidad
numérica que satisface tales y tales axiomas” (8).

Con esta interpretacion la teoria de la probabilidad pasa a ser un capitulo
de la matemitica general, aunque con contenido propio. Corrientemente al hablar
de interpretacién axiomitica nos referimos a la que adopta una base frecuencial,
como sucede con las axiomdticas hoy mds en boga, pero la axiomatizacion, hemos
de recalcarlo, no es privativa de las probabilidades de origen empirico. La axioma-
tizacion es posible en las diversas clases de probabilidades que venimos consideran-
do y puede llevarse a cabo de infinitos modos, tantos como hombres haya dispuestos
a elaborar una estructura axiomadtica que reuna las condiciones precisas de consisten-
cia e independencia.

(1) Reflections on Shackle, Probability and our Ucertasinty about Uncertainty, Metroeconédmica,
X1, pag, 74.

(2) Review of Economies and Statistics, XXXVII n23

(3) A note on M. Gould’s Discussion of Potential Surprise, Ecn. Jour, LXVIII, 272,

(4) Uncertainty and Prusiness Decisions, Liverpool Univ. Press 1951.

(6) Uncertaiuty in Economic and other Reflections. De Economic 1956 n2 1.

(6) Econometria XXV 1967.

(7) The Modul ‘‘Probability’” Mind LXVIII, 270, 1969.

(8) H. Cramer: Elementos de la teoria de probabilidades. Aguilar S.A. Pag. 14
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Reseflaremos brevemente algunas de las axiomdticas mds importantes y mas
caracteristicas.

9.1.— Axiomadtica de DeFinetti. ‘‘Consideremos —dice Bruno de Finetti— un
suceso bien determinado y supongamos que no sabemos de antemano si ocurrira
o no. La duda, acerca de si va o no a ocurrir, a la que estamos sometidos, se presta
a establecer comparaciones y, consecuentemente, graduaciones” (1). Si tenemos, pues,
los siguientes conocimientos de los sucesos, podemos elaborar una teoria de la proba-
bilidad totalmente rigurosa:

I.— Un suceso incierto es igualmente probable, mas probable o menos pro-
bable que otro.

II.— Un suceso incierto siempre se nos presenta mas probable que el suceso
imposible.
IIl.— Cuando juzgamos un suceso S mas probable que otro S’ el cual a

su vez, es juzgado mas probable que otro S, el suceso S puede aparecer mas probable
que el S™.

IV.— Dadas las desigualdades,
S es mas probable que S,

S7 es mis probable que S5,
puede afirmarse esta otra.
S; U S; es mis probable que S, U S},
con tal que S sea incompatible con S; y S, con S5.

Partiendo de este conjunto de axiomas, puramente cualitativo, se llega a
una medida cuantitativa de la probabilidad y luego al teorema de la probabilidad to-
tal que perrhite la construccion de todo el Cilculo de probabilidades.

Puede darse también una definicién directa, en términos numéricos, del gra-
do de probabilidad atribuido por una persona a un suceso dado, pero el método
axiomdtico, indicado antes, tiene la ventaja, en el sentir de De Finetti, de permitir
un andlisis mas profundo y detallado, al empezar con nociones cualitativas hasta
llegar al concepto de probabilidad y eliminar el concepto de moneda. Con todo
el método directo es mds claro.

9.2~ Axiomdtica de Koopman: Sean a, b, h, k proposiciones experimenta-
les. El simbolo ( ~) representa en el lenguaje de Koopman la negacién, ( . ) la
conjuncién o producto légico, ( C ) la implicacion, ( =) la equivalenciay (o ) la
ordenacion parcial. El simbolo a/h < b/k, se lee “a en la hipdtesis 4 no es mis
probable que b en la hipotesis k

(1) B. de Finetti: La previsién, ses lois . . . , cap. |.
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Las proposiciones experimentales forman el contenido bdsico de la teoria
de Koopman y, en su opinion, “cubren todos los casos cldsicos de la probabilidad
matematica y muchos mas (1) razén por la cual su teoria se restringe a ese tipo de
proposiciones. Los axiomas que consignamos a continuacion, se refieren a un con-
cepto cualitativo (ordinal) de la probabilidad, la cual es concebida como una rela-
cién logica entre proposiciones, esto es “no mds probable que” “y no menos pro-
bable que”.

Los axiomas propuestos por Koopman son los siguientes, expresados ensu
mismo lenguaje:

V. Axioma de verificacién: Si K Cb, entonces a/h = b/K.

I. Axioma de implicaciéon: Si a/h < b/K y h Ca, entonces X C b.

R. Axioma de reflexividad: Si H =K ya h =b K, entonces a/h < b/K.

T. Axioma de transitividad: Sia/h = b/K y b/K xa/l, entonces a/h xe/l.
A. Axioma de antisimetria: Si a/h = b/K, entonces a/k ¢ ~b/K .

C. Axiomas de composicion: Sea 0#£a; C b; C e; y 0 #ay; CbyCe

CI Si aI/b] < a2/b2 y bI/CI o9 bz/CZ , entonces aI/eI x 02/(:2.
C,Sia)/b; = byley 'y by/eg « a,/b, entonces ajfc; < ayfey.

A estos axiomas de composicién corresponden otros (en nimero de cuatro)
de descomposicion. Afiade luego Koopman otros dos: uno que llama de hipotesis
alternativa y otro de subdivisién. El mismo demuestra que estos son consecuencia
de los demds, en un sistema completamente ordenado por la relacion ( < ).

Tomando como base estos axiomas deduce de ellos todos los teoremas de
la probabilidad.

La primera axiomatica que hemos resefiado tiene un caricter subjetivo. Del
mismo caricter goza la propuesta por Ramsey en “Truth and Probability”. La de
Koopman es de naturaleza logica. Veamos ahora las axiomaéticas con base frecuen-
cial. Antes es preciso hablar de la matemdtica precisa para esta axiomatizacion.

9.3.— La matemdtica de la axiomdtica frecuencialista. Para elaborar una
axiomdtica frecuencialista “tendremos que decidirnos —dice Willian Feller— por una
clase de conjuntos mediante los cuales son definidas las probabilidades y una clase
de funciones que sean aceptables como variables aleatorias” (2). Ambos conceptos
estan relacionados por lo que Logve denomina “indicador de un conjunto.” Indicador
de un conjunto 4 es una funcién que toma el valor uno en todos los puntos de 4 y

(1) The bases of Probability, Bull of the Anser. Math Society, 46,1940.
(2) W. Feller: An Introduction to Probability Theory and its Applications. Vol |l, pag 102.
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el valor cero en todos los puntos de su complemento A" Suele representarse por
1 4. En simbolos:

IA (x) =1 si x € A 14 (x) = O, en los demads casos.

La nocion mas general de funcion es demasiado amplia para los fines de la Es-
tadistica. Basta con el concepto de funcion de Euler modernizada. Si partiendo de
funciones continuas podemos pasar a otra funciéon continua como limite de una su-
cesion, de suerte que constituyan un conjunto tal que:

a) toda funcién que es continua pertenece al conjunto; b) se verifican las
condiciones

@ fi(x) ¢ Bi=12...,n
@) tim f,(x) = f(x)

n s oo

(iii)) f(x)e B,

entonces tenemos definida una clase de funciones que es cerrada desde el punto de
vista del limite. Una tal clase —dice Feller— existe evidentemente y la clase de todas
estas funciones es Gnica. La menor de todas ellas es asimismo una familia cerrada
y obviamente es la menor de tales clases. La prudencia nos exige ceflir nuestras con-
sideraciones a esta clase minima.

“La menor clase cerrada de funciones que contiene todas las funciones con-
tinuas, es llamada la clase de Baire y serd designada por B. Las funciones de la clase B
son llamadas funciones de Baire”. (1).

Es ficil ver que toda funcién de funciones de Baire es ain una funcién
de Baire. Ninguna operacion realizada con funciones de Baire conducira a un resulta-
do que no pertenezca a la clase. Esta clase es, pues, suficiente para elaborar toda la
teoria y al ser minima, no es posible elegir otra mas simplificada.

Las funciones en las que estamos particularmente interesados son las llama-
das aditivas. Sea F una funcién que asigna a cada intervalo I un valor finito F (I).
Esta funcién se llama aditiva si para cada particién del intervalo I en subintervalos
disjuntos /; , . . ., 1, se verifica: F (I)= F(II).. . .=F(1n). La restriccion a valores
finitos es excesiva si se quiere elaborar una teoria general de la probabilidad. En-
tonces se introduce el concepto de clase completamente aditiva o ¢ —aditiva, de
funciones en que el intervalo / queda dividido en un infinito numerable de subin-
tervalos disjuntos /;, /5, ..., de modo que F(I) = Z F(I;).

(1) W. Feller: Ibid, pag. 104.
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Si hacemos An = 1l U I2 Uu...v 1”, para n suficientemente grande,

A,, adquiere un valor priacticamente igual a /, es decir, F (A,) debe tender a F (1),
que es equivalente a lo que se postula en las clases completamente aditivas, por lo
que éstas se consideran suficientes para elaborar la teoria, como queda comprobado
por la experiencia.

Ademis, por tratarse de funciones que pretenden definir probabilidades, ha-
bran de ser no negativas y “normales” por la condicién F ( —o0, 00 )= ], Esta
ultima condicién exige dividir la longitud en el espacio E, , el drea en el E,, etc, en
intervalos unitarios y estudiarlos por separado.

Dada una funcion escalar U que toma los valores a,,...,a,en los
intervalos /, , . . ., {, respectivamente, definimos, con Feller, la funcién llamada
“esperanza de u” asi:

Efu) =a . F(l)+. ..+va, F() . (4)

Esta funcién es

(i) Aditiva, para formas lineales: Efc,u+ cyu,)=c,E(u )+ ¢, E(U,).
(ii) Positiva: u = O E(u) =2 o

(iii) Normada: E(I) = 1

En la teoria de la integral de Riemam, para cada funcion u, continuaen el
intervalos (0,1 ), existe una sucesién de funciones escalares u, tales que un-?_t'i ‘en (0,'1> ),
Entonces es, por definicion, E (u)= lim E (un). Resulta, por lo tanto, innecesaria
la convergencia uniforme —seguimos citando a Feller— y puede usarse la misma de-
finicion para E (u) siempre que u, > u punto a punto. De este modo es posible
extender E (u) a todas las funciones de Baire acotadas, y la extension es Unica.
Cuando se trata de funciones no acotadas, son inevitables las integrales divergentes. . .
Entonces no se produce ninguna perturbacidon porque la teoria de Lebesgue consi-
dera unicamente la integrabilidad absoluta. En términos poco precisos, podemos decir
que a partir de la definicion (4), para esperanzas de funciones simples, es posible
definir £ (u) para funciones Baire generales, por aproximaciones sucesivas y paso
al limite. El numero E (u), asi definido, es la integral de Stieltjes—Lebesgue de # con
respecto a F”’ (1).

Estas dos propiedades de E (u) son de especial interés:
L.~ Sea U, integrable y tal que U, > u punto a punto. Si existe un integra-

ble U talque |U, | < U paratodon, es u integrabley E (U,)> E (u).

(1) Ibid, pag. 108.
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II.—Para todo integrable u y todo € > o es posible encontrar una funcién
escalar v tal que £ (Ju-v |1V < €

Vemos, pues, que tenemos a nuestra disposicion dos modos distintos de
expresar el concepto de la funcion esperanza. Supuesto que el indicador / 4 es una
funcién de Baire, podemos escribir:

E(lgu) = jA u(x) d F(x)

La notacion del primer miembro es preferible, segiin Feller, en aquellos
casos en que la funcién de intervalo F permanece fija y se acentia la dependencia
con respecto a la funcion de punto u. La “notacion integral” es preferible cuando
sucede lo contrario.

Los conjuntos utilizados en las axiomaticas frecuencialistas son los de Borel.

Un conjunto A4 en el especio E, cuyo indicador / 4 es una funcion de Baire,
se llama conjunto de Borel. Los intervalos son, pues, conjuntos de Borel.

Una ¢ — algebra es una familia a de subconjuntos de un conjunto E dado,
tales que

(i) S;4 € a también A’=E - 4 €a

(i) S; {An} es una sucesion numerable de conjuntos que € a también
U 4,y M A, pertenecena a .

La minima ¢ — algebra que contiene todos los conjuntos abiertos de un

espacio topolégico E, es llamada algebra de Borel. Para E = E|, ésta coincide con
con la familia de Borel.

Luego veremos que pueden obtenerse aproximaciones de los conjuntos de
Borel por medio de intervalos.

9.4.— Axiomdtica de Kolmogoroff — Cramér — Frechet. La axiomaitica pro-
puesta por Kolmogoroff (1) es la que suelen adoptar la mayor parte de autores mo-
dernos, con modificaciones mas o menos substanciales.

Es como sigue:

I.— A cada suceso 4 € a le corresponde un nimero real P (A4), su pro-
babilidad, tal que 0 < P (A)
IL.-Si 4,, 4,,..., son incompatibles

(1) A. N. Kolmogoroff: Grandbegriffe der Wahrsche in lichkeits rechnung. Traduccién al inglés
por N. Morrison, 1950
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oo oo
P(U A;) = Z P(4;)
i=l 1

Im.-P(E)=1

Llamaremos al espacio E, con la 0 —algebra a de sucesos sobre los que se ha
definido la funcion de probabilidad P, espacio de probabilidad o espacio probabi-
listico y lo designaremos por ( E,a P, )”.

Los axiomas I y III coinciden con el 12y 22 de Kolmogorof. El II sintetiza
el 3° y 4° de Kolmogoroff, Kolmogoroff afiade un 52 axioma que llama de con-
tinuidad y que dice asi:

Consideremos una sucesion decreciente de conjuntos

A, DA, DASD .. DA, D...,
cuya interseccion se aproxima al conjunto vacio cuando n + ©° entonces

lim P (A4,) = O
n>-
Puede verse ficilmente que este axioma es equivalente al 4° de Kolmogoroff
y al II anterior, es decir, que una familia de conjuntos completamente aditiva posee
la anterior continuidad y reciprocamente.

Cramér propone tres axiomas. “Los axiomas 1 y 2 son equivalentes a los
establecidos por Kolmogoroff —segun su propia confesion—. Sin embargo —afiade— los
axiomas de Kolmogoroff son aplicables a variables aleatorias definidas en espacios de
cardcter mas general que los aqui considerados” (1).

El axioma 3 dice: “Si x, , . . . x, son variables aleatorias, toda varia-
2 n

aleatoria combinada de ( x 2 Xy ) es asi mismo una variable aleatoria.

El punto de partida de todas estas axiomaticas es un conjunto E llamado
espacio muestral de sucesos elementales. Los subconjuntos de E son llamados por
algunos autores “sucesos”. En el caso de un espacio muestral discreto, el conjunto a
de todos los subconjuntos de E, forman una familia de Borel que contiene E. En el
caso mas general, @ es alguna familia de subconjuntos de £ y salvo que a sea la
minima familia de Borel, que representamos por a ésta se obtiene, a partir dea , por
medio del “teorema de extension” de Banach.

La idea general estd perfectamente trazada en estas palabras de Cramer:
“Siguiendo a Kolmogoroff, tomamos como punto de partida la observaciéon de que
la probabilidad P (A) puede ser considerada como una funcién aditiva de conjunto,
del conjunto 4. Nos contentamos en efecto, con postular, de modo especial, la exis-

(1) S. Rios: Métodos Mateméaticos de Estadistica. pag. 178.
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tencia de una funcion de este tipo, definida por una cierta fumilia de conjuntos A
en el espacio en el que nuestra variable puntual X estd restringida y tal que P(A4)
designa la probabilidad de que X € A" (1)

Feller, después de definir “‘una medida de probabilidad P sobre una o -alge-
bra a en un espacio £’ mediante unas condiciones analogas a las anteriores, afiade:
“Naturalmente esta definicion provee unicamente el fundamento para una estructura
general, y en casos individuales es necesario elegir una 0-algebra adecuada y cons-
truir sobre ella la medida de probabilidad”. (2).

Por su parte Halmos escribe: “La probabilidad es una rama de las matemati-
cas. La probabilidad numérica es una funcion de medida, esto es, una funcién P
aditiva, finita, no negativa y numerable, de elementos en una 0o -algebra de Boole”’(3).

9.5.— Controversia Von Mises — Cramér.”” Ahora —dice Von Mises— una
tal descripcion de los instrumentos matematicos utilizados en el cdlculo de la proba-
bilidad nos parece solo parte de la historia. Distribuciones de masa, distribuciones
de densidad y carga eléctrica, son asimismo funciones aditivas de conjunto. Si no
hay nada especifico de la probabilidad. ;por qué definimos la ‘‘independencia” para
distribuciones de probabilidad y no para distribuciones de masa? ;Por qué consi-
deramos variables aleatorias, convoluciones, cadenas y otros conceptos y problemas,
especificos del Cdlculo de probabilidades? (4).

Von Mises niega que la probabilidad sea una ciencia matematica, del mismo
modo que “‘la hidrodinamica no es una rama de la teoria de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales.” ‘‘Nuestra meta —dice— al presentar la probabilidad como
ciencia matematica es incorporar, a las hipotesis basicas, las relaciones bdsicas idea-
lizadas con la realidad, como se hace en Mecanica y otras ciencias’.

Estas hipOtesis basicas son las siguientes:

Lim. n;
L— - =5

n > o 1’

donde #; es el numero de resultados, correspondientes a un valor dado del espacio
muestral, entre los n primeros de la sucesion, con la hipotesis adicional:
©o
zp =1
i=1

(1) H. Cramér: Random Variables and Probability Distributions, Cambridge, 1931.
(2) An Introd, To Prob. Theory, pag 112.

(3) The foundations of probability. Amer. Math. Monthly, 51, pag. 493.

(4) Math. Theory of Prob. pag. 44.
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II1.-*“En la teoria de la probabilidad trataremos (no exclusivamente) con su-
cesiones particulares que satisfacen la hipotesis | y para las cuales puede suponerse
que el limite frecuencial de un resultado a; no depende del punto de eleccion. Si
esto se verifica, el limite serd llamado también probabilidad, o, mas completamente
la probabilidad P (u;) de hallar el resultado g; en la sucesion bajo consideracion”.

Cramer ha criticado duramente estas hipotesis que, segun €l, *“‘contienen una
mezcla de elementos empiricos y tedricos lo que, usualmente se evita en las modernas
teorias axiomaticas. Ello seria comparable, p. ejem., a definir un punto geométrico,
como limite de una mancha de tiza de dimensiones indefinidamente decrecientes,
lo cual no se hace usualmente en la geometria axiomdtica”. (1)

Von Mises, a su vez, replica del siguiente modo: *“La mezcla de elementos
empiricos y tedricos es, en nuestra opinion inevitable en una ciencia matematica.
Cuando en la teoria de la elasticidad introducimos los conceptos de tension y fuerza,
no podemos contentarnos con exponer que son tensores simétricos de segundo orden.
Tenemos que poner en las hipOtesis basicas la mecdnica del continuo. La ley de
Hooke, etc. cada una de ellas contiene una mezcla de elementos teéricos y empiricos.
La teoria de la elasticidad no es anailisis de tensores. Nuestra definicion es menos
comparable a una mancha de tiza que la definicion de velocidad como limite del
cociente incremental del espacio por el tiempo o a la definicion de la densidad espe-
cifica como limite de la masa partido por el volumen. Todas estas definiciones tienen
también algo de la “‘mancha de tiza”: la transicion de la observacion a los conceptos
tedricos, no puede ser completamente matematizada. No es una conclusion logica,
sino mas bien una eleccién, con lo que uno cree “alzarse”, frente a nuevas obser-
vaciones” (2).

Para poner un poco de luz en la discusion, importa deslindar bien los te-
rrenos. En la aproximacion frecuencial, “siempre que se utiliza el término probabi-
lidad, se refiere al limite de una frecuencia, y esta frecuencia debe ser aproximada-
mente “verificada”. al menos conceptualmente”. (2). Este es el punto de vista de
Von Mises, Tornier y Wald. En la definicién de la probabilidad como medida de un
conjunto no hay ninguna incorporacion a la teoria de las frecuencias relativas, sino
que éstas aparecen como mera interpretacion de la misma y sin que sea necesario
apelar a la verificabilidad, tal como propugnan Kolmogoroff, Cramer y Frechet como
mas representativos.

Samuel Wilks escribe: “En la actual asignacion de probabilidades a sucesos,
es uno habitualmente guiado por una hipétesis basada en lo que se cree ‘“‘abocard”
la frecuencia relativa de los sucesos en una serie de pruebas con base experimental.
En la formulaciéon de Kolmogoroff, el punto fundamental esti en que la teoria ma-

(1) Met. Mat. de Estadistica, pag. 174.
(2) Math Theory of Prob., pag. 45
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tematica empieza después de la asignacion de probabilidades™ (1)

Esta observacion de Wilks. estimamos que es de particular importancia La
axiomatizacion supone abstraccion o conceptualizacion y esto implica una sustitu-
cién de objetos empiricos por ideales. La teorin empieza después de realizar esta
sustitucion. Lo que no vemos muy claro es el paso al limite de unos y otros, como
quieren los frecuencialistas puros.

Von Mises se escuda en estas dos afirmaciones. a) ‘“‘Mantenemos el simple
hecho que si la parte matematicamente deductiva de la teoria se desarrolla a partir
de los axiomas especificando meramente la naturaleza de las variables basicas y fun-
ciones implicadas, entonces las relaciones con la experiencia no pueden ser dedu-
cidas matematicamente’™ Y afiade: '‘No se puede sacar lo que no se puso™. b) “En
las teorias de probabilidad como medida, en las que todas las deducciones estin
basadas en la definicion de medida, la relacion frecuencial es a menudo introducida
luego, como una mds o menos vaga idea o reflexion tardia™ (2).

Pone luego el siguiente ejemplo: Uno de los iemas de Borel--Cantelli dice
que si una misma prueba con probabilidad //2 se repite indefinidamente ia proba-
bilidad P de que el suceso ocurra un numero finito de veces tiende a cero”. Pues
bien, dice Von Mises. “en la teoria frecuencialista, la probabilidad de que un suceso
ocurra indefinidamente no tiene lugar. Tal probabilidad no admite verificacién, ni
aun conceptualmente”. Pero, en cambio —afiade—" la anterior probabilidad P es la
medida de un bien definido conjunto y, para Kolmogoroff, este conjunto, como todo
conjunto de Borel, admite una probabilidad™.

Otro punto vulnerable de la axiomitica de Cramér, por donde le ataca nue-
vamente Von Mises, es el siguiente: ‘“De los trabajos de Tornier. Eald y Cope'and,
se deduce que la probabilidad, en sentido comparable, no puede asignarse a todos
los conjuntos medibles y. ni siquiera, a todos los conjuntos de Borel. El postulado
enunciado- por Cramér de que” toda probabilidad asignada a un suceso determinado
debe, en principio, estar sujeta a comprobacion “esta en contradiccion con los axio-
mas que asignan probabilidades a todos los conjuntos de Borel” (3).

9.6.— Axiomatica de Torniér. El concepto bisico de Torniér (4) es lo que
llama conjunto o espacio de sucesiones (folgenmenge), que designa por B, y define
como “el conjunto de todas las infinitas sucesiones que, légicamente, podrian ob-
tenerse por la regla experimental dada”. Cada sucesién particular infinita es un pun-
to de B. Todos los subconjuntos de B a los que se asignan valores, junto con estos
valores, forman la familia B. Un subconjunto £ de B que contiene todas las suce-
siones de B y so6lo aquellas que tienen la misma “longitud” inicial #. es llamado

(1) Mathematical Statistics, pag. 11.

(2) Ibid, pag 46.

(3) Ibid, pag 47.

(4) E. Tornier: Wahrscheinlich Keitsrechnung und aligemeine Integrations theorie. Ann. Arbor, 1944.



conjunto basico de orden n. B contiene, naturalmente, muchos conjuntos basicos.
Dos conjuntos basicos son disjuntos o, por el contrario, uno estd totalmente con-
tenido en el otro.

Estos conceptos son expresados formalmente, por Tornier, en los siguientes
axiomas:

I.— Los Conjuntos de B forman una familia.

I1.— Todos los conjuntos basicos de B, incluidos B y el conjunto vacio ¢,
pertenecen a B.

III.— a) A todo conjunto A de B asignamos un nimero entre cero y uno,
representado por J (4) y llamado su contenido. En particular, J ( ¢)=0J(B)=1.

b) Si A=Al ) A2 U ..., donde los 4; son disjuntos y 4 € B, 4; € B, es

n
J(A) = >I: J(4,)

IV.— Sea M un conjunto de B. Sean An y Bn' n = 1,2,..., sucesiones de
conjuntos de B, tales que para todo n,

B,DMD 4,

y tales que para todo E positivo y suficientemente pequefio, puede hallarse un n
tal que J(B,) -J(4,) < €,

entonces, M € B yJ (M) = limJ(An) = lin J(B,)

n > o n o e

V.— B es la familia mfnima que satisface los 4 primeros axiomas.

A diferencia de los axiomas de Kolmogoroff, los de Tornier sefialan el ma-
terial bdsico (axioma II) de construccién. Ademds expecifican la condicién minima
de amplitud (axioma V) y la de completitud (axioma IV). Esta teoria se inspira en la
de conjuntos de Jordan.

9.7.— Axiomdtica de Renyi. La diferencia esencial entre la axiomatica de
Renyi (1) y las del tipo Kolmogoroff, radica en que la de Renyi toma como base
las probabilidades condicionadas, en vez de las absolutas. La probabilidad de un su-
ceso A estd siempre condicionada a la realizacion de otro B. Asi al lanzar una mo-
neda la probabilidad 7/2 de obtener cara estd condicionada a la simetria y homoge-
neidad de la moneda. Las pruebas sucesivas suponen que no habri desgastes en la
misma, ni otras alteraciones que cambien de naturaleza el experimento. La supues-
ta constancia de estas circunstancias (sucesos) es causa de que se les ignore en los

(1) A. Renyi: Wahrscheinlich Keitsrechnung. Berlin, 1962.
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calculos corrientes, pero esto no presupone negar su existencia, del mismo modo que
se considera fijo el peso de un cuerpo en cualquier punto de una region aunque esto
no sea cierto.

Para simplificar la escritura representaremos por 4 B la interseccion de los
sucesos A y B, y por E A" la unién de la sucesion {A” }

Dados dos sucesos 4 y B, la probabilidad de A, dado B, es un nimero
P (A/B) que satisface los siguientes axiomas:

1.~ 0 < P(A/B) < 1 y P(A/4A) = I
II.— Si los sucesos {An} son excluyentes dado B, se verifica,

P(Z A,/B) = I P(A,B)

IIl.—P(C/AB ). P(A/B) = P(AC/B).

Los dos primeros axiomas se enuncian con un sblo suceso condicionante
y el tercero, con dos.

La justificacién del axioma [/ es evidente ya que el limite frecuencial esti
siempre entre cero y uno, y si nos ceflimos al suceso de obtener cara, en el lanzamien-
to de una moneda, de modo que el suceso condicionante sea ‘“‘obtener cara”, el
resultado seri necesariamente cara y el limite tomara el valor uno.

Para explicar el segundo axioma, supongamos que los sucesos 4 , 4 ,,..., 4,,
relativos al lanzamiento de una moneda, son tales que, dado B se excluyen dos a dos.
Entonces es ficil ver que la frecuencia relativa correspondiente a la suma de suce-
sos es igual a las sumas parciales de las frecuencias de cada uno. Es conveniente su-
poner que esta aditividad se cumple tanto en el caso de un nimero finito de sucesos,
como en el de un infinito numerable. La aditividad en el segundo caso “no viene
impuesta —dice el profesor Rios— con la misma fuerza que en el primero, pero como
tampoco la intuicion es contraria, se introduce por resultar mis sencillo el desarrollo
de la teorfa” (1).

Para interpretar el axiona III, consideremos, de nuevo, n lanzamientos de
una moneda, en condiciones anilogas, esto es,n resultados del suceso B.Sea n el
némero de caras, es decir, que A ocurre m veces, y de éstas m veces, ocurre T
veces C. Entonces, r es el nimero de veces que ocurre 4 C. ~

Ahora bien, un resultado trivial es el siguiente:

r m _ r

— — T —

m n n

(1) S. Rios: Métodos estadisticos, pég. 38
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Pero cuando n >o0  m >o0 | siempre que P(A/B) # 0 y entonces tene-

mos:
lim r= P (C/AB) ; lim m= P(A/B). lim

m > oo m n>oo n n >oo

r = P(AC/B).
n

Luego el tercer axioma resulta de obtener unos limites razonables en una
expresion trivial.

Sucede a menudo que un suceso B ocurre como parte o todo del suceso
condicionante. Si el suceso B es el espacio total E,hay economia en la notacién
escribiendo P(A) en vez de P(A/E) y FA/C) por P(A/CE). Omitir el suceso condi-
cionante al expresar la probabilidad de un suceso elemental, equivale a considerar
un efecto al margen de su causa. Es lo que se hace con las llamadas *“probabili-
dades absolutas”, base de toda la inferencia estadistica clisica, pero la inferencia
Bayesiana toma como base probabilidades condicionadas.

Es ficil observar que los sucesos observados A deberan pertenecer a una
0 — algebra de Borel y los conjuntos condicionantes B, a una subclase de la familia
de conjuntos de Borel. Una discusion completa de estos axiomas puede verse en la
obra citada de Renyi.

9.8.— Extensiébn de esta axiomdtica a los grados de creencia. La probabi-
lidad matemética considerada anteriormente, era sugerida por las propiedades de los
sucesos y las frecuencias relativas de los mismos. De los sucesos podemos pasar a
proposiciones, que son colecciones de sucesos por cuanto enuncian la ley de su ob-
tencion, y de las probabilidades de los sucesos, a las de las proposiciones. Estas
probabilidades, es dificil que admitan una interpretacién frecuencial, ya que resulta
muy artificial imaginar repeticiones en cada una de las cuales una proposicién es
cierta o falsa. Si A es una proposicion, PA/B) representa la creencia o grado de
conviccion de uno, de que A sea cierta, dado B.

En Estadistica se usa la palabra hipOtesis en vez de proposicion.

Del mismo modo que la longitud y la masa tienen propiedades matemdticas
comunes asi los limites frecuenciales y los grados de creencia poseen caracteres ana-
logos que permiten identificarlos con probabilidades. Los conjuntos 4 de ordinario,
representan sucesos, cuando se trata de frecuencias relativas, y proposiciones o hi-
pbtesis, cuando se refieren a grados de creencia. Las hipdtesis, como hemos indicado,
son al fin y al cabo, colecciones de sucesos, y no es dar un gran salto, el paso
de unos a otros y considerar ciertos conjuntos del espacio muestral como hipoétesis.

La justificacion de los axiomas anteriores aplicados a las proposiciones o
hipotesis se basan en el método de la “apuesta” al que ya nos hemos referido. No
volveremos sobre las ideas aqui expuestas y, principalmente a la interpretacién dada
por Savage. En particular, ya se discutié la duda presentada por Keynes y otros
autores sobre la posibilidad de medir numéricamente los grados de creencia.
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Como anotacion final, a las diversas axiomaticas resefiadas, queremos sefia-
lar que los resultados a los que conducen todas en las aplicaciones, son los mismos.

Hemos pretendido en este articulo poner de manifiesto las modernas corrien-
tes sobre el concepto de probabilidad. Este concepto es tnico, pero son distintas
las interpretaciones del paso del mundo real al modelo matemitico.






