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RESUMEN

En este trabajo se introduce y analiza, desde el punto de vista es-
tadistico y normativo, una clase de medidas de desigualdad. Esta cla-
se generaliza y engloba, como casos particulares, diferentes familias
de indices ya conocidas en la literatura. Sus elementos se construyen
ponderando la desigualdad local evaluada mediante la curva de Bon-
ferroni. Se utilizan como pesos las funciones de densidad de las dis-
tribuciones beta sobre [0,1]. Como consecuencia de los diferentes es-
quemas de ponderacion asociados a los indices, en ellos subyacen
juicios de valor muy dispares en la medicién de la desigualdad y del
bienestar. En esta clase de indices es posible seleccionar elementos
gue centren su atencién en un tramo determinado de la escala de ren-
tas. Se realiza una ilustracion empirica utilizando como fuente la En-
cuesta de Condiciones de Vida 2008.

(¥) Agradecemos el apoyo recibido del Instituto de Estudios Fiscales, Ministerio de Eco-
nomia y Hacienda.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se introduce y analiza una clase de medidas de desigualdad,
cuyos elementos pueden expresarse como medias ponderadas de la desigualdad
local existente en cada percentil de renta. Se utilizan como ponderaciones las
funciones de densidad de las distribuciones beta definidas sobre el intervalo [0, 1],
dependientes de dos parametros reales positivos. Al variar estos parametros las
formas de las ponderaciones son muy variadas, por lo que generan actitudes muy
diferentes en la valoracién de la desigualdad y del bienestar asociados a una
distribucion de rentas. Ello da lugar a un conjunto o clase de indices que presentan
propiedades comunes y un claro paralelismo formal, pero que al mismo tiempo
difieren y se complementan en el ambito normativo.

A esta clase pertenecen indices de uso habitual, como los de Gini (1914) y Bon-
ferroni (1930) e incluye, como casos particulares, familias ya conocidas en la
literatura, como los Gini generalizados (Kakwani (1980), Yitzhaki (1983)) o las
propuestas mas recientemente en Aaberge (2000, 2007) e Imedio y otros (2008,
2010). En los indices de las familias citadas las ponderaciones de la desigualdad
local tienen un comportamiento mondétono a lo largo de la distribucién, de manera
que asignan el mayor peso a uno de sus extremos. En la clase que proponemos las
ponderaciones no son, necesariamente, monotonas. Pueden alcanzar su valor
méaximo o minimo en cualquier percentil. Ello permite seleccionar medidas de
desigualdad que sean mas o menos sensibles a los cambios que se puedan produ-
cir en cualquier tramo de la distribucion. Esta posibilidad de eleccion es, a nuestro
juicio, una de las ventajas de nuestra propuesta.

Los aspectos normativos se estudian utilizando el enfoque de Yaari (1987,
1988), basado en la consideracion de las distribuciones de preferencias sociales.
Este enfoque para relacionar desigualdad y bienestar es mas general que el clasico
AKS (Atkinson (1970), Kolm (1976), Sen (1973)), y facilita la comparacion del grado
de aversion a la desigualdad(1), o preferencia por la igualdad, que incorporan los
indices y, en algunos casos, permite su ordenacion segun este criterio. A la clase

(1) Unindice presenta aversion a la desigualdad si verifica el Principio de Transferencias
de Pigou-Dalton. Es decir, si tiene lugar una transferencia de renta desde un individuo hacia
otro mas pobre, sin que varie la ordenacion relativa entre ambos (transferencia progresiva),
el valor del indice disminuye.
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propuesta pertenecen familias cuyos elementos presentan una aversion creciente
(resp. decreciente) a la desigualdad que tiende hacia la aversion maxima o leximin
rawlsiano(2) (resp. indiferencia). Las distribuciones de preferencias facilitan también
el andlisis del comportamiento de los indices al considerar principios de transferen-
cias mas exigentes que el de Pigou-Dalton (PTPD), tales como el Principio de
Sensibilidad Posicional de las Transferencias (PSPT) o el Principio de Transferen-
cias Decrecientes (PTD).

El trabajo sigue el esquema siguiente. Esta introduccion incluye, a continuacion, el
marco analitico junto a las definiciones y principales propiedades de las curvas de
Lorenz y de Bonferroni. En la seccion segunda se define la clase de medidas de
desigualdad que proponemos y expresiones equivalentes de las mismas, indicando
los pesos utilizados para ponderar la desigualdad local a lo largo de la distribucion.
Se identifican indices concretos y familias de indices ya conocidos en la literatura
como casos particulares. Por otra parte, se pone de manifiesto que la clase propuesta
permite la seleccion de medidas de desigualdad que centren su atencién en cualquier
tramo prefijado de la distribucion. Los aspectos normativos se abordan en la seccion
tercera. A través de las distribuciones de preferencias asociadas a los indices se
establecen comparaciones entre ellos seguin su grado de aversion a la desigualdad, y
se estudia su respuesta frente a Principios de Transferencias sensibles a la posicion
de los individuos involucrados en ellas. En la seccion cuarta, utilizando como fuente la
Encuesta de Condiciones de Vida (ECV) de 2008 para Espafia, se incluye una ilus-
tracion empirica del grado de sensibilidad de los indices y de sus correspondientes
funciones de bienestar social a los cambios que puedan producirse en la distribucion,
segun el rango de rentas en el que ese cambio tenga mayor incidencia. En la dltima
seccion figuran las conclusiones y algunos comentarios.

1.1 Marco de analisis. Las curvas de Lorenz y de Bonferroni(3)

La renta esta representada por la variable aleatoria X, cuyo dominio es la semi-
rrecta real positiva, R = [0, oo), F su funcibn de distribucion(4) vy

(2) Centra su interés en la situacion de los individuos con menor nivel de renta. Entre
dos distribuciones prefiere aquella cuya renta minima es mayor o, en caso de igualdad,
aquella en que la renta minima presente menor frecuencia. Este enfoque deriva de la teoria
sobre la justicia social defendida por Rawls (1971).

(3) El contenido de este epigrafe puede verse de forma detallada en Imedio y otros (2009).
(4) En ocasiones, para facilitar la obtencion de resultados tedricos, se supondra la conti-

nuidad de F. En tal caso, f(X) = F‘ (X) es la funcidon de densidad de la distribucion.
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u=E(X)=deF(x)<oo su renta media. La curva de Lorenz de F, L(:), se define
0

mediante:
X 1p
L:[0,1]-[01], L(p)= jde —IFl )dt, 0<p<1,
n
0

siendo F’1(~) la inversa por la izquierda de F, F!0)=0. Para cada
p=F(x), L(p) es la proporcion del volumen total de renta que acumula el conjunto
de unidades con renta menor o igual que x. Es evidente que L(p) <p, 0<p<l.

Una sencilla transformacion de la curva de Lorenz da lugar a una interpretacion
alternativa de la informacién contenida en ella. Bonferroni (1930), al definir su indice
de desigualdad, considera la curva(s):

L)
B: [0.1]->[0.1], BE={ p ' Ph

0, p=0.

Se verifica B(p)<1, 0<p<1. Si p=F(x) es la proporcion de poblacién cuya renta es
menor o igual que X, B(p) es el cociente entre la renta media de ese grupo y la
media de la poblacion.

La curva de Bonferroni, al igual que la de Lorenz, proporciona una representa-
cién grafica de la desigualdad y aunque cada una de estas curvas queda determi-
nada por la otra, la informaciéon que ofrecen es diferente. Los valores de L(p) son
participaciones en la renta total, mientras que los de B(p) se refieren a niveles
relativos de renta.

Cuando cada una de las curvas anteriores, L(p) o B(p), se compara, en un per-
centil x=F*(p), 0<p<1, con su curva correspondiente en caso de equidistribucion,
se obtiene una valoracién de la desigualdad acumulada hasta ese percentil. Si la
curva utilizada es la de Lorenz

D (p)=p-L(p), 0<p=F(x)<1, [1]

(5) En la siguiente expresion, si la renta minima es X;>0 entonces

B(0) = lerQ+(L(D)/D) =L'(0")=xo/p.
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es la diferencia entre la participacién que tendria el conjunto de individuos con renta
menor o igual que x, en el volumen total de renta, si la distribucion fuese igualitaria,
y su participacion real en la distribucién considerada.

Si se utiliza la curva de Bonferroni, la funcién

_u-E(XX<x)

Dg (p) =1-B(p) "

, 0<p=F(x)<1 2]

mide la diferencia relativa entre la renta media de la poblacién y la renta media de
quienes estan situados por debajo del nivel de renta x.

En la Figura 1 se representan las funciones D, y Dg para la distribucion de la
renta disponible en Espafia para 2007, ECV (2008).

Figura 1

FUNCIONES D, Y Dg PARA LA DISTRIBUCION DE LA RENTA DISPONIBLE EN
ESPARNA EN 2007
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Fuente: Encuesta de Condiciones de Vida 2008

Aunqgue las funciones L(p) y B(p) se determinan mutuamente, la seleccién de
una u otra para medir la desigualdad local, introduce juicios de valor al asignar mas
0 menos importancia a la desigualdad existente en los diferentes tramos de la
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distribucion. D (p) y Dg(p) valoran en mayor medida la desigualdad local en la parte
intermedia y en la cola izquierda de la distribucion, respectivamente.

La clase de indices de desigualdad que se introduce en la seccién siguiente,
principal objetivo de este trabajo, se obtiene ponderando, a lo largo de la distribu-
cién, la desigualdad local evaluada mediante la funcion Dg(p) =D, (p)/p .

2. LA CLASE p DE MEDIDAS DE DESIGUALDAD

El planteamiento genérico de nuestra propuesta para la construccién de medi-
das de desigualdad es el siguiente. Para una variable como la descrita en el apar-
tado anterior, sea D:[0, 1] - R una funcién en la que para cada p €[0,1], D(p) mide
la desigualdad acumulada hasta el percentil p y sea ®:[0, 1] >R} una funcién

1 ©
peso, no negativa y tal que jm(p)dp = jm(F(x))dF(x) =1.
0 0

Es evidente que el nimero real

1
low = [ D)o (P)dp
0

mide la desigualdad de la distribucién F. Su valor depende de las funciones D y o,
que incorporan, respectivamente, una forma de evaluar la desigualdad local acumu-
lada y un criterio para promediar dicha desigualdad a lo largo de la distribucion.
Este procedimiento para generar indices de desigualdad subyace, de forma implici-
ta, en los trabajos de Amato (1948) y Piccolo (1991).

El enfoque anterior para la definicidon “constructiva” de medidas de desigualdad
se concreta, en nuestra propuesta, del siguiente modo. La desigualdad local se
mide mediante la funcion Dg(p)=1-B(p) =D, (p)/p, definida en [2], y se utilizan
como ponderaciones las funciones de densidad de las distribuciones beta en [0, 1].
Es decir:

W [0 W RG, wgy (@) =B () p*(1-p)™", s>0,t>0, 13]

siendo B(s,t) la funcion beta de Euler.

Lo anterior conduce a las siguientes definiciones.



LA DISTRIBUCION BETA COMO ESQUEMA DE PONDERACION EN MEDIDAS DE DESIGUALDAD 475

Definicion 1. Para cada (s,t)eR* xR", el indice de desigualdad I(s,t) viene dado
por:

1 1
(5.0 = [De(P)oy @ dp = B(s.0) [a-BEDPA-p)"dp. (4
0 0

Definicién 2. Al conjunto biparamétrico B ={I(s,1)};.0. le llamaremos clase beta
de medidas de desigualdad.

Es inmediato que para cada (s,t)eR" xR ™, I(s,t) es un indice relativo de des-
igualdad(6), siendol(s,t) =0 si existe equidistribucién e I(s,t) =1 si la concentracion
es maxima. A la vez, nl(s,t) es una medida absoluta(7), por lo que I(s,t) es un
indice de compromiso(8).

La clase B a través de los pesos () incorpora un conjunto muy amplio de
criterios con relacion a la importancia que el evaluador puede asignar a la desigual-
dad local acumulada en los diferentes tramos de la distribucion. Estos criterios son
consecuencia de la amplia variedad de formas de la funcion o (), segun los
distintos valores de los parametros(9) s y t.

Cuando la desigualdad local se mide a partir de las diferencias de Lorenz,
D, (p)=p—L(p)=pDg(p). una expresién equivalente de los indices es:

1
I(s,t) = (B(s, t))’lj(p ~L(p)p* 2 (@-p) dp. [5]
0

(6) La curva de Lorenz y, por lo tanto, la de Bonferroni son invariantes frente a cambios
de escala.

(7) Es invariante frente a cambios de origen. Basta tener en cuenta que si se considera
la variable X+a, a>0 6 -up<a<0, su curva de Bonferroni asociada es:

Bx+a(P) = 1/ px.a )(MBx (P) +2) .

Conello resulta Dg x5 (P) =1- By, (p) = (u/pn+2a)(1—Bx(p)) = (u/pn+2)Dg x (p)-
Por lo tanto se cumple (L +a)ly ,(S,t) =plx(s,t).

(8) Un indice relativo, |, es de compromiso si ul es un indice absoluto. Un indice absolu-
to, J, es de compromiso si J/u es un indice relativo (Blackorby y Donaldson, 1978).

(9) Para esta cuestion puede verse Casas y Santos (1995), donde también figuran las
representaciones graficas de algunas de estas funciones. También son muy ilustrativas las
graficas de este tipo que se presentan en G. Barbancho (1992).
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Sin embargo, I(s,t) no es realmente una media ponderada de D, (p) ya que al utili-
zarse como pesos las funciones

(")(s,t) (p)

Mo [0, IR, ey (p) = =B(s,1)p?@-p)? s>0,t>0, [6]

1
se tiene J‘n(svt) @)dp=(s+t—-1)/(s-1) =1
0

La igualdad [5] prueba que los elementos de B son medidas lineales de des-
igualdad en el sentido de Mehran(10) (1976). Es decir, pueden expresarse a partir
de las desviaciones de las rentas respecto a la renta media, F*(p)—p, 0<p<1,
en la forma

1
1f,
)=~ [ FXP) - Wy @)dp.
H 0
siendo
1
Mgy (P)=nyP),0<p<l, J.H(s,t)(p)dp=0-
0

La dltima condicion equivale, para indices normalizados, a I (1) =1.

La siguiente proposicion resume los resultados anteriores.

Proposicién 1. La clase B es un subconjunto de las medidas lineales de Mehran.
Sus elementos son indices relativos de compromiso.

1 1
(10) Se expresan como |= iJ‘(Ffl(p) —wk(p)dp = I(p —L(p))dk(p), siendo k(p) una
n
0 0

funcion que no depende de la funcién de distribucidon F y, sin pérdida de generalidad, se
1

puede suponer que cumple la condicién de normalizacion J-k(p)dp =0. Ademas, si k(p) es

0
continua, no decreciente y k(1)=1, entonces 0<I<1, donde I=0 representa la perfecta igualdad
e |=1 la desigualdad extrema. Este es el caso de los indices de B.
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21 Identificacion de indices y de familias ya conocidas

La clase B contiene no sélo indices conocidos, sino también familias de medidas
de desigualdad habituales en la literatura. Para (s,t)=(L1) y (s,t)=(2,1) se obtie-
nen los coeficientes de Bonferroni (1930), B, y de Gini (1914), G, respectivamente:

1
@) = j(l—B(p))dp -8B, [7]
0

1
2)=2[(P-LE)dp=G. )
0

Para s=2 resulta la familia de los indices de Gini Generalizados ((Kakwani
(1980), Yitzhaki (1983)), y={1(2,t)} ;5o , Siendo

1 1
12,0 =t(t+D)[ €-BENPA-P) dp = t(t+ 1) (P-L(P)(L-P) "dp -
0 0

1
=1—t(t+1)J‘(1—p)"1L(p)dp,t>0. [9]
0

Sit=1y seN={12,...} es un entero positivo se obtiene la familia numerable
o={I(s,1)} .y definida en Aaberge(11l) (2007). A esta familia pertenecen B y G.
Sus elementos se expresan como:

1 1 1
I(s.) =s[@-BENP* " dp =5 (p~L(p)P" 2dp=1-[p* "L (P)dp,5>0. [10]
0 0 0

(11) En Aaberge (2000) se introduce, a partir de los momentos respecto al origen de la
curva de Lorenz, una familia numerable de indices de desigualdad, A. Los elementos de esta
familia son los de a excepto el indice de Bonferroni. Esto es, A=a—{B}.
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Otra familia de interés es la que resulta para s=1. Sus elementos son:
1 1
@)=t @-BE)A-p)*dp=t[(p-L()P@L-p) *dp=
0 0
1
~1-t[@-pBEdp. t>0. 1]
0

A ella también pertenece B. En Imedio y otros (2008, 2010) se introduce y analiza la
familia numerable 6={I(1,t)},.n, comparandola desde el punto de vista normativo
con a y con yy={I(2,t)};.n, restriccion de y a los valores enteros positivos de su
parametro.

En los indices de las familias a y & tanto las diferencias Dg(p) como D, (p) se

ponderan de forma monétona a lo largo de la distribucion. Lo mismo sucede al
obtener los elementos de y a partir de las diferencias de Lorenz. Sin embargo, al
considerar la clase B es posible seleccionar indices cuyo grado de sensibilidad sea
mas acentuado en un tramo prefijado de la distribucién e incluso en un percentil
concreto. Por ejemplo, si el evaluador quiere centrar su atencion en ambos extre-
mos de la distribucion, asignando menos peso a la desigualdad que acumulan las
rentas intermedias, debe seleccionar un indice I(s,t) con (s, t)e(0, )x(0, 1). En
este supuesto, al aumentar t (resp. s), fijado el valor de s (resp. t) el valor minimo
de la ponderacion se alcanza para valores de p cada vez més proximos a 1 (resp. 0).
En particular, si s=t ese minimo se presenta en p=0,5. Si, por el contrario, el
evaluador quiere utilizar un indice mas sensible a los cambios que puedan produ-
cirse en la parte intermedia de la distribucién, debe considerar una medida en la
que (s, t)e(l, +o)x(1, +x). Ahora, fijado un valor de s (resp. t) la ponderacién
maxima se asigna a un punto tanto mas préoximo a p=0 (resp. p=1) cuanto mayor
sea t (resp. s). En particular, si s=t la ponderacién es campaniforme y simétrica
respecto p=0,5, donde alcanza su valor méximo. Por lo tanto, los parametros s y t
incorporan diferentes posturas en la valoracion de la desigualdad.

2.2 Lasubclase By

Cuando los parametros s y t son ambos enteros positivos, (s,t)eNxN, se ob-
tiene el conjunto de indices que designaremos por BN, ﬁNcB. Aunque el cardinal
de BN es de orden menor(12) que el de [3, el conjunto de criterios que sus elemen-
tos incorporan en la evaluacion de la desigualdad sigue siendo muy amplio. Entre

(12) Se pasa de la clase B, cuyo cardinal es el del conjunto de los niUmeros reales, a B, que
es numerable.
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sus elementos permanecen los indices clasicos, B y G, familias que los generali-
zan, junto a indices que no son de uso habitual pero que tienen un interés propio.
La clase By se representa en el siguiente esquema triangular.

Esquema 1
LA SUBCLASE By

I(1,1)
11,2) 12,1)
I(13) 122) 13.1)

1(1,4) 123 132 14,1)

I(1L,stt-1) I2s+2 ... 1(s+-2,2) I(s+-1,1)

Interés rentas bajas Interés rentas altas

El vértice del triangulo es el indice de Bonferroni, B=1(1,1). En el lado derecho
figura la familia a={1(s,1)}s.n. En el lado izquierdo del triangulo cuyo vértice es el
coeficiente de Gini, G=I(2,1), estan los indices yy={I(2,t)}icn, que son los Gini
generalizados con parametro entero positivo. Los elementos de la familia
8={1(1,t)};n Se sitian en el lado izquierdo del triangulo.

Otras familias de interés pertenecientes a By son aquellas cuyos elementos son
los indices situados en cada una de las filas del esquema triangular. En cada una
de estas familias (finitas) la suma de los parametros de sus indices es constante.
En la fila n-1, n>2, figuran los n—-1 indices {I(s,t)}¢,_,:

I, n-1), I(2,n-2), ...... , In-2,2), I(n-1,1).

El peso que en cada indice pondera la desigualdad local acumulada, valorada
mediante Dg(p),

(n _ 1)! s-1 n-s-1
(O] = 1- ,
(s,n-s) (p) (s—l)!(n—s—l)!p ( p)
es estrictamente decreciente para s=1, campaniforme con un méaximo en
p=(s-1)/n-2, 2<s<n-2 y estrictamente creciente si s=n-1. Por lo tanto,
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fijada la suma s+t, al aumentar el parametro s se asigna una ponderacion cada vez
menor a la desigualdad existente en las rentas bajas, ponderando mas la desigual-

dad en las rentas intermedias y altas. En el siguiente grafico se representan las
ponderaciones de los cuatro indices {I(s,t)};. s -

Figura 2
PONDERACIONES DE LOS INDICES {I(S,)}s+t=5

45
470

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
_______ s=1; t= m— G =7 {=3
——5=3; t=2 —o—5s5=4;t=1

Una propiedad interesante que, en cierto modo, contribuye a reforzar el signifi-
cado del indice de Bonferroni como elemento “generador” de la familia By es la
siguiente.

Proposicién 2. Para cada neN, n>2, la media aritmética de los indices
{I(s,t)}s,_nes el indice de Bonferroni. Es decir, B es la media de cada fila del
esquema triangular:

n-1

Zl(s,n—s)z(n—l)B.

s=1
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Demostracion. A partir de los valores de la funcién beta cuando sus parametros
son enteros positivos y aplicando la formula del binomio de Newton, se tiene:

n-1
-1 s—l n-s-1 _ n-2) ¢4 _a\-s-1
Z(B(sn )Pt a-p) = (n 1);[3_1}’ @-p)t=

:<n—1)2("; jpsa—p)““=(n—1>[p+(1—p)]“Z:n—l.
s=0

De la igualdad anterior y de [4], resulta:

Zl(sn s)= Z(B(sn s))” j(l B(p)p* ' (L-p)"*dp =

s=1

=(n—1)j(1—B(p»dp=(n—1)B-
0

Una propiedad semejante a la anterior la satisface el indice de Gini, G=I1(2,1),
cuando en cada fila del esquema triangular se suprime el indice correspondiente a
s=1.

Proposicion 3. Para cada neN, n>3, el indice de Gini es una media ponderada
de los indices {I(s, )}ssp5.1=n: 1(2,n-2), I(3, N=3), ..... , I(n—1,1). Se satisface:

2 n-1 2 n-1
m;(s—l)l(s,n—s)ze, m;(s—l)zl

Demostracion. Es analoga a la anterior. En este caso, se tiene:

1 S 1,52 n-s-1_ S n-3 52 nosd
TP ICR LU —;(S_Jp Lop) =

n-3

Z( jp @-p)"* =[p+@-p)""

S=

Teniendo en cuenta la expresion [5], resulta:

mz(s Di(sn-s)= Zj(p L) dp =G,
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siendo

n-1

2
TR D

s=1

Por lo tanto, el indice B es una media simple de los indices de cada fila, mien-
tras que G es una media ponderada de esos mismos indices, excepto el corres-
pondiente a s=1. En esa media las ponderaciones crecen al hacerlo el parametro s,
de manera que ponderan mas los indices que centran su atencién en las rentas
altas.

Las proposiciones anteriores prueban la existencia de relaciones algebraicas
entre los elementos de By. Esta determinacion mutua(13) desde el punto de vista
del célculo es independiente de los aspectos éticos que subyacen en los indices de
las distintas familias.

En la seccion siguiente se abordan algunos de los aspectos normativos que in-
corporan los elementos de .

3. FUNDAMENTACION NORMATIVA

La relacién entre desigualdad y bienestar se establece mediante el enfoque de
Yaari (1987, 1988). Si F es la distribucién de la renta y ¢:[0, 1] >R es una funcion
de distribucion(14) que representa las preferencias sociales, la funcién de bienestar
social de Yaari (FBSY) viene dada por

1 1
W, = [ xdo(Fo0) = [F(p)db(p) = [ ¢ IF (p) .
0 0

R*

La expresion anterior indica que W, es aditiva y lineal en las rentas, ponderan-
dolas segun la posicién que asignan a los individuos en la distribucion. El peso
correspondiente a la renta del individuo con rango p, 0<p<1, es ¢ (p) >0 . Yaari (1988)
demuestra que W, (F) presenta aversion a la desigualdad si, y solo si, o (p) es

decreciente, lo que equivale a la concavidad de ¢.

(13) En Imedio y otros (2010) se demuestra que a partir de los elementos de una cual-
quiera de las familias a, 8 o y,, se pueden obtener los de las restantes.

(14) La supondremos de clase C’, dos veces derivable con continuidad. Cuando sea nece-
sario en resultados posteriores, se admitira la existencia de derivadas de orden superior.
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Si u es la media de la distribucion F y L(p) su curva de Lorenz, la FBSY se pue-
de expresar como una funcién de bienestar asociada a una medida lineal de des-
igualdad. Se verifica

W, (F) =n[1-1,(®)].,

siendo
1
14 (F) = j(p ~L(p) 7, (P)dp , m,(P) =~ (p), [12]
0

lo que proporciona una relacion explicita entre la distribucion de preferencias y la
ponderacion de las diferencias de Lorenz.

La expresion p [1— I¢(F)] es, segun el enfoque de Blackorby y Donaldson (1978),

la renta equivalente igualmente distribuida(15). En tal caso pl,(F) es la pérdida de
bienestar debida a la desigualdad.

Si 3p ={d(s1)}st>0 €s la familia de las distribuciones de preferencias asociadas
a los elementos de B, teniendo en cuenta las expresiones [6] y [12], se tiene:

d);s,t) (p) =-T (s,t) (p) = _(B (Svt))_l pS—2 (1 - p)t—l' S> O! t> O . [13]

Las funciones de Sﬁ son estrictamente concavas, por lo que en todos los indices

de la clase B, asi como en sus respectivas FBSY, subyace una preferencia (aver-
sién) por la igualdad (desigualdad). Es decir, satisfacen el PTPD. Esta postura
comun presenta, sin embargo, distintos grados de intensidad segun el indice.

Aunque para demostrar algunas propiedades normativas de los indices no sea
siempre necesario el conocimiento explicito de sus distribuciones de preferencias,
la obtencién de éstas es conveniente para abordar ciertas cuestiones. Por ejemplo,
la ordenacion de un conjunto de indices segun su grado de aversién a la desigual-
dad, equivale a la ordenacion de sus respectivas funciones de preferencia segun su
grado de concavidad.

(15) Es el nivel de renta que asignado por igual a todos los individuos de la poblacion
proporcionaria idéntico bienestar, segun la FBS especificada, que la distribucién existente.
Este concepto es la base del enfoque AKS (Atkinson (1970), Kolm (1976), Sen (1973)) para
relacionar bienestar y desigualdad.
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31 Distribuciones de preferencias

Las expresiones de las funciones ¢ cuando (s,t) e NxN se calculan facilmen-
te a partir de [13] integrando dos veces. Las constantes de integracion se determi-
nan al imponer que las distribuciones de preferencias pasen por los puntos (0, 0) y
(1, 1). Con ello, resulta:

p-pin(p) , t=1

_ t-1 it _ i+
bao(P) = {p—pln(p)+2%[t ill{p—iiﬂ 122,
i=1

t-1

ds () = B(s, )™ (‘—”(‘flj[p-ﬁ],szz,m.

e s +ji—10 i S+i
i=0

En particular, las distribuciones de preferencias de los indices de Bonferroni y
de Gini, son:

0 (P) = 01y(P) =P —PIN(P), 0<p <1, ¢, (0)=0.

6 (P) =1 (P) =20 —p*, 0<p<1l.

Ambas funciones son estrictamente crecientes y estrictamente céncavas en el
intervalo (0,1), pero el grado de concavidad de ¢z es mayor que el de ¢g, como
muestra la Figura 3.
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Figura 3

DISTRIBUCIONES DE PREFERENCIAS DE LOS INDICES DE GINI Y DE
BONFERRONI

0 0,2 0.4 0,6 0,8 1

‘— — G ——28

Ello implica que B presenta mayor aversién a la desigualdad que G, lo que inci-
de en las propiedades normativas de ambos indices(16); por ejemplo, en su distinto
comportamiento frente a principios de transferencias mas exigentes que el de
Pigou-Dalton.

El tipo de relacion existente entre B y G respecto a su grado de preferencia por la
igualdad, se extiende a los indices de las familias yy, a y 8. En Imedio y otros (2008,

2010) se demuestra que las funciones de 3, ={;nhen: So ={dsplsen VY
3 :{(I)(l,t)}teN estan ordenadas segun su grado de concavidad. Al aumentar el va-
lor de sus respectivos parametros, la concavidad de las funciones de 3, yde 35

aumenta, mientras que para las de 3, sucede lo contrario. De hecho, las funciones

~

de 3; yde 3,, convergen hacia la funciéon de méxima concavidad en [0,1], cons-

tante e igual a la unidad, excepto en p=0. Es decir:

(16) En Imedio (2007) se realiza una comparacion, estadistica y normativa, entre ambos
indices.
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0,p=0,

tLerw¢(1,t) (p) = tL'rﬂﬁ(1>(2,t) (p) = {1 ,0<p<1.

~

Por otra parte, las funciones de 3

[0,1]:

convergen hacia la identidad en el intervalo

o

sirpood)(s’l) (p) = p ) O < p Slv

cuya concavidad es nula.

En consecuencia, con los elementos de B queda cubierto todo el espectro de la
aversion a la desigualdad, desde la aversion maxima (méxima concavidad o leximin
rawlsiano) a la indiferencia (concavidad nula).

En el esquema triangular que representa a By, tomando como punto de partida
su veértice, I1(1,1), al desplazarnos por el lado derecho, familia a, los indices presen-
tan una aversion decreciente a la desigualdad y asignan un peso cada vez menor a
las rentas bajas. Sucede lo contrario si a partir de 1(1,1) (resp. 1(2,1)) recorremos el
lado izquierdo del triangulo, familia & (resp. familia yy). En este caso, los indices
incorporan una aversién creciente a la desigualdad, centrando cada vez méas su
interés en la cola izquierda de la distribucion.

En cada una de las filas del esquema triangular la suma de los dos parametros
de sus indices es constante, s+t=n, n>2. Si n>3, al recorrer cualquier fila de
izquierda a derecha, se inicia con un elemento de & y termina con un indice de la
familia a.. Al avanzar dentro de la fila, en el sentido sefialado, el grado de aversion
hacia la desigualdad disminuye. Como ejemplo, en la Figura 5 se representan las
cuatro funciones de preferencias correspondientes a los indices situados en la cuar-
ta fila del esquema triangular, {I(s,t)}¢, s -
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Figura 4
DISTRIBUCIONES DE PREFERENCIAS DE LOS INDICES {I(s, )}e 15

0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s=1; t=4 s=2; t=3

s=3; t=2 s=4; t=1

El gréfico anterior muestra que la distribucion de preferencias correspondiente al
indice 1(1,4) presenta el mayor grado de concavidad. Ese grado, y con él la prefe-
rencia por la igualdad, disminuye sucesivamente al pasar a los indices 1(2,3), 1(3,2)
e 1(4,1). Este comportamiento se repite en los indices situados en cada una de las
filas del esquema, si bien al ir aumentando s+t el nimero de indices es mayor, su
grado de aversion a la desigualdad (o la concavidad de sus respectivas funciones
de preferencia) cubre un espectro mas amplio y el cambio, en ese aspecto, entre
indices consecutivos es mas suave.

3.2 Principios de Transferencias

Los indices de B satisfacen el Principio de Transferencias de Pigou-Dalton
(PTPD) dada la concavidad de sus respectivas distribuciones de preferencias. Al
estudiar este tipo de medidas es habitual analizar si satisfacen criterios redistributi-
vos mas exigentes. Una idea obvia consiste en contemplar principios segun los
cuales el efecto de una transferencia progresiva, sobre la disminucién de la des-
igualdad, sea mayor en la medida en que los individuos involucrados estén situados
en la parte inferior de la distribuciéon. Kolm (1976) y Mehran (1976) proponen dos
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versiones alternativas de un principio de esas caracteristicas. Segun el Principio de
Transferencias Decrecientes (PTD), una transferencia progresiva entre dos indivi-
duos, con una diferencia de renta dada, ha de implicar una mayor reduccién (in-
cremento) del indice (bienestar) cuanto menores sean las rentas de esos indivi-
duos. Una version distinta del PTD es la que proporciona el Principio de Sensibili-
dad Posicional de la Transferencia (PSPT), segun el cual, para una diferencia de
rangos dada entre quienes tiene lugar la transferencia, el efecto es mayor en la
medida en que tenga lugar entre individuos situados en la parte inferior de la distri-
bucion. Estos principios incorporan posturas analogas ante las transferencias, al ser
relevante para ambos la situacion que los individuos ocupen en la distribucién, pero
mientras que para el PTD lo esencial es la diferencia de rentas entre el donante y el
receptor, para el PSPT lo es la proporcion de individuos situados entre ellos.

Formalmente, si | es una medida de desigualdad, sea Al,(5,s) el cambio en | al

realizar una transferencia de cuantia 8 desde un individuo con renta F*(p) hacia
otro con renta F(p—s) sin alterar sus rangos. Segun el PTPD es Al,(8,5) <0.
Sea

Al (8,8)= Al (8,5) ~ Al (5,9).

Anédlogamente, si Al,(,z) representa el cambio en | resultante de una transferen-
cia & desde una persona con renta x a otra con renta x-z, es Al,(5,z)<0 si se
cumple el PTPD. Sea

Aly (8,2) = Al (5,2) - Al (3,2) .

Definicién 3.
(i) El indice | satisface el PSPT si, y solo si (q<p)= Ay, (5,5)>0.

(i) El indice | satisface el PTD si, y slo si (y <x) = A, (5,2)>0.

En la proposicién siguiente se caracteriza el cumplimiento de ambos principios.

Proposicién 4(17). Sea F una distribucion de renta con media p e 1,(F) un indice
de desigualdad cuya distribucién de preferencias, ¢, es concava. Se verifica

(i) (Mehran (1976), Zoli (1999)) EIl indice |,(F) satisface el PSPT si, y sélo si,
¢ (p)>0.

(17) La demostracion de este resultado puede encontrarse en Imedio y Barcena (2007).
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(i) (Aaberge, 2000) El indice 1,(F) satisface el PTD si, y s6lo si, ¢ (F(x))F (x)es
estrictamente creciente para x>0. Ello equivale a la condicion

OFEX) . FX)
¢ (FO) ~ (F(x))?

[14]

La proposicion anterior prueba que una medida de desigualdad cumple, o no, el
PSPT segun las propiedades de su distribucién de preferencias, ¢, con indepen-
dencia de la distribucion de rentas sobre la que se aplique. Se trata, por lo tanto, de
una caracteristica del indice. No sucede lo mismo con el PTD. El que |,(F) lo satis-
faga no sélo depende de las propiedades de su distribucion de preferencias, sino
también de la forma de la distribucién de la renta. La expresién [14] proporciona la
relacién que ha de existir entre ambas distribuciones. Es decir, dada ¢, el indice
I,(F) verifica el PTD Gnicamente para una determinada clase de distribuciones de
renta, cuya extension depende del grado de aversion hacia la desigualdad que
presente ¢.

El comportamiento de los elementos de B respecto a ambos principios se obtie-
ne al aplicar la proposicién anterior a sus respectivas distribuciones de preferencias.

Corolario 1.

a) Los elementos de B = {I(s,t)}s,., Satisfacen el PSPT si, y sélo si, se verifica(18):

A(s,t,p)=[(s+t-3)p-s+2]>0, 0<p<1. [15]

b) Si F es la funcién de distribucién sobre la que se aplica el indice I(s,t) se satisfa-
ce el PTD si, y solo si:

(s+t-3F(X)-s+2 F."(X) x>0, (16]
FO)@-F(x)) (F (%))’

Segun lo anterior el indice de Bonferroni, B=1(1,1), satisface el PSPT, ya que
A(1,1,p)=1-p>0, O<p<1. Esto no sucede con el indice de Gini, G=I(2,1), al ser
A(2,1,p)=0, O<p<1l. Fijada una diferencia de rangos, el efecto sobre G de cualquier
transferencia progresiva es el mismo con independencia de la parte de la distribu-
cién en que tenga lugar. Otros indices presentan un comportamiento contrario al del
PSPT,; sobre ellos una transferencia progresiva reduce la desigualdad, pero, fijada

(18) El signo de la tercera derivada de la distribucidn de preferencias coincide con el de la
expresion A(s,t,p). Es evidente que este signo puede ser o no constante en (0,1), segun los
valores de sy de t.
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una diferencia de rangos, su incidencia en dicha reduccion, es mayor en la medida
en que involucre a individuos situados en la parte superior de la distribucién. Es el
caso de 1(3,1), al ser A(3,1,p)=p-1<0, O<p<1. Hay indices cuyo comportamiento
respecto a este principio no es uniforme. Por ejemplo, para [(3,3) es
A@3,3,p)=3p-1, de manera que este indice satisface el PSPT si p>1/3 y se
comporta de forma contraria para 0<p<1/3.

En el esquema triangular mediante el que representamos la subclase By, los ele-
mentos situados en una cualquiera de sus filas, {I(s,n—S)}..<n4, N=2, pueden pre-

sentar diferentes comportamientos respecto al PSPT. Al desplazarnos hacia la
derecha, dentro de una fila, los indices pasan de satisfacer este principio para
I(1,n-1) e I(2,n-2), a satisfacerlo solamente en un subintervalo de (0,1) hasta llegar
a cumplir lo contrario al PSPT en el caso de I(n-1,1).

Respecto al PTD, conviene observar que si un indice presenta aversion a la
desigualdad (¢ (p)<0) y la derivada tercera de su distribucién de preferencias es
no negativa (¢ (p)>0), cumplira el PTD para todas aquellas distribuciones de renta
que sean céncavas (F (x)<0), ya que entonces se verifica la condicién [14]. La
concavidad de F es, en estos casos, una condicién suficiente.

En particular, para el indice de Gini la condicién [16] se reduce a F (x) <0, por
lo que verifica el PTD sobre distribuciones estrictamente céncavas. Para el indice
de Bonferroni, B=1(1,1), la condicién [16] es

(L/F() > (F ())/(F(x))* , x>0,

lo que equivale a la concavidad estricta de In(F(x)), exigencia mas débil que la
concavidad de F(x). Por lo tanto, el conjunto de distribuciones de renta para las que
B cumple el PTD contiene estrictamente al conjunto de distribuciones para las que
G satisface ese principio. Es decir, si Q; representa el conjunto de las distribuciones
sobre las que el indice | satisface el PTD, se verifica Qg < Qg . En general, al aumen-

tar (resp. disminuir) el grado de aversion a la desigualdad de los indices, es més
(resp. menos) extenso el conjunto de las distribuciones para las que dichos indices
satisfacen(19) el PTD.

(19) El comportamiento de los indices de las familias y,, a y 8 respecto al PSPT y al PTD
se aborda con detalle en Imedio y otros (2008, 2010).
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4. ILUSTRACION EMPIRICA

En esta seccion se pone de manifiesto empiricamente el distinto grado de aver-
sién a la desigualdad de los indices de la familia g y de sus correspondientes FBS;
esto es, sus diferentes respuestas a los cambios que puedan producirse en la
distribucion, segun el rango de rentas en el que ese cambio tenga mayor incidencia.

Se utiliza como fuente la Encuesta de Condiciones de Vida(20) (ECV) en el afio
2008 para Espafa. Se consideran tres variables:

- La renta disponible de los hogares (X,).

- La renta disponible menos las transferencias sociales, excepto las prestacio-
nes por vejez y supervivencia (renta antes de transferencias, X,).

- La renta disponible més los impuestos directos (renta antes de impuestos, Xa).

Como un mismo ingreso puede dar lugar a diferentes niveles de vida en funcion
del tamafio y composicion del hogar, los ingresos se han ajustado mediante la
escala de equivalencia de la OCDE modificada(21). Con ello se obtiene la variable
objeto de estudio, renta equivalente del hogar, y;, definida como la renta del hogar,
x;, dividida por el nimero de miembros equivalentes, m(n;); esto es, y; = x;/m(n;).

Las transferencias sociales van dirigidas, en mayor medida, a la parte baja de la
distribucion. Por su parte, los impuestos directos proceden en mayor porcentaje de
las rentas altas. La Figura 5 recoge las distribuciones porcentuales de ambas
partidas, por decilas.

(20) En terminologia inglesa “European Statistics on Income and Living Conditions”
(EU-SILC). Es una fuente de referencia sobre estadisticas comparativas de la distribucion de
ingresos y la exclusion social en el ambito europeo.

(21) Esta escala asigna valor 1 al primer adulto del hogar, 0,5 a los adultos restantes y 0,3
a cada menor de 14 afos.
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Figura 5

DISTRIBUCION DE LAS TRANSFERENCIAS Y DE LOS IMPUESTOS
DIRECTOS POR DECILAS

‘l Transferencias B Impuestos y cotizaciones ‘

Fuente: Encuesta de Condiciones de Vida 2008

A continuaciéon se evalla el efecto de ambas partidas sobre los indices de la
forma {I(s,t)},<s.1<¢ Y SObre sus correspondientes FBS, {W}r<s.16- S€ trata,

por lo tanto de los elementos situados en las cinco primeras filas del esquema
triangular que representa a By.

En la Tabla 1 figuran los valores de cada uno de los indices para las distribucio-
nes Xi;, X, y Xs, respectivamente. Debajo de ellos se indican los porcentajes de
variacion al pasar de la distribucion X, a X; y de X3 a X3, en ese orden.
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Tanto las transferencias como el pago de los impuestos directos tienen un efec-
to igualador, reducen la desigualdad. Sin embargo, los porcentajes de disminucion
de los indices varian sensiblemente en funcién de la forma en que cada una de
esas partidas incide en los distintos tramos de la distribucidon. En el caso de las
transferencias, dirigidas en mayor medida a las rentas bajas, experimentan mayo-
res reducciones los indices que centran su atencidn en la cola izquierda de la
distribucion. Al ir desplazandonos en diagonal hacia la derecha y hacia abajo en el
esquema triangular cada vez es mayor la ponderacion que se asigna a la desigual-
dad local existente en la parte alta, siendo menor la reduccién de los indices. Lo
mismo, y por la misma razén, sucede al desplazarnos dentro de cada fila de iz-
quierda a derecha.

La recaudacién de los impuestos directos se concentra, en mayor medida, en la
cola derecha de la distribucion. Su efecto igualador al pasar a la distribucién de
renta disponible es mas acusado si se evalla mediante indices que presenten una
mayor sensibilidad a los cambios que se producen en las rentas altas. En este
caso, las disminuciones porcentuales de los indices al desplazarnos en el esquema
gue representa a By Siguen un comportamiento contrario al descrito para las trans-
ferencias.

Lo anterior muestra que una misma partida de renta puede considerase que tie-
ne mucho o poco efecto sobre la desigualdad dependiendo de doénde sitie el
evaluador social su interés. De este modo, si el evaluador social tiene mayor interés
por las rentas bajas y elige 1(1,5) para medir la desigualdad, resulta que las transfe-
rencias permiten reducir la desigualdad mas que los impuestos directos (un 7,9%
frente a un 3,1%). Por el contrario, si centra su interés en las rentas altas y realiza
la mediciéon con I(5,1) considerara que los impuestos son mas efectivos en la
reduccion de la desigualdad (un 8,4% frente a un 6,2%). En definitiva, al medir la
desigualdad es esencial tener en cuenta las caracteristicas del indice utilizado. En
este sentido, B permite la introduccién de matices muy variados en la medicion.

Este tipo de consideraciones se traslada a las FBS asociadas a los indices. En
la Tabla 2 figuran los valores de las funciones {W ;. },<s.1<¢ COIrespondientes a

las distribuciones X;, X, y X;. Debajo se indican los porcentajes de variacion al
pasar de la distribucion X, a X; y de Xz a X;. Las rentas medias se expresan en
euros(22).

(22) py =15199, py =14455, iy =17893.
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La inclusion de las transferencias, por su efecto sobre la renta media, supone un
aumento en el bienestar. EI mayor incremento porcentual tiene lugar cuando la
evaluacion se realiza con una FBS que asigna mayor ponderaciéon a las rentas
bajas. Disminuye, siguiendo la misma pauta que los indices correspondientes, al
realizar la medicién con funciones que incorporen menor aversion a la desigualdad.
El pago de los impuestos directos produce el efecto contrario, reduce el bienestar,
como consecuencia de la disminucién de la renta media. La reduccién mayor se
presenta en las FBS asociadas a indices que ponderan mas la desigualdad local en
las rentas altas, ya que es en estas rentas donde los impuestos tienen mayor
incidencia.

CONCLUSIONES

Los indices de la clase B incorporan criterios muy variados en la medicion de la
desigualdad. A la vez, comparten un origen homogéneo y presentan caracteristicas
comunes, lo que proporciona un tratamiento unificado de diferentes familias de este
tipo existentes en la literatura. Una de las principales ventajas de esta clase es que
permite seleccionar entre sus elementos indices que centren su atenciéon en una
zona prefijada e incluso en un percentil concreto de la distribucién.

Lo que distingue a cada elemento de B es su forma de ponderar la desigualdad
local que se acumula hasta cada percentil de renta. Las caracteristicas de esa
ponderacion determinan las del indice: tramo de la distribucién en el que centra su
interés, grado de aversién a la desigualdad, respuesta a las transferencias, segun
la diferencia de rango, o de renta, existente entre los individuos involucrados y de la
ubicacion de éstos en la distribucion.

La subclase By, que resulta cuando los dos pardmetros de los indices de B son
enteros positivos, contiene familias de interés mediante las que se puede recorrer
todo el espectro del grado de aversion a la desigualdad que puede incorporar un
indice, asi como seleccionar medidas con comportamientos muy diferentes en
relacién al PSPT o al PTD. Los indices situados en cada una de las filas del esquema
triangular que representa a By constituyen familias finitas del tipo {I(S;N—S)} cs<pq -

n>2, en las que también varia el grado de aversién a la desigualdad, sin llegar a los
casos extremos, asi como sus respuestas a los principios de transferencias anali-
zados. En cada una de estas filas al desplazarnos de izquierda a derecha varia el
grado de sensibilidad de los indices a los cambios que puedan tener lugar en las
rentas bajas, intermedias y altas.

Es evidente que la efectividad real de una medida de politica econémica enca-
minada, por ejemplo, a incidir de forma preferente sobre la desigualdad, o el bien-
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estar, en un determinado rango de rentas, no depende del indice que se seleccione
para realizar la valoracion. Con todo, es interesante tener la posibilidad de utilizar
indices que presenten una mayor sensibilidad a los cambios que puedan producirse
precisamente en el rango seleccionado. Ello permite una mejor valoracion cuantita-
tiva de la medida a adoptar y minimiza el riesgo de que, al realizar simulaciones, su
posible efecto pase desapercibido.

En las aplicaciones, la selecciéon de un conjunto reducido de elementos de 8
permite medir la desigualdad segun diferentes criterios distributivos, en funcion de
las preferencias del evaluador social y de la naturaleza de cada caso empirico.
Podria suceder que al tratar de ordenar un conjunto de distribuciones de renta se
obtuviesen ordenaciones diferentes segun el indice. Este resultado seria tan reve-
lador, teniendo en cuenta las caracteristicas de cada indice, como el proporcionado
por los casos robustos.
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THE BETA DISTRIBUTION AS A WEIGHTING SCHEME IN
INEQUALITY MEASURES

SUMMARY

This paper introduces and analyses, both normatively and statisti-
cally, a class of inequality measures. This class generalizes and com-
prises different well-known families of inequality measures as particu-
lar cases. The elements of this new class are obtained by weighting
local inequality evaluated through the Bonferroni curve. The weights
are the density functions of the beta distributions over [0,1]. As a con-
sequence of the different weighting schemes attached to the indexes,
the elements of the class introduce very dissimilar value judgements in
the measurement of inequality and welfare. In this class of inequality
measures is possible to select elements that focus on a particular part of
the income distribution. An empirical illustration based on the European
Statistic on Income and Living Condition for 2008 is also provided.

Keywords: Lorenz curve, Bonferroni curve, preferences distributions,
inequality aversion, transfers.
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