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Tema 1

Conceptos: poblacién objetivo y muestreada, unidad de observacién
y de muestreo, marco de muestreo. Sesgo de seleccién y de medicién.
Errores de muestreo y ajenos al muestreo: ventajas del uso del mues-
treo frente al uso de censos. Muestreo de probabilidad: marco de refe-
rencia, el error cuadratico medio de un estimador y estimadores inses-
gados.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia:

S. Lohr (2010). Sampling: Design and Analysis. 2nd. Duxbury Press

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

1.1 Introduccidon

La necesidad de informacién estadistica parece interminable en la sociedad moderna
en que vivimos. En particular, se recogen datos de forma regular para satisfacer la
necesidad de informacién sobre conjuntos especificos de elementos, llamados pobla-
ciones finitas. Por ejemplo, nuestro objetivo puede ser obtener informacién sobre los
hogares en una ciudad y sus comportamientos en materia de gastos, empresas en una
determinada industria y sus beneficios, las personas de un pais y su situacién laboral, o
las granjas de una regién y su produccién de cereales.

Una de las formas mas importantes de recogida de datos en la produccion estadistica
oficial para satisfacer estas necesidades es una encuesta muestral, es decir, una investi-
gacion parcial de la poblacion finita a través de una encuesta. Una encuesta muestral
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cuesta menos que un censo, es mas rapida y puede ser, incluso, més acurada' que los
Censos.

A lo largo del siglo XX el muestreo con encuestas? ha evolucionado hacia un conjunto
de teorias, métodos y operaciones usadas diariamente en todo el mundo.

En muchos paises, se constituye legalmente un instituto nacional de estadistica con el
fin de proporcionar informacién estadistica sobre la situacién del pafs. Las encuestas son
una parte importante de esta actividad. Por ejemplo, en Espafia, el Instituto Nacional de
Estadistica (INE) se rige, basicamente, por la Ley 12/1989, de 9 de mayo, de la Funcién
Estadistica Publica (LFEP) ?, que regula la actividad estadistica para fines estatales, que
es competencia exclusiva del Estado.

Por tanto, los INEs producen regularmente estadisticas sobre caracteristicas y activida-
des nacionales importantes, incluyendo la demografia (distribucién por edad y sexo,
tertilidad, mortalidad), agricultura (distribucién de las cosechas), poblacién activa (em-
pleo), salud y condiciones de vida, industria y comercio. Gran parte de la teoria basica
de muestreo se desarroll6 en oficinas de estadistica.

En las universidades, el muestreo es ampliamente utilizado, especialmente en sociologia
e investigacion de la opinién publica, y también en economia, ciencias politicas y psico-
logia. El muestreo ha crecido mucho y es un enfoque hoy dia aceptado universalmente
como forma de obtener informacién. Todos los afios se dedican muchos recursos a
realizar encuestas.

Los medios de comunicaciéon proporcionan al ptiblico resultados de encuestas nuevas o
periddicas. Y es ampliamente aceptado que una muestra puede proporcionar una ima-
gen acurada de una poblacién més grande?; por ejemplo, una muestra bien seleccionada
de unas miles de personas puede describir una poblacién de varios millones. Sin embar-
go, reunir los datos es muy costoso. Por tanto, por razones de efectividad de los costes,
es imprescindible usar los mejores métodos disponibles para disefiar las muestras y
para el célculo de estimaciones, utilizar la informacién auxiliar, etcétera.

'Empleamos el término acurado como traduccion literal de accurate pensando en el indicador del
error cuadratico medio, por distincién al término preciso, cuyo uso restringimos para referirnos solo a la
varianza de estimador (véase més abajo).

2Traducimos survey sampling como muestreo con encuestas para hacer explicitos los dos elementos
fundamentales de este modo de producir informacién (muestras y encuestas), que distinguirlo de otros
(censos, registros administrativos, nuevas fuentes de datos digitales).

Shttps://www.boe.es/buscar/doc.php?id=BOE-A-1989-10767

*No obstante, desde la propuesta original a finales del s. XIX de emplear muestras pasaron alrededor
de 40 anos hasta que empezaron a emplearse de manera rutinaria.

Tema 1. Muestreo de probabilidad. Conceptos basicos.
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1.2 Conceptos: poblacion objetivo y muestreada, unidad de observa-
cién y de muestreo, marco de muestreo

En esta seccién introduciremos la terminologia basica del muestreo con encuestas (survey
sampling). Una encuesta hace referencia a un conjunto finito de elementos o unidades de
observacion llamado poblacion finita. Existe una regla de enumeracién que define de forma
univoca a los elementos de la poblacién. El objetivo de una encuesta es proporcionar
informacién sobre la poblacién finita en cuestién o sobre subpoblaciones de especial
interés, por ejemplo, "Thombres’ y ‘'mujeres” pueden ser dos subpoblaciones de "todas
las personas’. Estas subpoblaciones se denominan dominios de estudio o simplemente
dominios.

Definiciéon 1

Las unidades de observacion, también denominadas unidades de andlisis, o simplemente
elementos, son las entidades que forman la poblaciéon. Entenderemos este término
como los elementos de la poblacién sobre los cuales se realiza la medicién de las
caracteristicas de interés y los valores obtenidos son grabados.

Con una encuesta se pretende obtener informacién sobre caracteristicas de la poblacion,
pardmetros, agregados o indicadores desconocidos. Los pardmetros son funciones de los
valores de las variables de estudio (a veces también denominadas variables objetivo®. Son
medidas cuantitativas desconocidas de interés, por ejemplo, los ingresos totales, los in-
gresos medios, la produccion total, el nimero de desempleados, tanto para la poblacion
completa como usualmente para dominios especificos.

Definicion 2

La poblacién objetivo es el conjunto de elementos sobre los cuales queremos obtener
informacién y para la que se desean calcular estimaciones de los pardmetros de
interés.

En la mayoria de las encuestas, el acceso y la observacién de elementos individuales
de la poblacién se establece mediante un marco de muestreo, un recurso que identifica
todos los elementos de la poblacién objetivo con las unidades de muestreo. Se trata de un
instrumento que permite acceder a las unidades de andlisis. Una definicién méas formal
de marco de muestreo se puede encontrar en Marco de muestreo.

Definicién 3

Las unidades de muestreo son las unidades que se seleccionan en la muestra. Son las
entidades que forman el marco muestral.

Starget variables

Tema 1. Muestreo de probabilidad. Conceptos basicos.
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Noétese la diferencia entre unidad de andlisis y unidad de muestreo a través de este
ejemplo. En una encuesta en la que quieran analizarse menores de edad, los elementos
o unidades de andlisis serian las personas menores de 18 afios. Ahora bien, para acceder
a ellas a menudo se selecciona una muestra de un marco de viviendas, por lo que las
viviendas serian las unidades de muestreo. Por dltimo, al ser menores, es posible que
la informacién sea proporcionada por un adulto (padre/madre/tutor legal), que seria
la unidad informante. En muchas operaciones estadisticas, los tres tipos de unidades
coinciden.

Definicion 4

La poblacién muestreda es el conjunto de todos los elementos de la poblacién que
pueden ser extraidos en una muestra, esto es, el conjunto de unidades que forman
parte del marco (las unidades de muestreo).

A partir de la poblacién, se selecciona una muestra, es decir, un subconjunto de elementos.
Esto se puede llevar a cabo seleccionando unidades del marco. Una muestra sera una
muestra probabilistica si se obtiene utilizando un mecanismo aleatorio como se verd en la
seccion 1.5.

Los elementos de la muestra son observados, es decir, para cada elemento de la muestra,
las variables de estudio son medidas y sus valores son grabados. La medicién se ajusta a
un plan de medicion bien definido, especificado en términos de instrumentos de medida,
una o mds operaciones de medida, el orden entre estas y las condiciones bajo las cuales
se llevan a cabo.

Por dltimo, los valores de las variables grabados se usan para calcular estimaciones
(puntuales) de los parametros de interés de la poblacién finita (totales, medias, medianas,
proporciones, coeficientes de regresion, etc.). También se calculan estimaciones de la
precision de las estimaciones. Las estimaciones son finalmente publicadas.

En una encuesta por muestreo, la observaciéon (medicién) se limita a un subconjunto de
la poblacién. El tipo de encuestas en las que se observa/mide toda la poblacién se llama
censo. A continuacién se muestra mediante un ejemplo el proceso general por fases de
una encuesta.

Ejemplo 1. Las encuestas de poblacion activa se llevan a cabo en muchos paises. Estas
encuestas tienen como objetivo responder preguntas como: ;Cudntas personas activas
hay en el pais y en cada una de sus regiones? ;Qué proporciéon de éstas estan des-
empleadas? En este caso, algunos de los conceptos clave son los siguientes. Poblacion:
Todas las personas del pais con ciertas excepciones (como menores de 16 afios, personas
ingresadas en instituciones). Dominios de interés: Grupos por edad y sexo de la poblacion,
grupos por ocupacion y regiones del pais. Variables: Cada persona, en el momento de la
encuesta, se puede clasificar en (a) perteneciente a la poblacién activa o no, y (b) em-
pleada o no. Por tanto, hay una variable de interés que toma el valor "uno’ si la persona

Tema 1. Muestreo de probabilidad. Conceptos bdsicos.
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pertenece a la poblacién activa y ‘cero’, en caso contrario. Para medir el desempleo,
se define una segunda variable de interés que toma el valor ‘uno’ si una persona esta
desempleada, ‘cero’, en caso contrario. Son esenciales las definiciones precisas. Si el
motivo es estimar el desempleo en un mes determinado y una persona entrevistada
indica que ha trabajado una semana durante ese mes, pero esta desempleada el dia de
la entrevista, debe haber una regla precisa que indica si esa persona esta desempleada
o no. Caracteristicas de interés de la poblacion: Ntmero de personas activas/ocupadas/-
paradas/inactivas, proporcién de ocupados/parados en la poblacién activa. Muestra:
Se selecciona una muestra de personas de la poblacién de la manera mas eficiente
teniendo en cuenta los recursos existentes. Observaciones/mediciones: Un entrevistador
visita a cada persona incluida en la muestra, le pregunta las cuestiones incluidas en un
cuestionario estandarizado y graba las respuestas. Procesamiento de datos y estimacion:
Los datos grabados son depurados, es decir, se preparan para la fase de estimacion;
se tienen en cuenta las reglas para la falta de respuesta; se calculan las estimaciones
de las caracteristicas de la poblacion. Se calculan indicadores sobre la precisién de las
estimaciones. Se publican los resultados. |

Marco de muestreo

El marco o marco de muestreo es cualquier material o recurso usado para obtener acceso a
la poblacion finita de interés. Con la ayuda del marco debe ser posible (1) identificar y
seleccionar una muestra de forma que respete un disefio muestral probabilistico (véase
1.5) y (2) establecer contacto con los elementos seleccionados (por teléfono, correo,
direccién postal, etc.). La siguiente definicion es de (Lessler y Kalsbeek 1992):

Definicion 5

Un marco de muestreo consiste en materiales, procedimientos y recursos que identi-
fican, distinguen y permiten el acceso a los elementos de la poblacién objetivo. Se
compone de un conjunto finito de unidades al que se aplica el disefio muestral proba-
bilistico [0 no probabilistico, en sentido mds general]. Incluye también informacién
auxiliar (medidas de tamafo, informacién demogréfica) usadas para (1) técnicas
muestrales especiales, como la estratificacion o la seleccién muestral proporcional al
tamarfio o (2) técnicas de estimacién especiales, como la estimacién de razén o de
regresion.

Los marcos muestrales son listas o procedimientos para identificar todos los elementos
de la poblacién objetivo. Algunos ejemplos de marcos son los siguientes.

Ejemplo 2. El Padr6n Municipal ¢ es un marco que contiene informacién sobre todos
los vecinos de los municipios de Espafia. Este marco contiene, para cada individuo,

Shttps://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736177011&menu=resultados&idp=1254734710990
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informacion sobre variables como la fecha y el lugar de nacimiento, el sexo, la nacionali-
dad o el domicilio habitual. Faltan algunas personas, e incluye algunas que realmente
no pertenecen a él, pero es un buen marco muestral. Una caracteristica muy interesan-
te es que proporciona acceso directo a la poblacién de Espafia. A menudo se usa un
muestreo estratificado a partir de este marco para las encuestas dirigidas a personas
llevadas a cabo por el INE. Se puede contactar facilmente con los elementos muestreados
(individuos). [ |

Ejemplo 3. El Directorio Central de Empresas (DIRCE) 7 es el marco muestral usado en
el INE para las encuestas a empresas. Es un marco bastante complejo y esta basado
en la informacién de varias fuentes. Por un lado, utiliza informacién de registros
administrativos, como el Impuesto sobre el Valor Afiadido, el Impuesto de Sociedades y el
Impuesto sobre la Renta de las Personas Fisicas de la Agencia Estatal de Administracion
Tributaria, el Registro de Cuentas de Cotizacion y el Registro de Trabajadores Activos en
Cuenta Propia de la Seguridad Social, los movimientos del Registro Mercantil y también
informacién de las encuestas estructurales y coyunturales de empresas realizadas por
el INE. Es necesaria la actualizacién continua para registrar los ‘nacimientos’ (nuevas
empresas que inician su actividad), ‘muertes’ (finalizacién de la actividad de la empresa)
y cambios en la clasificacion basados en el tamafio, la actividad o su ubicacién geografica.

|

Usaremos el término muestreo directo de elementos para denotar la seleccion muestral de
un marco que identifica directamente a los elementos individuales de la poblacién de
interés. Es decir, las unidades del marco son objetos del mismo tipo que aquellos que
queremos medir y observar. Una selecciéon de elementos puede tener lugar directamente
del marco. De forma ideal, el conjunto de elementos identificados en el marco coincide
con el conjunto de elementos en la poblacién de interés, esto es, las unidades de muestreo
coinciden con las unidades que conforman la poblacién objetivo.

Por ejemplo, si la poblacién de interés son los individuos residentes en Espafia, podemos
llevar a cabo un muestreo directo de elementos a partir del Padrén Municipal indicado
en el ejemplo 2. Aqui, la unidad muestral coincide con el elemento, que es el individuo.
(Los dos conjuntos realmente no son exactamente iguales, pero las diferencias son
pequenas). El marco del ejemplo 3 se puede usar para el muestreo directo de elementos
con el objetivo de estudiar la poblacién de empresas en Espafia; en este caso, las unidades
muestrales coinciden con los elementos, que son las empresas.

Sin embargo, en muchas ocasiones en la préctica no es posible realizar un muestreo di-
recto de elementos. Es importante realizar la siguiente distincién en relacién al concepto
de marco:

i. Un marco como una lista directa o identificacion directa de elementos de la
poblacién objetivo.

ii. Un marco como una lista o identificacién de conjuntos (mds grandes o mds peque-
fios) de elementos de la poblacién objetivo.

"https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736160707&menu=ultiDatos&idp=1254735576550
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En el caso (i), se puede llevar a cabo un muestreo directo de elementos. En el caso (ii), el
acceso a los elementos es més indirecto, concretamente, seleccionando conjuntos de ele-
mentos y observando todos o algunos de los elementos en estos conjuntos seleccionados.
En muchas situaciones, el caso (ii) es la tinica opcién, ya que no es posible encontrar o
construir (sin un coste prohibitivo) una lista de elementos. El nimero total de elementos
en la poblacién a menudo es desconocido en el caso (ii). Por ejemplo, pensemos en la
poblacion de hogares en un gran drea metropolitana. En muchas ciudades no existe
nada parecido a un registro completo de hogares. Se debe considerar otras unidades
muestrales distintos de los hogares. Una forma es definir unidades muestrales como
viviendas y seleccionar una muestra de este tipo de unidades. Con relativa facilidad
podemos entonces conseguir acceso a los hogares en (un ntimero reducido de) las
viviendas seleccionadas.

Las caracteristicas basicas que un marco muestral debe tener idealmente son (Burg y col.
2019):

* el marco debe estar disponible en formato digital;

* el marco tiene por objeto representar la poblacién objetivo tan acuradamente como
sea posible;

¢ el marco contiene las unidades muestrales basicas correspondientes a los elemen-
tos de la poblacién objetivo y asigna a cada unidad muestral un identificador
univoco;

* el marco incluye variables de enlace (linking variables), que permiten conectar las
unidades muestrales basicas con registros externos;

* el marco estd enriquecido con variables auxiliares, permitiendo un mejor uso (al
menos con las variables de contacto);

* Si existen unidades muestrales compuestas de unidades muestrales basicas (por
ejemplo, hogares a partir de personas), el enlace entre ambos tipos de unidades
estd incluido en el marco.

La calidad del marco puede evaluarse considerando distintos tipos de errores (Burg
y col. 2019):

e Errores de cobertura debidos a unidades muestrales faltantes, erroneamente in-
cluidas o duplicadas. Es uno de los aspectos més importantes de la calidad del
marco.

¢ Errores de clasificacion y de dominios de las unidades muestrales (p.ej. en el
c6digo de actividad econdémica principal de una empresa o en el municipio de
residencia de una persona).

* Errores en la informacién de contacto de las unidades muestrales (p.ej. direcciones
postales desactualizadas).

Tema 1. Muestreo de probabilidad. Conceptos bdsicos.
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e Errores de alineacién® en las unidades muestrales.

* Errores de unidad en las unidades muestrales compuestas (p.ej. al componer
errébneamente hogares a partir de personas).

En primer lugar, la subcobertura (under-coverage), en la que determinadas partes y ele-
mentos de la poblacién objetivo no estan integrados de modo sistemético y correcto,
conduce a severos problemas en el uso del marco. Por ejemplo, personas viviendo en
el extranjero o personas sin hogar a menudo no estan incluidos en numerosos proce-
dimientos administrativos de registro de la poblaciéon que alimentan el marco, que,
por tanto, no las contiene. El impacto de la subcobertura en la estimacién mediante
estimadores lineales se hace presente, sobre todo, en el sesgo de las estimaciones. Puede
hacerse una distincién entre la subcobertura por disefio y la subcobertura intrinseca.
La primera se produce cuando se excluyen voluntariamente por parte del estadistico
determinadas unidades muestrales (por ejemplo, porque son dificiles de localizar o
su contacto tiene asociado costes muy altos). La subcobertura intrinseca se produce
cuando las unidades muestrales no se encuentran en el marco por otras razones no
voluntarias. Por su parte, la sobrecobertura (over-coverage) tiene lugar si existen unida-
des muestrales duplicadas, no existentes o fuera del &mbito de la poblacién objetivo.
Se distinguen igualmente dos tipos de sobrecobertura: listados duplicados’ (duplicate
listings) y enumeracion errénea. El primer tipo corresponde a elementos de la poblacién
objetivo que estan referidos al menos dos veces mediante unidades muestrales. Los
duplicados afectan especialmente a la calidad de las estimaciones por su efecto a través
de las variables auxiliares. Ademds, incrementan el coste tanto de la recogida como del
procesamiento de datos. El segundo tipo hace referencia a elementos no elegibles para la
poblacién objetivo bajo andlisis. Su efecto negativo, en contraposicion a la subcobertura,
surge en la variabilidad (varianza) de los estimadores, al reducir el tamafio muestral (al
ser descartadas durante la recogida).

En segundo lugar, los errores de clasificaciéon y de dominios equivalen a subcobertura
en un dominio y sobrecobertura en otro dominio (p.ej. una empresa con un cédigo de
actividad econémica principal erréneo o una persona con un municipio de residencia
erréneo). Por tanto, este tipo de errores introduce informacién auxiliar incorrecta.

En tercer lugar, las variables de contacto en un marco desempefian un papel fundamen-
tal para poder recoger la informacién en la correspondiente fase de produccién. Deben
estar, por tanto, monitorizadas y comprobadas periédicamente.

Por dltimo, la relacién entre las unidades muestrales es cada vez mas importante. Tradi-
cionalmente ya en las estadisticas sociales estas relaciones han sido importantes para
identificar hogares y unidades compuestas de diversa naturaleza. En las encuestas

8Traducimos alignment como alineacién. Por error de alineacion (alignment error se indica la falta de
concordancia entre variables respecto de una misma unidad. Por ejemplo, entre nombres de empresas y
razones sociales. Este error conlleva la aparicién de mds errores (como el error de unidad (unit error)).
9En espafiol también se usa el término unidades repetidas.
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econdmicas, aunque tradicionalmente las unidades legales han sido objeto de estudio,
los grupos y holdings empresariales formados por varias unidades representan més
recientemente un objetivo de andlisis econdmico de creciente importancia. En este sen-
tido, los errores de alineamiento y de unidad deben ser detectados y corregidos en la
creaciéon y mantenimiento de los marcos.

Todos estos errores son errores ajenos al muestreo (non-sampling errors). En la seccién 1.4
se explicard la diferencia entre este tipo de errores y los errores de muestreo.

1.3 Sesgo de seleccién y de medicion

A la hora de elegir una muestra, es importante asegurarse de no incurrir en el sesgo
de seleccion, que consiste en no incluir en la muestra parte de la poblacién objetivo,
situacién que ocurre con frecuencia debido a que las unidades mds faciles de seleccionar
no son representativas de las més dificiles de elegir. Algunos ejemplos de sesgo de
seleccion son los siguientes:

¢ Usar un procedimiento de seleccién de la muestra tal que, sin saberlo los investi-
gadores, dependa de alguna caracteristica asociada con las propiedades de interés.
Por ejemplo, en una encuesta para determinar la frecuencia con la que los ado-
lescentes hablan de una determinada enfermedad con sus padres, se tomé una
muestra de conveniencia de adolescentes. Los adolescentes dispuestos a hablar
con los investigadores sobre la enfermedad tenian mds probabilidad de estar
dispuestos a hablar con sus progenitores. Los investigadores, que solo tuvieron en
cuenta las cantidades de tiempo mencionadas por los adolescentes en la muestra,
probablemente sobreestimaron la cantidad de comunicacién existente entre los
padres y los adolescentes.

* La llamada muestra de juicio, donde el encuestador usa su propio juicio para
elegir las unidades muestrales. Por ejemplo, si se quiere determinar el tiempo
medio que invierte una persona en un centro comercial, el encuestador podria
guiarse por su juicio para seleccionar deliberadamente aquellas personas que, por
su apariencia o comportamiento, parecen gastar un tiempo promedio en el centro
comercial, y asi confirmar su opinién.

* La existencia de errores en la especificacion de la poblacién objetivo. Por ejem-
plo, en encuestas relativas a las elecciones para elegir representantes politicos,
supongase que se selecciona la muestra a partir de los votantes registrados que
han votado en las anteriores elecciones, esto puede conllevar a no incluir en la
muestra a grupos que, no habiendo votado en anteriores comicios, si lo hacen en
los actuales.

¢ Lano inclusién de toda la poblacién objetivo en el marco de muestreo (el conocido
problema de la subcobertura que ya hemos analizado antes).

* La falta de respuesta puede distorsionar en gran medida los resultados de una
encuesta. Normalmente los individuos que no responden a la encuesta tienen
caracteristicas diferentes de los que si responden.
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* Generar la muestra a partir de voluntarios es otro caso obvio de sesgo de selec-
cioén, tal y como ocurre en las encuestas que realizan, por ejemplo, programas
de television en directo a través de llamadas telefénicas, redes sociales, etc. Este
tipo de muestras pueden ser sesgadas por muchas razones: una persona realiza la
encuesta multiples veces, los receptores de la encuesta (espectadores del programa
en directo) no tienen por qué representar a toda la poblacién objetivo, quienes
participan tampoco, etc.

* El reemplazo de un encuestado es otra fuente de sesgo de seleccién. Por ejemplo,
si un encuestador tiene asignado entrevistar a una unidad familiar y no hay
nadie en casa (o se trata de una zona de dificil acceso) es posible que busque
una alternativa (ir a casa de un vecino). En este caso es probable que la unidad
encuestada finalmente difiera de la original en varias caracteristicas, lo que puede
conducir a un sesgo de seleccién.

Ademads del mencionado sesgo de seleccion, otro concepto a tener en cuenta a la hora
de disefiar una encuesta es el sesgo de medicion. Se trata del problema de no medir
correctamente las respuestas, es decir, la respuesta recogida por el encuestador no es
totalmente precisa. Este sesgo sucede cuando el instrumento de medida usado presenta
alguna tendencia a diferir del valor verdadero. Como ocurre con el sesgo de seleccién,
el sesgo de medicion debe tenerse en cuenta desde el principio para minimizarlo en la
etapa del disefio de la encuesta.

Algunos ejemplos donde se produce sesgo de medicién son:

* Las personas encuestadas no dicen la verdad. Por ejemplo, los granjeron pueden
infraestimar su cosecha con el objetivo de recibir mayores ayudas econémicas.

* Las personas encuestadas no entienden la pregunta.

* Los personas encuestadas a veces dan respuestas diferentes segtin el entrevistador
que esté realizando las preguntas. Por ejemplo, para no herir la sensibilidad del
entrevistador.

* En ocasiones se dan respuestas para contentar o impresionar al entrevistador.

¢ FEl entrevistador podria influir en la precision de la respuesta. Por ejemplo, al leer
de forma incorrecta las preguntas, al registrar las respuestas de forma inadecuada
o bien al condicionar las respuestas del encuestado.

Aunque lo recomendable es que no exista sesgo de medicién, en ocasiones es imposible.
Por ejemplo, en una estudio sobre aves en un determinado territorio, los investigadores
se paraban cada cierta distancia y contaban las aves que podian ver y/o escuchar en
la zona. En este caso casi siempre van a subestimar el nimero de aves totales de la
zona.
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1.4 Errores de muestreo y ajenos al muestreo: ventajas del uso del mues-
treo frente al uso de censos

En el proceso de estimacién de un pardmetro de la poblacién a través de muestreo
probabilistico (véase la seccién 1.5.1) se origina un error de estimacién. El error de
estimacion se define como la desviacion de la estimacion respecto al verdadero valor
del parametro desconocido que se desea estimar. El error de estimacién es debido a dos
tipos de errores: el error de muestreo, originado al observar los parametros de interés
sobre un subconjunto de la poblacién en lugar de sobre la poblacién entera, y otro tipo
de errores, los denominados errores ajenos al muestreo.

El error de muestreo del estimador se debe exclusivamente al cilculo de la estimacion a
partir de los datos de un subconjunto de la poblacién (muestra).

Por su parte, los errores ajenos al muestreo son el resto de errores que se pueden producir
a lo largo de la investigacion estadistica: deficiencias en el marco de muestreo, falta de
respuesta, errores de medida y errores de procesamiento de la informacién. Algunos
de estos errores han sido expuestos ya en las secciones anteriores. Los errores ajernos al
muestreo pueden producirse en cualquiera de las siguientes fases de la encuesta:

i. Fase de seleccion de la muestra. Esta fase consiste en obtener, siguiendo el disefio
muestral seleccionado para la encuesta, una muestra de elementos a partir de la
utilizacién de un marco muestral adecuado. Los errores de estimacién asociados a
esta fase son el error de muestreo y las posibles deficiencias existentes en el marco
(ya estudiados en Marco de muestreo), de las cuales destaca la subcobertura que
produce serios problemas, ya que existen elementos de la poblacién objetivo que
no estan presentes en el marco, por lo que no pueden ser seleccionados.

ii. Fase de recogida de datos. Esta fase consiste en implementar el plan de recogida
de datos para la muestra seleccionada. Se pueden producir errores debido a la falta
de respuesta y errores de medida. La falta de respuesta se da, por ejemplo, cuando
existe una negativa o incapacidad para responder por parte del informante, o bien
el informante no se encuentra en su domicilio en el momento de la entrevista. Las
principales fuentes de los errores de medida son el entrevistador (defectos en la
labor de los entrevistadores por falta de formacién, interpretaciéon o grabacién
incorrecta de las respuestas dadas por el informante), el informante (respuestas
incorrectas de forma intencionada o no, interpretacién incorrecta de las preguntas
del cuestionario), el cuestionario (disefio incorrecto o inadecuado) y el modo de la
entrevista (véase p.ej. Groves 1989).

iii. Fase de procesamiento de datos. En esta fase se procesa y prepara la informacion
recogida para la fase de estimacién y andlisis (fase iv). Incluye la codificacién de los
datos, es decir, la transcripcion del cuestionario a un medio adecuado para la fase
iv, el proceso de depuracion de los datos, mediante la implementacién de técnicas
de deteccién y correccién de errores y outliers, la imputacion de datos faltantes
y el recontacto con los informantes para clarificar cualquier tipo de informacién
en caso de ser necesario y no suponer un coste demasiado elevado. Los errores
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que pueden surgir de esta fase incluyen por ejemplo errores de transcripcién,
codificacion y errores en los valores imputados.

En la fase de estimacién y andlisis, ademas de realizar los calculos de las estimaciones de
los pardmetros poblacionales, se obtienen medidas de precision de estas estimaciones,
como por ejemplo la estimacién de la varianza del estimador o del error de muestreo,

A~ A~

V(#) o (), respectivamente.

El error de muestreo, originado como consecuencia de la observacién de una muestra,
se produce cuando se realiza una encuesta por muestreo. Si se observa o mide toda
la poblacién, esto es, si se realiza un censo, entonces no hay error de muestreo. Sin
embargo, un censo no significa automaticamente ‘estimacién sin error’. Los errores
ajenos al muestreo se producen tanto en una encuesta por muestreo como en un censo.
El valor exacto del parametro de interés solo podrd ser obtenido en casos especiales, si
se realiza un censo, no hay errores de medida, no hay falta de respuesta, etc.

El error de muestreo de una encuesta puede ser cuantificado si se ha utilizado un
muestreo probabilistico para la seleccion de la muestra (véase la seccién 1.5). Las
principales ventajas del uso del muestreo frente al uso de censos son las siguientes:

¢ El muestreo con encuestas puede proporcionar informacién confiable a un coste
menor que un censo. Por otra parte, en ocasiones, una unidad de andlisis debe ser
destruida para ser observada, por lo que en este caso una muestra proporciona
informacién confiable sobre la poblacién, mientras que un censo la destruiria, y
con ello, la necesidad de informacién sobre ella.

* Los datos pueden ser recogidos de forma mds rdpida, por lo que las estimaciones
de los pardmetros de interés se pueden publicar de una manera programada y en
un tiempo razonable.

* Las estimaciones basadas en el muestreo con encuestas suelen ser mas acuradas
que aquellas basadas en un censo, ya que en una muestra se puede prestar mas
atencion a la recogida de la informacién y a la calidad de los datos a través del en-
trenamiento del personal y el seguimiento de las personas que no han respondido
a la encuesta. Sin embargo, un censo requiere de una gran organizacién adminis-
trativa y requiere de muchas personas dedicadas a la recogida de la informacion.
La complejidad administrativa y la presién por obtener las estimaciones a tiempo,
puede conducir a muchos errores.

1.5 Muestreo de probabilidad: marco de referencia, el error cuadratico
medio de un estimador y estimadores insesgados

1.5.1 Muestreo de probabilidad: marco de referencia

Considérese una poblacién constituida por N elementos {uy, ..., ux}, que se denota por
U={1,...,N}, donde el tamario de la poblacién N es conocido. Supongamos que se
desea estudiar la variable objetivo "ingreso del hogar’. Podriamos estar interesados por
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ejemplo en obtener informacion sobre el total de ingresos de los hogares de la poblacién,

esto es,
Yy = Z Yk
keU
o bien sobre el ingreso medio
_ 1
Yu = N Z Yk,
keU

donde y;, es el ingreso del hogar £.

Para ello se seleccionard una muestra, esto es, un subconjunto de elementos de la pobla-
cién U seleccionados de un marco muestral mediante un esquema de muestreo probabi-
listico. S representara a la muestra aleatoria y ng al niimero de elementos o cardinal de S.

El muestreo probabilistico o muestreo de probabilidad es un enfoque de la selecciéon de
muestras que satisface determinadas condiciones, las cuales, para el caso de seleccién
directa de elementos de la poblacién, se describen a continuacion:

1. Podemos definir el conjunto de muestras €2 que se pueden obtener con el proceso
de muestreo.

2. Existe una probabilidad de seleccién conocida p(s) asociada a cada muestra posible
s € (.

3. El procedimiento otorga a cada elemento en la poblacién una probabilidad no
nula de seleccion.

4. Se selecciona una muestra mediante un mecanismo aleatorio bajo el cual cada
posible muestra s € 2 recibe exactamente una probabilidad p(s).

Una muestra obtenida bajo estas cuatro condiciones se llama muestra probabilistica.

La funcién p(s) define una distribucion de probabilidad sobre 2. Se llama disefio de
muestreo. Una definicién mds rigurosa se enuncia en la definicion 7.

La probabilidad a la que se refiere el punto 3 se llama probabilidad de inclusion del ele-
mento.

Definicion 6

La probabilidad de inclusion, también denominada probabilidad de inclusion de primer
orden del elemento uy, se define como la probabilidad de que u;, pertenezca a la
muestra. Se denota por 7 y se puede calcular como:

e = P(uy, € S) (1.1)
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La probabilidad de inclusién de segundo orden de los elementos u; y u; se define
como la probabilidad de que u;, y u; pertenezcan a la muestra. Se denota por 7y, y se
puede calcular como:

Tl = P(uk, u; € S) (12)

La aleatorizacion a la que se refiere el punto 4 se lleva a cabo normalmente mediante la
implementacién de un algoritmo muestral, esto es, un procedimiento de seleccién de
muestras probabilisticas. Existen multiples tipos de algoritmos muestrales, que pueden
clasificarse en (i) enumerativos, (ii) de martingalas, (iii) secuenciales, (iv) por extraccién
individual, (v) eliminatorios y (vi) de rechazo (véase Tillé 2006, para los detalles).

Generalmente hablando, estos algoritmos consisten en la realizacién secuencial de expe-
rimentos aleatorizados que producen como resultado un elemento seleccionado en la
muestra tras cada experimento o bien la inclusién o exclusién en la muestra de cada
elemento del marco. En el ejemplo 4 se muestra un ejemplo del primer caso.

Ejemplo 4. Consideremos el siguiente procedimiento de seleccién de la muestra:

1. Se selecciona un elemento de los N posibles con igual probabilidad: +.

2. Se selecciona un segundo elemento de entre los N — 1 restantes con igual probabi-
lidad: .
N-1

n. Se selecciona un elemento de entre los N — n + 1 restantes con igual probabilidad:
1
N—n+1"

Este algoritmo secuencial es una posible forma de realizar un muestreo con probabilida-
des iguales y sin reemplazamiento, que produce una muestra de tamarfio n. Consiste en
realizar n experimentos aleatorizados (en este caso extracciones) donde el resultado es
la seleccién de un elemento en la muestra.

Definiciéon 7

Dado un mecanismo de seleccién de la muestra (algoritmo muestral), se define
el concepto de disefio de muestreo, disefio muestral o, simplemente, disefio como una
funcién p(-) que a cada muestra s le hace corresponder la probabilidad de que
dicha muestra sea seleccionada, p(s), para todo s del conjunto de posibles muestras,
denotado por 2.

En otras palabras, el disefio muestral p(-) es la funcién de probabilidad de la variable
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aleatoria S, que toma valores en €2

P(S =s) =p(s), paratodos e (.

La funcién p(-) define una funcién de probabilidad sobre el espacio muestral:

i. p(s) >0, para todo s € €.

ii. > p(s)=1.

seEN

El disefio muestral define un conjunto de muestras posibles, donde la probabilidad de
seleccién de cada una de ellas es estrictamente positiva, p(s) > 0. El resto de muestras
tendrdn probabilidad nula de seleccién y no estan en ).

Ejemplo 5. Bajo el mecanismo de selecciéon de la muestra definido en el Ejemplo 4, la
cardinalidad del espacio muestral es (") y todas las muestras tienen probabilidad igual
a ﬁ El disefio muestral es:

n

1
p(s) = 5~ paratodo s € Q.

()

Se denota como disefio del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (véase el tema 2).
|

A partir de ahora se considerardn exclusivamente muestras probabilisticas.

1.5.2 Estimadores y sus propiedades

Sea 0 un vector j—dimensional que representa los pardmetros poblacionales de interés,
estoes, § = (0y,...,0;). Un estimador es un estadistico, es decir, una funcién real de
la muestra aleatoria, propuesto para producir valores (estimaciones puntuales) del
pardmetro poblacional 0, que tomard distintos valores en funcién de la muestra elegida.
Asi, un estimador se describe en funcién de los valores muestrales 6 = 6(5).

Consideremos por ejemplo que se desea estimar el total poblacional de la variable y,

o~

O(v1,-...yn) =Yy = > Yy, podemos definir el estimador 6(S5) = % > Yk, usado en un
keU keS
disefio de muestreo con probabilidades iguales y sin reemplazamiento.

Definicion 8

Un estimador puntual del pardametro poblacional # es una funcién 0 que a cada

~

posible muestra S le hace corresponder una estimacién 6(S) de 6.
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~

Es importante distinguir entre estimador y estimaciéon. Una estimacion es el valor 6(s)
que se puede calcular para una muestra particular s del conjunto de muestras posibles (2.
Por ejemplo, en el caso del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, la variable

aleatoria N
0(S) = —
(8)=— > e
kes

es un estimador del pardmetro poblacional # = Y, = ) y,; mientras que la estimacién
keU
obtenida para una muestra particular seleccionada es el valor

é\(s) = % Z Y-

kes

Al conjunto de posibles valores que puede tomar el estimador 0 junto a la probabilidad
de que # tome dichos valores bajo un disefio muestral p(s) se conoce como la distribu-
cién del estimador 0 en el muestreo.

Definicion 9

Sea 0 un estimador para 0 y C el conjunto de todos los posibles valores que produce
el estimador. Para cada valor ¢ € C, la probabilidad de que el estimador tome dicho
valor viene dado por
Po=PH=c)= ) pls)
seEQe

~

donde Q)¢ es el conjunto de muestras s para las que §(s) = c.

La distribucién del estimador en el muestreo es el par {C, P }.

A continuacién se definen algunas propiedades importantes de los estimadores, el
concepto de insesgadez, error cuadrdtico medio, error de muestreo o error estdndar y error
relativo o coeficiente de variacion del estimador.

Definiciéon 10

Un estimador 6 es insesgado para el pardmetro 6 si su sesgo es 0, esto es:
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Definiciéon 11
El error cuadratico medio? del estimador @ se define como
- - 2 - 2
MEE@%:E{@—%O}::E:M@-<Wﬂ—ﬂ>.
seQ

" Mean square error.

Definiciéon 12
La varianza del estimador se define como

V(B) = S pls) - [As) ~ EIA]]

s€Q
Se puede demostrar el siguiente resultado:

Proposicién 1

Demostracion 1

En efecto:

~

MSE() = E

Ejemplo 6. Consideremos el disefio de muestreo con probabilidades iguales y sin reem-
plazamiento para el cual se habia propuesto el estimador

kesS

Este estimador es insesgado para § = ) y:
keU

Ef] = E

%Zlkyk] :%ZE[M'%:%Zﬂk'yk\z/zykze-

keU keU keU mp=2 keU
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El sesgo y el error cuadratico medio son medidas importantes de la calidad de un
estimador. En general, entre varios estimadores posibles para estimar el pardmetro 6,
se escogerd aquel cuya distribucién en el muestreo se concentre mas estrechamente
alrededor del verdadero pardmetro 6. Podriamos usar entonces como criterio de selec-
cién aquel estimador que tenga el menor error cuadrético medio, ya que hay razén
de peso para creer que si el error cuadrético medio del estimador es bajo, la muestra
extraida producird una estimacion cercana al valor verdadero. El error cuadratico medio
se puede reducir a través de la varianza del estimador o bien reduciendo el sesgo.
Normalmente el investigador se encargara de tomar un estimador que sea insesgado o
aproximadamente insesgado y escogerd aquel que tenga menor varianza.

Como ya se ha comentado, en el proceso de estimacion de un pardmetro de la poblacién
se originan dos tipos de errores: el error de muestreo y los errores ajenos al muestreo. El
error de muestreo del estimador se debe exclusivamente al calculo de la estimacién a
partir de los datos de un subconjunto de la poblacién.

Definicién 13

El error de muestreo o error estindar del estimador 0 se define como la raiz cuadrada
de la varianza del estimador, denominado o ():

(@) = [V(A)]l/ g

Otro indicador de precisiéon que a menudo suele obtenerse en las encuestas es una
estimacion del error relativo o coeficiente de variacién del estimador.

Definicién 14

El error relativo o coeficiente de variacion del estimador se define como el cociente entre
el error de muestreo y el valor esperado del estimador, esto es:

Q

)

CV(h) = E<T'

—

El estimador comtnmente usado para estimar el coeficiente de variacion cuando el
estimador 6 es insesgado o aproximadamente insesgado es:

-~

5 =70
cve(f) = 5

A continuacién veremos dos estimadores importantes en el contexto del muestreo con
probabilidades desiguales: el estimador de Horvitz-Thompson (HT) y el estimador de
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Hansen y Hurwitz (HH). En este tipo de muestreo la probabilidad de que u, pertenezca
a la muestra, esto es, la probabilidad de inclusién de primer orden 7, no es igual para
todo uy, € U. Se denotard u;, € S obien k € S para indicar que el elemento k pertenece a
la muestra aleatoria.

Definiciéon 15

Se denomina estimador 7 o estimador de Horvitz-Thompson de Yy, a:

=y &

T
kes 'k

El coeficiente % que multiplica a cada elemento se denomina factor de expansion (tam-
bién denominado peso de muestreo o factor de elevacion) e incrementa la importancia de
los elementos en la muestra, de tal forma que podria decirse que el elemento k—ésimo,
cuando estd presente en la muestra, representa no solo a dicho elemento sino a W—lk ele-
mentos de la poblacién. Asi, el factor de expansion podria interpretarse como el nimero
de elementos en la poblacién a los que representa cada unidad en la muestra.

Ejemplo 7. El estimador YHT para el disefio muestral aleatorio simple sin reemplazamiento
es, como ya se ha comentado con anterioridad,

~ N
YUHT = gzyi«
kes

Antes de proceder a obtener la expresién de la varianza del estimador y el estimador de
la varianza, vamos a definir la variable aleatoria indicador de pertenencia a la muestra del
elemento £, denotado por I;, = I;(S), para representar la pertenencia de un elemento a
la muestra. I toma dos valores: 1 si el elemento u;, pertenece a la muestra y 0, en caso
contrario, esto es,

Ik:Ik(S): 0 Sluk%s

I}, es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli con

{1, siu, €5,

Comentario 1. A partir de ahora y en los temas sucesivos se ignorard la distincién
tipogréfica entre S, la muestra aleatoria, y s, una muestra particular seleccionada del
conjunto de muestras posibles. Por simplicidad, se usara s.

Algunas propiedades basicas del estadistico /; se enuncian a continuacién.
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Proposicién 2
Dado un disefio muestral p(s) se tiene, para todo k,l =1,..., N:
i. E[ly] = m;
ii. V(I) =mp - (1 — mg);
iii. C(Ig, ) = mg — 7 - 7y,

donde E|[/;] y V(I)) representan la esperanza y la varianza de I, respectivamente, y
C(I, I;), 1a covarianza de I} e I;.

Demostracion 2

I, es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli con P(/;, = 1) = 74, usando
(1.1). Por tanto:

ii. V(1) = E[I2] — [E[I]]* = 7k - (1 — 7).
iii. (C([k, [l) = E[[k . Il] — ]E[[k] — E[[l] = Tk — T} - T, usando (12)

Proposicién 3

Dado un disefio muestral p(s) con tamafio de muestra fijo n, se tiene:

i > m=n.

keU

i Y S mm=n-(n—1).
keU leU
12k

iii. Zﬂ'kl = (TL— 1) * Tk
leU
l#k

Demostracion 3

LY = ZE[Ik]:IE[Z Ik] — E[n] = n.

keU keU keU

i > > =2 DB L) =E | X > I Ii| =E[n-(n—1)] =n-(n—-1).
keU leU keU leU keU leU
17k Ik I#k

ii. S mw=YE[,-I]=E {Ik- (Z I —Ik)] =E[l - (n— L) =

leU leU leU
12k [
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=n - E[I] —E\[{,?l: n—1)-E[lf]=(n—-1) m
E[1)]

A continuacién se obtiene la varianza del estimador de Horvitz-Thompson, asi como el
estimador insesgado de la varianza, a través del siguiente Teorema.

El estimador HT
Z Yk

kEs

es insesgado para el total Y = > v, y la expresion de la varianza del estimador es
kel

V(YHT Zzyk 7yl'll (ﬂ'kl—ﬂ'k 7Tl> (13)

ke 1ev Tk

Simy > 0 para todo k,1 € U, un estimador insesgado de V(?[}{T) viene dado por la
siguiente expresion debida a Horvitz y Thompson 1952:

v =y (1.4

kes les

Demostracion 4

El estimador YT es insesgado. En efecto:

E }”}HT _ Yk Yk I Yk ]
- sz -s[gn ) - gh
= > 2 m= =Y
keU keU

La expresion de la varianza de Y}' es:

VT = (Zy’“>= ( fj—i-fk>=
keU keU

Zi—’z V(1) +ZZC<% Ik,yl Il)_

keu K keU leU
Yi Yk Y

E = - V(i) + E E C (I, 1) =
T Tg T

keU keU leU
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y2 e U1
k
= - 1_7Tk + E E —_—— 7Tkl_7Tk7Tl)
0 Ty, T
keU keU leU
_ Yr Y
= (T — mmm) =— =
Tg T
keU leU

En cuanto a la insesgadez deV (?&”), usando el indicador de pertenencia de un
elemento a la muestra y siempre que 7, > 0 para todo k, ! € U, se puede escribir

cuya esperanza es

B[ (W) - E

T
jeu ev kM ki
Ye Y1 Tg — T T
= E E -—-—-m VY[}TIT
T
jevier T ki

Dado un disefio muestral p(s) con un tamarfio de muestra fijo n, entonces la varianza
del estimador HT puede ser también escrita de la siguiente forma:

> 1 Yk Y 2
HTY\ _
)——55 g (mz—m'm)-(ﬁ—k—a) ) (1.5)
keU 1eU

Si > 0 para todo k,1 € U, un estimador insesgado de V(?KI]{T) viene dado por la
siguiente expresion debida a Yates y Grundy 1953 y Sen 1953:

W ___Zzﬂkz—m Tk (%_ﬂ)Q (1.6)

T T
kes les k !

Demostracion 5

Se puede demostrar que las expresiones (1.3) y (1.5) son equivalentes cuando el
tamafio del disefio es fijo. En efecto:

VE) = I S - mem)- [(%) oy (g)] _

keU 1eU
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2 2
donde Z Z(Wkl_ﬂk'ﬂl)' (i—i) = Z (g—i) Z(?Tkl—ﬂk-m) :0,yaque:

keU leU keU leU
Z(ﬂ'kl—ﬂ'k'ﬂ'l) = Zﬂ'kl—ﬂ'kZﬂ'l:ZE[[k-[l]—WkZE[[Z]I
leU leU leU leU leU
= ka-J,]—m-E Y I| =E[n- I — m - Eln] =
leU leUu

= n-mp—n-m =0

Se obtiene asi la expresion (1.3).

En cuanto a la insesgadez del estimador de la varianza, si 7 > 0 para todo k,1 € U,
entonces V(Y1) se puede escribir como

2
~ o~ ﬂ— T

Tkl

20 iev
~ 1 Mgy — Mg+ T ?
HT\1 _ kl k- Tk Ye Ui .
E[V(Y;™)] = —§ZZE[[Z'11]'W—M‘(E—;Z) =
keU 1eU
2
Tl — T T ~
S T (UM
LAY
keU 1eU

Como se ha comentado, las dos expresiones de la varianza del estimador (1.3) y (1.5)
son idénticas cuando el disefio produce muestras de tamafio fijo. Sin embargo, los dos
estimadores insesgados de las varianzas (1.4) y (1.6) no son necesariamente iguales.

Puede comprobarse que para el disefio del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento,
que es un disefio que produce muestras de tamario fijo, las dos expresiones de la va-
rianza del estimador dado en el Ejemplo 7 y del estimador de la varianza producen los
mismos resultados.

El estimador HT serd usado en los temas sucesivos cuando se utilicen esquemas de
muestreo donde la seleccion de la muestra se realiza sin reemplazamiento. Existen otros
esquemas de muestreo que permiten seleccionar elementos ya extraidos previamente,
denominados esquemas de muestreo con reemplazamiento.

Supongamos que la probabilidad de que un elemento de la poblacién sea seleccionado

esp, >0, Vk=1,...,N,con > p, =1y se realizan n extracciones con reemplazamien-
keU

to. El esquema general de un proceso de muestreo con reemplazamiento consiste en
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seleccionar el primer elemento de la muestra, por ejemplo k;, y devolverlo nuevamente
al conjunto de posibles elementos a seleccionar. A continuacién se extrae el segundo
elemento de la muestra, k,, y se vuelve a reponer, y asi sucesivamente hasta realizar n
extracciones. Se puede observar que las n extracciones son independientes y las probabi-
lidades de seleccionar una unidad son las mismas en cada extracciéon. Podemos escribir
la muestra resultante como una muestra ordenada de n elementos como sigue:

0s = (ki, ..., ky).

La muestra ordenada contiene informacién sobre el orden de extraccién y el nimero
de veces que cada elemento aparece en la muestra. Sin embargo, la informacién sobre
el orden de extraccién no interesa para nuestro propdsito, ya que muestras con los
mismos elementos pero en distinto orden las consideraremos la misma. Asi, para un
disefio de tamafio fijo n, el nimero posible de muestras distintas es una combinacién
con repeticion de IV elementos tomados de n en n.

Se define la variable aleatoria m; como el ntimero de veces que aparece el elemento k
en la muestra con £ = 1, ..., N, cuya distribucién es binomial de pardmetros n y p;. La
probabilidad de seleccionar una muestra viene dada por el modelo multinomial:

n!

P(elzml,...,eN:mN): | -(pl)ml-...'(pN>mN,

my!l .. omy

donde ) my =n.

=
La probabilidad de inclusion del elemento k, Vk € U se puede calcular como:
T = Plup € 8) =P(my #0)=1—-P(my, =0) =
— 1= (p) e ampr = 1- - py

El estimador que se usard en los esquemas de muestreo con reemplazamiento se define
a continuacion.

Definicion 16

Sea Yy, el total poblacional de la variable y el parametro de interés. El estimador de
Yy debido a Hansen y Hurwitz 1943 es

I ]

n .
im1 Pki

y lo denominaremos el estimador HH.
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El estimador HH .
R
51 P
es un estimador insesgado para el total Yy = ) y; y la expresion de la varianza del
kel
estimador es )
S 1
V) == (% - YU> - D (1.7)
" ev \Pk
Un estimador insesgado de V(Y1) viene dado por
N 1 n n 2
V) = —— (— — ?HH) . 1.8
(U ) n(n—l)z Dk, U ( )

i=1

Demostracion 6

Se define Z; = z—’;: como una variable aleatoria que toma los valores Z; = % si
k; = k para todo k = 1,..., N, es decir, si el elemento k se ha seleccionado en la
extraccion i-ésima. Asi pues, se dispone de n variables aleatorias cuya distribucién
de probabilidad viene dada por

Pk

El estimador HH puede escribirse en funcién de Z;:

Las variables aleatorias 7, ..., Z,, son independientes e idénticamente distribuidas,
ya que se realizan extracciones independientes con las mismas probabilidades de
seleccion (py, ..., py) en cada extraccion.

E[Z] = Z%.P(zi:%>: %-kaYU
keUpk Pk keUpk

V(Z) = E[(Z-E[Z)*] =E[(Z-Y)’] =) (% _ YU) s

keU

Dado que Y™ es la media aritmética de n variables aleatorias independientes e

Tema 1. Muestreo de probabilidad. Conceptos basicos.



1.5. Muestreo de probabilidad: marco de referencia, el error cuadratico medio de un estimador y
estimadores insesgados 1-26

idénticamente distribuidas, se tiene:
E [?HH} - EZYU ~ Yy
U n 2

. 1 2
\Y (Y;H> = - (% - YU) * Dk
weu \Pk

En cuanto a la insesgadez de V (Y[}{H), dado que 7, ..., Z,, son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, se tiene que la cuasivarianza muestral

n

1 )2 1 Ve onn)
n—lZ(Zi_Z) :n—lz(__YLIZ{H)

i=1 i—1 \Pk:

es un estimador insesgado de la varianza de Z;, quedando demostrada asi la inses-
gadez de V <?§H>
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Tema 2

Muestreo aleatorio simple. Estimadores insesgados, varianzas y la esti-
macién de las varianzas. Intervalos de confianza. Estimacién del tama-
fio de la muestra. Seleccién sistematica. Estimacién por razones.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia:

W. G. Cochran (1977). Sampling Techniques. 3rd. Wiley
S. Lohr (2010). Sampling: Design and Analysis. 2nd. Duxbury Press

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.
Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacién.

2.1 Introduccidon

El muestreo aleatorio simple es un disefio de muestreo directo de elementos. La se-
leccién de la muestra bajo este tipo de disefios requiere la existencia de un marco que
identifique las unidades de muestreo, que son precisamente los elementos de la pobla-
cion.

Considérese una poblacién constituida por N elementos {u, ..., uy}, que se denota por
U ={1,...,N} y supdngase que el parametro de interés es el total poblacional de la
variable de estudio y.

El muestreo aleatorio simple pertenece a la categoria de disefios denominados disefios
de muestreo con probabilidades iguales. La caracteristica comtn de este tipo de disefios
es que las probabilidades de inclusién de primer orden 7;, son iguales, esto es 7, =
constante, paratodo k =1,..., N. 7 representa la probabilidad de que el elemento
pertenezca a la muestra. Se denotard u;, € s o bien k € s para indicar que el elemento k
pertenece a la muestra aleatoria.
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Supongamos que se desea obtener informacién sobre la variable ‘ingreso del hogar’. A
esta variable de interés se la denomina variable de estudio. Podriamos estar interesados
por ejemplo en obtener informacién sobre el total de ingresos de los hogares de la

poblacién, esto es,
Yy = Z Yk

Existen dos formas de seleccionar una muestra aleatoria simple: muestreo aleatorio simple
sin reemplazamiento, donde todos los elementos de la muestra son distintos, y muestreo
aleatorio simple con reemplazamiento, donde un mismo elemento puede aparecer mds de
una vez en la muestra.

2.2 Muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento

2.2.1 Definicion

El muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (también denominado sin reposicién
o sin reemplazo) es un disefio de muestreo con probabilidades iguales que produce
muestras de tamafio fijo. Denotamos el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
como disefio srswor.

El disefio srswor consiste en seleccionar un subconjunto de n elementos de la poblacién,
no repetidos, donde cada elemento tiene la misma probabilidad de pertenecer a la
muestra. Téngase en cuenta que en este disefio no hay reemplazamiento de las unidades
seleccionadas previamente. Por otra parte, muestras con los mismos elementos pero
con un orden distinto se consideran iguales. Asi, la cardinalidad del espacio muestral es
(M) y todas las muestras tienen probabilidad igual a ﬁ

n

El disefio muestral es: .

p(s) = m, para todo s € .
Bajo el disefio srswor, las probabilidades de inclusiéon de primer y segundo orden de
todos los elementos de la poblacién son iguales. En efecto:

7, = P(uy aparezca una vez en la muestra y las n — 1 unidades
restantes que forman parte de la muestra no sean u;) =
) weem
n—1 —n)!-(n—1)! . o
(N) - NI :N, k’—l,,N
n (N—n)!ln!
N—2) (N=2)!
(— —n)!-(n—2)! n(n—l)
= Plug,u € s) = ~o2e = W2 L k#l=1,...,N.
Tkl (Uk (A 3) (]X) (N_]\:L[)'.n' N - (N _ 1)7 7é ) )

A continuacion se presentan varios procedimientos para implementar el disefio srswor
y obtener como resultado una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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Ejemplo 8. Consideremos el siguiente algoritmo secuencial de selecciéon de la muestra,
que consiste en realizar n experimentos aleatorizados (en este caso extracciones) donde
el resultado es la seleccién de un elemento en la muestra.

1. Se selecciona un elemento de los N posibles con igual probabilidad: .

2. Se selecciona un segundo elemento de entre los N — 1 restantes con igual probabi-
lidad: .
N-1

3.:

n. Se selecciona un elemento de entre los N — n + 1 restantes con igual probabilidad:
1
N—-n+1"

Sin embargo, cuando el tamafio de la poblacién es grande suele ser méds conveniente
usar mecanismos donde el resultado de cada experimento sea la inclusién o exclusiéon
en la muestra del elemento. Veamos algunos ejemplos de algoritmos de este tipo.

Ejemplo 9. Este mecanismo de seleccién de la muestra es debido a Fan, Muller y Rezucha
1962.

* Se consideran N realizaciones independientes de una variable aleatoria con distri-
bucién uniforme sobre el intervalo (0,1): €1, 9, ..., enN.

* Sea 3 una constante fijada, la seleccién o no seleccién de la primera unidad u,
en la muestra se determina de la siguiente forma: si e; < £, el elemento u; es
seleccionado en la muestra, en caso contrario no.

¢ Para los siguientes elementos de la poblacién, k = 2,..., N, el elemento es selec-
cionado si
< n—mng
8 —_—
PNkt

donde n;, es el tamafio de la muestra hasta ese momento, es decir, el niimero de
elementos que han resultado seleccionados en la muestra de entre los primeros
k — 1 elementos para los que ya se ha realizado el experimento.

¢ El procedimiento termina cuando n; = n.

Notese que para implementar el esquema descrito en el Ejemplo 9 el tamafio de la
poblaciéon N debe ser conocido. En caso de no ser conocido, es necesario realizar una
pasada preliminar a lo largo del marco muestral para determinar N. En la préctica
puede ocurrir que el tamafio de la poblacién de nuestro estudio sea desconocido, por
ejemplo si la poblacién de interés estd referida a un subconjunto de los elementos del
marco.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.



2.2. Muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento 2-4

Ejemplo 10. McLeod y Bellhouse 1983 proponen un método sencillo de seleccién de una
muestra aleatoria simple de tamafio n, que no requiere del conocimiento previo del
tamafio V.

¢ Se seleccionan los primeros n elementos en la muestra inicial: k1, ks, . . . , k..

* Para cualquier elemento & > n, se considera una realizacién de una variable
aleatoria con distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0, 1): £. Se calcula

j =1+ [8 k- k]
donde [-] denota la parte entera. Si j < n entonces el elemento j de la muestra
actual es reemplazado por el elemento k de la poblacién.

* El algoritmo termina cuando se ha realizado el experimento para todos los ele-
mentos.

Por tanto, al finalizar el algoritmo £ contiene el valor del tamafio poblacional N. W

Ejemplo 11. Otro esquema para seleccionar una muestra aleatoria simple es el siguiente:

* Se consideran N realizaciones independientes de una variable aleatoria con distri-
bucién uniforme sobre el intervalo (0,1) : €1,¢3,...,en.

* Los valores obtenidos se ordenan de menor a mayor
Elky) < E(ka) < -+ < E(ky)

donde ¢,y es el j-ésimo valor mas pequefio de los N valores obtenidos.

* La muestra de tamafio n estard compuesta por los n primeros elementos que se
corresponden precisamente con aquellos para los que se obtuvieron los valores ¢,
mas pequenos €k, ), €(ky), - - - » € (kn)-

El esquema de seleccién de muestras descrito en el Ejemplo 11 presenta la ventaja de que
permite obtener de forma simultdnea varias muestras aleatorias simples no solapadas,
es decir, donde cualquier elemento de la poblacién solo puede haber sido seleccionado
en una muestra. La segunda muestra estaria formada por los siguientes n elementos
que se corresponden con los que siguientes valores ¢, mas bajos. Esta muestra no esté
solapada con la primera. Y asi sucesivamente.

Las muestras sin solapamientos son deseables por ejemplo cuando es necesario realizar
varias encuestas diferentes sobre la misma poblacién en un corto espacio de tiempo.
Esto es un beneficio ya que asi se reduce la carga del informante.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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2.2.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza

Se propone el estimador de Horvitz-Thompson como estimador del total poblacional
Y. Veamos a continuacion cudl es el estimador y la varianza bajo el disefio srswor. Para
demostrar los resultados se hara uso de las expresiones obtenidas en el Tema 1.

Proposicién 7

El estimador de Horvitz-Thompson (HT) es

La varianza del estimador viene dada por

~ 1 1 1—
Vorswor (Y[}_IT> = N?. (ﬁ - N) ) SEU = N?. n f ’ S;U (21)

2 _ 1 o Y2 At - _n

donde S;;; = kZU(yk — 9u)* es la cuasivarianza poblacional de y, f = & se
S

denomina fraccién de muestreo y 1 — f factor de correcciéon para poblaciones finitas.

Demostracion 7

~ N
Y(?T = ;%:Z%:%'Zyk
€s kes

kes N

La expresion de la varianza de Y} es:

Vsrswor(?[}_ﬁ) - ZZ Tkl — 7Tk7Tl yk : yl -

T T
keU leU
2
Yk Ye Y
= D 0-m)+ ) ) (- mm) =
ke Tk keUleU7T m
2
B Ui ( ) Ve Y [n-(n—l) nonl
A N5 > s na]-
keu N keUlli(é ¥ LNV-(N-1) N N

St DO ED BB

keU keU lEU
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Teniendo en cuenta que la varianza es invariante ante un cambio de origen, se tiene:

Vsrsw(,r(f/gT):N;n. Sw—w) -3 yk—yU yz—yy)

keU keU ZGU

Recordando que ) (yx — yuv) = 0, se tiene
keU

(Z(%—%)) :Zyk_yU +ZZyk—yU —yy) =0

keU keU keU lEU

De esta forma, la expresion de VSTWT(?IE{T) queda:

~ N —n 1
Vsrswor <YHT> - ' — ¥ ~r 1 —gu)?| =
U - E (yr. — Jv)* tT (yx — Ju)
keU keU
N —n 1
= 1+ ——1. — ) =
- < +N_1) > " (yk — v
keU

52
— NZ.(1_f).2wU
= N (1)

Proposicién 8

Bajo el disefio del muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento, un estimador
insesgado de la cuasivarianza poblacional es la cuasivarianza muestral:

2 1 = \2
Sys—m‘Z(yk—ys)

kes
Demostracion 8
X _
Bls5] = — B[S (f-2 wen )| - [zyk—n 7| -
L k€Es kes
. n E [ yl% [ _ l% ]E —2 _
R P 2 B B[R] -
L keU
_n | 2 2 s
- n—1I|N keZUyk Yo — srswor ] yU V(Us)]
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Usando (2.1) se tiene:

E [Sys} - n—1. {UyU T, 'SyU] -
n 2 IL—f
B n—1 [UyU_ n .SyU] -
— N 2 _S2
~— N —1 yU yU
2 __N 2
SyU_N—l'UyU

~ ~ 1
Vsrswor (Y[}_IT) - N2 '

.57, (2.2)

Demostracion 9

Al resultado se llega de forma obvia utilizando que la cuasivarianza muestral es un
estimador insesgado de la cuasivarianza poblacional.

Ejemplo 12. Se desea estimar el consumo mensual de folios de los trabajadores de una
empresa. Para ello se decide realizar un muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento.
Se seleccionan 200 de los 1000 trabajadores que hay en la empresa, obteniéndose un
consumo medio de 60 folios por trabajador, y una cuasivarianza muestral de 25. La
estimacién del consumo mensual de folios a partir del uso del estimador de Horvitz-
Thompson es

~ N
Y&—IT: gzyk:N'ys: 1000 - 60 = 60000
kes

La estimacion de la varianza del estimador es

N N S2 200 25
Vsrswm" (YHT> - N2 = L= 10002 ' 1—— - —— = 100000
v (1= 1) n 1000/ 200

Luego la estimacién del error de muestreo vendrd dado, por definicién, por la raiz
cuadrada de 100000. [
Estimacién de la media poblacional

Un estimador insesgado de la media poblacional 3 se obtiene diviviendo el estimador
de Horvitz-Thompson para el caso del total por el tamafio poblacional N:

/_\HT_l AHT_]‘ =
Yu —N'YU —ﬁ';yk—ys
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En efecto:

~HT 1 & 1 _
E[?JU]:E{N‘Y(}IT} :N'YU:yU

De esta forma, la varianza y el estimador de la varianza pueden obtenerse de forma
sencilla:

~HT 1 kg 1-— f
Vsrswor <yU ) - m -V [YUHT:| = —n . SjU
5y ~HT 1-— f
Vsrswor (yU > = n ' Sjs

2.2.3 Estimacion en dominios

En la mayoria de encuestas se suele estar interesado en realizar estimaciones no solo
para la poblacién completa U, sino también para determinadas subpoblaciones, denomi-
nadas dominios de estudio o simplemente dominios. Por ejemplo, podriamos tener interés
en estimar el nimero de personas desempleadas por grupos de edad, sexo, ocupacién o
bien por regiones del pais. La estimacion realizada en determinadas subpoblaciones se
conoce como estimacion en dominios.

Sea Uy el dominio o subpoblacién de interés, se define /V; como el tamafio de Uy, esto es,
el niimero de elementos de la poblacién que pertenecen al dominio Uy y, por otra parte,
P, la proporcién de elementos de la poblacién U que pertenecen a Uj.

¢ Estimacion del tamafio absoluto y relativo de un dominio

Suponiendo conocido N y desconocido Ny, se desea estimar el valor de Ny y F.
Para ello, se define la variable z;, que toma los valores

1, sikeU
0, Sik%Ud

Zdk =

paratodok e 1,...,N.

El total de la variable z, es el nimero de elementos que pertenecen a U, y la media
de la variable z, es la proporcién de elementos que pertenecen a Uy:

> e = Ng

keU

- Zdk Ny p
2dU = N = T — L4

keU

Sea s la muestra aleatoria seleccionada de tamafio n con ng =, ., zax el nimero
de elementos de la muestra que pertenecen al dominio y p; = ** la proporcién de
elementos de la muestra que pertenecen a U,.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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A continuacién se aplicaran los resultados de la Proposicién 7 para obtener el
estimador HT de N, y la varianza del estimador.

Ny= N -pq

Tomando Q); = 1 — P, la varianza del estimador viene dada por:

5 S? N —-n o2 N—n P; Qq
Vsrswor<N):N2' 1-— ~iU:N2. . sz:Nz. .
! (=7 n N—-1 n N -1 n
ya que
1 1
oy = N‘Z(de—Pd)2:N'lzzgk—Q-PdZde—l—N-PdQ =
keU keU keU
1 1
= ﬁ'[Zde—2~N-P§+N-P3 — <[NP NP =
keU

= P;-(1—Py)=PFs-Qq

Usando (2.2), un estimador insesgado de la varianza es:

. 2

. 2, :
VS’I"S’UJOT‘ <Nd) = N2 : (1 - f) ’ s = N2 ’ (1 B f> ’ Zd_qf

yaque S}, = - pg- qa.

De forma andloga, para el caso de la proporcién de individuos que pertenecen al
dominio, un estimador insesgado para F; es

Py =pa

La varianza y el estimador de la varianza se pueden calcular a partir de las
expresiones vistas para el estimador de N:

~ B 1 S\ N-—-n Py Qd
Vsrswor (Pd) - m : Vsrswor ( d) - N —1 : n
o (5 P Pa- 4
srswor P, ) = A7 ° VYsrswor (N ) =(1- :
v ( ¢ N2 v a (1=17) n—1

Comentario 2. Estos resultados son importantes ya que permiten la estimacién
de la proporcién poblacional y el total poblacional de los elementos de la pobla-
cién que pertenecen a un determinado dominio, como se muestra en el ejemplo
siguiente. n

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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Ejemplo 13. En un territorio donde existen 1500 colegios, se desea conocer la
opinién de estos acerca de un nuevo proyecto educativo que se pretende implantar.
Para ello, se selecciona una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento de 300
colegios, obteniéndose la siguiente informacién muestral:

A favor En contra  En blanco
225 50 25

1, sielcolegio estd a favor del nuevo proyecto
Sea Zdk —
0, en otro caso

Una estimacién de la proporcién de colegios a favor del proyecto educativo,
usando el estimador HT, es

= 225
Pd:pd:ﬁ:0775

Mientras que la estimacién del namero de colegios a favor del proyecto educativo
es N =1500-0,75 = 1125.

La estimacion del error de muestreo es

-~ 300\ 0,75-0,25
Furswor (Pa) = /(1= 1505 ) 59— ~ 0:0224
? ( d \/( 1500) 299 00

¢ Estimacién del total y 1a media de un dominio cuando el tamafio del dominio
es desconocido.

Supongamos que estamos interesados en estimar el total de ingresos de los hogares
con familia numerosa, esto es,

Yu, = Z Yk

keUy
Se define una nueva variable, y,, tal que

Yk, sik e Uy
Ydk =
0, otro caso

El total de ingresos de los hogares con familia numerosa puede expresarse en fun-
cion de esta nueva variable teniendo en cuenta todos los hogares de la poblacién
y, de esta manera, poder hacer uso de los resultados vistos en la Proposicién 7 y el

Corolario 9.
Yo, = Y var

keU
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El estimador HT es

Vi = %Z%Zde%Zyk

T
k kes kESy

donde S, es el subconjunto de la muestra aleatoria s que pertenece al dominio Uj.

La varianza de Y}}!T viene dada por

o N2 (1= f)
HT 2
Vsrswor (YUd ) = T : SydU =
[ 2
1—f N? , 1
- ey () | -
| keU keU
[ 2
1—f N? , 1
s [ (s
_kEUd keUy
Un estimador insesgado de la varianza es
5 (s N2 (1)
HT 2
Vsrswor (YUd > - T ' Sde -
[ 2
1—f N? 1
- LS (] | -
_kEs kes

[ 2
1—f N2 1
- Lt ()

keSy keSy

Comentario 3. En numerosas ocasiones el tamano del dominio N; es desconocido. Sin
embargo, si NV, fuese conocido, uno normalmente preferiria usar el estimador alternativo

Spat  Nd _
Yot == Y = Na - s,

n
d kESy

Notese que n,; es una variable aleatoria. Las expresiones de la varianza (que a menudo
es mucho menor que la del estimador HT) y estimador de la varianza de este tipo de
estimadores se estudiaran en 2.7. Estimacion por razones.

2.3 Muestreo aleatorio simple con reemplazamiento

2.3.1 Definiciéon

Un disefio muestral con reemplazamiento permite la seleccién de muestras con uni-
dades repetidas, a diferencia de los esquemas sin reemplazamiento, que producen

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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muestras con todos sus elementos distintos. El muestreo aleatorio simple sin reemplaza-
miento, también denominado muestreo aleatorio simple con reposicion, es un disefio de
muestreo con probabilidades iguales que produce muestras de tamafio fijo. Denotamos
el muestreo aleatorio simple con reemplazamiento como disefio srswr.

El disefio srswr consiste en seleccionar de forma independiente n elementos de la pobla-
cién de tamafio N con una probabilidad igual de extraccion de p;, = %, Vk=1,...,N.
Téngase en cuenta que en este disefio hay reemplazamiento de cada elemento extraido,
es decir, elementos seleccionados en la muestra pueden ser elegidos de nuevo en la

siguiente extraccion.

Ejemplo 14. El siguiente procedimiento es una posible implementacién del disefio srswr.
Consiste en seleccionar secuencialmente y de forma independiente elementos de la
poblacién hasta obtener un subconjunto de n» unidades: k4, ko, . . ., k,. En cada extraccién,
todos los elementos de la poblacion tienen la misma probabilidad de extraccion: p, = .
Cada vez que un elemento es elegido, se vuelve a reponer, de forma que en cada
extraccion los IV elementos de la poblacién son susceptibles de ser seleccionados. W

Sea os = (ki,...,k,) la muestra ordenada resultante del algoritmo muestral, donde
se tiene informacién sobre el orden de extraccién y el ntimero de veces que cada ele-
mento aparece en la muestra. Para nuestro propdsito, la informacién sobre el orden de
extraccion no es de interés, pues consideraremos como la misma muestra aquellas que
contengan los mismos elementos. Por tanto, la cardinalidad del espacio muestral es una
combinacién con repeticién de N elementos tomados de n en n.

Se define la variable aleatoria m; como el nimero de veces que aparece el elemento £ en
la muestra, cuya distribucién es binomial de pardmetros n y +, por lo que la esperanza
y la varianza son, respectivamente:

E(mg) = n-

Vim) = n%(l—%)

La probabilidad de seleccionar una muestra viene dada por el modelo multinomial:

n! 1\"
P(elzml,...,GN:mN):m' N s
1o et N-

En el disefio srswr las probabilidades de inclusiéon de primer y segundo orden de todos
los elementos de la poblacién son iguales.

1 n
T = 1_(1_N) , k=1,...,N;

1\" 2\"
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2.3.2 Estimadores, varianza y estimador de la varianza

Se propone el estimador de Hansen y Hurwitz como estimador del total poblacional
Y. Veamos a continuacién cudl es el estimador y la varianza bajo el disefio srswr. Para
demostrar los resultados se hara uso de las expresiones obtenidas en el Tema 2.

Proposicién 10

El estimador de Hansen-Hurwitz (HH) es
- N Z”
YHH . .
Y n i=1 ykl

La varianza del estimador viene dada por

- S2 o2
Vsrswr(Yl?H):N(N_l)%U:Nz% (23)

Demostracion 10

S I Ix=um N
Y[?H:;Zym:ﬁ;ygzg';yki

=1 Dk

En cuanto a la varianza del estimador, usando la expresion (1.7), se llega a

HH 1 Yk ? 1 Yk 2
Vsrswr<YU ) = E __YU pk:ﬁz I_YU N:
— \2

Comentario 4. En el disefio de muestreo aleatorio simple los estimadores de Horvitz-
Thompson y Hansen y Hurwitz coinciden. n

Proposicién 11

Bajo el disefio del muestreo aleatorio simple con reemplazamiento, un estimador
insesgado de la varianza poblacional es la cuasivarianza muestral:

IR _
Sjos = : Z(ykl - yos)2

n—1 4
=1
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Demostracion 11

En la demostracion 8 se lleg6 al siguiente resultado:

E[S2,] = —— - [02 — V (Jus)]

Un estimador insesgado de la varianza es

7 (7m) _ 2 S
n

Demostracion 12

Al resultado se llega de forma obvia utilizando que la cuasivarianza muestral es un
estimador insesgado de la varianza poblacional.

2.3.3 Comparacién del muestreo aleatorio simple sin y con reemplazamien-
to

Consideremos por un lado la estrategia compuesta por el disefio srswr y el estimador
HH vy, por otra parte, la estrategia formada por el disefio srswor y el estimador HT.
Entonces, se tiene que el cociente de varianzas

=N = - = = > 1, paratodon > 1.
Vsrswor(Y[?T> Nz(l_%)% N<1_N) -n

Se obtiene que el muestreo sin reemplazamiento es mas eficiente (salvo si el tamafio de
la muestra esn = 1).

Ejemplo 15. Volvamos al contexto del Ejemplo 12, donde se estaba interesado en estimar
el consumo mensual de folios de los trabajadores de una empresa. Nos preguntamos
ahora cudl seria el tamafio de muestra necesario para garantizar la misma precisién
(error de muestreo) usando el disefio srswr que la obtenida con el disefio srswor, supo-
niendo que la cuasivarianza poblacional es 30.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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Por un lado, la varianza del estimador HT es

N 52 200 30
Vsrswor (YHT) — N2 (1—£)- 222 —1000%- (1 - =—— ) 2= = 120000
v (1=1) n 1000/ 200

La varianza del estimador HH es
~ o2y
Vorsur <YUHH> - N2 2

Dado que 02, = &=+ 52, el tamafio de muestra necesario puede calcularse como sigue:
999
"= 10007 - 10— — 249,75
" 120000

Como cabia esperar, se necesitara un tamafio de muestra mayor, 250.

2.4 Intervalos de confianza
Un intervalo de confianza para el pardmetro 6 es un intervalo aleatorio de la forma
1Co(s) = [L(s),U(s)]

donde L y U son dos estadisticos tales que L(s) < U(s) para cada s.

Se desea que la probabilidad de que el intervalo /Cy(s) contenga el pardmetro 6 sea
cercana a la unidad. Esta probabilidad se denomina nivel de confianza y se representa
como

P[ICy(s) 28] =1—q,

donde « es la probabilidad acumulada de aquellas muestras para las cuales el intervalo
de confianza no incluye al valor verdadero 6. Esto es:

donde p(-) representa el disefio muestral y €2 el conjunto de muestras para las cuales el
intervalo de confianza obtenido no incluye a 6.

Una vez extraida una muestra, s, el intervalo de confianza para el parametro 6 se puede
calcular y viene dado por
1Cy(s) = [L(s), U(s)]-
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Ejemplo 16. Sea YT el estimador HT para el total poblacional Y;; con distribucién normal

cuya esperanza es Yy y su varianza es V(YHT), conocida. Un intervalo de confianza para
Yy viene dado por:

ICy, (s) = [?,}ITiza/g- V(f/[}”)}

donde z,/, es el valor que verifica P(Z > z,/2) = a/2 donde Z es una variable aleatoria
con distribuciéon N (0, 1). [

Ejemplo 17. Sea ?(?T el estimador HT para el total Y;; con distribucién normal cuya

esperanza es YU su varianza es V YU T , desconocida. Un intervalo de confianza para
Yy viene dado por:

10y, (s) = [ﬁ}” I Wg”)}

donde t,_1,./> es el valor que verifica P(T" > t,_1,4/2) = a/2 considerando T una
variable aleatoria con distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. |

En los ejemplos anteriores se ha podido obtener un intervalo de confianza con nivel de
confianza 1 — a. Sin embargo, normalmente resulta complicado obtener intervalos de
confianza con nivel de confianza exacto 1 — «. A menudo se suele calcular el siguiente
intervalo de confianza para el pardmetro 6:

ICy(s) = {éi 2oy @(5)} (2.4)

El intervalo de confianza dado en (2.4) contendréd al verdadero parametro # para una
proporcién de muestras, extraidas bajo el mismo disefio, de aproximadamente 1 — «, si
se verifican las siguientes condiciones:

1. La distribucién del estimador 6 en el muestreo es aproximadamente normal

~

con esperanza 6 y varianza V(#). Esta condicién es equivalente a afirmar que el
Teorema Central del Limite se puede aplicar a 6.

2. Existe un estimador consistente, @7(5), para V(a)
Bajo estas condiciones, si consideramos la variable aleatoria
~ ~ ~\ 1/2
h—6 G- <V<e))
V@) e \VO)
es facil ver que es una variable aleatoria con distribucién aproximadamente N (0, 1), por

lo que puede justificarse el uso del intervalo confianza dado en (2.4). Nétese que si V(6)
es conocida se usard el intervalo de confianza

ICy(s) = Pi—zap- V(@)] . (2.5)
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Ejemplo 18. Continuando con el Ejemplo 13, un intervalo de confianza al 95 % aproxi-
madamente para la proporcién de colegios a favor del proyecto educativo viene dado
por

PiE 2aj2  Borsuor (ﬁdﬂ — (0,75 £ 1,96 - 0,0224] .

2.5 Estimacion del tamafio de la muestra

En la planificacién de toda encuesta el investigador debe especificar los objetivos y
las expectativas de la misma, asi como realizar un inventario de recursos disponibles
en términos de presupuesto, personal, metodologia estadistica, tecnologias, logistica y
cualquier otro equipamiento. Debera equilibrar la precisién que desea obtener en las
estimaciones de los pardmetros de interés y el coste de la investigacion estadistica para
determinar el tamafio de la muestra necesario de forma que permita cubrir los objetivos
y no superar los recursos disponibles.

El investigador podria especificar una precisiéon deseada en términos absolutos: que la
diferencia en valor absoluto entre el estimador y el verdadero valor del parametro sea
como mucho e, con una probabilidad de 1 — a.

PV =Yy <ea) =1—a

Ahora necesitamos determinar una ecuacion que relacione la precision y el tamafio de
muestra. Suponiendo que el estimador HT tiene distribucién normal con esperanza Y;s

y varianza V(EA/(}{T) se puede obtener el siguiente intervalo de confianza:

[OYU(S) = |:}/}51T + Za/g . V(?E{T)}

Por tanto, se debe determinar el tamafio de muestra que satisfaga

2

N S
o = Zas2 - V(YI) = 242 - \/N2 (1= f)- %U

De aqui podemos obtener la expresién del tamafio de muestra para el caso de muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento

Zi/Q'NQ'SSU

— 2.6
ea+ 2o N Spy 20
En el caso de muestreo aleatorio simple con reemplazamiento, se tiene
2 2, 2
25,5 N0
N — a/2 yu (2.7)

2
€
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Si por el contrario se fija un error de muestreo ¢, que se define como la desviacion tipica
del estimador, entonces el tamafio de muestra es, para el caso sin reemplazamiento,

ngrN-S;U

Alternativamente, el investigador podria considerar una precisién deseada en términos
relativos: que la diferencia en relativo entre el estimador y el verdadero valor del
parametro sea como mucho e, con una probabilidad de 1 — a.

YT~y
U <eén|=1—«
Yy
El tamafio de muestra para una precision relativa fijada se obtiene sustituyendo, en las
expresiones (2.6) y (2.7), e, POT €, - Yi. Por ejemplo, en el caso con reemplazamiento se
llega a
_ 23/2 - N? oy B 23/2 [CV (V)

2 .V2 2
e7‘oc YU eroz

donde CV'(Yy) es el coeficiente de variacién poblacional, que se define como el cociente
entre la desviacion tipica y la media. Es una medida de error relativo que tiende a ser
mads estable en el tiempo en comparacién con la varianza.

El investigador también podria estar interesado en determinar el tamafio de muestra
tijado un error relativo de muestreo e,, que se define como el coeficiente de variacién
del estimador, esto es,
N o }//\'HT o i}HT
e, = CV (YT = Ujk:(Ux (2.8)
E(YHT) Yu

Por tanto, el tamafio de muestra para el caso con reemplazamiento es

[CV (Yy))?

2
€r

Finalmente, el investigador deberd estimar las cantidades desconocidas Sy, o CV (Yy) a
través de alguna de las siguientes formas:

1. Muestra piloto: se trata de una muestra a pequefia escala extraida para obtener
informacién sobre la poblacién. Suele utilizarse como guia para el disefio de la
encuesta principal, por lo que podria ser usada para estimar el tamafio de muestra.

2. Uso de informacién de estudios realizados con anterioridad que guarden relacién
con la investigacién estadistica en cuestion.

3. Sino se dispone de mds informacién, se deben estimar las cantidades desconocidas.
Podrian por ejemplo estimarse a partir de la suposicién de una distribucién
hipotética de los datos de la poblacién que el investigador considere.
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Comentario 5. Si estamos interesados en estimar una proporcién poblacional, por
ejemplo, la proporcion de colegios a favor de un nuevo proyecto educativo, también es

posible tomar P; = 5y estimar S}, por , ya que la varianza del estimador se

N_—1 4

maximiza cuando P; toma dicho valor. Entonces, para poblaciones grandes, S7;; ~

A~ =

Ejemplo 19. Sea una poblacién constituida por 1000 hogares, de la cual se desea determi-
nar el tamafio de muestra necesario para estimar el gasto total semanal en alimentacién
de los hogares con un error relativo deseado de 2 %, mediante un muestreo aleatorio
simple sin reemplazamiento. Se extrae una muestra piloto de 50 hogares, obteniéndose

.. o Sy
un coeficiente de variacion —=en la muestra de 0,2.

De la ecuacion (2.8) se llega a la siguiente expresion

1 N 1 1—f 1 1\ S
ef:_.V(yHT>:_.N2. .52:<___>.L
Y2 v V2 n %o \n N) %

De aqui se obtiene la férmula para el tamafio de la muestra
Sy
i
e2 + l . SLQU
TN g
Utilizando la informacién proporcionada por la muestra piloto, podemos estimar el

tamano de muestra:
0,22

n =
1
0,022 + 555 - 0,22

~ 90,9

El tamafio de muestra que garantiza la precisién deseada es tomar n = 91.

2.6 Muestreo sistematico

El muestreo sistematico es un disefio de muestreo directo de elementos. Consiste en
seleccionar aleatoriamente, y con igual probabilidad, un elemento de entre los pri-
meros a elementos del marco poblacional. El entero positivo a se fija previamente y
se denomina intervalo muestral. El resto de la muestra se selecciona sistemdticamente
tomando cada uno de los siguientes a elementos a continuacion, hasta el final de la lista.
Por tanto, existen s6lo a muestras posibles, cada una con una probabilidad % de ser
seleccionada.

El muestreo sistemdtico ofrece varias ventajas practicas, en particular su simplicidad de
ejecucion. El hecho de solo realizar una tnica seleccion aleatoria es una gran ventaja. Es
facil, por ejemplo, para un entrevistador seleccionar una muestra sistemdtica mientras
esta en campo.
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Definiciéon 17

sea a el intervalo muestral fijo y sea n la parte entera de &, donde N es el tamafio
poblacional. Entonces
N =na+c

donde el entero ¢ verifica 0 < ¢ < a. Si ¢ = 0, el tamano muestral n sera seleccionado
mediante el procedimiento que presentamos a continuacién. Si ¢ > 0, el tamafio
muestral serd n o n + 1. La seleccién de la muestra se realiza de la forma siguiente:

i Se selecciona un nimero aleatorio entre 1y a con igual probabilidad :. Dené-
tese por r y se conoce como el punto de arranque o arranque aleatorio.

ii La muestra seleccionada estd compuesta por
s={k:k=r+(G—-1)-a<N;j=1,2,...,ns} = s, (2.9)

donde el tamafio muestral n, es n + 1 (cuando r < ¢), o n (cuando ¢ < r < a).

Como se puede observar, una vez seleccionada la primera unidad, el resto de elementos
que formarén parte de la muestra viene determinado por la posicién que ocupa esa
unidad en el conjunto de los primeros a elementos del marco. El espacio muestral esta
formado por a muestras que no se solapan {sy, s, ..., s, }, donde todos los elementos
son distintos en cada muestra. Las muestras son equiprobables, con probabilidad 2.

El disefio del muestreo sistematico, que se denota por sys, viene dado por

sis € {s1,52,...,8q}
otro caso

=

&

Il
—N
S =

Comentario 6. Las a muestras posibles respresentan una particién de la poblacion total

a
U en a subpoblaciones, esto es, U = |J s,.

r=1
Muestra, s

$1 e Sy ... Sq
Valores de ... Yr ... Ya
y

Ya+1 e Ya+r e Y2a

Y(n—1)a+1 s Y(n—1)atr e YN
Total mues- Y, s Y, . Ys,
tral

Tabla 2.1: Muestreo sistemdtico en el caso ¢ = 0.
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Asi pues, el disefio sys puede ser descrito como una selecciéon aleatoria con igual
probabilidad de una de las a subpoblaciones. En la muestra seleccionada se encuesta a
todos sus miembros. La tabla 2.1 ilustra la situacién para el caso en el que ¢ = 0.

Bajo el disefio sys, considerando el intervalo muestral a, el estimador de Horvitz-
Thompson del total poblacional Y7, es

?(}{ T=a Z Yk
kes
donde s es uno de los elementos del conjunto de posibles muestras {si, ..., S;,..., Sa},

con s, definido por (2.9).
La varianza viene dada por
T a 1 2
Vo (YT = a; (y - YU)

donde Y;, = > ws.

kEsy

Demostracion 13

Dado que cada elemento k pertenece a una y solo una de las a muestras sisteméticas
equiprobables, entonces m, = = V € U. Por definicion, la expresién del estimador

HT queda
L S
U . ap Yk

kes kes

Las probabilidades de inclusién de segundo orden son

1 sikylpertenecen a la misma muestra sistemética
Tk =
0, otro caso

Por tanto, la varianza del estimador HT viene dado por

Vsys(?[}{r> — Z % . % . (ﬂ-kl — Ty 7Tl)

T T,
keU teu kT
2
= E E Yk Y — Eyk =
T - T
keU leU keU
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SO NP3 ATETEN SERE
r=1

r=1 k€s, l€sy
a 2
1
= a) (Y-~ W
a
r=1

Comentario 7. Si se verifica N = a - n, el estimador HT viene dado por

?I}{T:NZ%:N':&&”

]{?EST
La varianza del estimador HT es
U-HT N? 5 _ _ \2
Vs (Yo) = 0 Z(ysr —Ju) (2.10)

Comentario 8. Dado que la condicién 7, > 0 no se verifica para todo k& # [, no se
deberia usar el estimador de la varianza del estimador HT dado en el Tema 1. La
formula da, en este caso, un resultado sin sentido.

[ |

En el disefio sys, como ya se ha comentado, si ¢ = 0, entonces N = n - @, y todas las
posibles muestras tienen el mismo tamafio muestral n. Sin embargo, si ¢ > 0, el tamafio
muestral serd n + 1 (sir < c)on (sir > c). A continuacién se presenta un método para
controlar el tamafio de muestra de forma que siempre sea n. Se denomina el método de
muestreo sistemdtico circular.

Este método consiste en considerar el marco como si este fuera circular, es decir, el
ultimo elemento (k = N) va seguido del primero (k = 1), y asi sucesivamente. Se
selecciona un nimero aleatorio 7 entre 1 y N con igual probabilidad. Sea a el entero
més cercano a 2. Entonces la muestra esta formada por los elementos k tales que, para
j=1,..n,

k=r+(G—-1)-a si r+(j—1-a<N

k=r+(G—-1-a—N si r+(j—1)-a>N

De esta forma, cada muestra tendrd tamafio n, y 7, = § para cada k.

Comentario 9. Para calcular la varianza del estimador HT cuando se usa el método
circular, debemos primero calcular 7y, para todo k # [. Esto requiere especial atencién,
ya que las muestras posibles no son necesariamente disjuntas por parejas.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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2.6.1 Eficiencia del muestreo sistematico y comparacién con el muestreo alea-
torio simple

La eficiencia del muestreo sistemético depende en gran medida de la ordenacién par-
ticular de los IV elementos del marco. Si la ordenacién de los elementos es tal que las
muestras sistemdticas resultantes tienen aproximadamente el mismo valor de Y; , en-
tonces la varianza serd pequefia. Por tanto, cuanto mas homogéneos sean los elementos
pertenecientes a una misma muestra sistemadtica, menos eficiente es el muestreo siste-
matico. Luego para conseguir una ordenacioén poblacional favorable para el muestreo
sistemadtico, deberiamos hacer un esfuerzo por conseguir una ordenacién que implique
un bajo grado de homogeneidad entre los elementos dentro de la misma muestra.

A continuacién se definiran dos medidas del grado de homogeneidad que existe entre
los elementos dentro de la misma muestra sistemética; antes veremos que la variacién
total, SST', puede descomponerse en la variacion dentro de las muestras sistemadticas’,
SSW,y la variacion entre las muestras sisteméticas?, S5B, como en un andlisis de la

varianza: . .
S W =) =D (=0, + > 0 (s, — G0)
r=1

keU r=1 k‘GSr
~

_ J/

J

SST SSW SSB

Consideremos por simplicidad el caso donde N = a - n y veamos que la varianza del
estimador HT dada en (2.10) puede representarse en funcién de SSB:

S N~ o N? SSB
ViV = = (s, — )’ = — == =N-55B (2.11)
r=1

a n

Una disminucién de la variacién dentro de las muestras SSW viene acompafiada de
un correspondiente incremento en la variacién entre las muestras SSB, por lo que,
nuevamente, se puede ver que cuanto mds homogéneos sean los elementos dentro de la
misma muestra sistemdtica, menos eficiente el muestreo sistemaético es.

Definicion 18

El siguiente coeficiente se conoce como una medida de homogeneidad entre los
elementos de una misma muestra sistemética:

N-1 SSw

0=1- N0 S57T

(2.12)

Se puede demostrar que — X,‘_la < ¢ < 1. En un extremo, si SSW = 0 entonces ¢ = 1, que
se da cuando hay homogeneidad completa dentro de las muestras sistematicas. En el
otro extremo, si SSB = 0 entonces 6 = — ]‘\l,’_fl, que sucede cuando existe heterogeneidad
completa dentro de las muestras (situacién ideal).

len inglés within systematic samples
Zen inglés between systematic samples
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Otra posible medida de homogeneidad es usar el denominado coeficiente de correlacion

intraclase
n SSW

p=1=0"7" %57

Se puede interpretar como una medida de la correlacién entre pares de elementos dentro
de la misma muestra sistemdtica. En un extremo, p = 1 si SSW = 0, es decir, hay una
homogeneidad completa (no hay variacién) dentro de las muestras sistematicas. En el
otro extremo, p = —ﬁ si SSB = 0, es decir, heterogeneidad completa dentro de las
muestras.

La relacién que existe entre d y p es

pzl—i-(l—é)

N -1
En efecto:
SSW  n—1 SSW N —a a-(n—1)
= (p— — =1 =" 5_1
ST - (p — 1) y por otra parte ST — N1 (06—1) N1 (6—1)

Igualando las dos expresiones se tiene el resultado:

a-n N

N A s B

p=1+

Utilizaremos § como medida de homogeneidad en lugar de p, ya que la representacién
de esta dltima solo se verifica para clases (muestras) de igual tamafio. Sin embargo, la
representacion de ¢ permite ser aplicada tanto si las muestras son de igual tamafio como
sino.

Bajo el disefio sys (con N = a - n, donde a es un entero), la varianza del estimador
HT del total poblacional se puede escribir como

2
Voo T3T) = N2 2 [ ) (1) (2.13)

donde f = = i es la fraccion muestral.

Demostracion 14

Usando 2.11 y 2.12:

§=1-

B - SST

N -1 &%V_l N-—1 ) SSB
N—a SST N —a
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Por tanto

N —a SST

SSB = SST- 11+ (-1 +—| = 77
S2,

= SjU-[a—1+a-(n—1)-5]:N-%-[(l—f)#—(n—l)-é]

AN =D+ -1)-a-(n-1)]=

La varianza es, como se pretendia demostrar,

2
Vsys(?lﬁﬂ):N-SSB:Nz-%-[(1—f)+(n—1)-(5]

La expresion de la varianza dada en (2.13) es ttil porque permite comparar de for-
ma sencilla el muestreo sistemético y el muestreo aleatorio simple. La varianza del
estimador HT del total poblacion bajo el disefio srswor es

2

Vsrswor (?(?T) =N?2.(1—f)- %

El disefio sys es mas eficiente que srswor si ¢ < 0. Para crear una situaciéon donde se
verifique esta condicién, debemos (si es posible) organizar la poblacién de forma que los
yi, dentro de cada muestra sistemdtica muestren una considerable heterogeneidad.

Ejemplo 20. El siguiente ejemplo muestra el efecto que tienen las distintas ordenaciones
de la poblacién cuando se aplica muestreo sistemético. Supéngase que se desea obtener
una muestra de tamafio n de una poblaciéon formada por N = 100 elementos y que la
variable de estudio y toma los valores 1, 2, ..., 100. Entonces el nimero de muestras es
a = =10. Se tiene:

N(N+1) 100-101

2
=T 12
Independientemente de la ordenacion de la poblacién, la varianza bajo el disefio srswor
es
VHT s 1— / 2 5
Vsrswor(YU ) = N~ n . SyU = 7,575 - 10

Ahora se aplicard el disefio sys con dos ordenaciones distintas:

a) Supongamos la ordenaciénenla quey, = k (k = 1,...,100), es decir, una tendencia
lineal perfecta en los valores y;.. La tabla 2.2 muestra las diez posibles muestras
sistemadticas y Y, es el total de la muestra r-ésima.

En este caso, Vsys(l//\gIT) = 8,25 - 10*, se obtiene una eficiencia mayor con el disefio
sys. La medida de homogeneidad ¢ es —0,089, que no esta lejos del valor minimo
Omin = —0,1.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Y, 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550

T

Tabla 2.2: Ordenacién con tendencia lineal perfecta.

b) Una ordenacién 6ptima (varianza minima) para el muestreo sistematico viene
dada en la siguiente tabla 2.3.

Puesto que todos los totales muestrales Y, son iguales, Vsys(?gﬁ) =0,yd0 =
Smin = —0,1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
40 39 38 37 36 35 34 33 32 31
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
60 59 58 57 56 55 54 53 52 51
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
80 79 78 77 76 75 74 73 72 71
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
100 99 98 97 96 95 94 93 92 91
Y, 505 505 505 505 505 505 505 505 505 505

T

Tabla 2.3: Ordenacién 6ptima (varianza minima).

¢) Un valor grande positivo de J se asocia con una ordenacién como la de la siguiente
tabla 2.4.

Obtenemos Vsys(?UHT) = 8,25 - 10°%, por lo que es mas eficiente el disefio srswor-.
Aqui § = 0,989, esta cerca del valor maximo 0,4, = 1.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yk 1 11 21 31 41 51 61 71 81 91
2 12 22 32 42 52 62 72 82 92
3 13 23 33 43 53 63 73 83 93
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95
6 16 26 36 46 56 66 76 86 96
7 17 27 37 47 57 67 77 87 97
8 18 28 38 48 58 68 78 88 98
9 19 29 39 49 59 69 79 89 99
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Y, 55 155 255 355 455 555 655 755 855 955

Tabla 2.4: Ordenacién con un ¢ grande positivo.

d) Una ordenacién al azar se muestra en la tabla final 2.5. Se obtiene Vsys(?[}H) =
7,1766 - 10°, que esta cerca de Vsrswm(}?ﬁ”) y 6 = —0,005. Esta ordenacion fue
creada mediante una permutacion aleatoria de los enteros de 1 a 100. La poblaciéon
se puede decir que estd en un orden aleatorio, por lo que, se espera que ¢ sea
proximo a 0.

r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yk 48 14 71 13 40 59 18 45 6 53
38 23 11 58 70 22 24 88 77 84
10 51 98 65 93 68 25 32 99 9

17 26 8 78 34 87 96 39 20 54
56 79 31 86 43 66 2 62 57 5

73 7 80 27 60 89 76 81 85 83
3 28 33 90 55 1 21 69 61 92

74 37 44 94 12 72 100 30 63 97

75 41 16 82 35 95 67 50 64 29

49 42 15 19 46 36 47 91 52 4
Y, 443 348 407 612 488 595 476 587 584 510

T

Tabla 2.5: Ordenacién al azar

Este ejemplo muestra el cuidado que hay que tener cuando se usa el muestreo sistemaéti-
co. El precio por la simplicidad de este disefio puede conducir a una alta pérdida de
eficiencia. Por otro lado, si la poblacién estd ordenada de forma favorable al muestreo
sistemético, se puede obtener una gran ganancia de precision.

Tema 2. Muestreo aleatorio simple. Seleccién sistemética. Estimacién por razones.
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2.6.2 Estimacion de la varianza

Uno de los problemas del muestreo sistemético es que no existe un método directo para
la estimacién de varianzas a partir de una muestra sistematica. No podemos evaluar la
variabilidad muestral de la estimaciéon puntual. Existen algunas aproximaciones que
no son perfectas para tratar este problema. Una de ellas es usar un estimador sesgado
de la varianza; otra consiste en modificar la seleccion sistemadtica para permitir una
estimacion insesgada de la varianza.

Supongamos que hay una razén de peso para creer que, en una aplicacién especifica, el
disefio sys es por lo menos tan bueno como el disefio srswor en términos de precision.
Si s, es la muestra sistemaética seleccionada, podemomos considerar como estimador de
la varianza la expresion correspondiente en muestreo aleatorio simple, esto es,

~ N*(1-7f
v 0=l 214)
Se han propuesto otras alternativas a (V). En Wolter 2007 hay un capitulo entero sobre

la estimacién de la varianza en muestreo sistematico.

Supongamos que estamos en una situacion en la que el muestreo sys es més eficiente
que el srswor, es decir,

Voo (TET) < Vs sor (VET)

lo cual se verifica si y s6lo si 6 < 0. Entonces se puede demostrar que el estimador
de la varianza dado en (2.14) sobreestimard la varianza Vsys(?(ﬁ”). Un estimador de la
varianza, V, se dice que sobreestima si su esperanza es superior a la varianza para la
cual V es usado como estimador. Esto es,

~

Eoys(V) > Viys (Y5)

Otra solucién al problema de la estimacién de la varianza es modificar el disefio sys. Por
ejemplo, en lugar de usar s6lo un arranque aleatorio y el intervalo muestral a, podemos
usar m > 1 arranques aleatorios y el intervalo muestral m - a. Esto proporciona una
muestra que consiste en m muestras sistematicas, cada una de un tamafio ;-. Asumamos
por simplicidad que £ y a = & son enteros. Una muestra aleatoria simple de m enteros
se selecciona de entre 1 a ma. Sean r,ry, ..., 7, los nimeros seleccionados. La muestra
viene dada por

3:{k:k:m—l—(j—l)-m-a;i:1,...,m,j:1,...,2}

m
m n .1s . .
En este caso 7, = = oy para cada k,y las probabilidades de inclusién de segundo
m-a

orden son

N si k 'y [ pertenecen a la misma muestra

Tkl = n m—1 . . L.
¥ ' = sikylpertenecen a muestras distintas
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2.7 Estimacién por razones

Para aplicar la estimacion por razones debemos disponer de los valores de dos variables,
yy x, para cada elemento de la muestra. La variable x es a menudo denominada variable
auxiliar. Considérense los totales poblacionales de estas dos variables, esto es,

Yy = Zyk; Xy = le?k-

keU keU

La razén poblacional es
R=1U _W
X U Ty
Supongamos que se desea estimar el porcentaje de gasto total que los hogares desti-
nan a la alimentacién en una poblacién de N individuos. En este caso, se pretende
precisamente estimar la razén poblacional R, donde la variable de estudio y es el gasto
destinado a la alimentacién y la variable auxiliar x es el gasto total. Para estimar R
podria seleccionarse, por ejemplo, una muestra aleatoria simple s de tamafio n y obtener
la informacion del gasto total z;, y del gasto en alimentacién yy, para todo k£ € s. Como
veremos, en la estimacién por razones, el estimador de R viene dado por

Uk

Rokes  _ Y 215
DETRE 215
kes

2.7.1 Razones para su uso y estimadores

A continuacién se exponen algunos usos de la estimacién por razones con el correspon-
diente estimador en cada caso:

1. Cuando se desea estimar una razén. Por ejemplo, en el caso expuesto anterior-
mente, cuando se pretendia estimar el porcentaje de gasto en alimentacién. Como
hemos comentado, el estimador de R viene dado por (2.15).

2. Cuando se desea estimar el total poblacional de y pero se desconoce el tamafio
N de la poblacién. En este caso, no se puede usar el estimador ?UHT = N - gs. Sin
embargo, podria usarse una variable auxiliar = relacionada con la variable de
estudio y para la cual se conozca el total poblacional, ya que se sabe que

> Tk

ke
N = —
Tu

or

Luego si ), . zx es conocido, podemos estimar N a través de kU p
e

ejemplo, en una redada de peces, supéngase que se desea estimar el total de peces
con una longitud superior a 12 cm. Si se desconoce N, podria pesarse toda la
redada, ya que esto se mide con facilidad, y utilizar el hecho de que la variable y,
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tener una longitud mayor de 12, esta relacionada con z, el peso. El estimador seria

Y = 20 g =R Xy (2.16)

donde Xy = >, o k-

3. Cuando se desea aumentar la precision de las estimaciones puede usarse infor-
macion auxiliar que esté correlacionada con la variable de estudio, de forma que
al incorporar dicha informacién en la estimacién se logra reducir la varianza.
Supodngase que se desea estimar el total poblacional de y, que puede escribirse
como v

Yo=-" Xy=R Xy
Xy
Asi, el estimador por razén del total de y es el dado en (2.16). Suponiendo que
la correlacion entre x e y, p(, ), es alta, se ganard en eficiencia al incorporar la
informacién de x respecto a usar el disefio srswor, donde p(,, es el coeficiente de
correlacién de Pearson:

> (@x — Zu)(yr — Yur)

p _ keU
(@) (N — 1)SasUSyU

donde S, y S,u son, respectivamente, las cuasidesviaciones tipicas poblacionales
de la variable de estudio y la variable auxiliar.

2.7.2 Sesgo, varianza y estimador de la varianza

Hasta ahora los estimadores que se han propuesto cuentan con la propiedad de in-
sesgadez. Sin embargo, el estimador de la razén es sesgado, tal y como se enuncia a
continuacion.

El estimador de la razén es sesgado, con sesgo

B(R) = ———2=%/ (2.17)

Demostracion 15

Consideremos la covarianza C (R, X EIT> Como R - 7, = ¥y, la covarianza puede
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escribirse como

ya que las medias muestrales de la variable auxiliar y la de estudio, 75 y ¥s, son
estimadores insesgados de zy y gy, respectivamente, bajo el disefio srswor. Por

tanto: R
~ ~ C <R, :z)
B(R) = E(R) —R= —T.

Dado que (C(}A%, Ts) = PRz a(ﬁ) -0(Z,), donde p , , es el coeficiente de correlacién
entre el estimador de la razén y la media muestral. Entonces

S Pray o(R)-o(z) - ]
B(R) = ——%) = (s 0(R) - OV (3,)

Ty

donde C'V (z,) es el coeficiente de variaciéon de Z.

Al cociente entre el sesgo y la desviacion tipica del estimador se le denomina la razén de
5esgo.

B
U(E) = TP(Rz,) CV ()

&=

Comentario 10. Se puede observar que la razon de sesgo es cero, y por consiguiente el
sesgo, cuando Ry Z, son incorreladas. [

Hartley y Ross 1954 fijaron una cota superior para la razén del sesgo:

B(R)
o(R)

=Pz, - CV(Zs) < CV(Zs)

ya que el coeficiente de correlacién no puede exceder a 1.

1 1
Dado que CV (Z5) = A== ~ en muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento,
n

entonces
B(R)| _ [T 1 Sw 11
ECARS QP S —— =4/ == —- .
0<R) Vo N T SN C’V(XU) (2.18)

donde C'V(Xy) es el coeficiente de variaciéon poblacional de z.
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Comentario 11. Se observa de (2.18) que la razén de sesgo se aproxima a cero cuando
aumenta el tamafio muestral n (que es lo que ocurre normalmente). Cuanto menor sea
el coeficiente de variacién de = y mayor sea el tamafio de muestra, més pequefia serd la
cota y, por tanto, la razén de sesgo y el sesgo. u

Aplicaremos ahora la técnica de linealizacion de Taylor para aproximar el estimador no
lineal R mediante un estadistico que es funcion lineal de y;, y z,, denotado por ﬁo, con
el que es mas sencillo trabajar. Cuando la aproximacién es buena, Ry se comportara
aproximadamente como R y podremos usar la varianza de R, como una aproximacién

de V(R). Asimismo podremos obtener un estimador de la varianza del estimador de la
razon.

El estimador de la razén es una funcién de dos variables aleatorias ¥ y Z,, ya que

El desarrollo de Taylor de la funcién f de orden 1 alrededor del punto (31, Zp)" es:
R=Ro=R+ar-(f —Ju) +az- (T, — 2v)

donde a; y ay son las derivadas parciales

of 1 of Us
a1 = = — ,' Ao — — = — .
L og 1 2T 0z, (3,)
Evaluédndolas en el punto (3, Zr ), obtenemos
of 1
0Ys | (v, zv)t Ty
af _ W R
0Zs | (gv 20)! (zy)? @y
Por tanto, podemos aproximar R como
~ T R _
R = R0:R+_—'(ys—yU)—_—'<$3—$U>:
Ty Ty
1

Tu

Bajo esta aproximacion, se tiene ]E(}A%) = E(EO) = R. En otras palabras, el sesgo de
R, aunque no nulo, se aproxima por cero. Se podria obtener una expresién mejorada
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para el sesgo extendiendo el desarrollo de Taylor para incluir también los términos de
segundo orden.

Entonces, la varianza aproximada de R se obtiene como

AV(R) = V(Ry) =V {R+ L (9is —R-g‘;s)} =

Ty
1 _ _
:(i,U)Q'V(yS_R'xS):
_ 1 1-F 1 2 _
- (jU>2 n N —1 Z(yk ka) -
keU
1 1-F @ 2 o2
:(jU)Q-T-(SyU+R - S%; =2 R+ Syv) (2.19)

donde S, y S2;; son, respectivamente, las cuasivarianzas poblacionales de la variable
de estudio y la variable auxiliar. S,,; es la cuasicovarianza poblacional entre las varia-
bles x e y.

Un estimador de la varianza apropiado consiste en sustituir los valores poblacionales
desconocidos por sus respectivos estimadores insesgados, ya que, aunque se obtiene un
estimador sesgado, el sesgo es despreciable en muestras grandes.

VB =L LS Ry

(Zy)? n  n-—1 —

Si zy es desconocida, puede usarse el estimador insesgado ;.

Los resultados obtenidos se resumen y enuncian en el siguiente Teorema.

Usando la linealizacién de Taylor, el estadistico de razén R= % se aproxima de la
T

siguiente forma

—~ —_~ 1
R=Ry=R+—-(ys— R-Zy) (2.20)
Ty

El estimador R es aproximadamente insesgado para R, con varianza aproximada

1 1—-f 1

AV(E):(xU)z n  N-1

> (g — R p)? (2.21)

keU
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Un estimador de la varianza es

V(R) = : : S (g~ R ap)? (2.22)

Demostracion 16

Argumentacién incluida més arriba.

Supongamos que estamos interesados en estimar el total poblacional de una variable de

interés y, esto es, el total Yy = ) i, que se puede escribir como
keU

Vo= . Xy, =R Xy
Ty

A

Siempre y cuando Xy sea una cantidad conocida, R se puede estimar mediante R =
‘,'US

y, por tanto, el total de y se puede estimar mediante el estimador de razén

v =N =R Xy

S

Ahora estamos en condiciones de obtener una expresion aproximada para la varianza
del estimador de razén y un estimador de la varianza.

Sea Yy, es el total desconocido de una variable de estudio y. Si X;; es el total conocido
de una variable auxiliar z, entonces el estimador de razén

{Rat D
U - R . XU

es aproximadamente insesgado para Y. Su varianza aproximada viene dada por

ok 1—f  N? >
Raty __ . — . 2

Un estimador de la varianza es

~ o~ 1— N2 ~
Ty =L S - R 2.24)
kes
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Demostracion 17

Elemental a partir del Teorema 16 y la definicién de estimador de razén del total
poblacional dada en (2.16).

Comentario 12. La expresion para la varianza aproximada AV dada por (2.23) es cero
siyy — R - x;, = 0 para todos los elementos £ € U. Esto no ocurrira en la practica, pero
frecuentemente podremos conseguir un conjunto de valores y;, — R - x;, que, aunque
no sean nulos, sean pequefos. En este caso, la varianza aproximada AV también sera
pequeia. Por tanto, el estimador de razén resulta ser muy preciso cuando los pares
poblacionales (yx, xx)" se encuentren dispersos cerca de una linea recta que pasa por el
origen y con una pendiente 12 (desconocida).

La expresion de la varianza aproximada dada en (2.23) también se puede escribir, por
lo visto en (2.19), de la siguiente forma:

~ ~ 1—
AV (YR = XE AV (YY) = N2 Tf (Sl 4+ RS2y —2-R- Spyu)

Esta representacion es ttil porque permite comparar de forma sencilla la varianza del
estimador por razén y el estimador de Horvitz-Thompson.

El estimador de Horvitz-Thompson bajo el disefio del muestreo aleatorio simple es

. 1—f
vEgm = v s,

Por tanto, el cociente de varianzas es

Av(vpeny N2 L (SR + RPSY —2 R Sa)

v N2 S-Sy

2 9 Q2 _
z Sy Sy S,

= 14+ R 2w g R Sl g U Pe o I Py

cv? Uur S.u cv cv
= 14+—=2-2- 2= pon — =14+ —"1 —= —2p(,
* cvg Ty Plzy) Syu * cvy (cvy A ’y)>
Syu

. . Szu
donde los dos coeficientes de variacién son cv, = — y cvy = —.
Ty Yu

El cociente de varianzas es menor que uno cuando el coeficiente de correlacién entre = e

. 1 cv . ) .

y es superior a 3" . Asi pues, la estimacién por razén es més precisa que usar una

cv
)

estimacion basada en el estimador de Horvitz-Thompson, que no incluye la informacién

de la variable auxiliar, cuando
1 cv,

T >—._
Play) 2 cuy
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Si se dispone de una poblacién con coeficientes de variacién de z e y aproximadamente
iguales, entonces es mejor usar la estimacién por razones cuando la correlacién entre
las variables es mayor que 3.

Ejemplo 21. Se dispone de una muestra aleatoria simple de 50 hogares de una poblacién
constituida por 1000 hogares. Se conoce el ingreso semanal (z) y el gasto semanal en
alimentacion (y) de los 50 hogares. Los datos de la muestra se resumen a continuacion:

D yp =44210; Y ay = 132000;

kes kes

> " yp =40630000; Y a7 = 357920000; > wmpy = 119560000

kes kes kes

Supongamos que estamos interesados en estimar el porcentaje del ingreso que se ha
destinado a la alimentacién. Dado que el ingreso es variable en funcién del hogar
seleccionado, se usara el estimador de la razéon

R= ’%yk _ AR210 a9
T S a, 132000 7 7
kes

El porcentaje del ingreso destinado a la alimentacién estimado es de aproximadamente
33,49 %.

La estimacion del error de muestreo (desviacion tipica de la varianza aproximada) es

s 1 1-f 1 .- o
) = | e (- R e AT =0

kes kes kes

Por tanto, el coeficiente de variacion estimado es aproximadamente de 1,85 %.

Si sabemos que el total de ingresos semanal de las familias de la poblacion es de 2,5 - 109,
entonces podemos dar una estimacién por razén del gasto total en alimentacién, usando
como variable auxiliar el ingreso semanal z:

S ~ 44210

Rat 6

=R Xy= .2,5-10° ~ 837311

v Y7 132000 7
En este caso, dado que conocemos el total de la variable auxiliar se ha podido calcular
la estimacién por razén. Usaremos el total X;; para obtener la estimacién del error
de muestreo y del coeficiente de variacién. El coeficiente de variacién estimado es
aproximadamente del 1,96 %.
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Muestreo estratificado y sus ventajas. Teoria del muestreo estratifica-
do: estimadores y errores de muestreo. Asignacién de las observacio-
nes en los estratos.

Este tema esté elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia:

W. G. Cochran (1977). Sampling Techniques. 3rd. Wiley
S. Lohr (2010). Sampling: Design and Analysis. 2nd. Duxbury Press

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E] INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

3.1 Muestreo estratificado y sus ventajas

El muestreo estratificado es un disefio de muestreo probabilistico en el que se divide la
poblacién objeto de estudio en diferentes subpoblaciones no superpuestas, denominadas
estratos. La muestra estratificada se obtiene tras seleccionar una muestra en cada estrato.
La seleccion de la muestra en cada estrato se realiza de forma independiente.

El muestreo estratificado es un método poderoso y flexible que es ampliamente usado
en la practica. En las encuestas econémicas (dirigidas a las empresas) es el tipo de disefio
que se suele utilizar. Por ejemplo, en Indices de Comercio al por Menor' y la Estadistica
Estructural de Empresas: Sectores Industrial, Comercio, Servicios*. Algunas variables que se
usan para realizar la particiéon de la poblacién son, entre otras, la actividad econémica
principal en funcién de agrupaciones de CNAE?, el tamafio en funcién del niumero

"https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_Cs&cid=
1254736176900&menu=metodologia&idp=1254735576799

’https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736143952&menu=metodologia&idp=1254735576550

Shttps://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736177032&menu=ultiDatos&idp=1254735976614


https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176900&menu=metodologia&idp=1254735576799
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176900&menu=metodologia&idp=1254735576799
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736143952&menu=metodologia&idp=1254735576550
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736143952&menu=metodologia&idp=1254735576550
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177032&menu=ultiDatos&idp=1254735976614
https://ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177032&menu=ultiDatos&idp=1254735976614
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de asalariados y la Comunidad Auténoma donde se ubica la sede, informacién que
se encuentra disponible en el marco usado para las encuestas econémicas, el Direc-
torio Central de Empresas (DIRCE)*. El muestreo estratificado también es utilizado en
encuestas a hogares. Por ejemplo, en la Encuesta de Poblacién Activa® se aplica un disefio
bietdpico, con estratificacion de las unidades de primera etapa (las secciones censales)
y sin submuestreo en las unidades secundarias (viviendas familiares principales). Las
secciones censales, division territorial con fines estadisticos y administrativos, son dreas
geograficas perfectamente delimitadas cuyo tamafio de poblacién viene regulado por la
Ley Orgénica del Régimen Electoral General®.

A continuacién se detallan las razones por las que el muestreo estratificado es tan
popular:

1. Cuando se requieren estimaciones de precision separadas para determinadas sub-
poblaciones (dominios de estudio) y la pertenencia al dominio de cada elemento
de la poblacién aparece definido en el marco muestral, entonces cada dominio de
estudio puede ser tratado como un estrato separado y obtener asi una muestra
probabilistica adecuada de cada estrato.

2. La tasa de falta de respuesta, los errores de medida y la informacién auxiliar
pueden diferir considerablemente de una subpoblacién a otra. Si ocurre esto,
parece adecuado pensar que la eleccién de un disefio de muestreo y un estimador
quizd no deberia ser el mismo en todos los estratos y deberia elegirse el mas
conveniente en cada subpolacién para asi mejorar la eficiencia en la estimacion.

3. La conveniencia administrativa puede imponer el uso de la estratificacion. Por
ejemplo, si la agencia encargada de la encuesta dispone de oficinas de campo
en una serie de distritos geograficos, cada una de las cuales puede supervisar la
encuesta para una parte de la poblacién. De esta forma, podria reducirse el coste
global de la encuesta. En este caso, parece natural tomar cada distrito como un
estrato.

4. Cuando la estratificaciéon permite dividir la poblacién hererogénea en subpobla-
ciones internamente homogéneas. Si cada estrato es homogéneo internamente,
en el sentido de que las medidas de las caracteristicas de estudio varian poco
de una unidad a otra, se puede obtener una estimacién precisa del pardmetro
poblacional de estudio para cualquier estrato a partir de una pequefia muestra en
ese estrato. Esto producira una ganancia en precision en las estimaciones finales
de los parametros poblacionales de interés.

El muestreo estratificado tiene la ventaja de producir muestras méas representativas de la
poblacién respecto de la variable o variables de estratificacién, debido a que se asegura

*https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736160707&menu=ultiDatos&idp=1254735576550

Shttps://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176918&menu=metodologia&idp=1254735976595

Shttps://www.boe.es/eli/es/10/1985/06/19/5
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que todos los elementos de cada subpoblacién tienen representacién en la muestra. Por
tanto, la muestra se extiende sobre todos los estratos definidos. Si la estratificacion se
realiza de forma correcta, tal que suponga la formacion de grupos internamente homo-
géneos y heterogéneos entre ellos en relacion a las caracteristicas de estudio, entonces
se produce una ganancia en precision en la estimacién de dichas caracteristicas para la
poblacién completa. Por otra parte, el muestreo estratificado permite aplicar distintos
disefios de muestreo en cada subpoblacién, asi como un estimador diferente, por lo que
presenta la ventaja de poder usar el méas apropiado para cada estrato. Por tltimo, si el
muestreo estratificado se organiza y administra convenientemente, este tipo de disefio
puede suponer la reduccién del coste global de la encuesta.

El principal inconveniente del muestreo estratificado es que en el marco debe estar
disponible informacién auxiliar para realizar la estratificacion de la poblacién para
todas las unidades. Ademas, esta informacion auxiliar también debe de estar depurada
y reflejar lo mds fielmente la realidad, ya que, en caso contrario, la estimacién se vera
afectada y seréd necesario realizar un proceso de postestratificacion” para poder obtener
estimaciones acuradas.

Consideraciones técnicas para aplicar un muestreo estratificado

Si el estadistico encargado de la investigacion decide realizar un muestreo estratificado,
debe tener en cuenta las siguientes cuestiones:

i. Construccion de los estratos

(a) Elestadistico debe elegir, en caso de que sea posible, la caracteristica o caracte-
risticas que va a usar para dividir la poblacién en estratos. Las caracteristicas
escogidas se denominan variables de estratificacion. Por ejemplo, podria con-
siderarse la edad y el sexo como variables de estratificacién o bien estratificar
por grupos ocupacionales.

(b) Decidir cudntos estratos deberia haber. Por ejemplo, si se usa como variable
de estratificacién la edad, se debe determinar el ntimero de grupos de edad.

(c) Determinar los limites de cada estrato a partir de las variables de estratifica-
cion elegidas. Por ejemplo, si se usan grupos de edad, se debe decidir qué
intervalos de edad se usardn para configurar los estratos.

En ocasiones la construccién de los estratos puede venir fijada por los dominios
de difusién, que a su vez seran especificados por las necesidades de informa-
cién internas (de otros ministerios o subdirecciones dentro del INE) y externas
(Reglamentos/Directivas europeos, etc.).

ii. Eleccion del disefio de muestreo y el estimador dentro de cada estrato

(a) Especificacion del disefio de muestreo y el tamafio de muestra en cada estrato.
A menudo se suele aplicar el mismo tipo de disefio en todos los estratos.

7véase la seccién 7.6 del Sarndal, Swensson y Wretman 1992
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(b) Especificacion del estimador a usar en cada estrato. Se suele aplicar también
el mismo en todos los estratos.

3.2 Teoria del muestreo estratificado

3.2.1 Notacion

Considérese una poblacién constituida por N elementos {uy, ..., ux}, que se denota por
U ={l1,...,N} ysupdéngase que el parametro de interés es el total poblacional de la
variable de estudio y. Se realiza una estratificacion de la poblacién U, es decir, se realiza
una particion de la poblacion en H subpoblaciones, denominados estratos, denotados
por Uy, Us, ..., Uy. Por tanto, U, contiene los elementos de la poblacién que pertenecen
alestratoh, Vh=1,..., H.

El muestreo estratificado consiste en seleccionar, en cada estrato i, una muestra pro-
babilistica de U}, de acuerdo al disefio de muestreo establecido para ese estrato, pj(-),
h = 1,..., H. El resultado de la muestra total sera la union de todas las muestras
seleccionadas en cada estrato, esto es,

Ss=81UsyU---Usgy

El namero de unidades seleccionadas de U}, se denomina el tamafio muestral del estrato
h'y se denota por nj,. Asi, el tamafio muestral total, n, puede representarse como

H
n = E np
h=1

Como consecuencia de la independencia en la seleccién de la muestra en cada estrato,
el disefio del muestreo estratificado es

p(s) = p1(s1)pa(s2) -+ pu(sw)

Se denota disefio st.

El namero de elementos en el estrato i se supone conocido y se denota por N,,. Dado
que los estratos son una particién de la poblacién total, se tiene:

H
N = ZNh
h=1

Por otra parte, el total poblacional de la variable y puede representarse como sigue:

H H
Yy = Zyk = ZYU;L = ZNh'ﬂUh
h=1 h=1

kel
donde Yy, = Y y es el total del estrato h y 55, = =+ . v la media del estrato

Np,
keUy, keUy,
h.

Tema 3. Muestreo estratificado.
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La media poblacional de la variable y puede representarse como

H
gU'::EE:LVﬁ'gUh

h=1

donde W), = & es el peso poblacional del estrato h.

El niimero de elementos de la poblaciéon U que pertenecen a un determinado dominio d,
es decir, que pertenecen a dicha clase, se puede expresar como

H

Ndzzzzdk

h=1 keUy,

donde

1 ikeU
Zak = ST € Y paratodok € 1,..., N.
0, sik¢Uy

Esto es, una variable que toma tinicamente dos valores, 0 y 1, en funcién de si el elemento

pertenece al dominio o no. Sea Ny, = > 24 el nimero de elementos del estrato U,
keUp,

. . _ 1 _ Nup .,
que pertenecen al dominio dy Py, = - kez(:] zar, = N2 la proporcién de elementos de
h
dicho estrato que pertenecen al dominio, entonces N, se puede escribir como

H H
Na=> Nan=> Ny Pu
h=1 h=1

Por ultimo, la proporcién poblacional de los elementos de U que pertenecen a un
determinado dominio d se representa como

N H
Fy=57 = Wi Pan
h=1

3.2.2 Estimadores y errores de muestreo

Supongamos que se considera usar el estimador de Horvitz-Thompson en todos los
estratos, mientras que los disefios de muestreo aplicados si podrian ser diferentes de una
subpoblacién a otra. A continuacién se obtendra el estimador de Horvitz-Thompson
bajo el disefio del muestreo estratificado, asi como la varianza del estimador y un
estimador de dicha varianza.

Tema 3. Muestreo estratificado.
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Proposicién 18

Bajo muestreo estratificado, el estimador de Horvitz-Thompson (HT) del total pobla-

cional Yy = Y yx es
keU

H
=3y (3.1)
h=1

donde XA/UT es el estimador HT del total poblacional del estrato A, Yy, .

La varianza del estimador es

v, (?UHT) - i v, (?LE}T) (3.2)
h=1

donde V,, (}Af[}f) es la varianza del estimador VI bajo el disefio de muestreo pj,

utilizado en el estrato h. Por definicidn, el error de muestreo del estimador, o <YUHT) ,
es la raiz cuadrada de la varianza del estimador.

Un estimador insesgado de la varianza viene dado por
AN A~ H AN A~
V. <Y§IT> -39, (Y(f) (3.3)
h=1

suponiendo que existe un estimador insesgado de V,, (YI}{}LT>, que es V,, <Y£LT).
Asimismo, un estimador del error de muestreo se calcula como la raiz cuadrada de

Vo (?gﬂ)

Demostraciéon 18
Por definicién de muestreo estratificado, es facil ver que para todo k € U,, se tiene
=Pk €s) =Pk € sp)
Por tanto, el estimador HT del total poblacional es
H

H
S D DI

kes h=1 kesp,

Dado que la muestra estratificada se obtiene, por definicién, seleccionando una

muestra en cada estrato de forma independiente, las variables aleatorias }?&T son
independientes y, de esta forma, se obtienen de forma sencilla los resultados (3.2) y
(3.3).

Tema 3. Muestreo estratificado.
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Comentario 13. El muestreo estratificado permite aplicar diferentes disefios de mues-
treo y estimadores en los distintos estratos. Sin embargo, es habitual usar el mismo
disefio y el mismo estimador en todos. Un de los disefios mds populares es aplicar la
seleccién de una muestra aleatoria simple en cada estrato. Denotaremos a este disefio
por strs y se denomina muestreo aleatorio estratificado.

Proposicién 19

Bajo el disefio del muestreo aleatorio estratificado, el estimador HT del total pobla-

cional es
H
= Z Na - G,
donde g,, = > % & es la media muestral del estrato h.
kEsy,

La varianza del estimador HT es

Voo (V) = ZNh %, (3.4)

donde f, = 3/ es la fraccion de muestreo en el estrato h y

1 _
SjUh - Nh 1 Z (yk - yU}L)Z

keUp

es la cuasivarianza del estrato h y yy, = > £ es la media de la poblacion Uy,.
keUy,

Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

52

i\)'strs <?[}_IT> Z Nh YSh

donde

1
2 _ 2
Sy = 1 > (W = Usy)

kesy

es la cuasivarianza muestral del estrato h.

Demostracion 19

Recordemos los resultados obtenidos en el Tema 2 para el disefio srswor:

e Estimador HT: R
VT =Ny = N,

kGSh

Tema 3. Muestreo estratificado.
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e Varianza: -
S — Jhn
Vsrswor <YLIZ_,IIT> = NI% ’ ’ SjUh
np
e Estimador de la varianza:
S S L— fu
Vs'r’swor (Y[}_,ILT> = Nf% : n, ' S§sh

Utilizando estos resultados en las expresiones (3.1), (3.2) y (3.3), se llega a lo que se
pretendia demostrar.

Ejemplo 22. Se dispone de una poblacién constituida por 284 municipios (Apéndice B
de Sarndal, Swensson y Wretman 1992) de la que se desea estimar el total de escafios
del Partido Socialdemocrata en el consejo municipal (variable y). La poblacién se ha
dividido en cuatro estratos en funcién de la variable de estratificacion ntiimero de
escafios. Se realiza un muestreo estratificado donde en cada estrato se selecciona una
muestra aleatoria simple independiente de municipios. Los resultados obtenidos son
los siguientes:

Numero de escafios N, np ST e Syl
k€Esy kesp
31 —40 44 5 89 1647
41 — 50 168 21 441 9735
51 — 70 56 10 280 8294
71 0o mas 16 4 152 5794

Bajo el disefio strs, el estimador de HT del total de escafios del Partido Socialdemocrata
es

H
> 89 441 280 152
YT => "N, -7, =44 = 168 - 456 T +16- —— = 6487,20
h=1

Calculemos ahora las cuasivarianzas muestrales de cada estrato:

1
2 2 2
SySh Ty —1 (Z Yk _nh'ysh)

kesp,
454
Sysl - 1577’ SySQ - 23’7’ Sys3 B T’ Sys4 =6
La estimacion de la varianza es
ZH 1—-f 1—5/44

v VHT) 2o L=Jrn o2 _ 2 LT
VStTS (YU ) N el Nh ‘ np ' Sysh =44 — 1577 +

1—21/168 1—-10/56 454

+ 1682-—/-23,7+562.—/ ) +

10 9

Tema 3. Muestreo estratificado.
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1—4/16

+ 16%- -6 ~ 46541,93

La estimacién del error relativo o coeficiente de variacién del estimador es aproximada-
mente de 3.33 %.

> As TS }/}HT
cve(YHT) = M ~ 0,0333
YHT

Estimacién de la media poblacional bajo el disefio strs

Un estimador insesgado de la media poblacional y;; se obtiene diviviendo el estimador
de Horvitz-Thompson para el caso del total por el tamafio poblacional N:

gt 1 1 & d
Yy = YLEIT N Z h* ysh Z Wh : gsh
h=1 —

La varianza y el estimador de la varianza pueden obtenerse de forma sencilla:

HT 1 u 1—f
) S — Jh
Vitrs <yU > = m -V [Y(}{T} = Z W}? ) n, ) SjUh
h=1

~HT

i\"strs (Z]U ) = ZWi? T S§Sh

Estimacién de la proporcién y el nimero de elementos que pertenecen a un dominio
bajo el disefio strs

Seang, =Y. kesy 2k el niimero de elementos de la muestra extraida en el estrato i que
pertenecen al dominio Y Pan = 2 la proporcion de elementos de la muestra extraida en
el estrato h que pertenecen al dominio. Dado que la variable z; es un caso particular de
una caracteristica que toma tinicamente los valores 0 y 1, entonces el estimador HT es,
aplicando lo estudiado,

R H
= Z Ny - pan
h=1

Tomando Qu, = 1 — Py, la varianza del estimador viene dada por:

v AN - N2 1—fn N2 Ny —nn 020, B
strs d - Z h’ n, ZdUh Z h' Nh —1 ‘ np o
h=1

o
ZNQ_Nh_nh_Pdh'th
h Nh—l np

Tema 3. Muestreo estratificado.



3.3. Asignacion de las observaciones en los estratos 3-10

ya que

UgdUh:Pdh'(l_Pdh):Pdh'th

Un estimador insesgado de la varianza es:

H

zs p q
strs( ) ZNh 1_fh —dh Z 1_fh d:_cih

yaque S7, = & donde gz, = 1 — pan

ZdSh

De forma andloga, para el caso de la proporcién de individuos que pertenecen al
dominio, un estimador insesgado para F; es

R H
Pd:ZWh'pdh

h=1

La varianza y el estimador de la varianza se pueden calcular a partir de las expresiones
vistas para el estimador de N;:

H
~ 1 ~ Np —nn P Qan
strs P) = T srs( >: Wz' '
Ve <d vz Vers (N ; PN, —1 n,
1 < Pan * Qan
o 5\ = = _Z 2 dh * qdh
Vstrs (Pd> - N2'Vstr5< d>— Wh (1_fh) h_l

3.3 Asignacién de las observaciones en los estratos

Consideremos una poblacién dividida en H estratos de la cual se desea estimar el total
poblacional de la variable y. Se decide realizar un muestreo estratificado para el cual
ya se han decidido los disefios a aplicar en cada estrato. El estimador a utilizar es el de
Horvitz-Thompson.

Antes de seleccionar la muestra en cada estrato, el estadistico debe determinar cudntas
unidades muestrales n; extraerd de cada estrato. El problema de determinar n, se
conoce como el problema de la afijacién o asignacion de la muestra.

Definiciéon 19

El concepto de asignacion de la muestra se define como el reparto o distribucién del
tamano de la muestra total, n, entre los distintos estratos.

Tema 3. Muestreo estratificado.
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3.3.1 Asignacién proporcional

La asignacién proporcional se define como

N,
nh:n-ﬁh, h=1,....H (3.5)

Esto es, el nimero de unidades muestrales en cada estrato es proporcional al tamafio
del estrato. Por definicién, la probabilidad de que un elemento de la poblacién aparezca
en la muestra s es igual a la probabilidad de que dicho elemento aparezca en la muestra

She
np

=Pk es)=Pkes,) =—
Np

Si se utiliza la asignacién proporcional, entonces 7, = %, que es equivalente a la
probabilidad de que el elemento % pertenezca a una muestra aleatoria simple, Vi =
1,..., N. Sin embargo, una “mala” muestra, poco representativa de la poblacién, por
ejemplo con todos los elementos pertenecientes a un tinico estrato, no podria ocurrir en
una muestra estratificada con asignacién proporcional.

Asimismo, cada elemento de la muestra tiene el mismo factor de expansion (o peso de
muestreo), por lo que todos los elementos representan el mismo niimero de unidades de
la poblacién. Cuando ocurre esto se dice que la muestra es autoponderada.

Definiciéon 20

Un disefio de muestreo p(s) se dice que produce muestras autoponderadas respecto a

un estimador del pardmetro poblacional ¢ si dicho estimador (f) se puede expresar
en funcién del total muestral de la siguiente forma:

0= szk
kes

donde K es una constante y se denomina factor de expansion.

El muestreo aleatorio estratificado con asignacién proporcional produce muestras auto-
ponderadas respecto al estimador de Horvitz-Thompson. En efecto, para el caso del total
poblacional, se tiene:

S &N, N & N
h=1 h=1

kesp h=1 kesy, kes

Como se puede observar, todas las observaciones aparecen multiplicadas por un mismo
factor .

Tema 3. Muestreo estratificado.
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La varianza bajo muestreo aleatorio estratificado con asignacién proporcional es:

H
Vstrs,prop <?(51T> = Z (1 - fh) yUh N2 Z -N Z Wh Uh -
h=1
1 1
= N2' <E_N>;WhSU

Comentario 14. Obsérvese que para un tamafio de muestra n fijado, la asignacion
proporcional puede ser siempre calculada cuando los tamafios poblacionales de los
estratos /N, sean conocidos.

3.3.2 Asignacion Optima

Supongamos que el coste total de la encuesta puede ser expresado como

H
C:CU+ g Np - Ch
h=1

donde ¢ es el coste fijo y c;, es el coste de observar un elemento del estrato h.

Definicién 21
El problema de la asignacién 6ptima de la muestra se puede formular de dos formas

distintas:

1. Determinacién de los tamafios muestrales n;, que minimicen la varianza del
estimador V sujeto a la restricciéon de un coste fijo C.

H N2 SQU
minimizar V =) —th Z N - S
h=1 (3.6)

sujetoa C' = ¢y + Z ny - ch
h=1

2. Determinacién de los tamafios muestrales n;, que minimicen el coste total de
la encuesta C' sujeto a una precision fijada V.

H
minimizar C = co+ >, np - ¢y

v S’fl (3.7)
sujetoa V= Z e Z N, - S

h=1

Tema 3. Muestreo estratificado.
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Proposicién 20

En el disefio de muestreo estratificado, la asignacién 6ptima de la muestra, supo-

H
. ., _ : Nh'Sh
niendo la funcién de costes C' = ¢y + h§71 ny, - ¢, es tal que ny, es proporcional a e
esto es: N, .S
h* OyU,
np, X YyUp

NG

Demostracion 20

El problema de optimizacién que se plantea es el especificado en (3.6) o en (3.7). Se
resuelve de forma andloga en los dos casos.

H N2 _S2
Sea V* = 37 — %y C* = C — ¢y, entonces el problema es equivalente a minimizar

h=1
H 2 2 H
Ny - S
V*C*:<E —hn yUh)'(E nh-ch>
h h=1

el producto
h=1

De la desigualdad de Cauchy se tiene

(Eat)- () = (Konoe)”
La igualdad se da si y solo si 2—7 es constante para cada h.

2.q2
N2.S

1/2
—yUh) y by, = (ny - cp)'/? se llega a

Nh

Tomando a;, = (

H 2
V*C*z ZNh'SyUh'\/&]
h=1

1/2
La igualdad se da cuando (M> = constante o, de forma equivalente, se

puede decir que
N, h SyUh

NGy

np X

Si se plantea el problema de minimizar la varianza del estimador HT para un coste C
Ni-Syu,,

fijado, esto es, el problema especificado en (3.6), entonces dado que n, = « - 7

Tema 3. Muestreo estratificado.
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H

para una constante o'y C=cy+ E ny, - ¢y, Se tiene:
h=1

C:CO+Znh'Ch:CQ+ZOé'M'Ch:CO—f—OéZNh'SyUh'\/a
h=1 h=1 \/a h=1

Por tanto
C - Co

ZNh Syu, = v/Ch

El tamafio del estrato h viende dado por la expresion

C — Co . Nh : SyUh

> N Syu, - v/en "
h=1

np =

Usando lo anterior, la varianza minima es

‘/opt — Co [Z Nh yUh Ch

2
+ B

H
donde B=— Y N, -S2
h=1

Si se plantea el problema de minimizar el coste C fijado para una precisién dada

Np-Syu,,

V, esto es, el problema especificado en (3.7), entonces dado que n;, = « - 7

V= Z yUh + B, se tiene:

H
1
yU _
V = Z NhSyU}; B—E;Nh'SyUh'«/ch—i_B

Por tanto

ZNh Sy, - Ven
V-B

El tamafio del estrato h viene dado por

H
Ny - S, - +/C
hz::l h yUp, \/_h Nh'SyUh b1

: H.
V—-B Ja

np =

g ey

El coste minimo es

2
1
o= g[S v

Tema 3. Muestreo estratificado.
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Comentario 15. Sea el tamafio de la muestra total un valor fijo dado, n. Dado que
H
n = Y ny, es posible expresar la asignaciéon 6ptima para los problemas de optimizacién

h=1
planteados en (3.6) y (3.7) como:

Np-Syu,,
C
=Y (38)
Z Nh'SyUh
= Ve
NS )
En efecto, como nj, = o - %, se tiene:
H
Np - Sy, | n . n Ni - Sy,
n= Q" A= = .

h=1 v Ch Z Nh'SyUh Z Nh'SyUh \/Ch

NG Ver

Comentario 16. Se puede observar que cuanto mayor es la variaciéon dentro de un
estrato y mayor es el tamafio poblacional de dicho estrato, mayor serd el namero de
unidades muestrales del estrato h. Asimismo, cuanto menor es el coste de observar una
unidad en el estrato i, mayor sera n;,.

Comentario 17. La asignacién 6ptima podria producir un tamafio de muestra n;, para
algtin estrato mayor que el tamafio poblacional correspondiente de dicho estrato, N},.
Este problema puede ocurrir en la préctica y surge cuando la fraccién de muestreo total
es considerable y algunos estratos son mucho maés variables que otros. A continuacién
se detalla el algoritmo a seguir cuando ocurre este problema para finalmente tener una
asignacioén 6ptima tal que n, < N, Vh=1,..., H, para un valor de n dado.

* Sea H' el conjunto de estratos para los que se obtiene n;, > N,.

e Tomar

Nh'SyUh
/ Ch /
- (n=S"N, | — H
ny, n Z h Z N}L‘SyUh 3 Vh ¢
keH'’ C
7

¢ Si todos los estratos verifican ahora n;, < N, ésta sera la soluciéon 6ptima. En
caso contrario, se repite el proceso descrito hasta que se cumpla la condicién
np S Nh Vh.

Tema 3. Muestreo estratificado.
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3.3.3 Otras asignaciones de la muestra

En este apartado se van a estudiar otros tipos de afijaciones alternativas que podrian ser
atiles y que generalmente producen buenos resultados. A partir de ahora supondremos
iguales los costes de observar una unidad en todos los estratos, ¢, = ¢, Vh=1,... H.

Asignaciéon de Neyman

La asignacién 6ptima teniendo en cuenta que los costes de observar una unidad son
iguales en todos los estratos viene dada por

Ny, - Syu,

. (3.9)
> Nu- Sy,
h=1

np=mn-

Se denomina asignacién de Neyman, debido a la contribucién importante de Neyman
1934.

Como se puede apreciar, el cilculo de los tamafios de muestra n;, requiere que las
cuasidesviaciones tipicas de cada subpoblacién sean conocidas. Asimismo, en el caso
del problema de minimizar la varianza dado un coste fijado C, la varianza minima
solo se podrd obtener si Sy, es conocida paratodo » =1,..., H. Normalmente en la
practica estos valores no estdn disponibles. Para solventar este problema se podrian
usar aproximaciones cercanas a las cuasidesviaciones tipicas verdaderas haciendo uso
de la experiencia pasada en el caso de encuestas repetidas en el tiempo. La asignacion
obtenida de esta forma podria ser cercana a la 6ptima. Una posible alternativa es usar la
asignacion proporcional, ya estudiada, o bien usar informacién auxiliar correlada con la
variable de estudio.

Asignacién 6ptima con informacién auxiliar

Sea x una variable auxiliar que presenta una correlacién alta con la variable de estudio
y, tal que las cuasidesviaciones tipicas poblacionales de z, S,y,, son conocidas. Bajo
estas condiciones, un método que suele ser usado en la practica con buenos resultados
es considerar la informacién conocida de esta variable auxiliar = en la expresion de la
asignacioén 6ptima de la siguiente forma:

Ny, - Sz,
Mp =N
Z Nh ' Sth
h=1
Si la correlacién entre z e y es perfecta, estoes, y, =a+0b-x,, k=1,..., N, entonces la

: P At 2 — )2 2 .
asignacion es 6ptima, ya que en este caso Sy, = b~ - S5, . Por tanto:

Syuy,
o Ny - Sev, Ny - =5 B Ny, - Syu,
np=mn-— =n-— =n-— ,
Sy
> Ni- Sev, > Ny = >~ Ni- Sy,
h=1 h=1 h=1
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que es la asignacién de Neyman. Si la correlaciéon no es perfecta pero es fuerte, la expre-
sién de ny, suele conducir a valores cercanos a la asignacién 6ptima.

Asignacién proporcional al total de la variable y

Suponiendo que la variable y toma valores positivos, la asignacién proporcional al total
de la variable y se define como
> Yk

keUy,

Zyk

keU

nyp=mn

Para poder aplicar este tipo de afijacion, los totales de la variable y en cada estrato deben
ser conocidos y esto precisamente no suele ocurrir, por lo que en la practica no podra
ser usada.

Por otra parte, se puede observar que esta asignacién es 6ptima si el coeficiente de
variacion g
_ PyUn
e (Yy,) =

Yu,
es constante en todos los estratos, cv (Yy,) = cv, Vh=1,..., H.
> Yk > Yk _
0 KEUn o keUn N - Ju,
PR L = N S L . A%/ M-
> Yk q Ll _
kel > > Uk > Nu-yu,
h=1keU, h=1
Syu
H Sy H
> Nu- =5t > Ni- Sy,
h=1 h=1

Asignacién proporcional al total de una variable auxiliar

Sea r una variable auxiliar que toma valores positivos y que presenta una correlaciéon
alta con la variable de estudio y, tal que los totales de la variable en cada estrato ) _, ., @
son conocidos. Se define la asignacién proporcional al total de la variable x como

> T

keUy

> Tk

keU

nyp="mn

Este tipo de afijacion ha resultado ser 1til en la préctica. La justificacién de su uso radica
en que si x e y tienen correlacién alta y el coeficiente de variacion es aproximadamente el
mismo en todos los estratos, entonces esta asignacién no deberia estar lejos de la 6ptima.
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Ejemplo 23. En el contexto del Ejemplo 22, supongamos ahora que se dispone de la
siguiente informacién sobre la variable de estratificacién x, que denota el nimero de
escafios en el consejo municipal:

Numero de escafios Ny, > oy, S o
keUy, keUp

31 —40 44 1518 52764

41 — 50 168 7524 339344

51 — 70 56 3198 184168

71 o mas 16 1260 100016

Se desea obtener una muestra estratificada de 40 para estimar el total de escafios del
Partido Socialdemécrata. Dado que no tenemos informacién sobre la variable de estudio,
para determinar la distribucion de la muestra entre los distintos estratos, se podria usar
la asignacién proporcional, la asignacién proporcional al total de x o bien la asignacién
6ptima con la informacién auxiliar de .

Asignacion proporcional:

N
nh:n-Wh:>n1:6, ng =24, ng =8, ng =2

Asignacién proporcional al total de la variable auxiliar :

> Tk

keUy,

> Tk

keU

n,=nmn- =N =5 Ny =22, n3=9, nyg=4

Asignacion 6ptima con informacién auxiliar (z):

Ny, - S,

np=mn- I
> Ni - Sau,
h=1

== n; =05, No =21, n3 =10, ny =4

[
3.3.4 Asignacion en el caso de multiples variables de estudio
Sean y, 2, ...,yr una serie de variables de estudio con I > 2, de las que se quiere
estimar el total poblacional de cada una deellas, > v, Vi=1,...,1.
keU

La mejor asignacién para una variable no serd en general la mejor para otra variable
distinta. Por tanto, algtina solucién debe ser adoptada en una encuesta donde existen
numerosas caracteristicas de estudio para obtener la mejor afijaciéon. El primer paso
serd reducir el conjunto de variables consideradas para la obtencién de la afijacién a
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un nimero relativamente pequefio de caracteristicas que se consideran mas importantes.

Una posible forma de asignacién es la sugerida por Yates 1960, método que se describe a
continuaciéon. Considerando el disefio strs, el estimador del total de la variable y; viene
dado por

~HT

H
}/;U - Z Nh : gish
h=1

donde ;s, esla media de la variable y; en la muestra s, extraida del estrato h. Obsérvese
que la expresion de la varianza dada en (3.4) puede escribirse de la siguiente forma para
el estimador del total de y;:

~HT Ny
Vo=V, (Vi ) = Bi -
t 2

h=1

con

H
Az’h = N}% : Sz'2Uh; B; = _ZNh ’ SzQUh
h=1

donde S}, es la cuasivarianza poblacional de la variable y; en el estrato U,.

Consideremos la siguiente combinacién lineal de las varianzas V; dada por

1 1 H

i=1 i=1 h=1 i=1

donde w; es el peso que representa la importancia de la variable y;.

El método consiste en minimizar la expresiéon Vy;, sujeto a la funcién de costes

H
C=cy+ g np - Cp,
h=1

o bien minimizar el coste sujeto a una varianza V), fijada. Este procedimiento tiene la
ventaja de simplificar el problema reduciéndolo al caso unidimiensional.

H I

SeaV*=> > “n—‘:‘h y C* = C — ¢y, entonces el problema planteado es equivalente a
h=1i=1

minimizar el producto

De la desigualdad de Cauchy se tiene

(Xa) (6) = (Canw)
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7 1/2
donde ap = (Z wlﬂ—?) y bh = (nh . Ch)l/z.
=1

La igualdad se da cuando

b ny - cp)'?
Zh_ (h h) = constante

1/2

a I

h (Z Wi‘Aih)
=

o, de forma equivalente, se puede decir que, bajo el disefio strs,

. I 1/2 N I 1/2

La principal debilidad de este procedimiento es la posible arbitrariedad en la eleccion
de los pesos w; de cada variable. Para mas informacién, véase (Rao 1979).

Otra forma de abordar el problema de asignacién de la muestra consiste en minimizar
H
el coste dado por la funciéon C' = ¢y + Y ny, - ¢, bajo las siguientes restricciones:
h=1

* Se especifican unas tolerancias para la varianza correspondiente a cada variable.
Vigvio, ZIL,I
donde V,, es la varianza deseada para la variable ¢

hd nthh, hzl,,H

* n,>1, h=1,..., H (requerida en caso de querer calcular la media de un estrato)
o bienn, > 2, h =1 (requerida en caso de querer calcular la cuasivarianza en un
estrato).

Este problema de optimizacién puede ser descrito como un problema de programacién
matematica convexa. En (Danielsson 1975) se demuestra que este problema tiene una
solucién que puede ser enunciada analiticamente aunque en una forma compleja.

3.4 Comparacion de precision del estimador de Horvitz-Thompson en
muestreo aleatorio estratificado segtn el tipo de asignacién y el
muestreo aleatorio simple

En primer lugar se va a realizar la comparacion de la precision del estimador HT bajo
el disefio del muestreo aleatorio estratificado considerando la asignacién 6ptima con
respecto a la asignacién proporcional, para comprobar que el estimador es siempre
igual o més preciso cuando se usa la asignacién 6ptima:

Vstrs,opt <?[§{T> S Vstrs,prop (?[?T> (310)
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donde V5 opt (YUHT> es la varianza bajo muestreo aleatorio estratificado con asignacién

optima y Vs prop <Y[}{T> con asignacion proporcional.

La varianza del estimador HT bajo muestreo aleatorio estratificado con asignacién
6ptima es, usando la asignaciéon de Neyman dada en (3.9):

Vstrs,opt <?(}_IT> = Z Nh 1 - fh) yUh =

H H
= N2§j—w" Sy —NY W, - S, =
- Wy, - SyU}L h yUp —

h=1 M wm h=1

N2 H 2 H
= — > WSy, | =N Wy-S;
h=1 h=1

La varianza bajo muestreo aleatorio estratificado con asignacién proporcional es, usando
la asignacién dada en (3.5):

VHT : 2 SSU;L 2 Wh
Vstrs,prop (YU ) = ZNh . (1 — fh) . n—h =N Z
h=1

h=1
H
1 1
- N2' (E_N>ZW’ZS2
h=1

NZWh

n-

Restando las dos expresiones, se obtiene lo que se pretendia demostrar:

N N N2
Vstrs,prop (Y[;IT> - Vstrs,opt <Y[}_IT> = 7 Z Wh ' S;Uh Z Wh yUh =
h=1

H H 2

N2
= st - (W) | =
h=1 h=1

_ nZWh Sy —8y)" >0

_ H
donde S, = > W),-S,u, eslamedia de las cuasidesviaciones tipicas de los estratos.
h=1

Comentario 18. Obsérvese que la igualdad de precisiones se obtiene cuando las cua-
sidesviaciones tipicas S,y, son iguales en todos los estratos. La ganancia en precisiéon
de la asignacion 6ptima respecto de la proporcional serd mayor cuanta mas variaciéon
exista en las cuasivarianzas de los estratos.
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Comparemos la precision obtenida con el estimador HT bajo el disefio del muestreo
aleatorio estratificado con asignacién proporcional con respecto al disefio del muestreo
aleatorio simple.

De la descomposicion del andlisis de la varianza, tenemos que la variacion total, SST,
se puede descomponer como la suma de la variacién interestrato, SSB, y la variaciéon
intraestrato, SSW.

H
Ni - (Go, — 9v)* + Z )- 8%, (3.11)

=1

(N—=1)- S§U = Z(?/k —u)* =

kes

’Mm

De forma equivalente, podemos representarlo como
SST = SSB+ SSW

En efecto:

H H
SST = Z (yk _ ZjU)Q - Z (yk _ gUh + 17Uh . gU)Q _
h=

1 keUy, h=1 keUy
H H
= Z (G0, — 9v)” +Z Yk — Yu,) +QZZ Yk = Yu,) - o, — Yu) =
h=1 keUy h=1 keUy h=1 keU,,
H H
= > N (v, — )’ +>_(Ny—1)- 52
SSB SSW

ya que el altimo sumando es 0.

Recordemos que la varianza del estimador HT bajo el disefio srswor es

~ 1 1
Vsrswor<Y(§{T) = N (E B N) 'SEU =

N1 1Y [& . "

B N—1'(ﬁ_ﬁ>' D N (G, = 5o)” + (N =
Lh=1 h=1
N1 [& d

- v () o yUh—ymz(Wh— )-szUh]
h=1 h=1

donde se ha usado (3.11).

Por tanto:

VSTswor <}/}[}{T> - Vstrs <§/}UHT) =
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NE

>
Il

1

I
1 _ _ 1
=51 (i) [ M o0 3 (i) e - S ZWh w| =
Lh=1

H
N -1
(14 - S e

N3 /1 1 1 &
“voailn W ZWhyUh—yU —Nzl—Wh WU
=1

Lh=1

M=

Z Wh(gUh - yU 2 +

Lh=1 1

T

Comentario 19. Del resultado anterior, se puede afirmar que es tedricamente posible
que el muestreo aleatorio estratificado con asignaciéon proporcional conduzca a una
varianza ligeramente mayor que el disefio srswor, en el caso de que todos los estratos
presenten medias yy;, iguales o aproximadamente iguales. Sin embargo, en la mayoria
de los casos esta igualdad no se da y normalmente >, W, - (7, — i) excedera
considerablemente el valor de + ST (1= Wy) - S2u, - |

Comentario 20. Si la variacién interestrato representa una proporcién significativa
de la variacién total, entonces las diferencias entre las medias de los estratos son
una de las principales razones de la variacién de y. En tal caso, el disefio strs con
asignacion proporcional produce una varianza sustancialmente menor. Asi pues, cuanto
mads difieran las medias de los estratos mas ganancia en precision se obtendra con la
estratificacién respecto a aplicar muestreo aleatorio simple.

Ejemplo 24. En el contexto del Ejemplo 22 y el Ejemplo 23, supongamos que se conoce
el total del niimero de escafios en los consejos municipales, para cada estrato. Por
consiguiente, se dispone del total poblacional de la variable de estudio y. La informacién
viene recogida en la siguiente tabla:

Numero de escafios Ny, ST oy ST ok
KeU keUy,

31 —40 44 1518 52764

41 — 50 168 7524 339344

51 — 70 56 3198 184168

71 o més 16 1260 100016

Calculemos la varianza para las tres asignaciones obtenidas en el Ejemplo 23 y compa-
remos el resultado respecto a aplicar el disefio del muestreo aleatorio simple usando el
estimador HT.

Las cuasivarianzas poblacionales de cada estrato son:

1
2 2 9
Syv,, = N, — 1 ' <Z yk_Nh'yUh>

keUy,
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2 . 2 . 2 . 2 o
S2, = 1848; 8%, ~ 24,55; S, ~ 34,61, S%, ~ 22,93

La varianza del estimador usando la asignacién proporcional es

H
~ 1 —
Vst’/‘s,prop (Y(}_IT> = g N}% : nhfh : S;Uh ~ 44092,60
h=1

La varianza es ligeramente menor aplicando muestreo estratificado con asignacién
proporcional, ya que la varianza obtenida con asignacién proporcional al total de = y la
varianza aplicando asignacion 6ptima con informacién auxiliar es, respectivamente:

Vstrs,propz ~ 449347737 VStTS,OPtz ~ 45228754

Para calcular la varianza del estimador de expansién bajo muestreo aleatorio simple,
debemos obtener en primer lugar la cuasivarianza poblacional de y.
1 H H
- _ N2
Sir =57 |22 Nn G, = B0)* + Y (Nw = 1) - Sy, | ~ 52,56
h=1 h=1

donde se ha usado jy, = 222, 4, = 352, yu, = 25°, Yu, = 38,5625.

Se sabe que la variable de estratificacion z tiene correlacién positiva alta con la varia-
ble de estudio y (es aproximadamente 0.76), por lo que cabe esperar que la varianza
obtenida bajo muestreo aleatorio simple con tamafio n = 40 y usando el estimador de
expansiéon HT sea mucho mayor que usando muestreo estratificado con las asignaciones
que tienen en cuenta la informacién de x. Asimismo, dado que SSB representa un
porcentaje significativo de la variacion total (aproximadamente 52 %), se podria esperar
una varianza sustancialmente menor que con el disefio srswor.

En efecto, la varianza del disefio srswor es

—f

n

- 1
V(YT = N2 - 52, ~ 91058,80

Se observa una ganancia importante con la estratificacion, tal y como cabia esperar.
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Tema 4

Muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en una eta-
pa. Muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en dos
etapas. Muestreo con probabilidades diferentes en una etapa con re-
emplazo. Muestro con probabilidades diferentes en dos etapas con re-
emplazo. Muestreo con probabilidades diferentes sin reemplazo.

Este tema estd elaborado como una adaptacion casi literal en espafiol de la siguiente
bibliografia:

C.-E. Sarndal, B. Swensson y J.H. Wretman (1992). Model assisted survey sampling.
New York: Springer

S. Lohr (2010). Sampling: Design and Analysis. 2nd. Duxbury Press

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

4.1 Introduccion

Los disefios considerados hasta el momento asumen que es posible el muestreo directo
de los elementos. Es decir, los elementos de la poblacién se pueden usar como elementos
muestrales en una tnica etapa de muestreo. Sin embargo, en muchas encuestas de
tamafio mediano y grande, el muestreo directo de elementos no se usa por una o dos de
las siguientes razones:

i. No existe un marco muestral que identifique a todos y cada uno de los elementos
de la poblacién, y la produccién de tal marco puede ser dificil, cara o imposible.

Por ejemplo, no se puede construir un listado con todos los clientes de una tienda,
pero si podemos construir una lista de todos los individuos de una ciudad para
los cuales sélo existe una lista de viviendas; sin embargo, la construccién de esta
lista consumird mucho tiempo y serd muy cara.

ii. Los elementos de la poblacién estdn dispersos sobre un drea muy grande, en
cuyo caso el muestreo directo de elementos dara lugar a una muestra demasiado
dispersa. Por tanto, el coste del trabajo de campo seria prohibitivo debido al alto
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coste de los viajes si son necesarias entrevistas personales. También puede ser
dificultosa la supervision del trabajo de campo, lo que puede dar lugar a una tasa
de falta de respuesta muy grande y a errores de muestreo graves.

Si la poblacién objetivo son los alumnos de un determinado curso, por ejemplo
cuarto de ESO, en Espafia, es méds barato tomar una muestra de colegios y entrevis-
tar a todos los alumnos de cuarto de los colegios seleccionados que entrevistar a
toda una muestra aleatoria simple de alumnos de cuarto de ESO. Con una muestra
aleatoria simple de alumnos es posible que en algtin caso hubiera que viajar hasta
algtin colegio para entrevistar a un tinico alumno.

El muestreo por conglomerados es un disefio de muestreo no directo de elementos en el que
la poblacién finita estd agrupada en subpoblaciones llamadas conglomerados. Consiste en
seleccionar un subconjunto de conglomerados donde todos los elementos de la pobla-
cién del conglomerado seleccionado son encuestados. El muestreo por conglomerados
también se llama muestreo por conglomerados en una iinica etapa o monoetdpico. Por contra,
en el muestreo de conglomerados con submuestreo la muestra de elementos se obtiene como
resultado de dos etapas de muestreo:

i. Los elementos de la poblacion se agrupan en primer lugar en subpoblaciones
disjuntas, llamadas unidades muestrales primarias (PSUs del inglés primary sampling
units). Se obtiene la probabilidad de seleccién de cada PSU (muestreo de primera
etapa).

ii. Para cada PSU de primera etapa, se decide el tipo de unidad de muestreo a usar en
el muestreo de la segunda etapa. Estas unidades muestrales de segunda etapa (SSUs
del inglés secondary sampling units) pueden ser elementos o conglomerados de
elementos. Se obtiene la probabilidad muestral de las SSUs para cada PSU en el
muestreo de primera etapa. Cuando las SSUs son conglomerados, se encuesta a
cada unidad en las SSUs seleccionados en el caso de utilizar solo dos etapas; en
caso contrario, se sigue muestreando.

Comentario 21. Cuando cada SSU es un elemento, usamos el término muestreo bietapi-
co; cuando cada SSU es un conglomerado de elemento, usamos el término muestreo de
conglomerados con submuestreo o muestreo multietapico. |

Ejemplo 25. Supéngase que quieren estimarse el nimero de tablets electrénicas por
residente en un pais. No existe un listado de todos estos dispositivos vendidos y el
muestreo directo sobre personas conduciria a una muestra dispersa cuya recogida de
datos superaria nuestras restricciones presupuestarias. Por tanto, no puede plantearse
un muestreo directo sobre las personas. En su lugar, puede considerarse un listado de
secciones censales y entrevistar a todos los residentes de cada seccion censal seleccio-
nada. Se trata de un muestreo por conglomerados monoetdpico donde las unidades
muestrales primarias (las PSUs) son las secciones censales y las unidades de andlisis o
elementos son las personas residentes. No hay SSUs. |

Tema 4. Muestreo por conglomerados y muestreo con probabilidades diferentes.
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Ejemplo 26. La Encuesta sobre Uso de Drogas en Ensefianzas Secundarias en Espafia,
ESTUDES !, es una operacion estadistica que tiene por objetivo recabar informacion de
valor para disefiar y evaluar politicas dirigidas a prevenir el consumo de drogas y otras
adicciones y los problemas derivados del mismo. Para ello se realiza una encuesta a
estudiantes de 14 a 18 afios matriculados en la ESO, Bachillerato, Ciclos de Formacién
Profesional Bésica y Ciclos Formativos de Grado Medio de Formacién Profesional.

Se realiza un muestreo por conglomerados bietdpico, en el que, en primera etapa,
se seleccionan aleatoriamente centros educativos (unidades de primera etapa) y, en
segundo lugar, aulas (unidades de segunda etapa), cumplimentando el cuestionario a
todos los alumnos presentes en las mismas.

En este caso los centros educativos son las PSUs y las aulas son las SSUs. Los alumnos
son los elementos. |

Definicion 22

El muestreo multietdpico consiste en un muestreo en tres o mas etapas. Hay una
jerarquia de unidades muestrales: las unidades muestrales de primera etapa, las
unidades muestrales secundarias dentro de las PSUs, las unidades muestrales tercia-
rias dentro de las SSUs, y asi sucesivamente. Las unidades muestrales en la tltima
etapa de muestreo se llaman unidades de muestreo iiltimas y las de aquellas en la etapa
anterior a la dltima se llaman unidades de muestreo peniiltimas.

Comentario 22. El término muestreo multietdpico de elementos se aplica cuando las
unidades de muestreo tiltimas son elementos. En el muestreo multietapico de conglo-
merados, las unidades de muestreo tltimas son conglomerados de elementos. |

Ejemplo 27. La Encuesta Europea de Salud en Espafia® es una operacion estadistica
dirigida al conjunto de personas de 15 y més afios que reside en viviendas familiares
en todo el territorio nacional. Su objetivo principal es obtener datos sobre el estado de
salud, la utilizacién de los servicios sanitarios y los factores determinantes de salud, de
manera armonizada y comparable a nivel europeo.

Para ello utiliza un muestreo trietdpico. Las unidades de primera etapa son las seccio-
nes censales. Las unidades de segunda etapa son las viviendas familiares principales,
investigdndose a todos los hogares que tienen su residencia habitual en las mismas.
Dentro de cada hogar se selecciona a un adulto (15 o mds afios).

Esto es un ejemplo de muestreo trietapico en el que las secciones censales son las PSUs,
las viviendas son las SSUs y el adulto que rellena el cuestionario es la unidad muestral

"https://pnsd.sanidad.gob.es/profesionales/sistemasInformacion/
sistemaInformacion/encuestas_ESTUDES.htm

’https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=
1254736176784&menu=metodologia&idp=1254735573175

Tema 4. Muestreo por conglomerados y muestreo con probabilidades diferentes.


https://pnsd.sanidad.gob.es/profesionales/sistemasInformacion/sistemaInformacion/encuestas_ESTUDES.htm
https://pnsd.sanidad.gob.es/profesionales/sistemasInformacion/sistemaInformacion/encuestas_ESTUDES.htm
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176784&menu=metodologia&idp=1254735573175
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736176784&menu=metodologia&idp=1254735573175

4.2. Muestreo con probabilidades diferentes sin reemplazo 4-4

terciaria o unidad muestral final. [ |

Asimismo, hasta ahora se han analizado exclusivamente disefios de muestreo donde
las probabilidades de seleccién de las unidades de muestreo son iguales. Este tipo de
disefios proporcionan esquemas que, frecuentamente, son faciles de disefiar y explicar.
Sin embargo, no siempre es posible aplicarlos y no son tan eficientes como los disefios
con probabilidades desiguales.

En este tema se estudiardn disefios de muestreo con probabilidades diferentes sin re-
emplazamiento y con reemplazamiento, por lo que se aplicaran los estimadores de
Horvitz-Thompson y Hansen y Hurwitz, que se definieron en el tema 1. A lo largo del
tema se considerara que la poblacion estd agrupada en subpoblaciones. Se estudiaran
los estimadores, las varianzas y los estimadores de las varianzas en disefios monoeta-
picos y bietdpicos cuando las unidades muestrales de primera y segunda etapa son
seleccionadas con probabilidades diferentes. Los resultados obtenidos se aplicardn al
caso particular en el que la seleccién de las unidades muestrales sea con probabilidades
idénticas en una y en dos etapas.

4.2 Muestreo con probabilidades diferentes sin reemplazo

En esta seccion se estudiaran disefios de muestreo en los que las unidades de primera
etapa son seleccionadas mediante un esquema sin reemplazo, por lo que se usard el
estimador de Horvitz-Thompson (HT) definido en el tema 1, asi como las expresiones
de la varianza del estimador y el estimador de la varianza obtenidas en el Teorema
4.

Existen diversos algoritmos de selecciéon de la muestra sin reemplazamiento, por ejem-
plo podria utilizarse el muestreo sistematico, que es de un uso muy extendido por
su facilidad de implementacién, aunque tiene el inconveniente de que muchas de las
probabilidades de inclusién de segundo orden son cero. Por otra parte, en el tema 2
se estudiaron algunos algoritmos muestrales para la seleccién de una muestra alea-
toria simple sin reemplazo. También existen mecanismos de seleccién de la muestra
con probabilidades diferentes. Por ejemplo, podria pensarse en seleccionar unidades
primarias con probabilidades proporcionales al tamafio (entendido como una medida
del tamafo de la unidad primaria, que podria ser por ejemplo el ntimero de elementos).
La mayoria de los algoritmos de selecciéon con probabilidades diferentes son compli-
cados de implementar. Generalmente los calculos de las probabilidades de inclusién
de segundo orden se vuelven rdpidamente engorrosas a medida que el tamafio de la
muestra se incrementa. En (Brewer y Hanif 1983) se pueden consultar diversos métodos
para seleccionar muestras con probabilidades diferentes sin reemplazo.

A continuacion se presenta un método para la seleccién de una tinica unidad primaria
(n; = 1), con probabilidades proporcionales al tamafio, que denominaremos método del
total acumulado:

Sea T; el tamafio acumulado hasta la unidad primaria ¢, donde Tj, = 0.

Tema 4. Muestreo por conglomerados y muestreo con probabilidades diferentes.
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1. Se calcula T; = T;_; + N;, donde N; es el tamafio de la unidad primaria i.

2. Se considera una realizacién de una uniforme sobre el intervalo (0, 1): . La unidad
i es seleccionada si
Tiy<e Iy, <T;

donde N; es el nimero de unidades primarias en las que se agrupa la poblacion.

El indice I se usa para identificar entidades asociadas con las unidades de primera
etapa. Se puede comprobar que se tiene efectivamente un disefio con probabilidades
proporcionales al tamario:

i —Tiy Ni

1 =P(Ti-1 <e-Tn, <T;) = Tn =N

I ZN,L

i=1

Ny
donde Ty, = > N; es el tamafio de la poblacién.
i=1

Ejemplo 28. Supdngase que una poblacién estd agrupada en 6 subpoblaciones para
la cual se dispone de la informacién del nimero de individuos en cada una de ellas
Ny =15, Ny = 10, N3 = 30, Ny = 20, N5 = 15y Ng = 10. Calculemos el total acumulado
T;:

i N; 1;
1 15 15
2 10 25
3 30 55
4 20 75
5 15 90
6 10 100

Se obtiene una realizacién de una uniforme sobre el intervalo (0, 1), . Suponiendo que
25 < €-100 < 55, entonces la unidad primaria seleccionada es i = 3. [ |

4.2.1 Muestreo por conglomerados en una etapa

Considérese que la poblacion finita U = {1, .., k, ..., N} se divide en N; subpoblaciones,
llamadas conglomerados, y denotadas por Uy, ..., U;, ..., Uy,. El conjunto de conglomera-
dos se representa simbdlicamente por

Ur={1,....i,.... N;}.

El indice I se utilizara para identificar entidades asociadas con los conglomerados, que
son las unidades primarias. La razén para usar I en lugar de C, que serfa més natural,
es que el primero facilita la transiciéon al muestreo de conglomerados con submuestreo,
en que I se referird a la primera etapa, II a la segunda etapa y si hubiese mds etapas se
podrian seguir usando estos subindices.
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El nimero de elementos de la poblacién en el i-ésimo conglomerado U; se denota por
N;. La particion de U se expresa mediante las ecuaciones

U:UUZ' y N:ZNi'

ieUr i€Ur

De momento, consideraremos que solo se realiza una etapa de muestreo, es decir, todos
los elementos de las unidades muestrales seleccionadas serdn observados.

Definicién 23
El muestreo por conglomerados en una iinica etapa (o simplemente muestreo por conglome-
rados) se define ahora de la siguiente forma:

i. Una muestra probabilistica s; de conglomerados se selecciona a partir de U; de
acuerdo con el disefio p;(-). El tamarfio de s; se denota por n,, para un disefio
de tamario fijo, o por n,, para un disefio de tamarfio variable.

ii. Cada elemento poblacional de los conglomerados seleccionados es observado
(entrevistado).

Aqui p;(-) puede ser cualquiera de los disefios convencionales, es decir, muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento, muestreo sistemdtico, muestreo estratificado,
etcétera. Seguiremos usando s como simbolo del conjunto de elementos que se observan.
Es dedir,

El tamafio de s es

Ng = ZNi'

1EST

Sefialamos que incluso si p;(-) es un disefio de tamafio fijo, el nimero de elementos
observados n, en general no sera fijo, porque los tamarfios de los conglomerados N;
pueden variar.

Las probabilidades de inclusién de la unidad de muestreo de primer y segundo orden
inducidas por el disefio p;(-) son

Tri = ZPI (s1)
s121
y para dos conglomerados ¢ y j

Trij = Z PJ(SJ)-

s131,7
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Se verifica que 7j; = 7. Volvamos a las probabilidades de inclusion del elemento.
Como la muestra s contiene todos los elementos en los conglomerados seleccionados,
para cada k en U;, tenemos

T =P(s > k)=P(s; 31i) =my. (4.1)
Las probabilidades de inclusién de segundo orden vienen dadas por
T =P(s 2 k,1) =P(s; 2 1) =y (4.2)
si tanto k£ como [ pertenecen al mismo conglomerado U;, y
T =P(s 2k, 1) =P(s; 2 1,j) =y (4.3)

si k y [ pertenecen a distintos conglomerados U; y U,. Cabe sefialar que 7y, = . Es
conveniente introducir la notaciéon simplificada

para el total de la unidad primaria i-ésima. El total poblacional a estimar se puede
expresar entonces como

Sea Ay;; = mpi; — mpmr;. Tenemos entonces el siguiente resultado:

En el muestreo por conglomerados, el estimador de Horvitz-Thompson del total
poblacional Yy = >, ., yi se puede escribir como

> Yu,
HT _ Ui
Yo = E . (4.4)
1EST
La varianza viene dada por
- Yu, Yu,
VY] = Z Z Az S (4.5)
‘ ‘ Tri Tryj
€Uy jeUr

Un estimador insesgado de la varianza es

VY = Wi 4.6
[Ulggmmw (4.6)
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Demostracion 21

=> =33
0y
kes 1EST kEUl

usamos la ecuacién (4.1) y obtenemos

S (Zk k) Yu,
YHT — qu, — T .
D D ) B

1ES8T 1EST

Los otros resultados se obtienen inmediatamente a partir de los resultados estudia-
dos en el tema 1 sobre el estimador de Horvitz-Thompson, teniendo en cuenta que

> U: es el estimador de Horvitz- -Thompson de ) . ., Yu,. Las probabilidades

1€ST T i€Ur
de pnmer orden adecuadas son las probabilidades de inclusién de las unidades

primarias.

Si ps(-) es un diseno muestral de tamano fijo, la varianza V[}A/'(}{T] en el Teorema 21
también se puede expresar como

VYT = -2 Z > A (YU Y—U)2 (4.7)

T
ZEU] jeUr 1j

con el estimador insesgado de la varianza

T =533 T

m
1ESy JEST fij

(YUZ M ) . (4.8)

Tr; Trj

El Teorema 21 conduce a varias conclusiones interesantes sobre la eficiencia del muestreo
por conglomerados. Asumimos que se usa el estimador de Horvitz-Thompson y que
pi(-) es un disefo de tamano fijo, por eso se utilizan las ecuaciones (4.7) y (4.8).

a. A partir de (4.7), podemos ver que si todos los Yy, = }7:[; son iguales, entonces

V[}Afl}”] = 0. Por tanto, si podemos elegir 7;; aproximadamente proporcional a los
totales de los conglomerados Yy, entonces el muestreo por conglomerados seré
altamente eficiente.

b. Silos tamarios de los conglomerados N; son conocidos en la fase de planificacion,
se puede elegir un disefio con 7;; o« NN;. Como Yy, = N,gy, = ZkeUi Y, €S una
buena eleccion si hay poca variacion entre las medias de los conglomerados gy, . Si
todos los 7y, son iguales, tendriamos, en efecto, V[?(}{T] = 0.

c. Un disefio de muestreo por conglomerados con probabilidades iguales (es decir,
uno en el que todos los 7;; son iguales) a menudo es una mala opcién cuando
los conglomerados tienen distinto tamafio. Para que un disefio asi sea eficiente,
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debemos tener 7, aproximadamente proporcionales a N; . Esto, sin embargo,
raramente se da en la practica.

Comentario 23. El muestreo por conglomerados y el muestreo estratificado.

Los conglomerados recuerdan a los estratos, pero s6lo de manera superficial: un conglo-
merado, al igual que un estrato, es una agrupacién de los elementos de una poblacién
(individuos de una ciudad, empresas de una comunidad auténoma, establecimientos
industriales de una provincia). Sin embargo, el proceso de construccién y seleccién es
un poco distinto en estos dos métodos.

Mientras que, por lo general, la estratificacion aumenta la precisién en relacién con el
muestreo aleatorio simple, el muestreo por conglomerados, con frecuencia, la disminuye.
Los miembros de un mismo conglomerado tienden a ser mas similares entre si que los
elementos seleccionados al azar de entre toda la poblacién: los alumnos de cuarto de
ESO de un mismo colegio tienden a tener un nivel de vida parecido; los peces de un
mismo lago tienden a presentar concentraciones similares de mercurio. Por lo general,
estas analogias surgen debido a ciertos factores subyacentes que podrian medirse o no.
Por tanto, si extraemos una muestra con dos alumnos de un mismo colegio puede que
no consigamos tanta informacién acerca de los alumnos de cuarto de ESO como la que
obtendriamos al extraer una muestra de dos alumnos de colegios distintos.

El muestreo por conglomerados se utiliza en la practica (sobre todo en las encuestas
sociales) debido a que es mds econémico y conveniente obtener muestras por conglome-
rados que al azar entre la poblacién de personas. Casi todas las encuestas sociales (a
hogares, a individuos, a viviendas) utilizan el muestreo por conglomerados debido al
ahorro de costes. L

4.2.2 Muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en una eta-
pa

El muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en una etapa consiste en
seleccionar una muestra aleatoria simple sin reemplazamiento s; de n; unidades de
muestreo (conglomerados) del total de N; conglomerados existentes en U;, de forma que
todos los elementos de los conglomerados seleccionados son observados. Denotaremos
este disefio por 1st°.

Se sigue del Teorema 21 y de los resultados sobre el disefio muestral aleatorio simple sin
reemplazamiento que el estimador de Horvitz-Thompson del total poblacional viene
dado por
Y5 = Nig,, (4.9)
1
donde y;, = — >, Yu, es lamedia de los totales de conglomerados en s;. La varianza
nr

se puede escribir como

~ 1—f
Via(V5'") = Ni——= 55y, (4.10)

3Del inglés simple cluster random sampling without replacement.
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donde f; = {* es la fraccién de muestreo de conglomerados y

1 —
S%UI - m Z(YU1 - yU1>27 (411)

€Uy
_ Yo, . . .
con Yy, = Y ey, w, - El estimador insesgado de la varianza es

—J1 o

nr

Vi (VT = N 52 (4.12)

Sr?

donde .
S}Q/sl =1 Z(YUz - gSI)Q'

De la descomposiciéon del andlisis de la varianza, tenemos que la variacion total, SST,
se puede descomponer en este caso como la parte de variabilidad que existe entre
los conglomerados, SSB, y la parte de variabilidad dentro de los conglomerados,

SSW:
ZZ(yk_yU ZN Yu, — Ju) +Zzyk_yU
1€Ur keU; J ieUI ’LEU] keU;
SST SSB SSW

O alternativamente, esto se puede escribir
(N—=1)-82 = (Ny—1)- Sip+ (N — Np) - Sk,

donde S} = 57 > Ni- (Ju, —90)* Y Sow = 52w 2 > (e — T0)°

€Uy i€Ur keU;

Comentario 24. Dentro del muestreo por conglomerados, se puede disponer de con-
glomerados con el mismo nimero de elementos, que denotaremos por N; = M para
todo ¢, o bien conglomerados con distintos tamafios. Generalmente los conglomerados
de individuos en la practica no se ajustan al primer caso (conglomerados de tamafios
iguales), pero podria aparecer en el muestreo agricola. Es el caso més sencillo. Se usan
los resultados del muestreo aleatorio simple con los totales por conglomerado como
observaciones. El inconveniente es que casi siempre el muestreo por conglomerados
con igual tamafio proporciona una menor precision para los estimadores que en el caso
de una muestra aleatoria simple con el mismo ntimero de elementos. |

Conglomerados del mismo tamafio

En muestreo por conglomerados del mismo tamafio /M podemos estimar la media
poblacional 3y, dividiendo el estimador del total entre el nimero de elementos, con lo
que obtenemos:
~HT }/}[}_I T
Yo = N, M’

(4.13)
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La varianza viene dada por

~ar\ _ 1—fi Sy
Vise (?JU > = n MQI- (4.14)
Un estimador insesgado de la varianza es
<7 (= 1 - f[ 552/
V(o) ==L 4.15
Ju ng M2 *15)

Ejemplo 29. Un estudiante quiere estimar las calificaciones promedio de sus compafie-
ros de residencia. En vez de obtener una lista de todos los alumnos que estan en su
residencia y obtener una muestra aleatoria simple, observa que dicha residencia consta
de 100 dormitorios, cada uno con cuatro estudiantes. Elige cinco dormitorios al azar y
pregunta a cada persona por sus calificaciones. Los resultados son los siguientes:

Numero de Dormitorio (Conglomerado)
persona 1 2 3 4 5
1 3.08 2.36 2.00 3.00 2.68
2 2.60 3.04 2.56 2.88 1.92
3 3.44 3.28 2.52 3.44 3.28
4 3.04 2.68 1.88 3.64 3.20
Total 12.16 11.36 8.96 12.96 11.08

Las unidades primarias son los dormitorios, de modo que N; = 100, n; =5y M = 4.
La estimacion del total de la poblacién (la suma estimada de todas las calificaciones de
todos los alumnos que pertenecen a la residencia, cantidad sin sentido en este ejemplo,
pero util para demostrar el procedimiento) es:

. 100
YHT = T(12,16 + 11,36 + 8,96 + 12,96 + 11,08) = 1130,4

1
SVor = 5711216 = 11,304) + ... + (11,08 — 11,304)"] = 2,256.

En este ejemplo, S5, es solo la (cuasi)varianza muestral de los totales de los 5 dormito-
rios. Por tanto, usando (4.13) y (4.15) obtenemos

~ur  1130,4
Yv = T400

= 2,826

N </_\HT> _ 1- % 2,256

i SR = 0,027
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Obsérvese que en estos cédlculos sélo se utiliza los valores de la tltima fila "Total” de la
tabla de datos, las calificaciones individuales se emplean sé6lo para calcular el total de
cada dormitorio. [ |

Analizamos ahora més detenidamente el disefio 1st y lo comparamos con una selecciéon
directa aleatoria simple de elementos. Para ello sera ttil trabajar con el coeficiente de
correlacion intraconglomerados.

Definiciéon 24

El coeficiente de correlacién intraconglomerados poblacional p (Lohr 2010) se define
como el coeficiente de correlacion para las N; M (M — 1) parejas de valores (y;, y;) de
un mismo conglomerado, con k # I:

S >k —du) (i —Ju)

€Uy | keU; leU;
1%k

(N M —1)(M — 1)S§U

p= (4.16)

El coeficiente p se puede interpretar como una medida de homogeneidad dentro de los
conglomerados y se puede escribir de forma alternativa como

M SSW
P=1=3r=1 sor (417)
Se puede demostrar que
— <p<L
o1 -rs!

En un extremo, si SSW = 0 entonces p = 1, que se da cuando los conglomerados son
perfectamente homogéneos. En el otro extremo, si SSB = ( entonces p = — 37—, que
sucede cuando existe heterogeneidad completa dentro de los conglomerados (situacién
ideal).

Se puede observar que la variabilidad del estimador de HT para el total poblacio-
nal de y depende completamente de la parte de la variabilidad que existe entre los
conglomerados, ya que

1 _ 2 1 _ gU 2

€Uy ieUr
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Por tanto,
1—fr

nr

\ (?J”) — N2. M- S2,

Mientras que si se hubiera obtenido una muestra aleatoria simple de n; - M elementos,

entonces:

HT 2 2 (1_f1) 2 _ a2 (1_f1) 2
VsrstT:Vsrswor<YU ):N[M ‘m-—M‘SyU_NI.n—I.M.SyU

Si S;p > Spy, entonces el muestreo por conglomerados es menos eficiente que el
muestreo aleatorio simple.

Por otra parte, la expresion de la varianza del estimador dada en (4.10) también puede
escribirse en funcién de p usando (4.17), ya que se puede demostrar:

Ny-M—-1
2 _ TP g2 —_1).
Luego,
— VHT _ 2_(1—f1). ‘NI']\/[_1 Q2 1 _ 1.
Vi = Vig (V7) = N M ey Sl (L= (M 1))

Asi tenemos:
Vie  Sip Np-M -1

Vsrswor B SzU B M - (NI - 1)

[+ (M = 1) -p]

Si el nimero de unidades de primera etapa N; que pertenecen a la poblacién es tan
grande que N; M —1 ~ M-(N;—1) entonces el cociente de varianzas es aproximadamente
1+ (M —1)- p. Por tanto, cuando p es positivo, el muestreo por conglomerados es menos
eficiente que el muestreo aleatorio simple. Sin embargo, si p es negativo el muestreo por
conglomerados es mas eficiente.

Comentario 25. Como se ha comentado, p proporciona una medida de homogeneidad
dentro de los conglomerados. Para que el muestreo por conglomerados sea més eficiente
que un muestreo aleatorio simple, nos interesa que las subpoblaciones no contengan
elementos similares en su interior. Sin embargo, en los conglomerados que aparecen de
manera natural en la poblacién, normalmente p es positivo, pues los elementos de un
mismo conglomerado tienden a ser més parecidos que elementos elegidos al azar entre
la poblacion. p es negativo cuando los elementos de un mismo conglomerado estan
mas dispersos de lo que se dispersaria un grupo elegido al azar. Esto puede ocurrir por
ejemplo en algunas muestras sistematicas o en conglomerados artificiales. u

Comentario 26. Se puede observar que el muestreo sistematico estudiado en el tema
2 se corresponde formalmente con un disefio muestral 1st con n; = 1, donde los N;
conglomerados se corresponden con las a posibles muestras sistematicas. Ademds,
el muestreo sistemdtico con m arranques aleatorios (véase la seccioén 2.6.2) se puede
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considerar como un disefio muestral 1st con n; = m y N; = ma. En este caso, la
ecuacion (4.12) proporciona un estimador insesgado de la varianza para el estimador
de Horvitz-Thompson del total poblacional. u

Conglomerados de distinto tamaiio

En las encuestas sociales es raro que los conglomerados tengan todos el mismo tamario.
La diferencia entre conglomerados con el mismo o distinto tamafio es que es probable
que la variacién entre los totales de los conglomerados Yy, individuales sea grande
cuando los conglomerados tengan distinto tamafio. Asi, esperariamos que Yy, sea gran-
de cuando el tamafio del conglomerado N; fuese grande y que sea pequefio cuando N;
también lo sea. Con frecuencia, %A’[}A/[}{T] es mayor en una muestra por conglomerados
cuando las PSUs tienen distintos tamafios que cuando todas las PSUs tienen el mismo
ntimero de SSUs.

En muestreo por conglomerados de distinto tamafio no podremos usar el coeficiente
de correlacién intraconglomerados p, ya que solo esta definido para conglomerados
del mismo tamafo. En su lugar se usard la misma medida de homogeneidad estudiada
para medir el grado de homogeneidad dentro de las muestras sistematicas en el tema
2:

N—-1 SSW . S2w

§=1- : -1

Se puede demostrar que
Nr—1

- <4
N —N; —

IN

1.

En un extremo, si SSW = 0 entonces § = 1, que se da cuando hay homogeneidad
completa dentro de los conglomerados, esto es, cuando la variacién es cero dentro
de cada conglomerado. En el otro extremo, si SSB = 0, esto es, las medias de los

. _ N1
conglomerados son iguales, entonces § = — 7.

Comentario 27. Un valor pequefio de ¢ significa que los elementos en el mismo con-
glomerado son diferentes con respecto a la variable de estudio, es decir, tienen un bajo
grado de homogeneidad. Un valor grande de 4 significa que los elementos en el mismo
conglomerado son similares, es decir, tienen un alto grado de homogeneidad. |

Comentario 28. El lector familiarizado con el andlisis de regresién identificara 6 como
el coeficiente de determinacién ajustado por los grados de libertad, que a menudo se
denota por R, cuando se ajusta la regresion lineal de y sobre N; variables dummy
(indicando la pertenencia al conglomerado) de la poblacién entera de NV datos. |

Denotemos por N = Nﬁl el nimero medio de elementos por conglomerados, sea

K, = N7(1— fl)j
nr
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y sea

Cov = > (Ni = NN, (4.18)

€Uy

Nr—1
la covarianza entre N; y N7, . Se verifica facilmente que

Sty = NS%, <1 + T_fa) + Cov (4.19)

Si introducimos esta expresion en (4.10), que denominamos V4, nos da

N — Ny

Vist = <1 + ﬁa) NE;S2, + KCov. (4.20)

El ntimero esperado de elementos observados bajo 1st, con n; conglomerados seleccio-
nados a partir de Ny, es
Eis(ns) =n/N =n.

Para obtener una comparacién justa, consideremos el muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento directo, con el tamafio muestral (fijjo) n = n;N. El estimador de
Horvitz-Thompson de Y, es entonces Ny, y la varianza es

‘/S’I‘SIUO’I’ = Vsrswor(*]\fgs) = NKIS;U

Por tanto, una tercera expresion para Vi es

N — N;

Vvlst =14+ ——=90 ‘/;rswor + K[OO’U, (421)
N;y—1

a través de la cual obtenemos que el cociente de varianzas es:

Vist N — N; Cov
=1 ) — . 4.22
Vewwor | N—1° T NS, 4.22)

Estas expresiones dan lugar a algunas conclusiones interesantes sobre la eficiencia del
muestreo 1st.

Caso 1

Supongamos que todos los tamafios de los conglomerados N; son iguales, es decir,
N; = N para cada i. En este caso, Cov = 0, y obtenemos

‘/lst o N_NI N7

=1+ ——0~1+(N-1)6. 4.2
‘/tsv"swor * NI -1 N ( ) ( 3)

Esto muestra que Vi, < Vipswor 81y s0lo sid < 0, es decir, si y solo si hay una variaciéon
suficientemente grande dentro del conglomerado. Sin embargo, muchos conglomerados
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con los que trabajamos en la préctica estan formados por elementos ‘préximos’, y, como
estos elementos tienen a asemejarse entre si mds o menos, es probable que J > 0.

En consecuencia, Vi, es mayor que Vi, 5,0r, @ menudo considerablemente mayor. Por
ejemplo, incluso si J es positivo pero muy cercano a cero, digamos por ejemplo que
0 = 0,08, tenemos, con un tamafio medio de conglomerado de N = 300,

Vist

VST‘S’LUOT’

~ 25.

Esto muestra una gran pérdida de eficiencia debida al muestreo por conglomerado,
porque el tamafio medio del conglomerado es bastante grande en este caso.

Caso 2

Supongamos que los conglomerados varian en tamario. Si la correlacién entre N; y
A = Nigj?]i es positiva, como suele ocurrir a menudo, la varianza aumenta debido a
que la selecciéon de conglomerados puede ser peor que en el Caso 1, ya que el segundo
término en la férmula (4.21) puede ser grande.

Para destacar el efecto de la variacion en el tamafio de los conglomerados, consideremos

el caso extremo de homogeneidad minima, es decir, § = 6, = — f\y L ;Vll En este caso,
todos los 3y, son iguales a gy y (4.21) se puede escribir como

Viee = G K1Sw, (4.24)
que serd mayor si la varianza del tamafio de conglomerado

1 _
Sy, = ———= Y (N;—N)?
by = g S
ieUr

es grande.
En este caso

Viste _ 5 (n ’

‘/srswor CUy
.- . . ., - SNUl - SyU . ‘/].St
donde los dos coeficientes de variacién son cv,, = &Y= El cociente 7
Yu srswor

puede ser mayor que la unidad, especialmente si N es grande.

Esta discusiéon muestra que la estrategia (1st, }A/[}{T) es probable que sea ineficiente en
muchas situaciones, especialmente si los conglomerados son homogéneos y/o de dis-
tintos tamafios. Sin embargo, desde un punto de vista del coste/ eficiencia, la estrategia
(1st, ?I}{T) puede tener ventajas, ya que a menudo es mas barato encuestar conglomera-
dos de elementos que encuestar a una muestra dispersa geograficamente que se puede
obtener a partir de una seleccién aleatoria simple de elementos.

Sin embargo, la eficiencia del muestreo por conglomerados se puede mejorar cuando se
dispone de informacién auxiliar. La eleccién de la estrategia, entonces, depende de la
informacién disponible.
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Un caso sencillo surge cuando una medida aproximada u; del tamafio Y7, esta disponible
para cada conglomerado ¢ = 1, ..., N;. Si u; es aproximadamente proporcional a Yy,
se puede reducir la varianza del estimador de Horvitz-Thompson usando muestreo
por conglomerados con probabilidades de inclusién 7;; o u,;. Una alternativa es usar
muestreo por conglomerados estratificado con estratos de conglomerados formados
de forma que la variacién de u; sea pequefia en cada estrato. Otra alternativa es usar
el estimador de razén considerando los tamafios de los conglomerados como variable
auxiliar.

Comentario 29. En el caso de conglomerados de distinto tamafio, el estimador del total
poblacional no plantea problemas, pero si el de la media poblacional. El estimador
insesgado HT de la media poblacional es

~HT YT ~ Nyys,
Yv = N - N

Para poder obtener una estimacion necesitamos conocer N, pero con frecuencia sélo
es posible conocer el tamafio de los conglomerados que estan en la muestra y no del
resto, ya que el muestreo por conglomerados se utiliza cuando no se dispone de marco
poblacional o es muy dificil o costoso obtenerlo. Este método de construccién no puede
aplicarse y debe construirse también un estimador para N, lo que conduce al uso del
estimador de razén

Z Yo,
o ~Rat 1EST
R = y = —=
U
> Ni
1EST
que utiliza como informacién auxiliar los tamafios de los conglomerados. n

Uso del estimador de razén cuando los conglomerados son de distinto tamafio

En el caso de muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas cuando se
dispone de conglomerados de distinto tamario, se hara uso del estimador de razén
estudiado en el tema 2 para obtener una estimacion de la media poblacional y del error
de muestreo.

Ya se ha comentado que el estimador de razén puede ser una alternativa al estimador
de Horvitz-Thompson para mejorar la eficiencia del muestreo por conglomerados con
probabilidades idénticas cuando los conglomerados son de distinto tamafio.

En un muestreo monoetdpico de elementos, un estimador aproximadamente inses-
gado para la media poblacional viene dado por

> Y,
~Rat = 1EST
pr— = - 4.2
Yu R 2: D@" ( 5)

1EST
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. . ~Rat
La varianza aproximada de y;; es

~ 1 1- 1
Vi)~

2
v o (Y RN (4.26)

i€Ur

donde N = — SN =X

, Ny
I €Uy

El estimador aproximadamente insesgado de la varianza es

<5 |[~Ra 1 1-— f 1 ~
Vo]~ o~ N, —R-N? @27
1 nr nr—1+
(_ Z Nz) 1EST
nr 1EST

Demostracion 22

La demostracién es una aplicacion directa del estimador de razén (véase el Teorema
16).

Comentario 30. Noétese que la razon poblacional es la media poblacional de la variable

y.
ZYUi
€U _
e

i€Ur

También podria usarse el estimador de razén para estimar el total poblacional
YRt — N. R (4.28)

Sin embargo, obsérvese que el estimador requiere conocer el ntimero total de elementos
que existen en la poblacién, mientras que para el estimador HT no.

4.2.3 Muestreo por conglomerados en dos etapas

En el muestreo por conglomerados monoetdpico sucede en general que la varianza del
estimador HT es mayor que en el caso de un muestreo aleatorio simple sin repeticion.
Esto se debe a (i) la tendencia habitual de que los elementos de un mismo conglomerado
son parecidos entre ellos* y (ii) la variacion en el tamafio de los conglomerados. La
varianza del estimador HT bajo muestreo de conglomerados monoetépico siempre se
puede reducir seleccionando mds y més conglomerados. Sin embargo, esto conlleva
un mayor coste de recogida de datos por ser una muestra mayor resultando a menudo
inadmisible debido a las restricciones presupuestarias. Ademads, al obtener una muestra

4Por ejemplo, porque las personas que viven en un mismo drea tienen caracteristicas similares.
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de todos los elementos del mismo conglomerado, repetimos parcialmente la misma in-
formacion en lugar de conseguir informacién nueva y esto implica una menor precisién
para las estimaciones de las variables objetivo de la poblacién.

Para mantener bajo control el coste y, al mismo tiempo, aumentar el namero de con-
glomerados seleccionados, podemos extraer una submuestra en los conglomerados
seleccionados en lugar de entrevistar a todas las unidades de los conglomerados se-
leccionados. En tal caso, a continuaciéon debemos estimar el total poblacional de cada
conglomerado Yy, a partir de las submuestras. Si la variacion dentro del conglomerado
es pequefia, las estimaciones }7[}” tendran una varianza pequefia, incluso para tamarfios
de submuestras relativamente moderados. En tal caso, merece la pena usar muestreo
bietdpico en lugar de muestreo unietdpico.

Definiciéon 25. Muestreo bietapico

Un disefio muestral de elementos bietdpico se define mediante dos etapas de mues-
treo:

Primera etapa: Se selecciona una muestra s; de PSUs de U; (s; C U;) de acuerdo con
el disefio p;(-).

Segunda etapa: Para cada i € sj, se selecciona una muestra de s; elementos de U;
(s; C U;) de acuerdo con un disefio p;(-|s;) invariante e independiente.

Comentario 31. La invarianza de los disefios de segunda etapa p;(-|s;) quiere decir que,
para cada ¢ € Uy y cada s; C Uy, se cumple

pi(*|sr) = pi(+).

En otras palabras, cada vez que un conglomerado U, es seleccionado en la primera
etapa, debe emplearse el mismo disefio de submuestreo p;(-). Por ejemplo, se puede
establecer que se realice un muestreo aleatorio simple de tamafio muestral n; cada vez
que el conglomerado U; es seleccionado. |

Comentario 32. La independencia de los disefios de segunda etapa p;(-|s;) quiere decir
que, para cada cada s; C Uj, se cumple

P U silsr | = H]P’(si]s]).

1EST 1ES;

En otras palabras, el submuestreo en cada conglomerado se efecttia independientemente
del submuestreo en el resto de conglomerados. |

La muestra de elementos resultante, denotada por s, estd compuesta por n; = |s;|

submuestras s = UiGs[ s; y, por tanto, el tamafio muestral final serd la suma de los
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tamafios muestrales de cada submuestran = ) ;.. n;.

Debemos fijar también la notacién para las probabilidades de inclusién asociadas al
muestreo de elementos bietdpico. Para el disefio de primera etapa p;(-) denotaremos las
probabilidades de inclusién como 7y; y, 7y;;. Denotaremos también Ay;; = my;; — 77y,

con Ay = (1 — 71), y Apij =

De modo similar, para el disefio de segunda etapa p;(-), usaremos la notacién ; y
Tji- Las cantidades A son Ayyj; = gy — Tgjimjs, con Apgpp = mgi(1 — mg)) v, finalmente,
A Akm

klli —

7rkl|z

Estimadores, varianza y estimador de la varianza

Para obtener el estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza podemos
usar el resultado general sobre la construccién del estimador HT con las probabilidades
de inclusién 7, y m; particulares del muestreo bietdpico. Se sigue de las propiedades de
invarianza y de independencia que las probabilidades de inclusién de los elementos
son

T = T Tk sikeU; (429&1)
y
Tri )i sik=1eU,
Tt = § Tkl si k’,l S UZ', k 7é l, (429b)

T1i Tk|i Tl Sil{JGUZ’YZEUj.

El estimador HT, su varianza y el estimador HT de esta varianza para un muestreo
de elementos bietapico estdn dados por

HT
Y ZkEU T
. CHT Ye Y1
ii. 'V [YU ] > niev (T — Tm) T !
;- <JHT | OHT Tkl =Tk Yk YL
iii. 'V [YU ] Dkier o,

donde las probabilidades de inclusién estdn dados por (4.29).

Demostracion 23

Es una aplicacion directa del Teorema de Horvitz-Thompson. u

Aunque este resultado nos permite computar directamente las estimaciones derivadas
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de este disefio muestral, el Teorema 23 no nos permite comprender cémo influye cada
etapa en la construccion de las estimaciones. Para ello, debemos recurrir a un resultado
general de la teoria de probabilidad (véase p.ej. Grimmet y Stirzaker 2004, pag. 69). Sean
X, Y variables aleatorias. Se cumplen:

* E[X]=Ey [E[X]Y]].
* VIX] = Vy [E[X]Y]] + Ey [V[X[Y]].

En el muestreo bietapico, condicionamos sobre el suceso de que la muestra s; se selec-
ione en la primera fase. e = 2 5
cione en la primera fase. Sea g; = Y sea

V=" g (4.30)
kes;
el estimador HT con respecto a la segunda etapa del total poblacional de la PSU Yy, =

ZkeUi Yk-

En caso de submuestrear U; repetidamente de acuerdo con el disefio p;(-), Y[EI'Tl es un
estimador insesgado de Yy, esto es, es insesgado condicionalmente a seleccionar s; en
la primera etapa. La varianza con respecto a la segunda etapa es

Vi= V[ U\z] DD A Gula G (4.31)

keU; leU;
cuyo estimador insesgado es
Vi= VAT 1Y, [ U; \z] Z Z Akl|z Ukli Yuji- (4.32)
kes; les;

Como sucede con el muestreo directo de elementos, se pueden emplear férmulas
alternativas para disefios de tamafo muestral fijo. Si el disefio p;(-) es de tamafio fijo, V;
también se puede escribir como

1 ~ ~
=5 2 D A (s — ) (4.33)
keU; leU;
cuyo estimador insesgado viene dado por

=—c Z > Ay Wrgs — ua)”. (4.34)

kesl l€s;

Para las estimaciones HT en el muestreo bietdpico, deben combinarse las aportaciones
de ambas etapas.

5Adviértase la diferencia entre Y1 y YHT El primero es el estimador HT del total poblacional de
la variable y en el conglomerado U;, que se Construye con las probabilidades de inclusién 7y, k € s;. El
segundo es el estimador HT del total poblacional de la variable y en el conglomerado U;, condicionado a
que se ha escogido el conglomerado U; en la primera etapa, por tanto, se construye con las probabilidades
inclusion ;.
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En el muestreo de elementos bietdpico, el estimador HT del total poblacional Yy =
> wew Yk Viene dado por

VHT

Y
OHT _ TUili Yk
Vi _E - E - (4.35)

i€EST zEsI kEs

La varianza de Y}' se puede escribir como la suma de dos componentes,

Vau =V V47| = Visur + Vsu (4.36)
donde
Yy Y,
Vesu = D3 Ay =0 =2 (4.37a)
ieU; jGU] Tri ﬂ-I’
Vssu = Z — = Z Z > Ay kg G (4.37b)
zeU, i ey, ke ieu;

El estimador HT de la varianza V5, se construye estimando cada componente por
separado de modo insesgado:

Vesy = A YE'T’?IE‘TJ' L (L))
v = DD Am =) — (- 1)V

i€sy jEsT mij i€sy
VHT yHT
— Y lé YUJ'\J'
= > > Ay
i€sy jEss ri Ij
1
_ — (= -1 Asati Usli Tilis 4.38
= () Z S (438
Vssy = Z Z SO A v G (4.38b)
1681 Ti h kes; l€s;
El estimador HT de YT esta dado por:
ol AR
Vo = VT [Y[}{ T] Vesu + Vssu = > Ay .‘Z — 4 Z —. (439)
1EST JEST i 7T]] ZES[

Comentario 33. Para construir la demostracién del Teorema 24 simplificamos la nota-
cién, permitiendo asi su generalizacion al caso multietdpico:
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E[E[} ?[}_IT = ]EPI E ?gIT|S] s
V]E]] ?[I]{T = V;DI E ?[I]{T‘S] y
E[V[} ?UHT = ]EPI A\ ?UHT|S[

Es decir, el subindice [ indica la esperanza o la varianza con respecto al disefio p;(-) usa-
do en la primera fase y I/ indica la esperanza condicionada o la varianza condicionada
con respecto al conjunto de disefios p;(-), ¢ € s;, usado en la segunda fase, dado s;. W

Demostracion 24

La ecuacion (4.35) equivale al estimador de Horvitz-Thompson toda vez que recono-
cemos las probabilidades de inclusién de primer orden de cada unidad k¥ € U de la
poblacién (véase la ecuacion (4.29a)):

YHT Z Ye Z Yk

T T
kES 1€S1 kE€s; Iilkli
YU

BECNE

1EST 1EST

Sin embargo, también es conveniente saber como influye cada etapa en la insesgadez
del estimador:

]E[E][ [?I}_IT} = ]Ep] E [?[}_IT|$[:|:|

L Y

:EPIE

1 Yk
= E,, g —FE E sy
— T Tkli
LiEST k€si
Yu,
:EPIE: E:yk pIE:ﬂ_‘
Liesy " | e, icsy 1
= Y w,
€Uy
= E yr = Yu
keU

Para la varianza, usamos los momentos condicionales calculados gracias a las pro-
piedades de invarianza e independencia:
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v A Y
v HT VHT Usi Ui U;
Ep [YU } ~E [YU |sl} =Y E, 51| = Y E, =
, Tri T , Tri — T
1€S8T 1€EST USES S
—
invarianza
(4.40a)
yHT f/HT
VHT VHT Uili Uili Vi
Vi [YU ]:V[YU |31] = Y| I] = Y| =
T 1EST Ii T 1EST Ii 1EST Ii
—
independencia invarianza
(4.40b)

De este modo, la varianza se escribe inmediatamente como
OHT
Vo = V | 14]

— V,E,; [?5”] Y E Y [ffgﬂ

Y, Vi
= ViDL AR
iES] Ii iGS[ Ii
Yy Yi V;
_ i J ?
=2 > A+ —
iUy jeU; iRy ey, M

que demuestra la expresion de la varianza (4.36).

Ahora debemos demostrar las expresiones para la estimacion insesgada de la va-
rianza. Procedemos nuevamente analizando cada componente. Por la propiedad de
independencia y la definicién de V;, se cumple

By [V VAT = {Y Vi, sii=]
i i YU-YU- sit 7éj
i R

Ahora tenemos

SUT O i UHT $7HT |
. YUHT Yl}_rl[ . EII |:YU|Z YU|J
E A, GlEZYE g A i 2]
Iij P — I Iij P
i€sy jEs i g i€sy jess 1
- Yy Yu. .V
7 J K3
= E; Arjj +E; Arii—
Vs T 2
| icsy jEsy Ii Mg Lies; Ii
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Y. Yu. T — 7'('2.
- Yy anlel, oy,
ieU; jeU; Tri Ty ieU; i
1
= Vpsu+ Y (F — 1) v (4.41a)
€Uy Ii
y
1 /1 N — 1 (1 -
E-S—(——-1)V| = -E ———1EM
;Wn <7le' ) ! Zﬂu (7?11‘ ) "
1€EST 1EST
1 1
= —E —— =1V
! Z I (7?11‘ )
L1EST
) v (4.41b)

La suma de (4.41a) y (4.41b) implica que E |:‘7PSU:| = Vpsu.

A continuacién demostramos que Vsgy es insesgado para Vsgy:

E[‘/}SSU} = E; Z%
_iesl v

Vi
:EIZW_Q

Li€sy Ii

€Uy

Recopilando tenemos que

Vi

= ZW— = Vssu.

Ii

E [@HT [}/}(I]—IT]} =K |:‘7PSU + ‘755(]] =Vpsy + Vosy =V |:)/}[I]—IT]

La demostracién queda completada.

Comentario 34. En la practica muchas encuestas con disefio bietdpico hacen uso de los
llamados disefios autoponderados®. Un disefio bietapico se dice que es autoponderado si
cada unidad de segunda etapa de la muestra representa al mismo nimero de unidades
secundarias en la poblacién. En ese caso, se dice que la muestra es autoponderada. Un
disefio que proporciona muestras autoponderadas es el siguiente. Sea u; una medida
del tamafio de la unidad primaria i-ésima. En primera etapa se escoge un disefio
muestral proporcional al tamarfio de cada unidad primaria de modo que 7;; o u; y, en
segunda etapa, se escoge un muestreo aleatorio simple con fraccién de muestreo en
cada conglomerado dada por 3 = ui Si en la primera etapa se emplea un disefio de

6 Self-weighting design.
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tamafio muestral fijo n;, entonces

U

PORTE

€Uy

T = ‘nr.

Las probabilidades de inclusiéon de los elementos de la poblacién se reducen entonces a

Ui 1 ns
T =TTk = ~— N1 77 = .
> Ui N; > Ui
€Uy €Uy
El estimador HT se simplifica notablemente:
2. Ui PORT
Vv HT Yk _ ieUr €Uy
=y %o S g = Uy,
Tk nr nr

kes kes

esto es, el estimador es proporcional al total muestral de la variable a estimar. Aparte
de la simplificacién computacional, este tipo de disefios permite un mayor control
del trabajo de campo, pues si % ~ K, siendo K una constante para todo i, entonces
n; ~ K y el nimero de entrevistas a realizar en cada conglomerado es basicamente el
mismo. Esto permite un mayor control de la logistica de la fase de recogida de datos
(por ejemplo, asignando un entrevistador por conglomerado de modo que todos tengan
la misma carga de trabajo). n

4.2.4 Muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en dos eta-
pas

Particularicemos ahora los resultados obtenidos para el caso de aplicar muestreo por
conglomerados con probabilidades idénticas en dos etapas, es decir, usar el muestreo
aleatorio simple sin reemplazamiento en ambas etapas. En la primera etapa se toma
una muestra s; de n; conglomerados a partir de los N; existentes y, a continuacién,
para cada conglomerado ¢ € s, se selecciona una muestra de tamafio n; sobre los V;
elementos del conglomerado. Aplicando el Teorema 24 obtenemos el estimador HT del
total poblacional Y;; que puede escribirse como

VHT }A/UHIT% Ni ~
YT = Z Pl Z NiTs,. (4.42)
i€sy i€sy
dado que 7j; = J% para todo i € U;.
La varianza es
Vast = Nflg—fffsém + g—lf Z N2 1 ;f S2,. (4.43)

€Uy

donde
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fr = 3 esla fraccién de muestreo en primera etapa;

fi = &+ esla fraccién de muestreo en segunda etapa;

N;
— 2 . . .
* Sty = N; . ZU (Yu, — 9u,)” es la cuasivarianza en U; de los totales poblacionales
€Uy
: _ Yu, |
Yy, de los conglomerados i, con yy, = 3 t;
i€Ur
2 . — 2 . . . . .
* Sy, = __1 kZ{;( k — Yu,)° es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el
€
conglomerado U;, con gy, = > &F.
keU;

El estimador insesgado de la varianza es

fz
D = N2 N2 4.44
w=Nhsy My pls a1
ZGS[
donde
. 2
2 _ 1 HT _ VHT A
o SYSI = 5 ZGZSI {YUH. (m lEZSI Yy O} es la cuasivarianza en s; de los totales
estimados YH|T N;ys; de los conglomerados i;
S = L p (yx — Us;)* es la cuasivarianza de la variable objetivo y en el conglo-
€8;
merado U;, con §;, = == > yp.
kesZ

Comentario 35. Se puede observar que las expresiones del estimador, la varianza y
el estimador de la varianza para el muestreo estratificado obtenidas en el tema 3 son
un caso particular de las férmulas obtenidas para el muestreo por conglomerados con
probabilidades idénticas en dos etapas con n; = Nj. |

Ejemplo 30. Se dispone de una poblacion constituida por 284 municipios (Apéndice B
de Sarndal, Swensson y Wretman 1992) de la que se desea estimar el total de escafios
en el consejo municipal (variable y). Supéngase que la poblacién esta agrupada en
N = 50 conglomerados. Se realiza un muestreo por conglomerados en dos etapas sin
reemplazamiento para estimar el total de la variable y.

i N; Yk

19 5 41,49, 49
45 8 49, 49, 45
47 5 31, 31, 35
50 9 39,41, 61
31 7 49, 51, 33
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En la primera etapa, se extrae una muestra aleatoria simple s; de tamafio n; = 5. Para
cada conglomerado en s, se realiza un muestreo aleatorio simple de tamafio n; = 3 de
los N; elementos del i-ésimo conglomerado. Se obtienen los siguientes datos:

Para calcular la estimacién a partir del estimador HT y su varianza estimada asociada,

primero obtenemos YH|T Ni7s, y S, paracada i € s;:

i }ﬁgﬁ 55&
695 64

19 = —
3 3

45 1144 16
3 3

w 485 16
3 3

50 423 148

931 292

31 = ==
3 3

Usando la ecuacion (4.42) llegamos a:

50 695 1144 485 931

}/}HT _
v 3 3 3

2
~ 11410,9

S%slznll_lzlvlz ( Zw)

iES[ ’LES[

Finalmente, la férmula (4.44) nos lleva a la siguiente estimacién de la varianza:

~ o~ 50 - 45 5-2 64 8-5 16
() =2 1141 1 — 2.
Vst (tpi) E 0,9+ 10- ( s 3 +t35 3t
5-2 16 9-6 7-4 292
— =+ — 148 + — | = 5183960,7
3373 33 ) ’
El coeficiente de variacion estimado es aproximadamente del 15 %. |

Comentario 36. El muestreo por conglomerados con probabilidades idénticas en dos
etapas produce muestras autoponderadas si i es constante (N; = ¢ - n;). En efecto:

375”— ZNysl— Z Zyk——CZyk

zEsI 1651 kEsl kes
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Uso del estimador de razén cuando los conglomerados son de distinto tamafio

De la misma forma que en muestreo por conglomerados monoetdpico, podemos hacer
uso del estimador de razén para estimar la media poblacional en un disefio bietapico
cuando los tamafios de los conglomerados son distintos y no hay conocimiento del
numero de elementos de la poblacién N.

Asimismo, puede ser una alternativa al estimador HT, ya que el primer componente
de la varianza dada en (4.43) puede ser muy grande cuando los tamafios de los conglo-
merados son demasiado variables, aunque las medias de los conglomerados sean casi
constantes.

Aplicando los resultados estudiados sobre el estimador de razén al caso de los estima-
dores YHT y NHT con probabilidades idénticas en primera y segunda etapa, tenemos
que, considerando conocidos tnicamente el tamafio de los conglomerados N; para todo
i € s;, un estimador aproximadamente insesgado para la media poblacional en un
muestreo bietdpico de elementos viene dado por

> Ni o,

~Rat o 1EST

yU - Z Nz

1EST
La férmula de la varianza aproximada del estimador es

S (Nigjy, — RN;)? ,
~Rat 1 | 1= frieo; 1 9 n; SyU-
\Y A — N2 (1= D) 2wt
W)~ 5 | N, —1 TN >N N. )

€Uy

El estimador aproximadamente insesgado de la varianza es

> <Ni§si - ENi)Z

<5 ~Rat 1 11— f] 1EST 1 2 n; S;S
\Y ~ N2 (1—— d
W) 1 2| ng nr—1 + niN; Z i N, n,
- z N’L 1E€EST

nr 1EST

4.3 Muestreo con probabilidades diferentes con reemplazo

En esta seccion se estudiardn disefios de muestreo en los que las unidades muestrales
de primera etapa son seleccionadas mediante un esquema con reemplazamiento. En
caso de muestreo en dos etapas, las unidades secundarias se seleccionan mediante un
esquema sin reemplazamiento.

Veamos algunos algoritmos de seleccién de la muestra con reemplazamiento para selec-
cionar las unidades muestrales de primera etapa. En el tema 2 se estudi6é un algoritmo
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muestral para la seleccién de una muestra aleatoria simple directa con reemplazo. Tam-
bién existen mecanismos de selecciéon de la muestra con probabilidades diferentes. Un
esquema sencillo para seleccionar una muestra de tamafio n; = 1 es usar el método del
total acumulado. Cuando el tamafio de muestra es n; > 1, un mecanismo de seleccion de
la muestra bajo muestreo con probabilidades proporcionales al tamafio con reemplazo
consiste en repetir, de forma independiente, n; veces el método del total acumulado.

A continuacion se describe el método de seleccién sistematica. Este método es muy
popular por su simplicidad. Se trata de una generalizacién del muestreo sistemético
estudiado en el tema 2. El algoritmo es el siguiente:

e Se obtienen los tamafios acumulados T; = T;_; + N;, con Ty, = 0.
* Se determina el intervalo muestral a, donde @ es un entero positivo. Sea n; la parte
Tn; .
entera de —*, entonces podemos expresar T, como:

ITn,=nr-a+c

donde 0 < ¢ < a.
* Se selecciona un nimero aleatorio (arranque aleatorio) entre 1 y a con igual

probabilidad <: 7.

¢ [a muestra seleccionada es
s,={k: Tioi<r+(j—1)-a<T, paraalginj=1,2,...,n;}

donde n; es el tamafio de muestra, que sera nysic <r <aobienn; +1sir <ec.

Ejemplo 31. Continuando con el Ejemplo 28, supongamos ahora que se desea seleccionar
una muestra de tamafio n; = 4 unidades primarias mediante el método generalizado
de seleccion sistematica.

Dado que n; = 4, el intervalo muestral a es 25y ¢ = 0:

100:TNI:n1-a:4-25

Si el arranque aleatorio seleccionado entre 1 y 25 es 4, entonces los conglomerados
correspondientes a 4, 29, 54 y 79 son aquellos que se seleccionan para la muestra. Estos
grupos son 1, 3, 3 y 5, respectivamente.

Obsérvese que este método no proporciona una verdadera muestra aleatoria con re-
emplazamiento, ya que los grupos 1 y 2 no pueden aparecer ambos en la muestra y es
imposible que aparezca alguno de ellos més de una vez. Por otra parte, con probabili-
dad igual a 1 el grupo 3, 4, 5 0 6 aparecera en la muestra. A pesar de ello, en muchas
ocasiones este método resulta sencillo de implantar respecto a otros que proporcionan
una muestra aleatoria. u
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Los disefios de muestreo con reemplazo suelen ser menos eficientes que los disefios sin
reemplazo. Sin embargo, suelen utilizarse ya que facilitan la eleccion y andlisis de la
muestra, permiten rebajar la carga computacional relacionada con la estimacién de la
varianza.

4.3.1 Muestreo con probabilidades diferentes en una etapa con reemplazo

Considérese una muestra ordenada {1, ...,%,,...,,, } de conglomerados siguiendo un
esquema de muestreo con reemplazamiento tal que, en cada extraccion, la probabilidad
de seleccionar el conglomerado i es p;, para todo i € {1,..., N;} donde N; es el nimero
total de conglomerados existentes en la poblacién. El tamafio de la muestra seleccio-
nada, sy, se denota por n;. El total poblacional en el conglomerado U;, se denota por Yy, .

En un muestreo monoetdpico con reemplazamiento, un estimador insesgado para el
total poblacional Y;; viene dado por

1 &Yy,

Y = — 445
Yk o
La varianza de Y¥ est4 dada por
saml 1 Yy, ?
V[YU ]:—Zpi( ’—YU> (4.46)
nr 1€Ur pi

Un estimador insesgado para esta varianza estd dado por

7[R = 5 {YU” - ?HH} 2 (4.47)
v ni(ng —1) = pi, v '
Demostracién 25
Los resultados pueden obtenerse inmediatamente a partir del Teorema 6. |

Ejemplo 32. Una universidad cuenta con 15 grupos que asisten a una asignatura. Hay
N = 647 estudiantes en total y cada uno de los grupos cuenta con NN; estudiantes, con
N; conocidos para todoi =1,...,15.

Se extrae una muestra de unidades primarias con reemplazamiento y con probabilidades
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proporcionales a los tamafos: {12, 14, 14, 5, 1}. Por tanto:

NN
€Uy

Se desea estimar el total de horas que los estudiantes invirtieron en estudiar la asignatura.
La respuesta Yy, es el total de horas que todos los estudiantes del grupo i destinaron a
su estudio. Los resultados obtenidos son los siguientes:

Grupo N; Di Yy, }Zj
12 24 % 75 2021.875
14 100 % 203 1313.410
14 100 é%g 203 1313.410
5 76 % 191 1626.013
1 44 6;4747 168 2470.364

Una estimacion del total poblacional del nimero de horas invertidas en el estudio es

owm _ 2021875 + 1313410 4 1313410 4 1626,013 + 2470,364

U = 1749,014
5
Una estimacion de la varianza es
~ [~ 1 (2021.875 — 1749.014)% + ... 2470.364 — 1749.014)2
VO??=5-( : : )+4+( : OM _ 49470,656

De manera que la estimacién del error de muestreo es
5 (?§H> — 222,42
La cantidad promedio de tiempo que un estudiante estudi6 la asignatura es

~HH 1749,014
Uy, —=————=270
Yu 647 !
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Luego la estimacién del error de muestreo es

_HH 49470,656
o (yU ) =\ o U3

Particularicemos ahora para el caso en que los conglomerados son seleccionados me-
diante muestreo aleatorio simple con reemplazamiento. El estimador HH del total
poblacional Yy, es

nr
S N,
HH !
Yoo = — E Yu,
nr ¢
v=1
La varianza se puede escribir como

N N2
v = 2ot

donde 1
2 Y
Ovyu, = F Z(YUz - yUI)
€Uy
conyy, = », )]/VUI . El estimador insesgado de la varianza es
€Uy
P N2
HH I Q2
V(YU ) = n_l ’ SYS]
_ _ Yy,
donde S¢,, = 5 > (Yo, — Js,)* con gy, = 30 k.
1€ST 1€S8T

Notese que s; representa la muestra ordenada de conglomerados seleccionados.

4.3.2 Muestreo con probabilidades diferentes en dos etapas con reempla-
Zo

Consideremos el siguiente tipo de disefio muestral:

i. Enla primera etapa de muestreo, se selecciona una muestra ordenada de conglo-
merados (PSUs)

03]:{?:17-"77:1/7"‘7?:711}

siguiendo un esquema de muestreo con reemplazamiento tal que, en cada ex-
tracciéon, la probabilidad de seleccionar el conglomerado i es p;, para todo i €

{1,...,N/}.

ii. En la segunda etapa, se selecciona una submuestra de n; elementos del conglome-
rado i. Se satisfacen las mismas propiedades de invarianza e independencia ya
descritas con anterioridad (véase los Comentarios 31 y 32). El disefio elegido para
la submuestra es un esquema sin reemplazamiento. Con frecuencia se suele elegir
el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento o el muestreo sistemético.
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iii. Si un conglomerado (PSU) es seleccionado més de una vez, se submuestrea inde-
pendientemente tantas veces como haya sido seleccionado.

}/}HT

Denotemos por ;.

el estimador HT del total poblacional Yy, en el conglomerado

U,;por Vi, =V [Y(}{-Tms |os 1} la varianza del estimador Y}
iy I

iy losT

condicionada al con-

glomerado seleccionado en primera etapa. Entonces, podemos demostrar el siguiente
resultado.

En un muestreo bietdpico bajo las condiciones i, ii y iii anteriores, un estimador
insesgado para el total poblacional Y, estd dado por

P i Vo (4.48)
g nr v=1 Pi, ‘ '
La varianza de Y# est4 dada por
Ny 2 Ny
N 1 Yy, 1 Ly,
v [T = — < “—Y) =5 4.49
T Zp S oY) oo Z > (4.49)

Un estimador insesgado de la varianza viene dado por

PN 1 n [yHT .
V7] = 3 [ wlosr (4.50)

nr(nr —1) Di,,

v=1

Demostracion 26

Al tratarse de una muestra ordenada en primera etapa podemos definir las variables
pur

aleatorias 7, = Ly Z, = . Puesto que son variables aleatorias independientes
i 7

e idénticamente distribuidas con funcién de masa de probabilidad p;, se cumplen

E [Z,} ~E [IE [ZV\OSIH ~E[Z) =Yy

VI[Z| = V[E[Zosi|| +E [V ZJos]]

- V[zy]ﬂa[vg]

(2%
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Ny 2 Ny
Yy V
- () ey
i—1 Di iy Pi
Como SA/J{ H es la media de n; variables aleatorias Z, independientes distribuidas
idénticamente, el Teorema se sigue de resultados genéricos de la media de este tipo
de variables aleatorias.

Particularizando al caso de muestreo con reemplazamiento con probabilidades des-
iguales en primera etapa y muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento en segunda
etapa, se tiene que el estimador es

N 1 << N, -7,
YHH: . v 2%
D D

v=1 DPi,

donde g;, = = >y representa la media muestral de los elementos seleccionados en
kEsZU

el conglomerado i,.

La varianza del estimador viene dada por

Ny
S 1 Yu
V(}/HH>:_. pi-( i
v nr ; Pi
Un estimador insesgado de la varianza es

2
T = ey 2 [ -

Pi,

52 (4.51)

En el caso de que se realice un muestreo aleatorio simple con reemplazo de las unidades
de primera etapa, las férmulas del estimador y el estimador de la varianza se obtienen
tomando p; = NL, Vi € U y la varianza dada en (4.51) queda:

- Nt N 1-f;
v (TE) = Loy, + LY Np— s

ZGU]

Ejemplo 33. En el contexto del Ejemplo 32, supéngase que en lugar de encuestar a todos
los estudiantes de los conglomerados seleccionados, se extrae una submuestra de cinco
estudiantes de cada grupo seleccionado, mediante un muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento. Los resultados obtenidos son los siguientes:
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~ YT
Grupo N pi Uk Us: ot
12 24 00371  2;3;2,5:3;1,5 2,4 57,6 1552,8
14 100 0,1546  2,5:2;3;0;0,5 1,6 160,0 1035,2
14 100 0,1546  3;0,5;1,5;2;3 2,0 200,0 1294,0
100 01175 1;2,5;3;5;2,5 2,8 212,8 1811,6
1 76 0,080  4;4,5;3;2;5 3,7 162,8 2393,9

yi, indica la cantidad de horas que el alumno % invirti6 en el estudio. Obsérvese que el
conglomerado 14 se ha extraido dos veces, pero, sin embargo, el conjunto de estudiantes
seleccionados en segunda etapa es distinto, ya que el submuestreo en cada conglomera-
do se efecttia independientemente del submuestreo en el resto de conglomerados.

Recordemos que las unidades de primera etapa (los grupos) fueron seleccionados me-
diante un esquema de muestreo con reemplazamiento y probabilidades proporcionales
al namero de estudiantes en cada grupo, esto es,

i =

La estimaciéon basada en el estimador HH es
ny HT

}/}HH _ Y
g — E
nr

__Z Ni, ysl_ﬁzm B
ony Cong i Yo =
647

= = [24+16+2+28+37]—16175

Di,

La estimacién de la varianza es:

~ 2
U v 1 = YI}H\ I UHH
A\ |:YHHi| — ivlosr % _
v nr(nr —1) ; Pi, v
1
= = [(1552,8 — 1617,5)* + ... + (2393,9 — 1617,5)%] =
= 54419,17

Por tanto, la estimacion del error de muestreo es aproximadamente 233,28.
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