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Resumen

Proporcionamos una demostracion sencilla de la covarianza de los estadisticos
cuasivarianza muestral y media muestral en el muestreo aleatorio simple con
reemplazamiento de tamafio fijo n. Se proporciona la estimacion insesgada dptima
de la funcion paramétrica “producto de la media poblacional y la varianza
poblacional”.
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Covariance of sample quasivariance and sample mean
Abstract

We provide a simple proof of the covariance of statistics sample quasivariance and
sample mean in simple random sampling with replacement of fixed size n. Optimal
unbiased estimation is provided for the parametric function “product of population
mean and population variance”.

Keywords: covariance, sample quasivariance, optimal unbiased estimation, sample
mean, simple random sampling with replacement

AMS classification: 62D05, 97K70

1. Introduccién

Proponemos una demostracion sencilla del valor exacto de la covarianza de la
cuasivarianza muestral y de la media muestral, en muestreo aleatorio simple con
reemplazamiento de tamario fijon = 2.

El valor de esta covarianza ha sido tratado por diversos autores y toma la expresion

_ Us
Cov(s%,75) = -
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Donde 5 es el momento poblacional central de orden 3,

N
1 3
NZ()&' —ay)’.
=1

Y a; es la media poblacional,

1 N
a; = NZ%’-
=

Esta formula de la covarianza no es facil de demostrar, y en este articulo vamos a
proporcionar una demostracion lo mas sencilla que hemos encontrado para ello.

2. Covarianza de la cuasivarianza y la media muestrales

Partimos de la propiedad de la varianza de una variable estadistica aplicada a una muestra
de tamailo fijo n, y tenemos que la cuasivarianza muestral es (Ruiz Espejo, 2013, 2017)

s* = 2n(n—1)zz(y’ y]

i=1 j#i

Y la media muestral es

1
Vs = Ez Yk

k=1

Donde hemos representado por y; al i-ésimo valor que toma la variable de interés y en la
muestra aleatoria simple con reemplazamiento de tamaifio n. Luego,

Cov(s?,y,) =

nz(n—l)cov Zz(yl +y1 2y,5;), Z)’k =

i=1 j#i

n

n n
nz(n m— Z Z [Cov(y?,yi) + Cov(yF, i) — 2Cov(yiy;, v ).

i=1 j#i k=1

Ahora, denotando por a,,, al momento no central poblacional de ordenm = 1, 2, 3,

1 N
A =NZYLm
i=

Sii=ko6j=k,
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Cov(y?,yx) = Cov(y},yi) = az — aza.
Siizkyj#k,

Cov(yt,yy) = Cov(y]-z,yk) =0.

Similarmente,sii # j =k oj #i =k,

Cov(y;yj,yx) = ayay — aj.
Ysii,j %k,

Cov(yl-y]-, yk) =0.
Por tanto,

2 5) =
Cov(s,3) = 3rer =5 X

[n(n = D(az — azay) + n(n — D(as — aza) — 4n(n — D(aza; — ai)] =

(e — 3y - K3

n(a3 3a,a, + 2a7) o

El valor 4 que aparece en la primera igualdad de la anterior serie de igualdades se debe a
que se ha de duplicar el nimero de sumandos porque el subindice k puede ser igual al
subindice i 6 bien al subindice j.

De este resultado se puede concluir que esta covarianza obtenida es estimable
insesgadamente por

nms B n
n2—3n+2 n?2-3n+2

Cov(s?,y;) = (&3 — 3@,a, + 2a3).

Siendo

el momento no central muestral de orden m = 1, 2, 3; y m5 el momento central muestral
de orden 3,

n
1
mz = EZ(%‘ - “1)3-
i=
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La covarianza aqui obtenida ha sido empleada en el Lema 3.1, y en los Teoremas 3.1 y
3.2 del articulo de Ruiz Espejo ef al. (2013, 2016), asi como en el resultado correcto de
Ruiz Espejo (2015).

3. Aplicacion

Un ejemplo de aplicacion del resultado expuesto anteriormente es la obtencion de un
estimador insesgado optimo para distribucion libre del parametro a; u,. En efecto,

arpy = E(Fss?) — Cov(s, s2).

Luego un estimador insesgado de o, es el estimador

yss? — Cov(¥s, s?) =

—_ n ~ A A ~
Yss? T3, g G T 300 + 2a}) =

n
(Z1$2 —m(a3 —3a,8, + 2(1%) =

n
‘11[ (az—af)]—m(a3—3azal+2af) =

n

m [ a; + (n+1a,a, — Tlé\.’f]
Este estimador es ademas insesgado y optimo para distribucion libre por ser invariante
ante permutaciones de las unidades en la muestra ordenada (Zacks, 1971).

4. Conclusion

Hemos presentado una demostracion muy sencilla, de poco mas de una pagina, a este
problema clasico de obtener el valor exacto de la covarianza de la cuasivarianza muestral y
de la media muestral, en el muestreo aleatorio simple con reemplazamiento de tamaio fijo
n > 2. Como consecuencia, la cuasivarianza muestral y la media muestral estaran
incorrelacionadas cuando el momento central poblacional de orden 3 sea nulo. Otra
conclusion es que ambos estadisticos en general no son independientes por la misma razon.
Pero ya que esta covarianza es un infinitésimo de orden de n™!, se puede concluir que
asintoticamente ambos estadisticos estaran aproximadamente incorrelacionados pues su
covarianza tiende a 0 cuando n tiende a infinito. El teorema de Fisher garantiza que ambos
estadisticos son independientes cuando la poblacion de partida es normal, pero este resultado
demostrado nos asegura que en una poblacion finita esto no es cierto en general, es decir, no
es posible afirmar lo que el teorema de Fisher afirma para una poblacién normal cuando la
poblacion de partida es finita. Y solo se daria la incorrelacion de ambos estadisticos cuando
la poblacion finita de partida tuviera un coeficiente de asimetria de Fisher us /o igual a cero
(Casas Sanchez y Santos Pefias, 1995), donde 62 = p, es la varianza poblacional.
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