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Resumen

En un universo, se estudian dos caracteres, X e Y, Y cuantitativo y X,
fundamentalmente, nominal. Interesa describir la variable Y basandose en la
relaciéon entre Y y X. Para ello se proponen una serie de aplicaciones, que se
denominan descriptores aplicativos. También se definen estimadores de estos
parametros generalizados de la poblacion finita. Se calculan su esperanza y varianza
en dos disefios muestrales: muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y
estratificado. Después se obtienen expresiones practicas para sus sesgos absoluto y
relativo y también para su varianza, para ésta se presentan estimadores. Esas
expresiones son exactas o aproximadas en muestras “finitas”. El regresograma
resulta un caso particular de descriptor aplicativo. También se presenta otra
aplicacion a la representacion mediante pictogramas.

Palabras clave: descriptor aplicativo, regresograma, muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento, muestreo estratificado
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Usefulness of the mapping descriptive statistics and their estimation
in official statistics

Abstract

Let be a finite population with two variates, X and Y, Y quantitative and X, namely,
nominal. It is interesting to describe variate Y from relationship between Y and X.
A sort of mappings will be proposed; they will be called mapping descriptive
statistics. Also estimators for these generalized parameters of the finite population
are defined. Their expectancy and variance are calculated based on two sampling
designs: simple random sampling without replacement and stratified sampling.
Then practical expressions for absolute and relative bias and also for their variance
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are obtained and estimators for the latter are introduced. Those expressions are exact
or approximate in “finite” samples. Regressogram is a particular case of mapping
descriptive statistics. Also, another application is introduced to graphic
representation, plotting pictograms.

Keywords: mapping descriptive statistics, regressogram, simple random sampling
without replacement, stratified sampling

AMS:classification: 62D, 62G

1. Introduccion

Tres décadas atras, se produjo la revolucion en el tratamiento de datos: la informatica
personal. Se consideraba como la panacea de la estadistica exhaustiva. La realidad es que
ha resuelto numerosos problemas en la fase de transformacion de los microdatos a
macrodatos pero, aunque ha facilitado la captacion, subsiste el problema de su calidad
inicial asi como su integracion en sistemas de cuentas u otras relaciones o en otro tipo de
modelos.

Antiguamente existia una diferencia mas clara entre datos estadisticos y datos de origen
administrativo o de otra indole juridica, entre estadisticas exhaustivas y por muestreo o
entre informacion estadistica y cartografica. Actualmente los datos de origen no
estadistico poseen un interés cada vez mayor y mads, si cabe, con los escenarios
presupuestarios restrictivos. En la actualidad es mas frecuente que se mezclen este tipo
de datos con los de caracter estadistico para elaborar, a su vez, una nueva estadistica
(Moral-Arce y Martin, 2009).

Otro ejemplo paradigmatico son los censos demograficos de 2011 donde se empled,
ademas de la informacion estadistica, otra de tipo administrativo, fiscal, etc.. Los datos
no disponibles sobre poblacion se captaron mediante una gran encuesta por muestreo. A
todo lo anterior hay que afiadir la recogida de datos multicanal: Internet, correo o por
visita de un agente censal (Teijeiro y Vega, 2014 ¢ INE, 2011).

Todos estos cambios recomiendan variaciones en los métodos estadisticos empleados. La
multiplicidad de fuentes constituye un nuevo generador de variabilidad que puede
aconsejar el empleo de la suavizacion. Su necesidad ya se habia manifestado en el uso de
la informacion estadistica en contextos como los analisis demografico y de la coyuntura
o en las estadisticas de sintesis (cuentas, balances), ahora se manifiesta en operaciones
estadisticas basicas (censos, encuestas...).

En este tipo de operaciones o por necesidades de la difusiéon, conviven abundantes
caracteres nominales con variables. Por ello, se introduciran unas aplicaciones como
forma de expresar la relacion entre una cualidad y una magnitud que resultaran
interesantes para describir la variabilidad a través de la poblacion finita (p.f.) por eso se
denominaran descriptores aplicativos o, por brevedad, descriptores. Seran parametros de
la p.f. que generalicen conceptos habituales en estadistica descriptiva, incluso los que no
han cabido en un tratamiento unitario como la tabulacion y la representacion grafica.



Wenceslao Gonzalez, Carlos L. Iglesias o Utilidad de los descriptores aplicativos... 187

A continuacion se presenta como se estructura el resto del articulo. En la siguiente seccion
se definen los descriptores aplicativos. La tercera seccion se dedica a introducir
estimadores de estos descriptores en dos disefios muestrales, muestreo aleatorio simple
sin reemplazamiento y muestreo estratificado y a estudiar su sesgo y varianza asi como
sus estimadores. En la cuarta, se presentan aplicaciones de estos descriptores y de sus
estimadores entre las que destaca el regresograma como caso particular. Por tltimo, se
presentan las conclusiones y un anexo con las demostraciones.

2. Descriptores aplicativos

Sea U un universo de tamafio N que se identificara con sus etiquetas, U = {1,2, -+, N}. En
cada elemento del universo se estudian una variable Y y un cardcter X que induce una
particion IT = {B,}¢_; de U, siendo C el nimero de clases en que se divide el universo. Sea
P ={(i,x;Y),i=1,-,N}lap.f, donde i es la etiqueta, x; €l caracter de clasificacion e
Y; la variable de interés o estudio correspondientes al elemento etiquetado con i.

Obsérvese que no es restrictivo la consideracion de un caracter nominal ya que si se
quieren estudiar varios, k, simultineamente basta considerar como X el producto
cartesiano de los k caracteres. En el caso de k = 2, C = I] siendo I el nimero de clases
del primer caracter y J el del segundo.

Ejemplos paradigmaticos de X son un caracter nominal en el que se emplea una
clasificacion estandar (CNAE, CNO, NUTS...) o el de un caracter cuantitativo, variable
X, que toma valores en un intervalo y se discretiza mediante subintervalos. La particion
correspondiente a este caracter de clasificacion puede estar determinada por estandares,
por tradicién o venir condicionada por el secreto estadistico.

Se pueden definir aplicaciones con origen en la particién generada por X que describiran
la p.f. P, en concreto, las que asignan a cada clase su frecuencia absoluta o relativa, su
media o su total de Y. Se podria pensar en emplear otros estadisticos descriptivos como,
por ejemplo, la mediana aunque esto rebasa el objetivo del articulo.

Se denotara por N(B,) la frecuencia absoluta, en lo sucesivo recuento, reservando el
término frecuencia para la relativa. N(B,) = 2 de facto N(B,) = 3 por secreto estadistico
ya que «mientras para el matematico un total empieza con dos numeros, para el estadistico
empieza con 3» (Piatier, 1967). En numerosos casos, se considera 4 como umbral para
evitar problemas de concentracion excesiva. Sea Py, = N 'N(B,) la frecuencia, se
verifica que Py . > 0.

Se denominara subtotalizador a la aplicacion Y, (-): Il = R, Y, (B,) = Xcp. Y; y, del
mismo modo, promediador a la que asigna Y(B,) = N “1(B.) Xiep, Y; abusando de la
notacién N~1(B,) = (N(B, ))_1. También se podria utilizar el subindice, Ng', de ahi

el abuso, pero se reservara esta posibilidad para poder tratar la estratificacion en secciones
posteriores. Otras expresiones son:
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N
V(B = ) Vi, ()
i=1
para el subtotalizador, y para el promediador

Xisi Yilp (D) _ Vi (Bo)
Tiile () NGB

Este descriptor se puede concebir como el resultado de un ajuste por minimos cuadrados
ponderados

Y(B.) =

N
Y(B,) = arg minZ(Yi - a)lec(i)
a
i=1

En particular, si se considera la variable degenerada Y igual a la constante unidad, el
subtotalizador coincide con la aplicacion N(-), que se podria denominar recontador,
NB,) =YY, 1 g, (©). Si se divide por N, el tamafio del universo, seria la aplicacion que
asigna frecuencias, mide la abundancia relativa de cada clase.

El recontador constituye la expresion matematica de lo que se conoce habitualmente en
estadistica publica como cuadro o tabla de recuentos de ahi la denominacién que se
propone, mientras que el promediador y el subtotalizador, el cuadro o tabla de magnitudes
(INE, 2004) cuando se consignan medias aritméticas o totales, respectivamente.

El problema del promediador es la constancia dentro de la clase. Una manera de
solventarlo es dar un resumen de como fluctiia la variable en ella, esto es, se puede
complementar con una medida de dispersion de los valores de Y correspondientes a la
clase respectiva. Sea

N
1 = 2 .
S0 = 5 ;(Yi ~7(B))" 15,(0)

esa medida. Con ella se ha introducido un nuevo descriptor aplicativo el variador cuya
raiz cuadrada S(-) se denominara, en lo sucesivo, desviador.

3. Estimacion de los descriptores aplicativos

Resulta habitual en las administraciones publicas pensar que, por disponer de un
procedimiento administrativo amparado en una legislacién sectorial y de un sistema
informatico que lo soporta, se posee un sistema de informacion. Esta identificacion
automatica esta lastrando el aprovechamiento estadistico de las fuentes administrativas.

Aunque la implantacion haya sido adecuada, la dinamica de la gestion diaria conduce a
una pérdida progresiva de calidad en los datos si no existe un control que, a su vez, implica
dedicacion extra.
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Que se solicite un dato en un procedimiento administrativo o de gestion y que se cubra
no quiere decir que su contenido sea valido. Si no es relevante para el procedimiento, no
se suele dedicar esfuerzos para que se pueda procesar posteriormente. Es decir, el campo
acaba por ser, de facto, de cumplimentacion voluntaria (Duran, 2007).

Cuando, en un campo de un formulario o de una tabla relacional, no existan garantias de
que se haya recogido con suficiente rigor desde el punto de vista estadistico, por no ser
importante para el procedimiento administrativo, puede ser inabordable revisar todos los
elementos y, por tanto, una solucion seria extraer una muestra y operar sobre ella.

Si los campos con este problema son numerosos o bien existe incertidumbre sobre su
nimero —como es habitual- conviene elegir una muestra aleatoria simple sin
reemplazamiento que se abreviara MAS. Mientras que si se sabe con seguridad que es
reducido (por ejemplo, de 1 a 3) se podria considerar un disefio muestral mejor, por
ejemplo estratificando.

Cuando se quiere obtener una muestra que sea equilibrada para muchas variables, una
estrategia aceptable consiste en extraer una MAS (Royall&Herson, 1973) ya que se podria
decir que el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento es equilibrado “en promedio”.

Ese mismo proceder seria recomendable, entre otros, en un procedimiento de
actualizacion de marcos y directorios, siempre que no implique salir a campo; en estudios
piloto que permitan explorar la viabilidad de una nueva metodologia y compararla con la
tradicional. O cuando el sistema de informacion contiene una enorme cantidad de
elementos como es el caso del sistema de la Seguridad Social, cuyo fin principal es
agilizar su gestion.

En resumen, se ha mencionado una forma de simbiosis entre estadistica exhaustiva y
muestral, el censo de 2011 y la Encuesta anual de estructura salarial. Otra podria ser la
explotacion de registros administrativos y sistemas de informacion por muestreo que ya
se empled en la explotacion de censos antes de la generalizacion de la informatica
(Arribas y Almazan, 2006) o, incluso, después de ella (Pérez, 2011) y, tras la revolucion
ofimatica, en la construccidon de la muestra continua de vidas laborales (MCVL) en 2004,
donde se extrajo una MAS, dado que se pretendia que la muestra fuera multipropdsito.

De hecho para mantener la MCVL a lo largo de los afios, y asi constituir una muestra
continua, el procedimiento de actualizacion intenta que la muestra resultante referida a
cada afio se asemeje a una MAS (Duran, 2007).

3.1 Muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento

Llegado a este punto, interesara estimar estas aplicaciones descriptivas. Para ello se
debera proceder con el total, la media o la cuasivarianza de una clase cualquiera. Se
emplearan diferentes estrategias muestrales: dos disefios, MAS y muestreo estratificado
con MAS en cada estrato (MASE), con sus estimadores respectivos.
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3.1.1 Promediador

Se denotara por MAS(N, n) el muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento de un
universo de tamafio N del que se extrac una MAS s de tamaifio n, #s = n. Se tratara la
estimacion del promediador cuando se emplea la estrategia constituida por el disefio
MAS(N, n) y el siguiente estimador

ZiLy Yilp, (D _ T Y (DI
(EM, 1,0 v nB)V1

Y(B.) =

siendo [;, la variable indicatriz de pertenencia a la muestra del elemento i, aV b =
max {a, b}y n(B,) = #(s N B,) con s MAS.

3.1.1.1 Estudio del sesgo

Teorema 1. En MAS(N, n), se verifica que E,, [?(BC)] =Y(B)[1-pn(B.) = 0)]

Corolario 1. En MAS(N, n), se verifica que B, [?(BC)] =-Y(B)pn(B,) =0)

Si Y(B,) > 0, el sesgo es negativo y cuando Y (B,) < 0, es positivo. En el caso de que
sea nulo también es nulo el sesgo. Es decir, el sesgo es de signo contrario al promediador.
Ademas, en caso de que Y sea no negativa, situacion habitual en estadistica publica, si

Y(B.) =0, ?(BC) = 0 trivialmente.
Corolario 2. En MAS(N,n), si Y(B,) #0 se verifica que el sesgo relativo es
by [Y(B)|| = p(n(Bo) = 0)

Lema 1. En MAS(N, n), se verifica que p(n(B,) = 0) < e "Nc,

Obsérvese que E,, (n(B.)) = nPy . esdecir, el nimero promedio de elementos de la MAS
en la clase. Por tanto, siempre que esta esperanza sea grande, el sesgo relativo es pequefio.
En la siguiente tabla se presenta el valor de la cota para diferentes n'y Py ..

Tabla 1
Cota del sesgo relativo del promediador en muestreo aleatorio simple sin
reemplazamiento

Py.= 00001 0,001 001 0,1 0,111 0,125 0,143 0,167 0,2 0,25 0,333 0,5 1
n= 10| 0,999 0,990 0,905 0,368 0,329 0,287 0,240 0,189 0,135 0,082 0,036 0,007 0,000

20{ 0,998 0,980 0,819 0,135 0,108 0,082 0,057 0,036 0,018 0,007 0,001 0,000 0,000
40| 0,996 0,961 0,670 0,018 0,012 0,007 0,003 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
80 0,992 0,923 0,449 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
160 0,984 0,852 0,202 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
320/ 0,969 0,726 0,041 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Corolario 3. En MAS(N, n), se verifica que

B, [V(B.)]| < max|¥il e=we < max]¥;| e="Pue
o [l = N
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Por tanto, esta estrategia muestral resulta aproximadamente insesgada si el maximo se
comporta adecuadamente.

Si se conoce N(B,), se puede dar un estimador insesgado [1 — p(n(B,) = O)]_l?(BC) 0
estimar el sesgo mediante Ep [V(BC)] = —Y(B.)p(n(B,) = 0) donde p(n(B,) = 0) se

calcula o se aproxima mediante (1 — Py )n

3.1.1.2 Estudio de la varianza

Del mismo modo que se ha introducido el desviador, sea D,, la desviacion tipica segun el
disefio muestral, entonces la varianza admite la siguiente expresion

Teorema 2. En MAS(N, n), se verifica que
—~ L 1
2 |y — C2
D [V80] = 5%(8o) mZ( ~ ey B = m) +
+Y2(B)[1 - p(n(B,) = O)lp(n(B.) = 0)
Por ejemplo, si p(n(B,) = 0) = 01, el segundo sumando de la varianza es el 9% del

cuadrado de la media pudiendo resultar en algunos casos un sumando apreciable. En
general

D} [¥(80)] < 52(5) Z (5~ ) P08 =) + 5 P2(8)

por tanto, la rel-varianza o varianza relativa dzz, [Y(BC)] no rebasa

S%(B) X ( 1

1
7280 L \m N(B))p(n(BC) m+3

Considérese Y ~1(B.)S(B,) como el coeficiente de variacion de Y en la clase ¢ que darfa
lugar a un nuevo descriptor aplicativo, (S/¥)? () . Muchos de estos descriptores resultan
de operar con dos de estas aplicaciones.

Si se considera la variable degenerada Y igual a la constante unidad, Y (B,) = 1, S%(B,) =
0 y el estimador se convierte en una Bernoulli, Y(B,) = 0sin(B,) =0y Y(B,) = 1si
n(B,) # 0, por tanto, Df, [Y(BC)] =[1—-pn(B.) = 0)]p(n(B,) = 0) que corresponde
con lo que se obtendria tras aplicar el teorema.

=2
Por otra parte, de la demostracion del teorema, se obtiene el sesgo de Y (B.) como
estimador de Y2(B,).

ESTADISTICA ESPANOLA pfP! Vol. 60. Nim. 196 /2018
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Corolario 4. En MAS(N, n), se verifica que

B, [V '] = 52(3)2( i) P@(BD) = m) ~ P(Bp(n(8) = 0

Por este corolario, la siguiente expresion resulta una aproximacion por exceso de este
sesgo

n
=2 1 1
~ C2 - =
B, |V 80| =50 ) (1~ ) P = m)
m=1
Lema 2. En MAS(N, n), se verifica que
Y2(B.)p(n(B,) = 0) < max YZe MPNe < max Y2 e e

Corolario 5. En MAS(N, n), se verifica que

D3 [F8] = 5280 ) (1 = s ) P08 = m) + R
m=1

con R < max V2 e ™Pne,
N

La igualdad del teorema también se puede escribir como

- S*(B,)
D [Y(Bc)] [1 p(n(B,) = 0) 4 (m N(B, ))

n

(n(B,) =m) + Y2 (BIp(n(B.) = 0)

[1- p(n(Bc) =0)] =

11Ty
_ ¢z _ 2 = - =
- [S 6 (s ~ gy VAR (B) 0)] [1-p(u(B) = 0)]
donde aparece un factor idéntico al del sesgo. En numerosos casos, se podria despreciar
Y2(B.)p(n(B,) = 0)[1 — p(n(B,) = 0)] porque el tamafio esperado de la muestra en la
clase sea grande. En esta situacién 1 — p(n(B,) = 0) seria aproximadamente igual a la
unidad y el primer sumando resulta igual al cuadrado del desviador por otro factor que

admite la interpretacion de un coeficiente de exhaustividad promedio, ( +zB - ﬁ)
C C

donde

. VEEN . 1
ya que se puede ver como el valor medio, (-), de la variable Gy N (Bc)

n*(B,) denota la que toma los valores de n(B,) salvo el 0.

La combinacion lineal que aparece en el teorema se puede acotar del siguiente modo
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Lema 3. Se verifica que

Zn: (m N(B, )) p(n(Be) =m)

m=1

1 1\1-pn(B)=0) 1-pnB,)=0) 2 \°
<(n N) Py + (nPN,c)z +<nPN‘C>

Por consiguiente, la varianza se puede mayorar como se presenta a continuacion

Teorema 3. Se verifica que

= 1 1\1-p(n(B,)=0) 1-pn(B.)=0) 2\’
D; [Y(Bc)] < S%(B,) {(g—ﬁ) P ZN’C + zEnT;N )2 +<nPN,C> }+R

con R < maxV?Z e ™Pne,
Bc

Para la interpretacion del primer sumando, conviene percatarse de que f =
-1 . . . T
(N PN,C) nPy. si Py. > 0 como se estd suponiendo por hipotesis. Si nPy . es grande,

-2 ., o N
el segundo sumando de orden (nPN_C) y, ain mas, los siguientes resultan pequefios si
el maximo no es muy grande, por tanto la expresion

3 [F50] = 1 - =

constituye una aproximacion aceptable que coincide con la habitual formula para la media
en MAS (N Py e nPN,C), abusando de la notacion en el tamafio muestral.

Pero, si el tamafo medio de la muestra en esa clase, nPy ., es pequefo, podrian ser
apreciables, por ejemplo, n = 1000 y Py . = 1% entonces nPy . = 10 y la varianza se
puede ver incrementada en casi un 10%.

A continuacion, se intentard dar una aproximaciéon mas operativa si B, es una clase propia
deU

Lema 4. Si N(B,) < N, se verifica que

i (m NGB, ))p(”(BC) m) & 111P_Nf <1 * 1;}35»;;)

m=1

Por tanto, si se pueden despreciar los términos de orden 3 y exponenciales, una expresion
aproximada de la varianza del estimador, que generaliza la de Miras(1985), es

c 1-P 4
D} [Y(BC)]~(1—f) & )< + nPN”'>
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donde aparecen dos multiplicadores, uno menor que la unidad y otro, mayor. El menor
esta relacionado con la correccion por poblaciones finitas. En el mayor que la unidad, el
segundo sumando es igual a n~! multiplicado por el predominio en términos de tamafio
del resto de clases de la particion frente a la clase en cuestion.

3.1.2 Estimacién del subtotalizador en muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento

Si se conoce el recontador, N(B,.), se dispone del siguiente estimador del subtotalizador

V,.(B) =N (BC)?(BC) que se obtiene expandiendo el estimador del promediador
mediante el recontador, de ahi la notacion. Su esperanza es igual a

Ey[7..e(Bo)] = N(BOE, [V (B)] = N(BOY (B)I[1 - p(n(B.) = 0)]
=Y, (B)[1 - p(n(B,) = 0)]
Por tanto, B, [17+,6(BC)] =—Y,(B.)p(n(B;) = 0), es decir, su sesgo absoluto puede

llegar a ser apreciable aunque su sesgo relativo sea el mismo que para el promediador,
p(n(B,;) = 0). Con respecto a la varianza, se verifica la siguiente desigualdad

1

D2 [74.0(B)] < N?(B)S*(B.) {(_ _ l) 1

1
[N
PN,C (nPN'C)Z

—— }[1 ~p(n(B) = O + R

-3
con R < N?(B,) (%n}gaxm - Yj|2 (nPy./2) + max Y2 e‘"PN'C>.

La varianza relativa estd mayorada por

& [V4e(B] =

D2 [P, (B)] SB[/ 1y 1
7 < {(n N)

1
N2BOT2(B) < T2 |\ W) Py, T }[1_”(”(36)20””

PN,c (nPN’C)Z

con

Yi \? nPy.\ "
< _ 2 ) —nPN’C .
R—r%i'x(y(Bc)> ( ( 2 ) te

Una vez acotada, se puede pasar a ver aproximaciones

D} [V 0 (B.)] = N*(B.)S*(B,) 1+

1-f 1— Py,
nPy . nPy .

que también se puede expresar como

(N —n)N(B.)

5%(B,) [1 L1 PN,C] _N-n
n

1— Py
NPy S%(B.) |1+ -
nPy . weS™( C)[ ]'

nPy .

donde n~1(N — n) se interpreta como el predominio de la comuestra frente a la muestra.
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Se puede definir otro estimador del subtotalizador ¥, 7(B.) = ¥, Y;1 Be (i)Ii(a donde
Il.(a =m;'I; si el disefio es probabilistico. Este estimador no precisa conocer el
recontador. Corresponde al estimador de Horvitz-Thompson de la variable Y15 , es decir,
en la p.f. {(i, xl-,Yl-ch(i)),i =1, ---,N}, y por tanto es insesgado para el total de esa
variable que coincide con Y, (B,).

En MAS(N, n), coincide con ¥, 5, (B.) = Nn~* X, Y;1_ (1, el estimador por simple
expansion de esta variable transformada, de ahi la notacion. Por otra parte,

Ep = N_1Y+(Bc) = PN,CY(BC)

N
n Y Yl O
i=1

por tanto E,, [V 5e(B)] = N(B)Y (B,) = Y,(B,), otra forma de ver su insesgadez. Si se
considera la variable ¥; = 1, se obtiene también E, [n"* ¥, 15 ()1;] = N"IN(B,) =
Py, es decirE, [131\,‘0] = N"'N(B,) = Py, donde el estimador es la proporcion muestral
de elementos de la clase.

Para conocer la varianza de este segundo estimador del subtotalizador, se tiene esta
cadena de igualdades inspirada en Hedayat&Sinha(1991)

N
. 1 1 N
D3 [P1se(B)] = (N = N~ > (Vi ()~ TT5) =
i=1

N—-n N
n N-1

N (- PucPB) + Y (0= PuTB) | =

i€B, i€B,

N—-—n N
n N-1

D (6= 7BI) + N B (1= Puc)F(BD) + (N = N(B) (PN,CY(BC))ZI
i€B,

N(B,) —1 N — 2
N N—-1 SZ(BC) + mNPN,C ((1 - PN,C)Y(BC))

_N—n

n

+ %N(l — Py, (PN,CY(BC))Z]

Un caso particular interesante consiste en estimar el recontador cuando los tamafios de
clase son desconocidos mediante N(B,) = ¥V, 1 Be (i)Ii(a. SeaY; = 1, Vi, en este caso la
p.f.es {(i,xi, IBC(i)),i =1, N} e (Y 136)+ = N(B.). En MAS, se puede construir un
estimador N(B,) =N/ ¥¥ 1, (), = Nn(B.)/n= NPy, que es insesgado con
varianza
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D2 [R(B)] = L2 LlNPN,C(l —Py.)" + %N(l - PN_C)(PN,C)Z] =

N n N N—nPy.(1—Py.)

n N_NPNC(1 PN’C)ZNZN—I n

porque S?(B.) = 0 e Y2(B,) = 1y del mismo modo

N—nPy.(1-Py.)
N-1 n

Df, [P.c] =
corresponden a las que se obtendrian teniendo en cuenta la distribucion hipergeométrica.

En el caso general, la igualdad obtenida permite mayorar la varianza del siguiente modo

~ N—n N _
D (7% 5o (B)] < = [NPue52(Bo) + 75 NPue(1 = Puc)72(50)|

debidoa que (N — 1)"*(N(B,) — 1) < N"IN(B,) < 1.

Para dar una interpretacion mas fluida, también se puede aproximar mediante
2 [P ~N-n 2 V2
Dp [Y+,se (Bc)] = T [NPN,CS (Bc) + NPN,C(l - PN,C)Y (Bc)] =

N-—-n -
= NPyc[S?(Bo) + (1= Py o) V2(Bo)]
porque la aproximacion del primer sumando es por exceso y la segunda, por defecto, pero
adecuada si N es grande.

Si se aplica esta igualdad aproximada al caso particular del recontador se verifica que

f

P 1-—
D [N (Bo)] = (1= Puc) =—=N?Py(1 = Pyc)

porque S2(B,) = 0 e Y2(B,) = 1y del mismo modo

~ 1-
n fPN,c(l - PN,C)

ambas se asemejan a las habituales de la proporcion y el total de clase y resulta una

aproximacion por defecto.

Por otra parte, se ha visto que si nPy . es grande de tal modo que se puedan ignorar los
términos cuibicos y exponenciales, se tiene que

Dy [7se (Bo)] =

52(3)[1+ P’”]

nPy,c
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con lo cual para que

Dy, [¥1e(Be)] < D [V 5e (Bo)]

se debe verificar

N-—n 1-P N-—-n _
T VPSP (B S B < = NPy (1~ P ) P(E)

ST _ pacpym SB)

np, N,c YZ (Bc) ’
es decir nPy . debe ser mayor que el cuadrado del coeficiente de variacion de la variable
en la celdilla. Por consiguiente, ¥, ¢, (B,) tiene una varianza mayor cuando el nimero
esperado de elementos en la clase, nPy ., sea grande bien porque el tamafio de la muestra
lo sea, bien porque la clase sea relativamente abundante.

Ademas, si B, = U, de ambas férmulas aproximadas resulta la expresion habitual de la
varianza para el estimador del total en MAS

N —
n

1 —
"ns? = LS a2
n
3.1.3 Estimacion del variador

Sea I;; la variable indicatriz de pertenencia simultdnea a la muestra de los elementos i y
j. Se puede construir un estimador del variador del siguiente modo

13 Ty (% = %) 15,015, (D1yy
2 (TXisj 15,15, (DI;) v 2
Teorema 4. En MAS(N, n), se verifica que

SAZ(BC) =

E, [$2(BY))] = S?(B)[1 — p(n(B,) = 0) — p(n(B,) = 1)]

Corolario 6. En MAS(N,n), si S?(B,) = 0 se verifica que el sesgo relativo es
[b,[S2(B]| = p((B:) = 0) + p(n(B) = 1)

Ademas, se verifican las siguientes acotaciones
n
(1=Pye—f+1Y/y) <pB) =0) < (1-Py)"

-2 -1
1Py (1= Py )(1=Pye—f+2/y)  <p(mB) =1) <Py (1- Py, +1/y)"

con las desigualdades estrictas paran > 1.
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Corolario 7. En MAS(N, n), se verifica que
Ep [§2(Bo)] = $?(Bo)[1 - R]
con 0 < R < e "PNe(1 + nPy efNe).

Si nPy. es grande, un estimador aproximado de la varianza del estimador del
promediador es

2 = ~ 1-—
D, (8] = $2(8.) npr 1

1—Py,
nPN’C

En las clases donde no caigan elementos del universo, Py, = 0, careceria de sentido
estimar la varianza. En las que Py, sea pequefio, puede ofrecer una estima grande e
inestable.

Para el sesgo del cuadrado del estimador, se puede emplear

B, [V 0] = 5280 Z (5~ e P8 = m)

3.2 Muestreo estratificado

3.2.1 Promediador

Se estudiaran estrategias basadas en el muestreo estratificado con MAS en cada estrato.
Considérese una particion, a priori, del universo U = U; U U U, U +-- LU U;. Sea N; =
#U, de tal modo que Y_; N, = N. Este disefio que consta de MAS(N,, ;) en cada estrato
U,, se denotara MASE((Nl,nl) l=1,-, L).

Se define un nuevo descriptor aplicativo, el ponderador W,(B,.) = N~1(B,)N,(B,), donde
N;(B.) = #(B, N U}), que se interpreta como el peso de la subclase del estrato dentro de
toda la clase, de aqui la denominacién del descriptor. W;(*) se puede ver, a su vez, como
cociente de dos descriptores aplicativos. Sea W, = W,(U) = N~N, .

Como Y(B,) = Yt_; W,(B,)Y,(B.) donde Y,(B,) = N7 *(B,)Y, +(B.) se puede definir el
siguiente estimador del promediador en MASE((Nl, n)l=1,--, L).

Z Ni(B) Vi(Bo)

st(BC) = Z wi(B,) yl(Bc) = £ N(B )

Teorema 5. En MASE((N,n)l=1,-,L), E, [Y“(BC)] =¥(B)—R con R
verificando que min Y,(B)py,(m(B)) =0) <R < mlax}_’l(BC)pUl(nl(Bc) = 0), donde
py, () corresponde a MAS(N;, 1;).
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Para variables positivas, una situacion poco deseable consiste en que algliin estrato con
una media alta y una probabilidad apreciable de que no haya elementos en la submuestra
correspondiente pese dentro del universo. Como consecuencia del teorema, se puede
acotar el sesgo para este tipo de variables del siguiente modo

Corolario 8. Si Y > 0, se verifica que

—max ;(B)py, (u (Be) = 0) < B, [V (Bo)| < —minF,(Bo) py, (my(Be) = 0).

-_ . —_— P
La cota n}gale,'I e ™PNc puede ser fina y sin embargo no serlo gna[)J(IYil e MPNLe en
c cNUg

algunos de los estratos, por tanto, hasta podria convenir no estratificar. Los sesgos que
resultan de esta definicion rigurosa podrian acabar por acumularse, no se compensan los
de un estrato con los de otro si la variable es positiva.

Con respecto a la varianza, se verifica que

Teorema 6. En MASE((NZ, n)l=1, ---,L),

DZ [Yst(Bc)] Z M/l (Bc) [Sl (Bc)< + le(Bc)pUl(nl(Bc) = 0)]

V@)
F(B)  Ni(B)

[1 - py,(m(B) = 0)]

Una posible cota es

L
1 1 _
Dz [Yst(B ) ZWI (B.) SE(B; )( ) NGB )> ZZ W2 (B,) Y2(B.)
c c =1

Este segundo sumando se puede acotar, a su vez, de los dos modos siguientes

m1n w;(B.) (Yl (B )>

Z (YL(B ))
W2 (B.) Y2 (B,) < max W, (Bo)

in (YI(B )> Zm B) <+ ZWI (B) F2(B,) < max <l( C)> Zm (o)

donde Y W2(B,) se puede interpretar como una medida de concentraciéon de los
elementos de la clase entre los L estratos. Ademas mlin W,(B,) < Yk WA (B,) <

max W; (B,). Por otra parte, también se puede considerar
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LWRB)TRB) Z( Wi(BIT,(B.) )

= 2 Y,
Y?(B.) 1[:1 W (B,) Y,(B,)

L
> WE B VB = 7B R
= (S, WiBI Ti(BY)) =

L't < (M
con Lzt Y Wi(B)Y(B)

esa cota no rebasa al obtenido mediante el correspondiente MAS(Yf_; N, ¥k, n)).

2
) < 1, por tanto se llega a que el segundo sumando de

En ocasiones, se podra utilizar la siguiente aproximacion

L
= S? 1—Py .
D} [Y(B0] = ) w2 @) [(1 ~f)7 (Be) (1 + )]
=1

lPNl,c anNl,c

aunque se pueden acumular errores porque el segundo sumando depende de cuanto valgan
Y,(B,). Para hacerse una idea de la magnitud de este resto se puede estimar 0'25Y;%(B,)

. =2 . . .
mediante 0'25Y; (B,). Incluso se ha visto un estimador de su sesgo. Si no se puede
despreciar el segundo sumando, se puede aproximar o acotar.
3.2.2 Estimacion de la varianza

Se puede estimar la varianza mediante

L
= A 1 1 =
D, [Vee(B)] = Z W2 (B,) [SE (B.) (m - W) +Y, Bpo, (u (B = 0)]
= c c

[1 = py,(u(B) = 0)]

Prescindiendo de estos segundos sumandos, se puede emplear un estimador aproximado

~Pue
B Ve ZWI(BC)[(l—mSl(B)<+ )|

PNlc anNl,c

A continuacion, a modo de resumen, se presentan unas tablas con la esperanza y la varianza,
con el sesgo y la varianza y con algunos de los estimadores de la varianza propuestos.
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Tabla 2
Expresiones de la esperanza y varianza de los estimadores del promediador
Diserio Esperanza Varianza
Muestreo aleato.rio simple E, [?(Bc)] _ Df, [?(Bc)] =[1-p(n(B,) = 0)]
sin reemplazamiento _ )
(MAS) [1-p(n(B) = 0)]Y(B,) [52(3 ) ( 1 1 )J
“\n*(B) N(B)
+Y2(B)p(n(B,) = 0)
Muestreo estratificado v _ 2 [y -
NS Ep [Yee(BO)| = D% [V (Bo)| =
L L
D -pouBI =0 Y (WEB[1 - py, (u(B) = 0)]
=1 =1
Wi(BOY(Bo)} ) 1 1
SEBI 55~ v 77
nl (Bc) Nl(BC)

+72(B)py,(m(B.) = 0)]}

Tabla 3

Expresiones del sesgo y la varianza de los estimadores

Estrategia Sesgo Varianza

MAS = _ ~ S%(B,)
B, |Y(B,)| = 2 ~ (1 — c

Promediador P [ ‘ ] Dy [Y(BC)] =1-h nPy .

_V(Bc)p(n(Bc) =0)

1-P
(1 + ”’C>
nPy .

Subtotalizador expansion Bp[?-{. e(Bc)] ) o 2 S2(B,)
’ Dy |Y, . (B:)| = (NP, 1-
Y Bopm@y P [Pl = (WP A= N7
=0 141" Pre
nPy ¢
Subtotalizador simple B,[?. ..(B)] =0 . 2 S*(B.)
expansion plPrse(Bo) D [V 5e(B)] = (NPy) (1 — f)np—c
N,
1— Py,
( 52(B.)/Y*(B.)
Recontador B [ﬁ(B )] =0 N 2 (1 — Py, )
e D [N(B)] = (NPy) (1 —JC)T’Cc
MASE > L
B, [Y..(B)] = —
Promediador Lp [ seie ] D, [Yst(BC)] = Z{le(Bc)
_ =1
Z{VVL(BC)YI(BC) SIZ(BC) 1-— leC
=1 (1—fl)nP <1+ —> )}
pu,(m(B,) = 0)} e e
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Tabla 4
Expresiones de los estimadores de la varianza
Estrategia Estimador
2 . ,
i“,sd s2py = 122 (6= 1) 15,015, G);
e T2 (T3 1BC(i)1BC(f)1i,-) v2
MAS §? (Bc) —Pre
Promediador [Y(B )] =(1- f) + nPy
Subtotalizador expansion (B ) P
D 71 (B)] = (NPwe) (1 = N ( 1+ nPN”‘
,C
Subtotalizador simple $2(B,) 1P
expansidn D2 [7450(B)] = (NPy,)"(1 - ) ———| 1+ —
N.e SZ(BC)/Y (Bc)
MASE L 82
= S (B,) 1-Py,
Promediador D3 [Yst(BC)] = Z W2(B.) (1-f) nl 5 < (1 + — ve
=1 LNy, e LNy e

4. Aplicaciones de estos descriptores

En la siguiente subseccion se estudia el regresograma como descriptor aplicativo al igual
que su estimador. En la segunda se estudia una situacion especial, el estimador
regresograma aplicado a la descripcion de la propia variable. En la ultima se muestra
como traducir geométricamente estos descriptores para construir un pictograma.

4.1 De su empleo en el estudio del regresograma

Si se representa un promediador con el proposito de aproximar la regresion de Y sobre X
siendo ambos caracteres cuantitativos, se estd en presencia del regresograma, con una
particion de toda la recta real o, mas habitual, de un intervalo, por ejemplo, de la
semirrecta [0, ) o del semisegmento (a, b].

Se dispone de unos numeros reales t, < t; < -+ < t, < --- < t, que dividen el conjunto
donde toma valores X, de tal forma que la particion estd formada por clases centrales que
son semisegmentos y la Giltima y la primera, las clases cola, admiten diferentes soluciones
dependiendo del problema tratado: una semirrecta o un intervalo abierto o cerrado.

4.1.1 Regresograma en la poblacion finita o descriptor regresograma

Se presenta, a continuacion, un ejemplo extraido de una operacion basica exhaustiva, la
explotacion estadistica del Rexistro de buques pesqueiros de la Comunidad Auténoma,
con el arqueo en GT de la flota pesquera con puerto base en Galicia segin tramos de
eslora en metros, como ejemplo de subtotalizador. Del mismo modo, la linea de niimero
constituye un recontador.
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Tabla 5

Bugques segiin eslora en Galicia. Afio 2011

Eslora (m) Menosde 12 Del2al8 Del8a24 24y mas
Numero 3982 296 107 349
Arqueo (GT) 6218 5948 8346 142700

Fuente: Conselleria do Medio Rural e do Mar. Rexistro de buques pesqueiros de Galicia,
en www.pescadegalicia.com

En este ejemplo, la variable de clasificacion es la eslora discretizada que corresponde al
caracter X y la variable de estudio, Y, es el arqueo. Obsérvese la particion de la variable
de clasificacion con los dos intervalos centrales de igual longitud, pero con el de la
izquierda y el de la derecha de diferente amplitud, el segundo incluso sin acotar.

Considerando las filas de arqueo y recuentos, se construye el siguiente regresograma,
ejemplo de promediador.

Tabla 6

Arqueo medio en GT clasificado por tramos de eslora
Eslora (m) [0,12)  [12,18) [1824) [24, )
Arqueo medio (GT) 1,6 20,1 78,0 408.,9

Con ¢l se pretende ver la relacion entre el arqueo y la eslora de un buque, es decir
presentar este en funcion de aquella. Graficamente esta constituido por una linea
fragmentariamente constante. En abscisas, se coloca la variable de clasificacion de la
tabla y en ordenadas la variable de estudio.

Figura 1

Regresograma del arqueo en funcion de la eslora

4501 Arqueo medio (GT)
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Por brevedad, se supondra que (—oo,to], (to, t1], -+, (te—1, tel, o+ (Ee—1, tel, (Ec, ). En
el caso de intervalos, (t._q,t.] con ty = a,t; = b. Sea B, = (I, L,] la celdilla ‘bin’ de
la particion que contiene a xy 1p (*) la variable indicatriz de pertenencia a ella. El
regresograma de la p.f. es

Zﬁv=1 Yile(xi)
i 1p, )V
La precision del denominador puede resultar redundante en estadistica publica donde el
recontador, que se puede abreviar N, = YN 1 B, (x;), es siempre mayor que 1. Si se
divide el recontador por N, se obtiene Py, = N™1N,.

ay(x) =

El variador en este caso concreto es

=

x

(4~ au()’

1

N
1
2= > (N @y ()’ 15,000 =
i=1

YN 1, () -1 Ny—1

J

siempre que N, = 2, como se esta suponiendo. Su raiz se podria bautizar, como funcion

de x, con la denominacion de desviograma S(x) = |w/S§| puesto que, en el caso de su
cuadrado, el término variograma ya se ha empleado en otro contexto.

Una expresion alternativa es

N 2
1 Y Yl (x)
§2 T zYiz 1Bx(xi)_M‘
* =1

Zivzl 1Bx (xi)

. . N.

que permite interpretarlo como — "1
-

menos el cuadrado del regresograma de Y.

multiplicado por el regresograma del cuadrado de Y

4.1.2 Regresograma muestral o estimador regresograma

El estimador del regresograma cuando se realiza un MAS seria

YiL, Yilp, (x)]; _ YiLy Yilp, (x)I;
%y 1p, (x)1;) V 1 ne V1

ap(x) =
(
siendo n, = YN, 15 (x)1;. Se verifica que E,, [@y ()] = ay(x)[1 — p(n, = 0)] con
p(n, = 0) < e ™nNx y por tanto, |Bp [@x (]| < rrll?aleiI e ™PNx Como ya se ha

mencionado es frecuente en estadistica publica que Y sea positiva, por tanto, @y (x) > 0,
el sesgo es negativo B, [@y (x)] < 0 es decir el estimador subestima el regresograma.

Por consiguiente, cuando nPy , es grande, el sesgo resulta despreciable a efectos pricticos
siempre que Y esté acotada o su maximo crezca segun un orden polindmico en nPy ,.

La varianza del estimador del regresograma verifica que
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1 1 1 1
D;, [@4 (x)] = [55 (n—+ - N—) +af(p(n, = 0)] [1-p(n, =0)] <52 (n—+ - N—) +R

con 0 <R< max Y2 e ™PNx o de modo aproximado cuando nPy , sea grande
X

52 1— Py,
Dy [ ()] = (1= ) 5 [1 o ]

nPy

Esta expresion también constituye una aproximacion del sesgo del cuadrado del
regresograma

1

EREER st
B [640] = 52 (7 —37) = 1= N [”

1— Py,
nPN'x

Se construye un estimador del cuadrado del desviograma del siguiente modo
@ _ 128 (% = ) 18,001, (1)l
2 (T2 1g, (x) 15 (x;)1;;) v 2

En MAS, se verifica que E, [32] =S2[1 — p(n, = 0) —p(n, = 1)] por tanto
[1—p(n, =0) —p(n, = 1)]7152 seria un estimador insesgado.

4.2 De su empleo en la descripcion de la propia variable

Se podria emplear el promediador de la p.f. con la propia variable X, es decir que coincida
la variable de estudio y de clasificacion, por ejemplo, cuando se disponga de una particion
definida por un estandar y se quiera comparar la misma variable en dos situaciones
diferentes, temporales o espaciales. Si se crea un factor a partir de ella, discretizandola,
el promediador puede ser interesante para describirla como complemento del histograma
sobre todo para el estudio de las clases inicial y final, especialmente esta tltima cuando
X>0.

La tabla de frecuencias, y el histograma asociado, transmite una idea clara de las
caracteristicas globales de la distribucion o de lo que acontece en el término central de
ella. Sin embargo, no ocurre lo mismo en las clases cola donde es mucho mas dificil
percibir lo que sucede.

El promediador también sirve como chequeo de la hipétesis de uniformidad aproximada
dentro de las celdillas. Si se sostiene, la tabulacion es mas interesante ya que admite las
aproximaciones tipicas mediante las marcas de clase. O simplemente, por cuestiones de
difusion, para evitar el problema de las clases cola donde muchas veces resulta
inadecuado o imposible utilizar la marca de clase.

Si no hay razones para emplear una particiéon determinada, una buena practica puede ser
emplear inicialmente una particion de igual amplitud y luego agregar celdillas, lo que
desde luego producird un sobresuavizado de las celdillas unificadas ‘colapsadas’. Por
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ejemplo, se puede emplear igual amplitud para la macrodepuracion y amplitud variable
para la difusion. También hay que tener en cuenta que, en algunas situaciones, una
transformacion previa puede convertir la amplitud variable en fija.

Conviene percatarse de que, en esta situacion concreta, la mayoracion de R en la
., . . _— . . 2
expresion de la varianza bajo el disefio, en la que intervienen rr}?ax|Yi — Y]| y max Y?, se
c c
puede refinar notablemente dentro de cada intervalo central en funcién de sus extremos

inferior y superior; y también en las clases colas en funcion de su extremo inferior o
superior, respectivamente.

Se estudiara a continuacion un ejemplo extraido de un libro antiguo (Schott, 1928) que
corresponde a una muestra de 150 viviendas del mismo tipo en la que se analiza su alquiler
anual en marcos. El total muestral asciende a 49.871 marcos. Entre las razones para
emplear este libro, existe una historica. En su seccion correspondiente a correlacion, se
menciona el empleo del regresograma aunque no se utiliza este vocablo ni se presenta un
ejemplo numérico.

Figura 2

Distribucion de frecuencias del alquiler anual en marcos

Histograma de alquileres

Frecuencia
20 230 40
|
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I T T T T T 1
200 300 400 500 600 700 800

Alquiler (marcos)

A la vista del histograma, obtenido mediante el paquete R, se unificaran los Gltimos
intervalos englobandolos en un intervalo abierto y se tabularan los valores de la muestra.
En la primera fila de la tabla, se presentan los intervalos que se han empleado para
discretizar la variable, B,.. La segunda es el nimero de viviendas de la muestra en cada
uno de ellos, n(B,). Y la tercera es el valor total de los alquileres de la muestra en el
correspondiente intervalo
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Tabla 7

Muestra de alquileres anuales de viviendas en marcos

Alguiler  (150,200] (200,250] (250,300] (300,350] (350,400] (400,450] (450,500] (500,)
(marcos)

n() 7 17 31 41 27 18 6 3
Total de 1326 3872 8808 13341 10300 7656 2760 1808
alquileres

A continuacion, se presentan en otra tabla los datos y calculos efectuados con ellos que
se emplearian en el proceso de estimacion. Obsérvese que, en las clases segunda, cuarta
y sexta, el alquiler medio estda muy proximo a la marca de clase. El penultimo intervalo
estd muy concentrado debido a cinco valores iguales.

Tabla 8

Estimadores del promediador y de su varianza

B, (150,200] (200,250] (250,300] (300,350] (350,400] (400,450] (450,500] (500,50)
n() 7 17 31 41 27 18 6 3
T’N_c 0°047 0113 0’207 0°273 0’180 0’120 0’040 0’020
ﬁ(,) 1894 227°8 284’1 3254 381°5 4253 460°0 602’7
50 5968 14’317 14’660 14431 12801  11°061 9°798 170’896
(ﬁ/n)(-) 5°088 12°055 6’933 5°079 6’069 6’797 16’000 9735°111
@1+nH() 1’143 1’059 17032 17024 1’037 1’056 1’167 1’333

[(S‘i/n)(l + n‘l)](-) 5’815 12°765 7’156 5203 6’294 7175 18’667 12980°148

En las primeras filas, se presentan los estimadores aplicativos P Noxs promediador y raiz
del variador. Como no se dispone del recontador, N(B,), ni del tamafio poblacional, N,
no se puede emplear directamente la formula introducida en la seccion 3.1.3 pero se puede
utilizar otros estimadores de la varianza del promediador construidos por el método de
sustitucion ‘plug-in’, la generalizacion del habitual S2(B,)/ (nPy.) = 52(B,)/n(B,) o
corrigiéndolo

3:((5;)) (1 n(zc))

cuyos resultados se muestran en las ultimas filas de la tabla. En las clases centrales, es
posible que funcionen adecuadamente estos estimadores, sobre todo, el Ultimo. En las
otras, resulta mas dudoso'.

! En la clase cola derecha, resulta evidente observando la tabla. Si se estimase el siguiente término de la cota,
el ctibico (2/n(B.))? = 0'3, daria un incremento del 30% que habria que afiadir al 33% de la correccién del
estimador habitual. A la vista de los resultados, seria recomendable unificar las dos ultimas clases e, incluso,
las dos primeras no obstante este ejemplo solo pretende ilustrar los resultados y comentarios que se han ido
desarrollando en las primeras secciones del articulo.
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4.3 De su empleo en la construccion de pictogramas

También se podrian emplear estos descriptores aplicativos para realizar otro tipo de
diagramas o representaciones graficas, por ejemplo, el subtotalizador para construir un
pictograma en el que la superficie de los rectangulos fuera igual al total en la clase si no
existen problemas de revelacion con el extremo final de la particién, porque hay que
fijarlo previamente. Precisamente para sobrellevar esta ultima situacion se introdujo en la
subseccidn anterior el promediador aplicado a la propia variable X.

Como ejemplo concreto de este diagrama se puede representar la tabla «Concellos e a stia
poboacion clasificados polo niimero dos seus habitantes. Padron municipal de habitantes.
Ano 2014» (IGE, 2015). El caracter de clasificacion X es la propia variable discretizada.
Antes de su conversion en un pseudofactor, se transformara calculando el logaritmo
decimal del ntimero de habitantes del municipio para permitir una representacion mas
clara. Es decir, se emplea una especie de papel semilogaritmico.

El tratamiento de las clases-cola no ofrece ninglin problema de definiciéon porque no
existen municipios sin habitantes en Galicia y se conviene en considerar como primera
clase el segmento [1, 2000] en lugar de la equivalente (0,2000] en esta situacion concreta.
Tampoco existen municipios con mas de medio milléon de habitantes.

Para la construccion del pictograma se operara con el subtotalizador. A partir de él, se
define un nuevo descriptor aplicativo Y, (B, )/(log L, —logl,) que determina la altura de
los rectangulos que se emplearan en el pictograma.

Figura 3

Poblacion de las provincias de A Coruiia y Pontevedra segiin el tamaiio del
municipio

Pictograma de poblacion
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Como resultado de la transformacion, se percibe cierta asimetria a la izquierda. Aunque
los intervalos centrales resultantes no sean de igual amplitud, esta resulta mas homogénea
tras la transformacion.

Con borde obscuro se representan los rectangulos correspondientes a la provincia de
Pontevedra y con el claro, los de la provincia de A Coruifia. No se representa la tltima
clase (mas de 500.000 habitantes) porque el subtotalizador es nulo en ambas provincias.
Se observa que A Coruiia tiene mas poblacion que Pontevedra en general y en la mayoria
de los intervalos excepto en la ultima clase central (de 100.000 hasta 500.000) y en el
intervalo (10.000, 20.000].

5. Conclusiones

El concepto de descriptor aplicativo introducido en este articulo permite extender la
suavizacion a caracteres no cuantitativos. El proceso de codificacion y presentacion de
valores medios a diferentes niveles de una clasificacion jerarquica, con resultados cada
vez mas agregados, se puede ver como una suavizacion progresiva pudiendo llegar a una
sobresuavizacion.

Se ha tratado la estimacion de estos descriptores bajo dos disefios estandar. Se han
calculado expresiones exactas para su sesgo y varianza empleando un método diferente a
la linealizacion que han permitido ofrecer cotas y expresiones aproximadas, que resultan
operativas en estadistica publica.

En concreto, se ofrecen dos estimadores del subtotalizador en MAS, uno que se emplea
cuando se conoce el recontador, la distribucion de efectivos por clase, y otro cuando no
se conoce. Se han comparado sus varianzas. Aunque el segundo presenta una varianza
mayor si el nimero esperado de elementos en la clase es grande, puede resultar interesante
como se ha mostrado en el caso particular de estimar el propio recontador.

Las expresiones de las varianzas obtenidas dependen de otro descriptor aplicativo, el
variador. Se ha introducido un estimador para €l en MAS del que se ha estudiado su sesgo.
Con ello se puede estimar las varianzas del promediador y del subtotalizador en MAS y
MASE.

Todas estas expresiones han permitido generalizar los resultados a MASE donde también se
ha estudiado el sesgo y la varianza. Estas expresiones, ademas, permiten el estudio de la
conveniencia de la estratificacion ya que se puede analizar el proceso de acumulacion de
sesgos si se dispone de informacion previa como sucede habitualmente en estadistica publica.

Como caso particular se estudia el regresograma con celdas de longitud variable, incluso
no acotadas, que deberia de tener un papel mas activo en estadistica ptiblica, debido a su
caracter marcadamente intuitivo dentro de los suavizadores locales. No parece casualidad
que E. Engel, autor considerado por parte de la literatura como pionero o precursor en su
utilizacion (Hardle&Linton, 1994), desempefiara su labor dentro de este ramo, lleg6 a ser
director de organo central de estadistica. Se complementa con el desviograma como
aplicacion que mide la variabilidad.
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Se obtienen, particularizando, estimadores del regresograma y del cuadrado del
desviograma, asi como de la varianza del primero. Cuando se emplean con la propia
variable, sirven como complemento de la tabla de recuentos, con mayor interés en las
clases-cola sobre todo en la superior de las pp.ff. con variables positivas de distribucion
asimétrica.

Por ultimo, en la difusion, los resultados suelen presentarse relativizados para facilitar la
comparacion pero, en algunos casos, conviene mostrar una idea del volumen del que se
derivan. Una posibilidad es emplear el pictograma que se ha construido basandose en el
subtotalizador para que se aprecie el nivel de algunas de las variables fundamentales.

Los descriptores aplicativos y sus estimadores favorecerian la macrodepuracion y
explotacion de los registros y sistemas de informacion de las administraciones tanto de
forma directa, por muestreo o, incluso, con una combinacién de explotacion exhaustiva
con una muestra ligera para obtener nuevos datos o bien confirmar o corregir los
existentes en las bases de datos. El tratamiento por muestreo también facilitaria la
imputacion y el casamiento ‘matching’ entre sistemas de informacién para fines
estadisticos puesto que permitiria controlar mejor los errores ajenos al muestreo y seria
mas proporcionado en lo que respecta a confidencialidad.

Estos objetos acelerarian la automatizacion dada la reiteracion de su utilizacion en
procesos de tabulacion, representacion grafica, cdlculo de errores de muestreo... Permiten
un tratamiento conjunto mas claro. Por ejemplo, las variables sintéticas (Silva, 1997)
habituales suelen ser operaciones aritméticas sobre estos descriptores definidos en el
mismo conjunto origen o las expresiones de las varianzas de los estimadores resultan de
operaciones realizadas con esta tipo de aplicaciones salvo constantes que dependen del
disefio. El propio cuadrado del desviograma se puede expresar como la diferencia de
regresogramas salvo un coeficiente proximo a la unidad.

En resumen, permitirian sistematizar la explotacion de microdatos. Suponen una
matematizacion del proceso estadistico con una formulacién mas acorde con las
corrientes actuales que reduciria la brecha entre estadistica teodrica y estadistica publica.

Anexo

Demostracion del teorema 1

B, V8] = ) B, [YBOIn(B) = m|p@a(Be) = m) =B - pln(B) = 0)]
m=0

Demostracion del lema 1. Sin < N — N(B,), p(n(B,) = 0) < (1 — Py, )n < e MPNc
por la desigualdad 1 — u < e™ que es estricta salvo en cero y se esta suponiendo Py . >

0. Sin> N — N(B,), la probabilidad seria nula, verificandose la desigualdad de modo
trivial.
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Demostracion del teorema 2. Como, en general, se verifica que D,ZJ [Y(BC)] =
=2 = ~2
E, [Y (Bc)] —EIZ, [Y(BC)] habra que calcular E,, [Y (BC)] porque el segundo sumando

es conocido, E; [V(BC)] =Y%(B)[1 — p(n(B,) = 0)]?. El primero admite la siguiente
expresion

n

By [V 8] = Y {0 [FBoIn(B) = m] + B} [FB0In(s0) = m]}p(n(5) = m) =

m=0

= 5280 Z (57 = ) P (B) =) + P2 @1 = p(n(8) = O]

y de ambas igualdades se deduce el teorema.

Demostracion del lema 3

Zn: (m N(B. ))P(n(B )=m)=A—B

m=1

donde
i oy = LoP(B) = 0)
ya N(B)

y

n 1 (N(Bc)) (N - N(Bc))

A= Z p(n(B) =m) = Zn—1 (N)”‘m
n

3R

= 1 2
Z(m+1 m+Dm+2)  mt Dm+2)m+3)

m=1
6 (N%)) (" " Y Ef )
+m(m+ D(m+2)(m + 3)) (N)

n

Para estudiar estos cuatro sumandos positivos, considérese

=A + A, + A5+ A,

» (N(B) +1\(N — N(B,)
1 Z( m+1 )( n—m )_
NB) + 1 N+1 =

A, =
1 (+ D=7 m=1 (n+1)
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S

: (M)
N(B) +1 4 (N - 1)
+1 2 n

_(n+1)

1

=
(n+ DTG

1—-pm' =0)—p(m'=1)] <

_! ,_ . 1 )
nN(Bc) [1-p(@m' =0)—p(m =1)] <nP—M[1_p(m =0)]

N

<

y, también,

(N(Bc)) (N - N(Bc))

G

1-p@m" =0)—pm"=1) —p(m" = 2)]

Az =gl(m+ D(m +2)

1
NB)+1NB) +2 [
N+1 N+2

nm+1)(n+2)

1
RICALICH)
N N

1
< 1—pm"”" =0)—pm" =1 —p(m" =2)] <——=[1-p(m = 0)]

nPN’C

De igual modo, se mayoran los restantes sumandos, A3 + 4, < (2 / (nPN,C))S. Entonces,
reuniéndolos y teniendo en cuenta que N(B;) = NPy, se obtiene la desigualdad

N 1-p((B) =0
2, (E_N(B ))p("(Bc) m)=4- p(;;[v C—) )
m=1 ’ ,
—p(B)=0) 1-pn(B)=0) 1-pnB)=0) 2
< Py T NP (nPy.)’ ’ (nPNc>
N1 1-pm(B)=0) 1-pnB)=0) 2\
= (n N) Py ¢ + (nPN,c)Z <nPN,c>

Demostracion del teorema 3

= 1 1\1-pn(B)=0) 1-pn(B,)=0) 2\
o o] <o -3) G0 R0 ()]

+ YZ(Bc)p(n(Bc) = 0)[1 - p(nc = 0)]
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Demostracion del lema 4

Se consideran hasta los sumandos de orden cuadratico (A4, 4, y B), obviando los de tercer
orden

n' (N(B ) + 1) (N - N(BC)>

A, = Z n' —m'
N(B)+1 N+1
m+ D=5 N+1 m'=2 ( n' )

[1-p(m =0)—p(m' =1)]

RALICA 1+ Yy

(
R "
~plm’ = 0) —p(n' = 1)
=k(1+7)(1 n)(l—%&))[l—p(m'=0)—P(m'=1)]
=k(1-(3-7)- N(lB))[l—p(m'=0)—p(m'=1)]

-1 . . .
donde K = (nPN_C) , por tanto, el primer sumando es aproximadamente igual a

Alax(1—(%—;) Né ))[1 p(m’ = 0) — p(m’ = 1] =

14

1 (1_1—f 1 >_ 1 1-f 1

nPy n _NPN‘C " nPy. n2Py. nNP§,

El segundo se puede aproximar del siguiente modo

1
A = [1-p(m" =0)—pm" =1) —p(m" =2)] =
(n+1)(n+2)N(I\',332J1’1N(1\],3£J2“2
_ [1-p(m" =0)—pim" =1) —p(m" = 2)]
1 NBN LT /N(B)1+ /N(B)
1 2 1 1 2 2\?
=’<2(1+ﬁ)(”ﬁ)(l‘z+ﬁ"“)<1‘z+(z) ‘“')(1
1 1 1 2 2 \? 1 n_o
- vy~ )+ ()~ Ju-von =0
—pm"=1)-pm" =2)] =
~K21 1 2 1 2 1 2 1 11_0 Il_1 r/_z
= (1 Gt T e ) P = 0 e = D~ pn’ = 2)
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1 1 1
— 2 _ e T _ "=0)— "=1)— r/=2)
k2 (1-3(; 5+ 7)1~ P = 0 —p(m” = 1)~ pm” = 2)
1 1-f 1 )
=—|1-3 +
(nPN,c)2 < ( n NPN'C )
teniendo en cuenta que
1 1 (1 1) 1 1-f
(nPyc)’ T™NPic \n N/nBic (np, )?
y reuniendo los sumandos
1 1 1- 1- 1- 1- 1-
Ay +4,-B = fo1=r 1= fo1=f _

nPy ¢ B NPy . B n?Py . (nPN,c)z - nPyc B n?Py . (nPN,C)2

1- 1 1 1- 1-P
— f 1-Z4 — f 1+ N,c
nPy n  nPy. nPy . nPy .

Demostracion del teorema 4

B, [$2B)] = ) B, [ (BB = mlp(n(B.) = m) =
m=2

= S2(B)[1 —p(n(B,) = 0) — p(n(B,) = 1)]

porque, sim = 2,

A 12(Y, — )2 Y, — Y))?
oy = L2010 _ 0

ysim >3,

12 Z;C"#(Yk B Yl)z

$7(Be) = m(m—1)

Demostracion del corolario 6

B, [52(5,)]

|bp [52(30)” = S2(B,)

=pm(B) =0)+ p(n(B) = 1)

Demostracion del corolario 7

p(n(B)=1) N(B,) NGB
p((B)=0) "N—-N(B)-(n-1)- 'N—N(B)
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p(n(B;) = 1) 2 p(n(B) = 0)

nPy .

1— Py,

_ _ _ nPy . B
L=p((B) = 0) =p(n(B) = D < 1= p(n(B) = ) ( 1+ 7—p—) =1~k

con R verificando

nPy .
1 - PN,C

0<R<(1-Py)" <1 + ) = (1= Pyo)" +nPyc(1—Pyo)" <

< e e+ nPy e~ (VPN = e MPNe(1 4 nPy efrc)

Demostracion del teorema 5

L L
By [T (Bo)] = D WiB) By | V(B = ) MBI Ti(BO[1 = py, (B = 0)] =
=1 =1

L L
= D WilBI V(B = ) WiBITi(Be) by, (ma(Bo) = 0) = (B — R
=1 =1

con R = Z%:l VVl(BC)Yl(BC) pUl(nl(Bc) = O) verificando que mlin)_/l(Bc) pUl(nl(Bc) =
0)<R< mlaXYl(Bc) pu, (0 (B,) = 0).

Demostracion del teorema 6

L
D} [Va(B0)] = Y W2 D} [1,8)]
=1

L
1 1 _
= Z WZ(B,) [SIZ(BC) (m - m) + Y2 (B)py,(m(B) = 0)|[1
= 1 c I\ Pc

— py,(n(Bc) = 0)]
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