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I . [NTRUDUCC lON

S^n numerosos los prublemas reales yue pueden mudelarse ^umu una red de culas,

hasta el puntu que en lu5 últimos añus el estudiu de este tipu de sistemas ha experimen-

tado un gran auge, basadu, sin lugar a dudas, en la impurtancia y frecuencia cun que se

presentan en distintas áreas, tales comu redes de cumunicaciunes y tráficu, sistemas de

programación mediante urdenadures, uperaciunes de cuntrui de tráficu aéreu, sistemas

hospitalarios, etc. Sin embargo, nu se encuentran suficientemente divulgadus ni son del

tudo cunocidus lus distintos mudelus existentes, así cc^mu lus prublemas yue la mudeli-

zac:ión basada en 1as redes de culas puede resolver.

En este artículo planteamos, mediante una red de culas, cuya estructura gráfica

viene representada en la figura I, lu yue pudría ser un sistema cie decisión empresarial.

En este sistema existen r centros a lus yue se pruducen llegadas de r tipus distintus de

ítems (clientes, informes, etc.), estandu asuciadu cada tipo a un únicu centru. Una vez

realizadu el prucesamientu de un íte ► n en su centro respectivu (tuma de datus de lus

clientes, verificación de lus infc^rmes, etc.) son enviados a un centru principal (u centro

de decisión) en el que se tratan t^dus lus ítems, en ^rden de llegada, que han entradu al

sistema por los r centros anteriores. Cuando han sido prcacesados (serviciu solicitadu por

los clientes, estudio y decisión de lus informes, etc.^ en esta unidad central, lus clientes

de cada tipu pasan a ser tratadus en un nuevo centro correspundiente a cada tipo (pago

de facturas, envío y archivado de informes, etc.), abandonando posteriorrnente ef

sistema.
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Para facilitar los cálculos posteriores, supondremos que se tienen r + 1 tipos

distintos de clientes, con lo cual el número ^e estaciones o centrc^s de servicio en la red

es de 2(r + 1) + 1,
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^ ^
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I ^
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2. DESCRIFCI4N DE LA RED

^r t!)^

La red que planteamos se puede considerar estructurada en tres sistemas, cuya

descripción realizamos a continuación.

Sistema I:

Está formado por (r + 1) estaciones de servicio, cada una de ellas con distribueión

exponencial del tiempo de servicio de parámetro ^^ ^, i = 0, 1, ... , r, y c; canales

(servidores). A cada una de ellas se producen ilegadas únicamente desde el exterior del

sistema según un proceso de Poisson de media i^, i^ 0, 1, ..., r. Los procesos de

llegadas son independientes entre sí e independientes de la distribución del tiempo de

servício. Asimismo, no se hace ninguna limitación sobre la capacidad de cada una de

las colas que componen el Sistema I.

Sistema II:

El proceso de llegadas a este sistema está constituido por la superposición de los

procesos de salidas de cada una de las estaciones del Sistema I, formando la entrada a
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una única estación de servicio con distribución expc^nencial del tiempo de servicio de

parámeiro ^^ y un sulo servidur.

EI proceso de salidas, que caracterizamus posteriormente, se descompone en el

punto B(conectador de descomposición) en r+ 1 flujos distintos, cada uno de ellos
furmado por clientes del mismo tipo.

Sisternu III:

Los ftujos de clientes del tipo i, i= 0, 1, .. ., r, que abandonan el Sistema II se

dirigen a la cola de la estación correspondiente i', i' = 0, l, ..., r, donde son servidos

con distribución exponencial del tiempo de servicio de parámetro µ^, con un solo

servidur en cada estación, abandonando posteriormente la red.

EI estudio de esta red puede abordarse considerándola globalmente o bien descom-

poniéndola en sub-redes más sencillas, que será el procedimiento que seguiremos aquí.

3. DESCOMPOSICION DE LA RED

Podemos considerar una primera descomposic ión de la red por los puntos A y B,

con lo que tendríamos tres sub-redes formadas por los tres sistemas anteriormente

citados.

E1 Sistema II únicamente está formado por una sola cola, por lo que es el modelo
más simple que podemos encontrar. Sin embargo, los Sistemas I y III están formados,

cada uno de ellos, por r+ 1 colas distintas, si bien para cada tipo de cliente en

particular sólo es necesario conocer el comportamiento de una única cola de cada

sistema, mientras que para conocer las medidas de efectividad globales de la red nos

basamos en la independencia entre los distintos tipos de clientes. En consecuencia, para
un tipo de cliente cualquiera, podemos esquematizar su recurrido corno sigue:

A►--o- I I
B

+.-^o i'

pur lu que en cada sistema sólo es necesario estudiar una sola cola.

4. ANAL[SIS DE i.AS SUB-REDES COMPONENTES

Consideremos una cola cualquiera de las que componen el Sistema l. Como ya

hemos indicado, es del tipo M/M!c•;, i= 0, 1, ..., r, por lo que sus medidas de
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ef'ectividad ^un cunuciday (5}, así comu lati distribuciunes asuciada^ a cada una de ella^.

A^í, ten^irt^mu^, que ^ara la cc^la i^e tendrá:

P,^rr^ _= pruhahilidad de n clientes en la cc^l^^ i, incluyendc^ Ic^s que están siendo ser-

vidus.

(r"lrt :) +

n_

^iendc^

^.^ , r^, __ i
,

^!(^^^ -- r,1

,. -- ^'- ; para r` = p^ ^ l- 0, I,^
f<< <'^

Númerc^ rnediu de individuc:^^ etiperandu en la cula i.

r;'+ ^^^^^

c^,!{1 - n,^c^

L; = Númeru mediv de individuo^ en la cula i.

I _; = r; -+-

P,(0)

r,`^^} ^/^^;
P; (^),

^^; ! ^ l
--

i^i^^^i)^

V1iy ^- Tiempu mediu de espt;ra en la cula i.

W^ -^ l.y/i;

W; --^ Tiempu mtdiu de estanc.ia en la cola i.

W^ _^ L,,/^^

Unicamente queda pur cunc^cer el prc)cesu de salidas de dicha cula, resuftadu que

viene dadu pur el siguiente teuremd:
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Tc^^^rc^^rtu 4.1. ( Burke, 196K)

«La di^tribucic^n del interval^^ ^1e tiempca entre ciu^ salidas cunsecutivas del servicio

en una cola M/Mlc^, en estado estaciunario, es la misma que la del tiempo entre dos

Ilegadas consecutivas al sisterna. »

I-:n consecuencia, el proceso de salidas de la cola r será de Poisson con parámetro
i.;, i- 0, 1, ..., r.

^omo ya hemos indicado, el flujo de salidas de cada una de las colas del Sistema I

se superpone en el punto A para constituir un único proceso que es el de ilegadas aI

Sistema I1, por lo tanto necesitamos conocer este proceso, que viene dado por el

siguiente resultado.

Tc^^^rc^mu 4.2. (C^inlar, 1972)

«La superpusición de k procesos de Poisson independientes de parámetros respecti-

vus i.;, i= 1, ..., k, es un proceso de Poisson de parámeiro

i=

Por lo tantu e! proceso de llegadas, dado que los flujos de salidas de todas las colas

del Sistema 1 son independientes, es de Poisson de parámetro

/. -

r

i=0

Teniendu en cuenta este resultadu, se tendrá que la cola del Sistema II es del tipo

M/M/ 1 con r+ 1 tipos de clientes, que notaremus por M,/M/ 1.

Las medidas de efectividad y distribuciones asociadas para esta cola pueden verse

en (1), y vienen dadas pur:

P(x;] = Probabilidad de que hay x; ciientes del tipo i en el Sistema II.

PIx;1 = ^(1 ^ P)(^; • ^^ )X^^^((1 - ^^ ^ ^;)(1 - ^; ^ p)Xi]

para .z; -_= 0, 1, . . .

i -- 0, 1, . . . , r

^!; ^ i - /^;

^^ = i. /^^

siendu ^; = i.;l;i Ia probabilidad de que se presente un cliente del tipo i.
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L; = Número medic^ de individuus ciel tipc^ i en el sistema,

Ly = Númeru medio de individuus del tipu i en cc^la.

^ 2t, - 1 1 _ ^^
Lq = p; +

1 ^ p 1 ^ ^l; ^^

L = Número medio de individuos en el Sistema ^l.

Ly = Número medio de individuus en la cula del Sistema Il.

W= Tiempu medío de estancia en el sistema {para cualquier tipo de individu^).

I

^^^1 _ t^)

Wy = Tiempu medio de permanencia en cola ( para cualyuier tipu de individuu).

wy ,

E^^1 ! ^p)

Tenemos así determinadas las características operativas de la sub-red II. Sin em-

bargo, para pasar al estudio del Sistema Ill necesitamos conocer el proceso de satidas,

para cada tipo de clientes, del Sistema II, para lo cual neeesitamos el siguiente resul-

tado:

Tec^remc^ 4.3

«En una cola M^fG/1, donde todos las clientes tienen igual distribución, general, del

tiempo de servicio, la transformada de Laplace de la distribución del tiempo entre dus

salidas consecutivas de clientes del mismo tipo viene dada por:

D*(.s) - p; • B*(s) •
1

` 1 -- yi B*(s)
. ^

N

s + ^^
i =0, 1,...,r

^ + s
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con Re(s) >_ 0, Iq4 • B*(s}) < 1. Siendo q; = 1- p; y B*(s) la transformada de Laplace

de la función de densidad del tiempo de servicio.»

Demostración:

A1 estudiar el sistema en los instantes de salida del servicio de un cliente se pueden

presentar dos casos.

a) Que el sistema se encuentre vacío al abandonar el servicio el cliente que

estamos considerando, lo que ocurrirá con probabilidad (1 - P), siendo

p = ^. / E [tiempo de servicio)
o bien
b) Que el sistema no se encuentre vacío en ese instante, lo que ocurrirá con

probabilidad p .

Eñ el caso a} tendremos que la transforrnada de Laplace buscada será:

x í'.
qn . B*(n+ 1)(s)

^ p' ^ ^^. + s
n=o

mientras que el caso b) se tiene:

x

^ p.qn . B*(n+l)(s)
i i

n=0

por lo tanto, la transformada de Laplace buscada será:

^

D*(s) r p' ^ P^q" •
B*^^+^^(s) +

n=a

/.

x %

+(1 - P Í ^ • p^;^n • B*(n+ I)(s} _
L.^ / + S
n=0

1_ p . p, . g*(s) . * +

+ (1 - P)P;

1 - q; B (s)

i ^

i+ s l-- q; B*(s )

1 i (s + ^)
_ p^ B*(s) . . ^ .

1- q; B*(s) µ (^ + s)
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En el caso que estamos cc^ ►nsiderancic^, el sistema es del tipo M./ M/ 1, por lo que

tendremos:

C'^^rulctri^, 4.1

«El tiempo entre dos salidas consecutivas del sistema para clientes del tipo i, en el

modelo M,/ M/ 1 tiene por funcián de densidad:

^^(t) ^ x • i • exp ( - it) + x^ • ,u • p; • exp ( - µP^^)

para t> 4, con x, + z,= 1 Y p^ p,» .

D^mc^struc•icín:

Hem^s de calcular la transf^rmada de Laplace del tíempo de servicio, que en este

caso será:

z

S*{s) = ^1 • eXp ^ -(^ + s)t^ ^lt = ul(^ + s)
0

con lo que D;`(s) quedará:

^r(^) ^ µ + s
D; - p; ^ ^ - TL[k;(t))

i + s s + ^tp;

por lo que, si descomponemos D*(s) en fracciones simples y aplicamos transformada de

Laplace inversa, se tiene;

k^(t) = p^ • (^c ' ^j ' ^ ' eXP (-^t) +f ^ ^t p; - i

(^°^ - 1)
+ _ • ^^p; • exp (^^p;l^

Np^ - r,

y notando por

x ^ - Pr
. (p; - ll

x,-^•

que verifican

^^ P; ^ u p; - ^:

cabtenemos que la funcián de densidad de los intervalos de tíempo entre salidas cunse-

cutivas de clientes del tipu i es:

K^ít) - x^ • ^ exp (-it) + x^ • ^xp^ • exp (-E^p;t), t ? ^
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Ubviamente esta función asi calculada ha de ser función de densid^d, sin embargca,

no lu es para algunus vaiures de ^^,. Para que ^^;It) sea func:icán dr densidad ha de

cumplir:

1) 1 ^^^(t)cit -= 1

2) ^, (t ) >_ 0; tít >_ 0

La primera cundicián se cumple de furma inmediata, mientras que para 1a segunda

condición se tiene que

x, • ^. exp (- ^ t) + x_^^p; exp ^ T^^/^^t) > 0

que es equivalente a

t ? . 1 • lug ^(1 _ ^^^^( ) - .)^Í^r
/. ^ t j)

i

pero como t>_ 0, se ha de cumplir que

1

^^^^ ^ ^

• log((1 - ^^)^(1 - n;)) >_ o

y para que esto se verifique pueden oc urrir dos casus:

u) ^^^^ - í'. < 0

(.1 - P)^(1 - p^) ^ 1

de donde se deduce que ha de ser p; < p, y

b) ^^P^ ^ i. > p

(1 - p)/(1 - ^.,) >_ 1

obteniéndose la condición p; >^^. Siendo en ambos casus ^; ^

En consecuencia se tiene que ^^;(t) es función de densidad salvo para el casu ^a; -^^,

si bien los posibles valures de ^^; afectan al signu de los cueficientes x, y x4. ^:n efecto:

p+ < p

P; ^ p

^ x, < U

^ x, > 0

Notemos que si ambos coeficientes hubieran sido del mismo sign^ (positivo), la

función de densidad k;(t) hubiera sido la de una distribución hiperexponencial.
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Una vez conocida la distribución del tiempo entre dos salidas consecutivas de

clientes del mismo tipo en el Sistema I! estamos en disposición de estudiar el Siste-

ma III, ya que esta distribución, para los clientes del tipo i, i = 0, 1, ..., r constituye la

distribución del tiempo entre Ilegadas a la cola i; i` = 0, 1, ..., r del Sistema III. En

consecuencia y dado que todas las colas del Sistema IIl tienen un cornportamiento

análogo, estudiaremos las medidas de efectividad de una cualquiera de las colas que lo

componen.

Todas 1as colas que componen el Sistema II I son del tipo GI/ M/ 1, con distribución

del tiempo entre llegadas conocidas y tiempo de servicio exponencial de media µ;^. En

consecuencia tendremos:

Teoremo 4.4

«Las medidas de efectividad de la cola i', i' = 0, t, ..., r, son:

L;. - /^;, /(1 - J^;•)

Lq - /^?/(1 - /^^•)

W;- = 1 /µ;•( I - /3;•)

WQ = /^^^lµ;^(1 - l^;•)

siendo /3;,, la única solución de la ecuación

/^^ - (p;• + 1 + c^ -rP^)l^ + (P;^ ^ d ^^ ^ P; + P^P;) = 0

que verifica que 0 < /^;- < 1, siendo p;• _ ^/µ;• y c^;^ = µ/µ;^.

Demostrac•ión:

Sabemos que una cola GI/M/ 1(6), 1a probabilidad de que el n-ésimo cliente que

llega a la cola se encuentre a m clientes en el sistema, sigue una ley geométrica de

parárnetro /3, tal que

/^ - L*ts) s=N^i-^^ [ I ^

siendo L*(s) la transformada de Laplace de la función de densidad de los tiempos entre

llegadas. Además, la función de densidad del tiempo de espera en el sistema, para los

instantes de tiempo en que se producen llegadas al sistema, puede expresarse como

w(t) = µ;•(1 - ^3) • exp [--Nr•(1 - ^)t^
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en consecuencia, la obtención de las medidas de efectividad se realiza de la siguiente
forma:

L;' - ^ . rn (1 -- a;' ) • a;^ = a;' / ( a - a;' )
m

^i = ^ cm - i ) ( I - a^') ' a;^` = az ^ ( ^ - a^')
T^Z

7G

W;, = t• µ;,(1 -- R ;,) • exp [-µ;,(1 - a;-)t^dt = 1/µ;'(1 - ar')
o .

wq - w^;- • µ(1/N;^) = ai'iµ;'( ^- a;')

Como ya hemos indicado, el valor de [i;^ se obtiene de la condición [], pero L*(s)
coincide con la transformada de Laplace de g;(t), por tanto

R_ . ^ , u+^(1-a)
P; ,.

^+ µ;- (1 - a) µ;'(1 - R) + µP;

de donde se obtiene

(R - 1) [a2 ^ a(Pi' + 1 + ó;-P;) + P;' ' b ^' ' p; + P;'p;) - 0

y dado que la solución ^3;- ha de ser menor que la unidad, la raíz de la ecuación anterior
que nos interesa será aquella raíz de

[3= - ^i(P;- + 1+^ i'Pi^ ^` P;' ' b i' ' pi + P i'pi = ^

que verifique 0< [i < 1, que siempre existe (4}.

Notemos que estas medidas de efectividad están referidas a los instantes de llegadas
de los clientes a la cola i`.

S. MEDIDAS DE EFECTIVIDAD DE LA RED

Las medidas de efectividad de la red quedan determinadas a partir de las obtenidas

para cada una de las sub-redes estudiadas, por lo que se tendrá, para cada tipo de
clíente:

1. Número medio de individuos det tipo i en la red :

r^^; + ti c•;
L(i) = r; + P; (o) ^

r^ z
^, • 1

_., .
^' i

+ Pi ' p + ai' ' 1
1 - p 1 - R;-
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2. Númerc^ de individuos del tip^o i, esperandu para ser servidus en !a red:

^ . i /c^,^
i__ ( i) ^ p.(p ^. r^^ + p .

?t^ _ 1 1 ^^
^ 1 z ^ I ( )r f _. ^, _ ci ^ ^^

á',

3. Tíempo mediu de estancia en el sistema para un cliente del tip^ i:

1

r^''+ ^Ur.;C, i 1
W(i) = { 1 /µ ; ) + P; (0) • + +

►` ' N( l- c^) µ ► ^( i- Ú^')_ ^ . ^( ^i

4, Tiempo medio de espera en cola para un cliente del tipc^ i:

Wy(i } ^ p^(p^ .
c i+ ^ ^/.;(' i

; !, l
r, ` N (1 _ t^ ) ^i ; ^ (1 - ^^;' i

c';

5. Númer^ medio de individuos en la red:

r

+ ^ p;(o> ^
f=fĴ

r^^; + i lc^;
,

r;
c' i ^ 1 -

^.!

b. Número medio de individuos en cola:

L-u = ^ P;(0)
i=0 (

r^ ; + ^ / c•;
,

^^i

r; ' . 1 - p
1 + (1 -

BlBLIG1GRAFlA

+
, r (^

, ^ r i'

^ -- ,^ ;ó ! - ^i,

1

;=0 1 - y;a
1' ^ ,^, • + % , ^3^, / ( 1 - ^i' )

i' =0
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RESUMEN

En este artículo se estudia una red de colas de un tipc^ particular en la yue se pueden

presentar distintos tipas de clientes, siguiencfo cada tip^ un camino predeterminado a

través de la red. Para calcular sus medidas de efectividad se aplica el principio de

descomposición de la red en subredes más sencillas, estudiando lus flujos de clientes

que aparecen en ellas .

Palabras clave: colas, redes.

SUMMARY

In this paper we study a queueing network of a particular type in which there are

several ^lasses of customers. Each class of customer proceed through a fixed se-

quence of queues before ieaving the system. Vue appty the decomposition principle for

to calculate the rneasures of efectivesness, studing the streams of customers in the

system.

Key words: queue, network.
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