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l. PROCESOS DE DIRICHLET

Definic•ión 1.1:

Sean X, ,.. ., X„ n variables aleatorias independientes, de forma que cada variable X^
sigue una distribución gamma G(^c^, l), para j = l,..., n y con ^c^ ? 0, existiendo algún
i, de forma que x; > 0.

Consideremos las variables aleatorias

= l, ..., n

k=1

A la distribución de la variable aleatoria n-dimensional (Y,, ..., Y„) se le denornina
distribución de Dirichlet de parámetros (^c,, ..., ^x"), la cual representaremos por D(x^,
..., ^tn).

Si xf > 0 para j= 1, ..., n, la variable aleatoria (n - 1)-dimensional (Y,, ..., Y„_,)
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en ^t"-' y tiene por
función de densidad

"-1 n-l z"-1

.f(J' , ..., y ^^ , ..., ^ ) - ^(x, + ... + x„) ,
y x^-^ • 1 - y;I "- 1 1 " ^ 1 ^

Í^(^i^) • .., • r(^tn^ i=1 i=1

1SÚ',, ..., yn_,)
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en dunde S e^ el símplex

) : ti'

.^ ir--,
. i --- 1, . . . , rt _-_ 1. ^ y { I

J ^

% ._. ,

Para las prineipales propiedades de esta distribución, puede cunsultarse Wilks

(1962).

Def nic^ivn 1.2: Ferguson (1973)

Sea (,.^#", ,^arrr') un espacio medible y sea ^x urra medidd fínita na nula sobre („^ŝ, .^/).

D►efinimos un pruceso estocástico particular { P(A) : A F-.^} de la siguiente manera: P

es un prc^cesu de Dirichlet sobre (^, .^) con parámetrc^ ^, Si para cada k-= 1, 2,... y

para cada partición medible ( B,, ..., Bk) de -^, la distrihución de la variable aleatoria

k-dimensional ( PiB, ), ..., F(Bk)) es de Dirichlet cun parámetrus ( ^c( B, ), ..., x( Bk )).

Si [©, i[^`^representa et espacio de tadas fas funciunes de -^'en [0, 1 ^, este espaciu

incluye al conjuntu de tudas las medidas de probabilidad subre (,:^, ^), al cual denuta-

remos p^or.^^ _ { P} . Sea p^o, >> ^la cs-álgebra que contiene a todus lus cilindros finito-

dimensionales de [0, 1^^`^y también a.^^° ; Fergusun ( l 973) demuestra que existe una

medida de probabilidad Q^ subre ([0, l^^`+`; Rto, ^^ ^) que admite a las anteriores distribu-

ciones de Dirichlet cumo marginales finito-dimensionales y para la yue (^,^(,^^) = l.

Puede demostrarse además que la probabilidad aleatoria P selecc iunada por Q^ es, con

probabilidad uno, discreta, Berk y Savage ()9??).

De^nic^ic^n I.3: Fergusun { t 9?3)

La colección de variables aleatorias X, ,.. ., Xn, con valures sobre (,.^,^ ^), se dice

que es una muestra de tamaño n abtenida a través de un proceso de Dirichlet P sobre

(<^; ,^) con parámetru x, si para todo m = 1, 2, ... y conjuntus. ^ medibles A,, ...,

C,, ..., Cn, es

n

Pr{ X, E C,. ,.., Xn ^ Cn/ P(A,), .. ., P(A„^), P(C,), ..., P(Cn)} = T^r Pt^.i)
^-^

A,n ^

en donde Pr denota probabilidad.

Intuitivamente, X,, ..., Xn es una muestra de tamaño n obtenida a través de un

proceso de Dirichlet, si P es seleccionada aleaturiamente con la probabilidad Q,^ y

luego, dado P, X,, ..., Xn es una muestra obtenida con la prubabilidad P.

Entre las propiedades que utilizaremos de los procesos de Dirichlet, Ferguson

(1973), destacan:
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a-1) Si X es una variable aleatoria con espacio muestra! (^; ..^) y con probabilídad
aleatoria P, la cual es un proceso de Dirichlet de parárnetro ^c,

Pr { X E A/ P( A) }= p(A )

a-2) En las mismas condiciones del apartado anterior,

Pr { X E A} = x(A)
z(^`')

a-3) También se verif;ca que

E [ P(A)] = x(A)
^(^'1

En el caso particular de que (^,^,_^) sea ( R, a), tiene sentido hablar de «Función de
distribución aleatoria, la cual es un proceso de Dirichlet de parámetro x», sin más que
considerar subconjuntos a-medibles que sean de la forma (- ^o , x].

2. MODELO DE ERROR DE MEDIDA

Sea H una variable aleatoria con distribución G(E^) sobre un espacio paramétrico
medible ((), aca), en donde O está contenido en un intervalo acotado de 1R.

Sea E una variable aleatoria reaJ con distribución aleatoria F, la cual es un proceso
de Dirichlet de parámetro ^c, y que representaremos por F E D(^c). Supondremos que x
es una medida ^nita no nula sobre (R, R), que es absolutamente continua con respecto

a la medida de Lebesgue en R y que tiene por densidad d^ = M h, siendo M> Q h
dl y

una densidad en R.

EI objetivo es estimar E^ cuanda observamos f^ distorsionada por el ruido aditivo E.
Consideraremos una función de pérdida cuadrática.

Nuestro modelo será de la forma:

X--H+E

en donde X es la variable aieatoria observable. Esquemáticamente tendríamos:

((-), cso, G(E^) (^0, i] , R^o,,^.`^ Qx)

^F
(1R, a, F)

X=t)+^
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Nuestro ubjetivo es, pues, encc^ntrar el estimador Bayes de ^ ► , ubservadu X. AI

situarn^^s en un prublema de decisión cun pérdida cuadrática, el estimador Bayes será la

medida a posteriori del parámetro,

f.►B = E^^^/X)

Es necesario, por tanto, encontrar la distribución a posteriori de t^ dado X.

Distribuc^órr u pustE^ric^rr de U dr^du X:

Sea K^^,F(x) la distribución de X dados ^1 y F; tenemos que

K,,,F(x) _^^ p^^.r { X ^ X ^ = Pf^,F ^^ + k^ < x } = F(x - E1)

es decir, FC^,,F es un proceso de Dirichlet de parámetro x,,, en donde

, xl = x(- r , x - ^^l

Para ver la expresión [ 1) es suficiente con recordar que por la propiedad a-3) es

E[ K (x}] T xt,(--- Y, x)
fi, F

^A(R)

y que por otro lado es

E^Ke.F(x)^ - E^F(X - (^}] ^
x(- x , x - U)

^(R)

Por otra parte, la distribución condicionada de X dado E^ marginal de F será, en

virtud de a-2), igual a

x^(- x, x] ^c(- ^c , x - E)1

K^(x) - P^{ X c x} - x R - ^c(R)t^( )
[21

y tendrá una densidad respecto a la medida de Lebesgue en R, que será h(x -- E^),

siendo M• h la densidad de ^c en R.

Por último, la densidad a posteriori de E^ dado X se obtiene por la fórmula de Bayes
.

y sera:

d (G(H)/X) h(x - E^)

dG(E^) h(x - ^)dG(^)
(-)

[3]
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con lo que el estimador Bayes de ^ será:

^ ^^ Hh(x - E^)dG(E^)
^^ _

h (x - E^)dG(E^)
^

3. PRC}CEDIMIENTOS EMPIRICO BAYES

[4)

Si consideramos el caso en el que G(f^) sea desconocida y en el que la medida x

{parámetro del proceso) sea tal que su densidad respecto a la medida de Lebesgue en R

sea de la forma

h (x/f^) = h (x - H) = f^ X ! (í^) m (x)

clase de funciones que bajo ciertas transformaciones pertenecen a la familia exponen-
cial, el estimador Bayes será:

b= ^ d^+ 1 1(a) m(x) dG(f^) - m(x) ^, h(x + 1/E^) dG(E^)
-

B ^x 1(©) m(x) dG(E^) m(x + 1) h(x/E)) dG{H)
^ c^
m (X ) h G(x + 1)

m(x + 1) h^(x)

en donde h^(x) es la densidad marginal de la variable aleatoria X, que es desconocida

por serlo G(8).

Consideremos ahora una sucesión de n problemas idénticos e independientes al

anterior. En cada uno de ellos tendremos la terna (X;, E^;, F;), i= 1, ..., n; X;, variable

aleatoria observable; E^;, parámetro variable aleatoria, y F; E D(^c), distribución aleatoria.

Nuestro objetivo es encontrar para el problema n+ l, basándonos en las observaciones
x,, ..., x^; x„+l, un estimador ^„(x,, ..., x,,; x„+l) que sea asintóticamente óptimo, en el

sentido de que el riesgo Bayes de este estimador empírico converja hacia el riesgo

Bayes cuando n tiende a^.

Para la construccián de E^,,, observemos la forma de E^B:

m (x) hc(x + 1)

m(x + 1) h^(x)

Pues bien, utilizaremos como estimador empírico

A

©n(x,, ...^ xry^ x)

m(x) h„(x + 1)

m (x + 1) h„ (x )
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en dc^nde h„(.x) es el estimador no paramétrico de la función de densidad hc(x),

propuesto pc^r F'arzen (15^i2),

h„ (x ) _
,x - X^

n c{n) ^^ r'{n)

en donde k(y), núcleo del estimador, cumple las siguientes hipótesis:

1. k(y) es una función de densidad simétrica.

+ ^r

2. kCv)y2dy = 1
-x

3.
+ ,r.

k(y) y^+ dy ^ r, bm , con m
^l

0, 1, 2,

y en donde c^(n), ventana del estimador, cumple las siguientes hipótesis:

. lim c^(n) = 0
„-. ^

2. lim n c(n) = x,
n-+ x

Bajo estas hipótesis, Van Ryzin (1970) demostró la convergencia casi segura de

hM(X):

..,

T^c^rema:

a. s.
X„ , X) -------► hc (x )

E1 estimador em irico Ba es E^ (X ^ m(X) hn(X + l)
p Y „ ^,...,X„,X)= esun

m(X + 1) h„(X)

estimador asintóticamente óptirno, en el sentido de que el riesgo Bayes de b„ es tal que

lim R„ (E^„ , G} = R(4^8, G), siendo R(fJ8 , G) el riesgo Bayes de! estimador Bayes ©B .
„^ x

,^
EI riesgo Bayes det est^imador Bayes OB es

R(^^8, G) = ^. (Varianza a posteriori)dx

es decir,

R(E^s, G} _ ^, [ E(E^z/x) - (E(E^/x))2] dx
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Por otra parte,

R„(6^, G) = R*(E^n, X)dx

^^
en donde

n -
^

R*(8^^ G) ° hG(x;)d-X; (H - ^n)2h{xlf^)dG(F^) =
^'n i=1 H

^ ^

_ ^hG(x;)dx;(E(©2/X - x) - 2^„ E(^r'X - x) + ^ñ) -

^n i=1

A
_ ^^ hG(x;)dx; - 2E(f^/X = x) f)n^hG(x;)dx; + E(fl^/X = x)

n n

^ n ,^_^

Como ^„ a----^^ ♦ ©B ^ f^ĥ - a=-S^-, ĤB y por el teorema de Lebesgue de la convergen-

cia dominada será:

^
lim ^^^h^(x;)dx;dx = bsdx = [E(f)/X = x)]^dx
n-. x ^,^., ^,,.

^ ^n i^ 1

y también

de donde

"^ x
^° ^;n i=1

^

- n
lim Ĥ„ ^ h^(x;)dx; dx = f^B • dx = E(E)/X = x) dx

r^' ^

1 im Rn (bn, G) _ ( E(^^ /X = x) -[ E(H/X = x)] 2) dx = R(E^^, G)
-► a^

como queríamos demostrar.
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RESUMEN

Se considera un modelo de error de medida como problema de decisión bayesiana

no paramétrico. Las variables asociadas a este problema de decisión, ba^jo pérdida

cuadrática, tienen distribuciones G(f)) y F, respectivamente, en donde G(^) es descono-

cida y F es un proceso de Dirichlet de paráunetro ^c. Se construye una regla de decisión

empirico Bayes en el caso de que la densidad del parámetro pertenezca a una cierta

familia dada, la cual es asintóticamente áptima. Se comienza con un apartado preliminar

dedicado a los procesos de Dirichlet.

Palabras clave: Modelo de error de medida, Procesos de Dirichlet, Estimadores empí-

rico Bayes, Decisión bayesiana no paramétrica.

S UIVIMARY

Measure error model is considered as a nonparametric Bayesian decision. The

variabies associated with this decision problem, under quadratic loss, have the distribu-

tions G(()) and F respectively, where ^(^) is unknown and F is a Dirichlet Process with

parameter x. An Emp^rical Bayes decision rule is found, when the density function af

the parameter belongs to a given family, which is asymptotically the best. We begin

with a preliminary section dedicated to the Dírichlet processes. ,

Key words: Measure error model, Dirichlet processes, Empirical Bayes estimates,

Nonparametric Bayesian decision.
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