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1. PROCESOS DE DIRICHLET

Definicion 1.1:

Sean X, ..., X, n variables aleatorias independientes, de forma que cada variable X;
sigue una distribuciéon gamma G(v;, 1), paraj = 1, ..., n y con %; 2 0, existiendo algin
i, de forma que %; > 0.

Consideremos las variables aleatorias

xJ .
Yj:n , J =1 ..,n
2. X
k=1
A la distribucion de la variable aleatoria n-dimensional (Y,, ..., Y,) se le denomina
distribucién de Dirichlet de parametros (,, ..., %,), la cual representaremos por D(z,,

s A,

Six > 0 paraj = 1, ..., n, la variable aleatoria (n — 1)-dimensional (Y,, ..., Y,_,)
es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R""! y tiene por
funcién de densidad

@, + ... + 1, AL = *n~1
s s Yot/ s ey Ay) = — . o i .
fo, Yn-1/% A,) ra) - . T (Tty > ( Z)’)

i=1 i=1

AWy ves Ynop)
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en donde S es el simplex

Para las principales propiedades de esta distribucion, puede consultarse Wilks
(1962).

Definicion 1.2: Ferguson (1973)

Sea (7, &) un espacio medible y sea » uma medida finita no nula sobre (7, +).
Definimos un proceso estocastico particular {P(A) : A € «} de la siguiente manera: P
es un proceso de Dirichlet sobre (7, +) con parametro ¥, si para cada k = 1, 2,... y
para cada particion medible (B,. ..., By) de .7, la distribucion de la variable aleatoria
k-dimensional (P(B,), ..., P(B,)) es de Dirichlet con parametros (x(B,). ..., 2(B,)).

Si [0, ll‘/represema el espacio de todas las funciones de +«en [0, 1], este espacio
incluye al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre (.7, &), al cual denota-
remos por.? = {P}. Sea Bjo.1) “la c-algebra que contiene a todos los cilindros finito-
dimensionales de [0, ll‘/y también a.?’; Ferguson (1973) demuestra que existe una
medida de probabilidad Q, sobre ({0. 1]'¥ Bio.nn ¥) que admite a las anteriores distribu-
ciones de Dirichlet como marginales finito-dimensionales y para la que Q, (%) = 1I.
Puede demostrarse ademas que la probabilidad aleatoria P seleccionada por Q« es, con
probabilidad uno, discreta, Berk y Savage (1977).

Definicion ].3: Ferguson (1973)

La coleccion de variables aleatorias X, ..., X,, con valores sobre (.7, «), se dice
que es una muestra de tamano n obtenida a través de un proceso de Dirichlet P sobre
(7, w) con parametro %, si para todo m = 1, 2, ... y conjuntos.«-medibles A,, .... A,
C,. .... Cp, es

Pr{X, € C,. ... X, € C,/P(A,). ..., P(A,). PC)). .... (C,)} = TCPC))

Jj=1

en donde Pr denota probabilidad.

Intuitivamente, X,, ..., X, es una muestra de tamafio n obtenida a través de un
proceso de Dirichlet, si P es seleccionada aleatoriamente con la probabilidad Q, y
luego, dado P, X,, ..., X, es una muestra obtenida con la probabilidad P.

Entre las propiedades que utilizaremos de los procesos de Dirichlet, Ferguson
(1973), destacan:



MODELO DE ERROR DE MEDIDA COMO PROBLEMA DE DECISION BAYESIANA NO PARAMETRICO 31

a-1) Si X es una variable aleatoria con espacio muestral (¥, «) y con probabilidad
aleatoria P, la cual es un proceso de Dirichlet de parametro =,

Pr{X € A/P(A)} = P(A)

a-2) En las mismas condiciones del apartado anterior,

Pr{X e A} = AA)
L)
a-3) También se verifica que
A
Elp(a)] = 22
1(2’)

En el caso particular de que ( #, ) sea (R, B), tiene sentido hablar de «Funcién de
distribucién aleatoria, la cual es un proceso de Dirichlet de parametro x», sin mas que
considerar subconjuntos B-medibles que sean de la forma (- x, x].

2. MODELO DE ERROR DE MEDIDA

Sea 6 una variable aleatoria con distribucion G() sobre un espacio paramétrico
medible (®, ou), en donde O esta contenido en un intervalo acotado de IR.

Sea € una variable aleatoria real con distribucién aleatoria F, la cual es un proceso
de Dirichlet de parametro %, y que representaremos por F € D(x). Supondremos que x
es una medida finita no nula sobre (R, B), que es absolutamente continua con respecto

d
a la medida de Lebesgue en R y que tiene por densidad d—j = Mh, siendoM > 0y h

una densidad en R.

El objetivo es estimar 6 cuando observamos 0 distorsionada por el ruido aditivo €.
Consideraremos una funcion de pérdida cuadrética.

Nuestro modelo sera de la forma:
X =0+ ¢

en donde X es la variable aleatoria observable. Esquematicamente tendriamos:

((_)| Go, G(O) ([0, ” ’ B(O,]]‘Qv, Qz)
0 SF
(R, B, F)

X =0+¢ /g
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Nuestro objetivo es, pues, encontrar el estimador Bayes de . observado X. Al
situarnos en un problema de decision con pérdida cuadratica. el estimador Bayes sera la
medida a posteriori del parametro.

0y = E[0/X]
Es necesario, por tanto, encontrar la distribucién a posteriori de 0 dado X.

Distribucion a posteriori de 0 dado X:

Sea K, g(x) la distribucion de X dados 8 y F; tenemos que
Ko,F(X) = Pu,p{x < x} o= Po,F{a +0 < x} = Fx — 8)

es decir, Ko es un proceso de Dirichlet de parametro %, en donde

2y(—x, x] = A==, x = U] 0]
Para ver la expresién [1] es suficiente con recordar que por la propiedad a-3) es
2o(— 2, x|
E[Kyp0)] = ———
24(R)
y que por otro lado es
1w(-x, x — O]

E[K, ;)] = E[F&x - 0)] =
2+ R)

Por otra parte, la distribucién condicionada de X dado 0 marginal de F sera, en
virtud de a-2), igual a

29(— ., x] AwW(—-x, x — 0]
K,(x) = Py{X < x} = — = 2]
%3(R) 1(R)
y tendra una densidad respecto a la medida de Lebesgue en R, que sera h(x - 0),

siendo M - & la densidad de x en R.

Por altimo, la densidad a posteriori de § dado X se obtiene por la férmula de Bayes
y sera:

d(GO)/X) _ h(x — 0) 31
dG®) h(x — 0)dG(®)

o
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con lo que el estimador Bayes de 0 sera:

6 - fe Bh(x — 0)dG®)

B (4]

f h(x — 0)dG®)
(2]

3. PROCEDIMIENTOS EMPIRICO BAYES

Si consideramos el caso en el que G(0) sea desconocida y en el que la medida
(parametro del proceso) sea tal que su densidad respecto a la medida de Lebesgue en R
sea de la forma

h(x0) = h(x — 8) = 0" IOB)m(x)

clase de funciones que bajo ciertas transformaciones pertenecen a la familia exponen-
cial, el estimador Bayes sera:

o fe 0=* 11 O)m(x)dGE) m@)  Jo hx + 18)dGE) _
/ 0% 1(0) m(x)dG(0) mx + 1) h(x/0)dG(®)
(5]

©

m(x) hg(x + 1)
mx + 1) hg(x)

en donde hg(x) es la densidad marginal de la variable aleatoria X, que es desconocida
por serlo G().

Consideremos ahora una sucesién de n problemas idénticos e independientes al
anterior. En cada uno de ellos tendremos la terna (X;, 0;, F;), i = 1, ..., n; X;, variable
aleatoria observable; 0;, parametro variable aleatoria, y F; € D(%), distribucién aleatoria.
Nuestro objetivo es encontrar para el problema n + 1, basandonos en las observaciones
X|, ooy Xn} Xna41, un estimador 6,(x,, ..., X, X,+1) qQue sea asintOticamente 6ptimo, en el
sentido de que el riesgo Bayes de este estimador empirico converja hacia el riesgo
Bayes cuando n tiende a x.

Para la construccién de 6,, observemos la forma de ()B:

m(x) hg(x + 1)
mx + 1) hg(x)

>
L]
|

Pues bien, utilizaremos como estimador empirico

m(x) h,(x + 1)

Onlx,, ..., X5, X) =
mkx + 1) h,(x)
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en donde h,(x) es el estimador no paramétrico de la funcién de densidad haG(x),
propuesto por Parzen (1962),

12 x - X
ha(x) = Zk( - X )
nc(n) i c(n)

en donde k(y), nicleo del estimador, cumple las siguientes hipbtesis:

1. k(y) es una funcién de densidad simétrica.

Z.f Jk(y)y’dy = 1

3.]. k(y)ymdy < %, Ym,conm = 0, 1, 2, ...

x

y en donde c¢(n), ventana del estimador, cumple las siguientes hipGtesis:

1. limc¢n) =0

n—x

2. limncn) = x

n—x

Bajo estas hipdtesis, Van Ryzin (1970) demostré la convergencia casi segura de
h,(x):

By, oocs Xny X) ——s hG(x)
Teorema:
. L. A . m(X) h, (X + 1)
El estimador empirico Bayes 0,(X,, ..., X,, X) = . es un
mX + 1) h,(X)

estimador asintéticamente Optimo, en el sentido de que el riesgo Bayes de 0, es tal que
lim R,®,, G) = R@. G), siendo R(5, G) el riesgo Bayes del estimador Bayes 0.
n—x

El riesgo Bayes del estimador Bayes 0 es
RO, G) = /;Vy(Varianza a posteriori)dx

es decir,

R((?B, G) 2[{ [E(()z/x) - (E(()/x))Z]dx
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Por otra parte,
Rn(om G) = f R*(U,,. x)dx
b d

en donde

R*@®,, G) = f TC ho(x)dx; f © - 0,)*h(x/0)dG®) =
" e

i=1

TChax)dx,(E@/X = x) — 20,E0/X = x) + 62) =
Fhi=1

n n
= 6*TChsx)dx, - 2E0®/X = x 0. TC hg(x)dx; + EOYX = x)
gon i=1 o i=1

Pt . S, A a . S, a
Como 6, 2, 0y = 02 2, 83 y por el teorema de Lebesgue de la convergen-

cia dominada sera:

limf GZTChG(x,)dx dx = f 02 dx 'f [E®/X = x)]*dx
fﬂ

n—x
i=1

y también

I

x)dx

limf f 0, Tth(;(x,)dx dx —_/;G,. dx =f E0/X
n-x Ed &

de donde
lim R,6,, G) =f (E®*/X = x) — [E®/X = x))})dx = Rz G)
&

n—oc

como queriamos demostrar.
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RESUMEN

Se considera un modelo de error de medida como problema de decisién bayesiana
no paramétrico. Las variables asociadas a este problema de decisi6n, bajo pérdida
cuadratica, tienen distribuciones G(8) y F, respectivamente, en donde G(6) es descono-
cida y F es un proceso de Dirichlet de parametro . Se construye una regla de decision
empirico Bayes en el caso de que la densidad del parametro pertenezca a una cierta
familia dada, la cual es asintéticamente 6ptima. Se comienza con un apartado preliminar
dedicado a los procesos de Dirichlet.

Palabras clave: Modelo de error de medida, Procesos de Dirichlet, Estimadores empi-
rico Bayes, Decision bayesiana no paramétrica.

SUMMARY

Measure error model is considered as a nonparametric Bayesian decision. The
variables associated with this decision problem, under quadratic loss, have the distribu-
tions G(9) and F respectively, where G() is unknown and F is a Dirichlet Process with
parameter x. An Empirical Bayes decision rule is found, when the density function of
the parameter belongs to a given family, which is asymptotically the best. We begin
with a preliminary section dedicated to the Dirichlet processes.

Key words: Measure error model, Dirichlet processes, Empirical Bayes estimates,
Nonparametric Bayesian decision.
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