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INTRODUCCION

Dadas dos variables aleatorias X e Y, con funciones de distribucion F y G, respecti-
vamente, indicaremos por D (F, G) la clase bivariante de Fréchet (funciones de distri-
bucién bivariantes con marginales F y G).

Fréchet (1951) demostré6 que dicha clase tiene un elemento maximo:
H*'(x, y) = Min{F(x), GO0} Vx, y ¢ R
y un elemento minimo:
H (x, y) = Max{F(x) + G(») — 1.0} Vx, ye R

Kimeldorf y Sampson (1975a) imponen cinco condiciones dptimas que debe verificar
un sistema,

H={H, -1 <2< 1} CDPF G

de distribuciones bivariantes con marginales F y G, dependiente de un parametro x, que
idealmente mide el grado de asociacién entre las variables aleatorias X e Y. Dichas
condiciones son:

l.a H—l = H_

2.2 Ho(x, y) = F&x)G(y), Vx, y € R

32 H, = H*
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4.* Si F y G son absolutamente continuas, H, debe ser absolutamente continua
Vx e (-1, 1)

5. Fijado (x, y) € R?, Hy(x, y) debe ser continua en % € (-1, 1].

Sean F,, G,, F,, G, funciones de distribucién univariantes absolutamente continuas.
Kimeldorf y Sampson (1975a) demuestran que si el sistema:

H={H, -1<ax< 1} CPF,G)

cumple un subconjunto cualquiera de las cinco condiciones, el sistema:
-l -
J = {Jx. y) = Hu(F, F3(x), G, 'G,)). ¥x, yeR, -1 < x < 1} CD(F, Gy

trasladado de H a marginales F,, G,, cumple el mismo subconjunto de condiciones
que H.

En un segundo trabajo (Kimeldorf y Sampson, 1975b) resaltan la utilidad del estudio
de'los sistemas bivariantes mediante su traslacion a marginales uniformes (representa-
cién uniforme) y demuestran la invariancia por traslacion de diversas medidas de
dependencia, entre ellas, la dependencia cuadrante y la dependencia en regresién
(Lehmann, 1966), la asociacion.(Esary, Proschan y Walkup, 1967), la total positividad
(Karlin, 1968)...

Existen, en la literatura, diversos sistemas de distribuciones bivariantes con margina-
les fijas; entre ellos citaremos:

1.° El sistema FGM [Farlie (1960), Gumbel (1958), Morgenstern (1956)] de las
funciones:

I'd AY
H,(x, y) = F(x) GO)[1 + a(1 — F@x)(1 — G())) Vx, ye R, -1 < 2 <1
2.° El sistema de Plackett (1965), donde H, es solucién de la ecuacién:

H,(1 - F — G + Hd)
(F = H)(G - H,)

v

=a, 220

3.2 La traslacion de la Normal de Mardia (1970):
{Ho(x, y) = N[B"'F(x), B''G()], Vx, y e R, -1 < p < 1}

donde N es la funcién de distribucion N(0, 0, 1, 1, p) y B la funcién de distribucion
NQ@, D).
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4.° El sistema de Cuadras-Augé (1979), donde:

F(x)'*G(y) si F(x) = G()
0 <

Ha(x, = < <1
© Y = Y EmGe)'™ si Fw < Goy L

que se extiende a valores negativos de 2 mediante un cambio de variables.

De ellos, los Gnicos que cumplen las cinco condiciones de K. y S. son el sistema de
Plackett y la traslacién de la Normal de Mardia.

En este trabajo se propone un nuevo sistema que cumple las cinco condiciones y se
analizan diversas medidas de dependencia, asi como las distribuciones condicionadas.

DEFINICION

Dadas dos variables X e Y, con funciones de distribucién absolutamente continuas F
y G, respectivamente, se define el sistema {H,, —1 < % < 1} como la (F, G)-traslacién
de la siguiente representacién uniforme:

[Max{x-= + y-= — 1, 0}]7"® si-1<a<0 (n
Ua(x, y) = { Xy sia =0
x - [Max{x> + 1 -y - 1,0} si0o< a<1 2]
Vx, y € [0, 1]

Este sistema, pensado inicialmente para casos de dependencia negativa entre las
variables (expresion [1]), se extiende a casos de dependencia positiva (expresion [2]),
considerando que si X e Y tienen dependencia negativa y distribucién conjunta [1],
las variables aleatorias X e Y' = 1 — Y tienen dependencia positiva y distribucion con-
junta [2].

PROPIEDADES

12 UJj(x, y) = Max{x +y = 1,0} = H(x, y) VY, yel0, I
2.8 Uylx, y) = xy Vx, y e [0, 1]
32 U,(x, y) = x — Max{x — y, 0} = Min{x, y} = H"(x, y) Vx, y € (0, 1]

42 VYxe (-1, 1), U, es una funcién de distribucién absolutamente continua, cuya
tunciéon de densidad es:
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I

a) ux. y) = (1 + 0)y) *'(Max{x-*+ y-* - 1, 0}) e Gy e (1. 0)
b) wu(x, y) = u_(x, 1 —y) sixe @ D

c) uu(x' _V) =1
Vx, y € [0. 1]

En efecto:

a) xe(-1,0)
l(x*’ +y-r— PV osixx+yr—-1>0

U,(x, y) = 0 ixrryro1%0
. . x—a'l(x—: + y* — l)-(l+~x)l1 st x~* + y-1 > 1
{U:/l.\' = 0 st x~* + y_; < 1
lim cUy/cx = 0 = lim CU,/Cx
XXy 1] xTA+y 2]
x"A+yTA>] ' x~A+y-A< |
u. (X, = ——y— - .
’(,ZUy)/. A “ + :)(xy) 2 I(x—:, + y—: — l) (1 +23)n si x~? +y~,’ -1 > 0
= *U,/Cxcy =
en el resto

Comprobaremos que u, es una funcién de densidad:

1.2 w (x, y) > 0, Vx, y € [0, 1] (evidente)

1L 1Pl
2.0 f f u,(x, y)dxdy =f f (1+0)0y) 2 (x* + y-x — 1) Idxdy =
0o Jo o Ja-x—n~»

1
‘=fdx=l
0

b) y ¢) De manera aniloga, se comprueba, para x € (0, 1), que CPULICXCY = 1 _qo(x,
I —y), y para x = 0, ¢) es evidente.

5.2 Fijado (x, y) € [0, 1)?, Us(x, y) es continua en % € [—1, 1].

En efecto:

lim (x-= + y* — )™
a—-0
a<0

=exp(lim — 1/2A Inx—= +y™> - 1) =
a—-0

= exp(nx + Iny) = xy

analogamente:
limGx - >+ (1 - »* = DY) =x —x(1 —y) =xy

a—0
x>0
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El sistema {U,, -1 < 2 < 1} cumple las cinco condiciones de Kimeldorf y
Sampson, y por tanto, su traslaciéon a marginales cualesquiera absolutamente continuas
F y G, también las cumple.

EXPRESION GENERAL DEL SISTEMA

(Max{F(x)™ + GO»™ - 1, 0})™'" si—1<x<0
Hy(x, ¥) = { F&X)G(y) six =0 (3]
F(x) - (Max{F(x)* + (1 - GO))* - 1, 0D si0 < a < |

la funcién de densidad correspondiente es:

(1 + ) f)gM[Fx)G)] > (Max{F(x)- + G(y)~* - 1, 0}) 1+
si—-1<xa<0
hy(x, ¥) =1 f(X)g() six =0
(1 -=2) fix)g@FE)*'(1 - G()* ' (Max{F(x)*
+ (1 - Gu)* - 1,02 0 < x < |
Vx, y e R

donde F y G son funciones de distribucién absolutamente continuas y fy g sus
correspondientes funciones de densidad.

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

1.2 -1 < a < O
En el caso de marginales uniformes en [0,1], u,(y/X = x,) = u,(x,, y), de donde:

y .
U, (/X = xq) If uqo(x,, )dt =

0

0 six;e+y°>*—-1<0
y
= f (1 + x)(xgt) > V(x> + 72 — l)*(l+2:)/adt —
(1_‘0—0)—l/¢
= x;u—l(xo-u + y-o — ])—(H-c)/u si X7+ y-u — 1> 0

Vx,, y € [0, 1]
analogamente:

U,(x/Y = Yo) = Y()—U_I(Max {x-' + y;* — 1, ()})'(””/“l
Yx, y, € [0, 1]
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En el caso general, se obtiene:
H,(v/X = x) = F(x)* '(Max {F(x,)™* + G(»)™* — 1, 0}) (I*ore
Vx,, y € R
con una expresion analoga para H,(x/Y = y,).
2°© 0 <2< L

Para marginales uniformes en [0, 1],

X

Uu(X/Y = )'o) = j;uu(’- YO)d' =

0 six2+ (1 —y)*—-1<x<0,

= f (= eI = yo)* (e + (1 — yo)* — DI~2edy =
[

I-(l—yn)']”'
(1 =y 1 (x* + (1 = y)* = 1) six® + (1 —y)* - 1> 0

y
U, 0/X = x5) = f uqs(xq, t)dt =
0

|-(|—x3)”=
f (I = x27'( = )M + (1 - 2 - DOegr = )
(1}

sixd+ (1 -y*-1<0

y

e

(1 - 1)x8-l(] - ’)a—l(x: + (1 -n* - l)(l—Za)/ud' —
1 - x;-l(xg + (1 — y)r — ])(I—u)/a si x; + (0 =-y)2=-1>0

Luego:

U,(x/Y = y,)
U!(y/x = Xo)

1

= yo)* '(Max{xz + (1 — y,)* — 1, 0})1-n
1 — x2-'(Max{x, + (1 — y)* — 1, 0})U-»~
Vx, ¥, ¥, X € [0, 1]

De manera analoga, en el caso general se obtiene:
HaW/Y = y)) = (I = GOo)*'(Max {F)* + (1 = Gy)* - 1, 0}~
H(y/X = x,) = 1 — F(x)* '(Max {F(xy)* + (1 — G»))“ - 1, 0})"~/e
Vx, y. Xo0. Yo € R
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DEPENDENCIA EN REGRESION

Dadas dos variables aleatorias X. Y. se dice que Y es positivamente (negativamente)
dependiente en regresion sobre X si:

P(Y < y/X = x) es no creciente (no decreciente) en x (Lehmann, 1966).

Si ademas, P(X < x/Y = y) es no creciente (no decreciente) en v, se dice que X e Y
son mutuamente dependientes en regresion.

Se comprueba inmediatamente que las funciones H,(y/iX = x,), H,(x/Y = y,), del
apartado anterior son no decrecientes en x,, € y,, respectivamente, para —1 < x < 0,y
no crecientes paga 0 < x < 1. Luego, dos variables aleatorias X e Y con distribucion
conjunta (3], son mutuamente dependientes en regresion, siendo esta dependencia posi-
tiva si x € (0, 1] y negativa si x € [—1, 0).

Jogdeo (1968) da una caracterizacion muy simple de independencia para variables
aleatorias mutuamente dependientes en regresion.

Esary, Proschan y Walkup (1967) demuestran que la dependencia positiva en
regresion implica la asociacion entre las variables aleatorias X e Y.

Por otra parte, la dependencia en regresion positiva (negativa) de una cualquiera de
las variables sobre la otra, implica la dependencia cuadrante positiva (negativa) entre
ambas variables (Lehmann, 1966); en las distribuciones que cumplen esta propiedad, la
independencia esta caracterizada por la incorrelacion y los coeficientes 1 de Kendall, ps
de Spearman y la medida cuadrante g, de Blonquist, son todos no negativos (no
positivos).

Como consecuencia, el coeficiente de correlaciéon, p, para dos variables aleatorias
X e Y con distribucién conjunta [3], tiene el mismo signo que x y p = 0, si y sélo si
a = 0.
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RESUMEN

Este articulo propone un sistema uniparamétrico de distribuciones bivariantes con
marginales dadas.

Se analizan las condiciones de Kimeldorf y Sampson, distribuciones condicionadas y
algunas medidas de dependencia.

Palabras clave: Distribuciones bivariantes, Marginales fijas.

SUMMARY

This paper proposes a parameter dependent system of bivariate distributions with
given marginals.

Kimeldorf and Sampson’s conditions, conditional distributions and some measures
of dependence are analized.

Key words: Bivariate distributions, Fixed marginals.
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