
U n nuevo sistema bivariante y sus ^ propiedades

por C. RU{Z-R^VAS HERNANDO
Departamento de Estadística Matemática

Facuttad de Ciencies
Universidad Autbnoma de Madrid

INTRCJDUCCION

Dadas dos variables aleatorias X e Y, con funciones de distribución F y G, respecti-

vamente, indicaremos por`^ (F, G) la clase bivariante de Fréchet (funciones de distri-

bución bivariantes con marginales F y G).

Fréchet ( 1951) demostró que dicha clase tíene un elemento máximo:

H+tz, y) = Min { F(z), GCY)} dx, y^ R

y un elemento minimo:

HT(x, y) = Max{ F(x) + G(y) - 1, 0} dx, y E R

Kimeldorf y Sampson ( 197Sa) imponen cinco concliciones óptimas que debe verificar

un sistema,

H = { H^, -1 ^ ^c ^ 1 } ^ ^ ( F, G)

de distribuciones bivariantes con marginales F y G, dependiente de un parámetro x, que
idealmente mide el grado de asociación entre fas variables aleatorias X e Y. Dichas

condiciones son:

l.a H_^ = H-

2.a Ho(x, y) = F(x)Gf.v), bx, y E R

3.a H, = H+
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4.' Si F y G son absolutamente continuas, H^ debe ser absolutamente continua

d^c E (- l, 1).

S. a Fyado (x, y) ^ R2, H^^Ex, y) debe ser continua en ac E[- l, 1].

Sean F^, G^, Fa, G2 funciones de distribucián univariantes absolutamente continuas.

Kimeldorf y Sampson (197Sa} demuestran que si el sistema:

^-i = { ^, -- i S x ^ 1} C ,^ (F^, G^)

cumple un subconEjurtto cualquiera de las cinco condicianes, el sistema:
_,

J={Ja^(x. Yi = H^'(F^ F^(x)^ G^ `GzCY)), dx. Y E R, - i C x^ i} C^(Fa, G2)

trasladado de H a marginales F2, G2, cumple el mismo subconjunto de condiciones

que H.

En un segundo trab^jo {Kimeldorf y Sampson, i975b) resaltan la utilidad del estudio

de ^ los sistemas bivariantes rnediante su traslación a marginales uniformes (representa-

ción uniforme) y demuestran la invariancia por traslación de diversas medidas de

dependencia, entre ellas, la dependencia cuadrante y la dependencia en regresi8n

(Lehmann, 19+66), la asociación.(Esary, Proschan y Walkup, i967), la total positividad

(Karlin, i9ó8}...

Existen, en la literatura, diversos sistemas de distribuciones bivariantes con margina-

les fijas; entre ellos citaremos:

1.° El sistema FGM [ Farlie (1960), Gumbel (1958), Morgenstern (1956)] de las

funciones:

Ha(x^ Y) = F(x) G^Y)^ i+ a( i^ F(x))( i- GCY))^ dx^ y E R, - i S x<_

2.° El sistema de Plackett ( i9ó5}, donde H;a es solución de la ecuación:

Ha(1-F--G+Ha)
- x,

(F-H«)(C-Ha)
ac ? 0

1

3. ° La traslac ión de la Normal de Mardia (1970):

{ Hp(x. y) = N^B^ `F(x), B- `GCv)), dx, y E R, - i s p_< i}

donde N es la función de distribución N(0, 0, 1, l, p) y B la funcián de distribución

N(0, 1).
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4.° E1 sistema de Cuadras-Augé (197'9), donde:

F(x)1-^`G(y) si F(x) ? G(y) < x ^ 1
H^(x, y) = F(x)G )'-^` si F(x) <^;,

o
(Y CY )

que se extiende a valores negativos de ^c mediante un cambio de variables.

D^e ellos, los í^inicos que cumplen las cinco condiciones de K. y S. son el sistema de
Plackett y la traslación de ia Normal de Mardia.

En este traba^jo se propone un nuevo sistema que cumple las cinco condiciones y se

analiZan diversas medidas de dependencia, así como las distribuciones condicionadas.

DEFINICION

Dadas dos variables X e Y, con funciones de distribución absolutamente continuas F
.

y G, respectlvamente, se define el sistema H«, -1 ^ x < l como la (F, G)•traslación
de la siguiente representación uniforme:

[Max{x-« + y-« -- 1, 0}]-^i« si -1 ^ a< 0 [1]

v«(x, y) = xy si ^c = o

x - [Max{x« + (1 -- y)a - l, Q}]iia si 0 < ^c < 1 [2j

tJx, y E[ o, 1]

Este sistema, pensado inicialmente para casos de dependencia negativa entre las
variables (expresión [ lj), se extiende a casos de dependencia positiva (expresión [2]),
considerando que si X e Y tienen dependencia negativa y distribución con^junta [ 1],
las variables aleatorias X e Y' = 1-- Y tienen dependencia positiva y distribución con-
j unta [ 2] .

PROPIEDADES

1.a
_

U-^(x, y) = Max{x + y- i, 0} = H-(x, y) dx, y E [0, ll

2.a v^(x, y) = xy dx, y E[0, 1]

3.$ U,(x, y) = x- Max{x - y, 0} = Min{x, y} = H+(x, y) dx, y E(o, i^

4.a tlx E(-1, 1), U,^ es una función de distribución absolutamente continua, cuya

t^unción de densidad es:

^



3U ESTADtSTICA ESPAÑOLA

(1+2^)i^x
a) t^,^(z, y) -(1 +^c)(xy)_x_^(1VIax{x-^ + y^' _ 1, 0}} _ si x F(- l, 0)

b) u,(x, v) - u_„(x. 1- y) si x E(4, l)

c' ) u^^ (x^ Y ) = 1
bx, y E^ [0, 11

En efecta:

a) x E(-- l, 0),

X_,^,^y_,^^ ^ x-^+^-x^, i
s_x+^,_^a 1 x_x+y_x^ ^

u^(x y = ^_ ^ _^ _^ _ (^+2^,^^►

- ^ 2 U,^ /^xr y - (1 + ^ ) (Xy ) (x + y 1) _

0

Comprobaremos que u„ es una función de densidad:

l.° u,^(x, y} >_ 0, bx, y E[0, 1) (evidente)

> >
2.° ux(x, y)^xdy =

0 0

1
-- dx -- 1

0

^ ^

(1^ _X-^^- ltx

si x^^ + y-^ _

en et resto

> 0

(1 + ^x)(xy)-^-^(x^^-^ + y--^ _ j)-c^+^^^rxdxdy ;

b) y c) De manera análoga, se comprueba, para x E(0, l), que ^ 2Ux/^x^ y= u_^(x,

1-- y), y para x = 0, c) es evidente.

5.8 Fijado (x, y) E (0, 1^^, U^(x, y) es continua en x E[- l, 1].

En efecto:

lim {x ^x + y -^ - 1)- ^^x _ exp (lim - l /^c ln (x -^ + y ^ ^ - 1)) =
^-^ o x-^ o
^<o

= exp (ln x+ ln y) = xy

análogarnente:

^ , y
-^ -^ - 1^ p

U (x ) --
(,x-^ + y--x _ 1)-1^^ si x-^ + y-^ - 1> 0

p si x + y -

x_,^ _ a (x -^ + y _„ _ 1)-(^ +^^^^ si x ^^ + y _-x > 1
r"U,^/^x = .

p sl x^x + y-7 < 1

lim ^ U,^/^z = 0= lim ^ U,^/^x

1^1ri ^X' - (xa -F- (1 -- y)a _ 1 ^l/a)
_ x - X(1 - - xy) - y

«-• o
^> o
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E1 sistema { Ua, -1 ^ ^c ^ 1} cumple las cinco condiciones de Kimeldorf y

Sampson, y por tanto, su traslación a marginales cualesquiera absolutamente continuas

F y G, también las cumple.

EXPRESION GENERAL DEL SISTEMA

(M^ { F(x)-« „^. G(y)_°` _ l, ^} )- »^ si -1 < ^c < 0

H,^ix. 3') = F(x)GCY) si ^c = 0

F(x) -- (Max { F(x)' + (1 - GCY))^` -- 1, 0}) ^i^ si 0 < ^c < l

la función de densidad correspondiente es:

(1 + a}f(x)g(Y)CF(z)GCY)^-«-^(Max{F(x)-^ + GO,)-^ _ l, U})-^i+z^)i«

si -1 <_ x < 0

J1;a(X, y) =,f(x)g(y) S1 x= 0

(1 - ^) .i(x^8(Y)F(x)^`-^^l ^ G{Y))^-1(Max{F(x)^

+(1 - G(Y))°` - l,^})^^-2°`^a si 0< x < l

dx,yER

( 3J

donde F y G son funciones de distribución absolutamente continuas y f y g sus
correspondientes funciones de densidad.

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

1.° -1 ^ a < 4:

En el caso de marginales uniformes en (0,1], ua(y/X = x^,) = ua(x^, y), de donde:

y
UaÚ'/X - x^^) = u«(xu, t)dt =

0

0 si x^a+ y-a - i< 0

y

cl + ^)cxut)Ta-
(l-x^ 9^^ 1/a

= x^-a-^;(xo «+ y-« _ I)-c0

^{x'a + t-a - ])-(1+2a)/adt +

^+«)^« si x^ ^+ y-« - 1> 0

dx^, y E[^, 1 J
análogamente:

U^(x/Y = yo) = yo -"-1(Max {x -a + y^i °` - i , p}) -ct+a^^«

dx, yo E[ 0, 1 J
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En el cas© general, se obtiene:

H^^y/X = xo) = F(xo)"°"i(Max {F(xoj-a + G(y)-a _

dx^, y E R

con una expresián análoga para H«(x/Y = yo).

2.° 0 ^ x S i:

Para marginales uniformes en [o, 1],

x

L,1a(x/Y = yo) = ua(t, Yo)dt -_
0

i o})-(^+a)/a,

0 sixa+(1 --yo)a-- 1 <_ o,

x

- (1 - x)ta-' (1 - yo)a-' (ta + (1 - yo)a _ i){1-2a)ladt ,_„

[1-(^-Yo)a^ 1/a

_ (1 - Yo}°`-1(xx + (1 - yo)°t - 1)(^-a^)/a si x« + (1 ! yo)°` - 1 > 0

Y
Ua(y/X - x^) = ua(xo, t)dt =

0

i-^i-xQ>>/«
(1 _ x)xÓ_^(i _ t)a_^(X.^ .^ (i _ t)a _ i)(^-2a>/adt = 1

0
si xó +(1 - y)a - i S 0

Y

(1 - x)X^-1(1 - t)a-'(x^ -+- (i - t)a - j)^^-2a)/adt !

^ a-1 a a (1-a)/a a a._= 1- x o (xo +(1 -- y^ - i) s i xo +( i-- y) i> 0

Luego:

Ux(x/Y = yo) -- (1 - yo)^`-'(Max {x« + (i - Yo)o^
_ 1, ^})^^-^)/a

U«CY/X = xt,) = 1- x^-^(Max{x^, +(1 - y}°` - i, ^})^^-«^/«

dx, yo^ y^ xo E [^^ iJ

De rnanera análoga, en el caso general se obtiene:

Hz(x/Y = yu) = (1 - G(yu})a- ^ (Max { F(x)a + ( i - C►^Yo))a - i , O})il-a)/a

Ha^(y/ X= xo) = 1- F(xo)a-'(Max { F(xo)a +. ( i- G^})a - 1^(1})(l-a)/a

dx, 3'. xc,. y^^ E R
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DEPENDENCIA EN REGRESIUN

Dadas dos variables aleatorias X, Y, se dice yue Y es pusitivamente ( negativamente)

dependiente en regresión sobre X si:

P(Y <_ y/X = x) es no creciente ( no decreciente) en x (Lehmann, 1966).

Si además, P(X ^ x/Y = y) es no creciente (no decreciente) en y, se dice que X e Y
son mutuamente dependientes en regresión.

Se comprueba inmediatamente que las funciones Hx(„y/iX = x„), H^(x/Y = v„), del

apartado anterior son no decrecientes en x„ e y^,, respectivamente, para - 1<_ x< 0, y

no crecientes pa^a 0< a^ ^ 1. Luego, dos variables aleatorias X e Y con distribución

conjunta [3], son mutuamente dependientes en regresión, siendo esta dependencia posi-

tiva si x E(o, 1] y negativa si x E[- 1, 0).

Jogdeo (1968) da una caracterización muy simple de independencia para variables

aleatorias mutuamente depenciientes en regresión.

Esary, Proschan y Walkup (1967) demuestran que la dependencia positiva en
regresión implica la asociación entre las variables aleatorias X e Y.

Por otra parte, la dependencia en regresión positiva (negativa) de una cualquiera de

las variables sobre la otra, implica la dependencia cuadrante positiva (negativa) entre

ambas variables {Lehmann, 19ó6); en las distribuciones que cumplen esta propiedad, la

independencia está caracttrizada por la incorrelación y los coeficientes 7 de Kendall, I^s

de Spearman y la medida cuadrante y, de Blonquist, son todos no negativos (no

positivoS).

Como consecuencia, el coeficiente de correlación, p, para dos variables aleatorias

X e Y con distribución con^junta [3], tiene el mismo signo que x y p= 0, si y sólo si

x = 0.
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RESUMEN

Este artícu^o propone un sistema uniparam^trico de distribuciones bivariantes con

marginales d^adas.

Se analizan tas condiciones de Kimeldorf y Sampson, distribuciones condicionadas y

algunas medidas de dependencia,

PaJabras ciave: Distribuciones bivariantes, Marginales fijas.

SUMMARY

This paper proposes a parameter de^aendent system of bivariate dist°ibutions with

given marginals.

Kit^eldorf and Sarnpson's conditions, conditional distributions and some measures
of dependence are analized.
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