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Tema 1

Propiedades de una muestra aleatoria. Conceptos basicos de mues-
tras aleatorias. Sumas de variables aleatorias de una muestra aleatoria.
Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y va-
rianza muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor.
Estadisticos de orden.

Los contenidos de este tema corresponden a un curso basico de Estadistica Mate-
matica, y pueden ser consultados y completados por ejemplo con los libros de la
bibliografia. El libro de Rohatgi y Ehsanes es el mas completo y también con una
mayor formalizacién matematica.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: E]1 INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

1.1 Conceptos basicos de muestras aleatorias

1.1.1 Introduccion

Si se desea obtener informacién sobre una poblacién que no puede ser estudiada
exhaustivamente, resulta ttil obtener una muestra, una parte de la poblacién, que sea
representativa de alguna manera del colectivo completo. Se considera alguna caracteris-
tica de interés que se desea estudiar, y se obtienen datos para cada uno de los elementos
de la muestra. Con estos datos observados, mediante un tratamiento adecuado, se
puede obtener informacién sobre la caracteristica de interés.

Consideremos por ejemplo la poblacion de los drboles frutales en una plantacién. Se
desea hacer una valoracién sobre cuél serd la cosecha recogida, antes de recogerla en su
totalidad y pesarla. Para ello, se pueden cosechar en primer lugar algunos de los drboles
y pesar la fruta, y se pueden hacer calculos aproximados para predecir la cosecha total
basados en los datos obtenidos con los drboles de esta muestra (por ejemplo mediante
proporcionalidad del nimero de arboles en la muestra y en la poblacién).

Resulta conveniente que el método de seleccion de la muestra sea aleatorio (probabi-
listico), con una distribucién de probabilidad preestablecida, para que no intervengan
en ello elementos subjetivos. Esto permite extrapolar las propiedades de la muestra
a la poblaciéon completa, y permite también medir el grado de error que podemos
estar cometiendo en la extrapolacién. Una vez obtenida la muestra aleatoria se pueden
obtener, por ejemplo, valores aproximados, estimaciones, para algunas caracteristicas
de la poblacién, como la cosecha total del ejemplo, la media o la varianza, y se puede
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medir el grado de error que podemos estar cometiendo en las estimaciones. En ade-
lante, cuando se haga referencia al muestreo o a la muestra, se sobreentiende que son
aleatorios aunque no se mencione.

En una poblacién finita puede considerarse muestreo (aleatorio) con reemplazamiento,
en el que las observaciones muestrales son independientes, o muestreo sin reempla-
zamiento, donde no se cumple esta independencia, pero que evita repeticiones de las
observaciones, lo que lleva a una ganancia en precision en las estimaciones (menor
error de muestreo). Ademads, puede ser til considerar otros disefios muestrales, como
el muestreo estratificado o el muestreo por conglomerados, para conseguir una mayor
ganancia en precisién y otros objetivos. Un campo destacado de aplicacién de los proce-
dimientos de estimacién que se desarrollan para estas técnicas de muestreo es el de los
estudios demogréficos y sociales sobre poblaciones humanas.

En otras situaciones se consideran muestras asociadas a repeticiones de un experimento
aleatorio en los que no hay una poblacién fisica de la que se seleccionan individuos,
sino un conjunto de posibles observaciones, al que también se denomina poblacién. Por
ejemplo, el conjunto de posibles mediciones obtenidas con un aparato de medida sobre
un objeto, con errores de medida aleatorios, o el conjunto de posibles tiempos entre
llegadas a un detector de dos particulas sucesivas en la desintegracion radiactiva de un
determinado material.

En estos casos, las mediciones son independientes e idénticamente distribuidas (antes
de realizar el experimento) si el mecanismo generador que las produce permanece en
idénticas condiciones de incertidumbre en las sucesivas observaciones. Asi ocurre en los
ejemplos anteriores si el aparato de medida y el detector se mantienen en condiciones
fijas (ajustes del aparato, temperatura, etc), supuesto que el objeto y el material no se
modifican (despreciando que haya alguna particula menos en el material). En muchos
casos la distribucion con la que se generan los datos no es conocida, y se desea estudiar
esta distribucién y sus caracteristicas (esperanza y varianza del tiempo entre llegadas
de las particulas por ejemplo).

Los datos ofrecen informacién sobre el mecanismo que los ha generado. La Inferencia
Estadistica, o Estadistica Matemadtica, se ocupa del estudio de la distribucién de pro-
babilidad a partir de la cual se han producido los datos observados, del mecanismo
aleatorio generador de esos datos, y de sus caracteristicas. Dedicaremos los préximos
temas a su estudio basico.

En este tema presentaremos algunas propiedades bésicas de las muestras aleatorias y de
funciones de ellas. La “distribucién empirica de la muestra” y sus propiedades permiten
una primera aproximacion estructurada al estudio de la distribucién que genera los
datos (distribucion tedrica) y sus caracteristicas numéricas, como momentos y cuantiles:
es posible estudiar estas caracteristicas mediante las correspondientes caracteristicas
de la distribucién empirica. Esto proporciona unas posibles herramientas para ese
proposito de realizar inferencias, pero falta concretar el problema y desarrollarlo, lo que
se hara en los proximos temas.

También presentaremos en este tema algunas distribuciones de probabilidad asociadas

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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al muestreo en poblaciones normales: la distribucién x?, la ¢ de Student y la F' de Snede-
cor. Se dice que una muestra corresponde a un poblacién normal si la distribucién (antes
del muestreo) de los datos generados por las repeticiones del experimento aleatorio
es normal N (y, o). Si el valor de uno o los dos pardmetros 1 y o es desconocido, se
puede estudiar su valor mediante las técnicas de inferencia que desarrollaremos en los
préximos temas, y las distribuciones asociadas a la normal antes mencionadas seran
utiles para ello.

Con estos apuntes se pretende facilitar la asimilaciéon de las nociones bésicas sobre
inferencia estadistica. Se han extraido elementos de todos los libros de la bibliografia.
Los comentarios son abundantes, en la linea de (VelGar12), con el proposito de ofrecer
al lector un transito de entrada suave a esta disciplina. No se presentan la mayoria de
las demostraciones, que pueden ser consultadas en la bibliografia, aunque si algunas de
resultados destacados, y se dan indicaciones para otras que se obtienen de un modo
sencillo.

Las herramientas del Célculo de Probabilidades, o Teoria de la Probabilidad, son funda-
mentales para realizar este estudio, que estd basado en la suposicién de que estamos
observando realizaciones de variables aleatorias. Para una adecuada asimilacién de los
conceptos que se desarrollardn se requieren conocimientos de probabilidad al nivel de
un curso bésico sobre variable aleatoria unidimensional y multidimensional, y sobre
convergencia de sucesiones de variables aleatorias.

1.1.2 Distribucion de la poblacién. Muestra aleatoria simple. Inferen-
cia estadistica.

La Inferencia Estadistica, o Estadistica Matemitica, desarrolla métodos para obtener in-
formacién acerca de la ley de probabilidad de un fenémeno aleatorio mediante la
observacién del mismo.

Consideremos una variable aleatoria X asociada a un experimento aleatorio, que corres-
ponde a una cierta medicién asociada al resultado del experimento aleatorio. Supondre-
mos principalmente que X es unidimensional, aunque también se considerard algtn
caso bidimensional.

Antes de realizar el experimento, X es una variable aleatoria con su estructura de
probabilidad, dada por ejemplo mediante su funcién de distribucién F', o también por
su funcién de masa o densidad f, en los casos discreto o continuo. Después de realizar
el experimento se obtiene un valor observado (realizacién, dato) z, y decimos que X ha
tomado el valor z, denotado por X = z.

Es habitual en la préctica que F' sea desconocida, al menos parcialmente, y se desea
obtener informacién sobre ella, sobre el mecanismo aleatorio que genera los datos.
Desarrollaremos métodos de inferencia estadistica para obtener informacién sobre F' a
partir de una muestra.

La distribucion tedrica o distribucion de la poblacion es la distribuciéon real de la variable
aleatoria de interés asociada al fenémeno, fija pero desconocida. La denotaremos por F'.
Pretendemos obtener informacién sobre F.

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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El simbolo F' hard referencia, segtin el contexto, a la distribucién de probabilidad teérica
o0 a su funcién de distribucién, cuando se opere con ella. Abreviamos variable aleatoria
como v.a.

Ejemplo 1. Supongamos que lanzamos una moneda mediante un dispositivo mecanico,
de modo que el resultado es independiente de la posicién inicial de la moneda antes
del lanzamiento. Sea X el resultado del lanzamiento, que sabemos que puede tomar
los valores cara o cruz. Representamos cara mediante z = 1 y cruz mediante x = 0 para
que el resultado sea numérico; no es necesario, pero simplifica algunas expresiones, la
de f (z) por ejemplo, mas abajo, porque permite definir X como “ntiimero de caras” en
el lanzamiento de la moneda.

En este caso, la distribuciéon de X es parcialmente conocida, es la distribucién de
Bernoulli, Bernoulli (p) o B(1,p) (binomial), para algtin valor del parametro p. Su
funcién de distribucién es

0siz<0
Fx)=< 1—-psi0<z<l1 ,
1sil<z

y su funcién de masa es f (z) = p* (1 —p)'* para z = 0,1, siendo f (z) = P{X = z}.
En este caso lo tinico desconocido es el valor del pardmetro p de la B (1,p), que sera
un valor en el intervalo (0,1), 0 < p < 1. Entonces, la informacién sobre F' se obtiene
obteniendo informacién sobre p.

Cuando se habla genéricamente de la distribucion teorica es habitual utilizar el stmbolo
F, tanto para la funcién de distribucién como para la correspondiente distribucién de
probabilidad, pero cuando se utiliza en expresiones, la distribucién de probabilidad se
denota por P.

Denominamos soporte de P, o de F', al minimo conjunto cerrado que tiene probabilidad
1: si C, cerrado, es el soporte de P, entonces P (C) = P{X € C} =1y P (C’) < 1 para
todo cerrado ¢’ C C' con C" # C.

Para las distribuciones discretas, el soporte es el conjunto de valores que tienen pro-
babilidad positiva, por ejemplo, el conjunto {0, 1} para la distribucién de Bernoulli y
{0,1,2,...} para la distribucién de Poisson.

Para las distribuciones continuas (con funcién de densidad, absolutamente continuas
respecto de la medida de Lebesgue), el soporte es un intervalo cerrado acotado o no,
caso habitual, o una unién finita o numerable de ellos. Para la distribucién beta el
soporte es el intervalo [0, 1], para la distribucién gamma la semirrecta [0, c0), y para la
normal R. Puesto que la frontera de estos cerrados se limita a conjuntos finitos de puntos,
que tienen probabilidad 0, podemos ampliar el uso del término soporte también a los
abiertos correspondientes: (0, 1) para la beta y (0, co) para la gamma por ejemplo.

Para obtener informacién sobre la distribucién teorica F se llevan a cabo repeticiones
independientes del experimento aleatorio, obteniendose unos valores (realizaciones del

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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experimento)
T1yeooy Ty -

Con la Estadistica Descriptiva se manejan estos datos por si mismos, sin introducir la
suposicion de una distribucion F' subyacente a los datos.

En la Estadistica Matematica (inferencia) se supone que las observaciones z1, . .., z, son
realizaciones de una variable aleatoria con distribucién F' desconocida. Ademas F’ es
tija, caracteristica del fenémeno aleatorio es cuestién (salvo en un enfoque bayesiano,
que introduciremos en el tema 3).

De este modo, se considera que los datos estdn relacionados con una estructura de
probabilidad, y por ello se pueden utilizar las herramientas de cdlculo de probabilidades
para analizarlos. En primer lugar, introducimos las variables aleatorias Xi,. .., X,, de
las que suponemos que 1, ..., z, son una realizacién. Abreviaremos con “vaiid” la
expresion “variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas”.

Definicién 2. Una muestra aleatoria simple de tamafio n de una variable aleatoria X con
distribuciéon F', es una secuencia de n vaiid

X1, X

con distribucién comun F. Lo abreviamos como m.a.s. También a una realizacion
x1,...,x, de Xq,..., X, sela denomina m.a.s. de X, o de la distribucién F', cuando
la identificacién de una u otra, variable aleatoria (X7, ..., X,,) o realizacién muestral
(21,...,x,), sea clara por el contexto.

Expresaremos la muestra indiferentemente con paréntesis, cuando queramos indidir en
el caracter unitario de la v.a. n-dimensional (X7, ..., X,), o sin él. Cometiendo abuso de
notacién, denotamos por F' también a la funcién de distribucién conjunta F' (z1, ..., z,),
y por f(x1,...,2,) a la funcién de masa o densidad teérica conjunta (en los casos
discreto o continuo respectivamente, lo que en adelante se sobreentendera cuando se
hable de f). Los argumentos x o (1, . .., z,) que utilicemos especificaran a qué funcién
nos referimos en cada caso.

Se denomina muestreo al procedimiento y al proceso de obtencién de la muestra
T1yeooyTp.

El procedimiento de muestreo de la definicién, con vaiid, es el que seguiremos principal-
mente, y cuando se haga referencia a una muestra se entendera que es una m.a.s. Para
poblaciones finitas, las observaciones también son vaiid cuando se obtienen mediante
un muestreo aleatorio con reemplazamiento.

Denotamos por (2 al soporte de (X, ..., X,,), que incluye al conjunto de posibles realiza-
ciones muestrales, y es el producto cartesiano del soporte de X por si mismo n veces,
con 2 C R". Para una distribucion teérica beta, 2 = [0, 1]", y para una poblacién normal,
2 = R". Los elementos de €2 son de la forma (z1, ..., z,).

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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Para todo (1, ...,x,) € Q) se tiene que

F(xy,...,zp) =F(21)--- F(z,) ¥
f(r,. o mn) = f(x) - f(2a) -

La igualdad para la funcién de distribucién se obtiene de un modo inmediato a partir
de la independencia de X, ..., X,,. También la igualdad para la funcién de masa en el
caso discreto. Para la funcién de densidad en el caso continuo, en ambos miembros de
la igualdad para la funcién de distribucién considérese la derivada de orden n respecto
de zy,...,z,.

(Téngase en cuenta que en el caso continuo f solo estd definida casi seguro, de modo
que puede ser modificada en un conjunto con probabilidad 0 sin cambio en la distri-
bucién correspondiente, y entonces la igualdad para f es solo casi segura. Pero esta
es una cuestion que no afecta a los desarrollos que se realizardn y que no se volverd a
mencionar).

1.1.3 Inferencia estadistica paramétrica y no paramétrica

En algunos casos la distribucion teérica F' es totalmente desconocida, y P podria ser
cualquier distribucién de probabilidad sobre (R,B), si X es unidimensional, siendo B
la o-algebra de Borel sobre R. (Considerar como sucesos solamente a los elementos de
una o-algebra proporciona la consistencia necesaria para poder definir una distribucién
de probabilidad. La o-4dlgebra B consta de una amplia clase de sucesos que incluye los
intervalos y la unién finita o numerable de ellos).

En otras ocasiones hay alguna informacién sobre F' que restringe la clase de las posibles
distribuciones tedricas. Se podria conocer que F' es discreta, o continua, o simétrica.
Para los casos sin informacién o con esta informacién limitada, la Inferencia Estadistica
No Paramétrica se ocupa del estudio de F'y sus caracteristicas. Este nombre en estos tér-
minos se utiliza para contraponerlo al caso paramétrico, en el que tenemos informaciéon
sobre F' de tal modo que sabemos que esté restringida a alguna familia paramétrica,
como comentamos a continuacion.

En ocasiones es conocido que F' pertenece a alguna familia paramétrica de distribu-
ciones, como la familia de las distribuciones de Bernoulli B (1,0) para0 < 0§ < 1,y
entonces el tnico elemento de incertidumbre sobre F' es el valor del parametro 6, que es-
pecifica F' con unicidad. Del estudio de F' en este caso se ocupa la Inferencia Estadistica
Paramétrica.

Supongamos que sabemos que F' es una distribucién con forma funcional fija y conocida,
de modo que conocemos la expresion concreta de F' (o la de f) salvo el valor que toma
un parametro 6, que se sabe que debe ser algin valor 6 € © en un subconjunto © C R¥,
denominado espacio paramétrico. Se dice en este caso que la distribucién teérica F es
k-paramétrica, con k > 1 parametros, o simplemente que I’ es paramétrica.

La distribucién especifica F' correspondiente a un valor § € © del parametro se suele
denotar como Fy. Y f como fy, y la distribucién de probabilidad teérica P como F, y la

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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esperanza y varianza E' y V' para variables aleatorias funciones de la muestra como Ey y
V. Con esta notacién se incide en el hecho de que los cdlculos hechos con esos elementos
tienen resultados que son funcién de ¢, que dependen de cudl sea el verdadero valor de
6.

Entonces, en este caso paramétrico sabemos que la distribucién tedrica F' pertenece a
una determinada familia paramétrica:

Fe{Fy:0c0},con6 cCR"

Por ejemplo, si la distribucién tedrica es de Bernoulli, B (1, §), el espacio paramétrico es
el intervalo
©=(0,1)CR,

con dimensién k = 1,y
Fe{B(1,0):0<60<1}.

Si la distribucién tedrica es normal N (4, o) con ambos parametros desconocidos, el
espacio paramétrico es el producto cartesiano

O =R x (0,00) C R?,
puesto que —oo < < 00y 0 < 0 < 00, con dimensiéon k =2,y

Fe{N(po):—oco<p<oo,o>0}.
El estudio de la distribucién tedrica se reduce al estudio del verdadero valor de 6.

Algunos casos en los que la distribucién tedrica es paramétrica son los siguientes.

Cuando se clasifican los resultados de un experimento aleatorio dos clases, denominadas
éxito y fracaso por ejemplo, la distribucién tedrica es de Bernoulli.

Cuando se observa el ntiimero de éxitos en pruebas de Bernoulli independientes, la
distribucion tedrica es binomial.

La distribucién del namero de llegadas en un tiempo dado en un proceso de Pois-
son, como por ejemplo en las llegadas a un detector en una desintegracién radiacti-
va, tiene distribucién de Poisson. La distribucién del tiempo entre llegadas es expo-
nencial, que es la tinica distribucién continua que “no tiene memoria”, esto es, que
cumple P{X >z +t/X >z} = P{X >t} para z,t > 0, siendo X el tiempo entre
llegadas.

La distribuciéon normal es frecuente por ejemplo asociada a todo tipo de mediciones
(como longitud, resistencia eléctrica, concentracién quimica, biométricas). Y también
funciones de ella, como la distribucién lognormal, que es la distribucion de e* para Y
normal.

A continuacién recordamos la expresién de fy y su soporte para algunas distribuciones
parameétricas conocidas, el espacio paramétrico, los momentos y = Ey[X]|y o? =

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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Vy [X] = By [(X — p)?], y presentamos la expresién de fj (x1, . ..,z,) (con el abuso de
notacién habitual para f = fj) dejando su obtencién como ejercicio.

Para el caso discreto, fj es la funcién de masa de probabilidad (también llamada funcién
de probabilidad o funcién de densidad de probabilidad en algunos textos), y para el
caso continuo fj es la funciéon de densidad de probabilidad, tanto para la distribuciéon
tedrica como para la de la muestra. Se presenta el valor de f, en su soporte, para z y
para (z1,...,%,), y se sobreentiende que fj es nula fuera de su soporte aunque no se
mencione.

e Para la distribucion teérica de Bernoulli B (1, ) se tiene que f, (x) = 6 (1 — 6)'~
paraz =0,1,con © = (0, 1). Se tiene que = 0 y > = § (1 — 6). Se obtiene:
folmr, ... xy) = gototom ( — gyn-(oteten) _ gtq _ gynt

sizy,...,z, =0,1,siendot =>" ;.
* Para una distribucién teérica de Poisson P () se tiene que fy(z) = e 7% si

x=0,1,2,..., con © = (0,00). Se tiene que . = 0 y 0 = 6. Se obtiene:

s —em

o (T1,...,0,) =€ P B
sizy,...,z, =0,1,2,...,siendot =) ;.

e Para una distribucién teérica geométrica Geom () se tlene que fo(z)=0(1—0)""

siz=1,2,...,con O = (0,1). Se tiene que p = % yo 1-% Se obtiene:

f@ (5171, ... ,xn) = Q" (1 . Q)t—n

sizy,...,x, = 1,2,...,siendo ¢t = | z;. (Corresponde al nimero de repeti-
ciones hasta el primer éxito en pruebas de Bernoulli, aunque en ocasiones se
considera el nimero de fracasos antes del primer éxito, una unidad menor, con
una expresion de fy (z) algo diferente).

* Parauna distribucion teérica normal N (4, ) se tiene que f (v) = —5—exp { — 55 (v — 1)’}
para —oo < x < 00, con f = (i, 0) y © =R x (0, 00). Se obtiene:

folancesn) = 0o e { = LS - )

si—oco < xq,...,%, < O0O.
e Para una distribucién tedrica exponencial Ezp () se tiene que fy (r) = fe® para
x> 0,con © = (0,00). Se tiene que u = 1/0 y 02 = 1/62. Se obtiene:
fo(zy,...,2,) =0""", con t = Yo
—xz/0

sixy,...,xz, > 0. (A veces se reparametriza expresandose como fy (z) = %e ,
con i = 6 en este caso).

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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P

* Para una distribucién teérica gamma « (p, a) se tiene que fy (z) = ) xP~temar
paraz > 0, con § = (p,a) y © = (0,00)>. Se tiene que p = p/a'y o> = p/a>. Se
obtiene:

a™ n p—1 ot n
fo(z1,...,x,) = DR (Iliqz)” e, cont=>""
sixy,...,x, > 0.

e Para una distribucién tedrica beta Be («, 3) se tiene que fy(x) = ﬁx"_l (1—xz)!
para 0 < = < 1,con § = (o, ) y © = (0,00)". Se tiene que y = Yol =

af : .
i B Se obtiene:
fo(wr, .. ) = B(a, )" (T 2)* ™ (T (1 — 23)”™
si0<xq,...,x, <1.

e Para una distribucion tedrica uniforme U (0, 0) se tiene que f (z) = 5110 () si
x > 0, con soporte (0, 8) que depende de 6, siendo /4 (z) =1siz € Ay Is(z) =0
siz ¢ A. Con © = (0,00). Se tiene que . = 0/2 y 0 = 6*/12. Se obtiene:

Jo(z1,...,2n) =0 " Lo (x(n)) parazy,...,z, >0,
siendo z(,) el maximo () = max{zy,...,z,}

e Para una distribucion tedrica uniforme U (6, 62) se tiene que

1 1
I
f9 (x) 92 01 ‘91 92 (‘T) 92 91 91 OO (i[f) ( 7‘92) (fﬂ)

B I{z>6,}I{x <0y} ,para —oo <z < 00,
0y — 6,
denotando 4 (z) por I {z € A}. El soporte es el intervalo (6;,6-), y el espacio

paramétrico
62{01792 ER2291<92} .

Se tiene que ;1 = 3% y o2 = P2-00° ge gbtiene:
fo (@1, xn) = (02— 61) "I {xp)y >0} I {x4 < b} para—oco <zi,...,7, <00,
siendo x(;) el minimo () = min {z1,...,z,}

(Aqui [ es la funcién indicatriz, con I4(y) = 1siy € Ay Ia(y) =0siy ¢ A).

El estudio del verdadero valor de 0, fijo pero desconocido, puede afrontarse de distintas
maneras utilizando la informacién proporcionada por la muestra:

- Estimacion puntual: se obtiene un valor numérico tnico cercano al verdadero valor; el
grado de error cometido puede ser medido.

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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- Contrastes o tests de hip6tesis: se pretende corroborar o rechazar cierta afirmacién
sobre la distribucién de probabilidad del fenémeno estudiado, tales como comprobar
si un dado esta equilibrado o si cierto foirmaco aumenta la supervivencia ante una
enfermedad. La afirmacién (hip6tesis) se expresa en términos de un subconjunto 6, de
O, y se pretende estudiar si el verdadero valor de ¢ pertenece a ©, o0 no.

- Estimacion por intervalos de confianza: se obtiene un intervalo numérico en el que
pueda razonablemente afirmarse que estd el verdadero valor del pardmetro.

1.1.4 Estadistico muestral

La informacién proporcionada por la muestra puede ser resumida mediante funciones
de la muestra. En el proximo tema estudiaremos cudndo se pierde o no informacién con
ello (estadisticos suficientes).

Definicién 3. Se denomina estadistico a cualquier funcién medible de la muestra

T:0— RF.

La medibilidad impone que la imagen inversa de los conjuntos de Borel en R* sean
elementos de la o-dlgebra de sucesos considerada en (), para que esté definida la
probabilidad sobre R* a partir de la probabilidad sobre Q. Si T es continua o continua
a trozos, caso habitual, es medible, y podemos soslayar entonces esta cuestiéon de
consistencia para el formalismo matematico.

Ejemplos de estadisticos son la media 7 = % >, x;, 0 el minimo, o el maximo de la
muestra (k = 1), o el vector formado por el minimo y el maximo (k = 2). La misma
muestra (zy, ..., %,) es un estadistico, con k = n y siendo 7" la identidad. La dimensién
k del espacio imagen se denomina dimension del estadistico.

El estadistico 7" (z, . . ., z,) toma distintos valores segtin (x1, ..., x,) varia. Puesto que
suponemos que las observaciones son realizaciones de Xj, . .., X,, variables aleatorias,
podemos considerar 7' como una transformacién (cambio de variable aleatoria) de la
muestra.

Se denomina distribucién (en el muestreo) de un estadistico T a la distribucién de la variable

aleatoria.
T(X1,...,X,) .

En estadistica descriptiva solo se utiliza el valor numérico 7'(z, . .., z,). En estadistica
matemadtica estamos suponiendo que (z1, ..., z,) es una realizacién de (X;,...,X,), lo
que permite considerar el estadistico 7" = T" (X, .. ., X,,) como v.a., y entonces podemos
utilizar las herramientas del calculo de probabilidades para estudiar su distribucién. Es-
to permite el disefio de métodos de inferencia con los que se logra extraer la informacién
que ofrecen los datos z, . . ., x,, sobre el mecanismo que los genera.

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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1.1.5 Distribucidon empirica de la muestra

La distribucion empirica de la muestra (x,, . .., xz,), denotada por P}, es la distribucién de
probabilidad discreta con soporte {z1, ..., z,} que asigna probabilidad 1/n a cada valor
z;. Si hay datos repetidos se acumula la probabilidad.

Es una distribucién artificial, construida por conveniencia, y no se pretende realizar
ninglin experimento aleatorio para obtener una realizaciéon de P; dada una muestra

(x1,...,x,) (salvo métodos de remuestreo, que no se estudian aqui). La distribuciéon
empirica resume la informacién muestral (ignorando el orden en que fueron obtenidos
T1,...,%y,), y tiene utilidad por sus propiedades probabilisticas, que se obtendran a

partir de la incorporacién a la formulacién de la distribucién en el muestreo.

Veremos que con n suficientemente grande es muy probable que P sea muy cercana a
la distribucién tedrica P. De este modo, P se puede aproximar mediante P para hacer
calculos de probabilidad y también de caracteristicas numéricas de P. En particular,
veremos que los momentos y los cuantiles de P se pueden aproximar (estimar, con la
terminologia del tema 3) mediante los correspondientes momentos y cuantiles de P;.
Asfi, para obtener informacién sobre la esperanza p de la distribucion tedrica, se puede
utilizar la esperanza de la distribucién empirica que es (compruébese) z, aunque no
siempre es el mejor estadistico para ello, como veremos en los préximos temas.

A la correspondiente funcién de distribucién se la denomina funcién de distribucion
empirica, denotada por F;, de modo que F); (z) es la proporcién de los z; que son
menores o iguales que z, que se puede expresar como

1 n
F:(I)ZEZ]{%S$} para —oo <z < 00,
1=1

con[{x;<z}=1sizc>z;el{r;<z}=0siz<ux,.

Ejemplo 4. Se obtuvo la muestra (1,22, 23, 24) = (3.9,6.7,3.9,2.1). Se presentan a
continuacién la funcién de masa de la distribucién empirica P; (en su soporte), y la
funcién de distribucién empirica:

Pr{21} =1/4, P/ {39} =1/4+1/4=2/4y P;{6.7} =1/4
0 siz<21

1/4 si2.1 <z <39

3/4 si3.9<x<6.7
1 sixz >6.7

Fi(z) =

Para todo z, F)} (z) es un estadistico, puesto que es funcién de la muestra. Vamos a
obtener su distribucién en el muestreo. Utilizamos la misma notacién Ff (z) para la
funcién de distribucién empirica como realizacién y como v.a., y ahora consideramos,
para cada z, la v.a.

Fi )= -3 I <o)

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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Sea Z; = I {X; < 2}, de modo que F}; (z) = Z,con Z = 3" | Z,.

Es inmediato comprobar que Zi,..., Z, son vaiid B (1,p), con p = F(z). Entonces,
Yoy Z; = nFy(z) tiene distribucién binomial, nF (z) ~ B (n, F (z)), y entonces la
distribucién de F; (z) (su funcién de masa) viene dada por:

P{F; (x) = k/n} = P{nF; (x) = k} = P{B (n, F' (z)) = k}

= <Z>F($)k [1—F(x)]"" parak=0,...,n.

Con el simbolo “~” denotamos la igualdad en distribucién, entre dos variables aleato-
rias, o igualdad de la distribucién de la v.a. que hay a la izquierda con la distribucién
que se nombra a la derecha, como en nF; (z) ~ B (n, F' (x)).

(Cometeremos abuso de notacién en expresiones de este tipo, permitiendo escribir
P{B (n,F (z)) = k}, de modo que en esa expresion, B (n, F' (z)) se refiere a una v.a.,
nF} (x), con esa distribucién, y no a la distribucién).

A partir de la esperanza y varianza de la B (n, F' (x)) y simplificando, se obtiene para
cada z
E[F, ()] = F(z) y VI[F, (@)] = F(2)[1 = F ()] /n.

Entonces, F;(z) se distribuye alrededor de F'(x), con una dispersién que tiende a cero
cuando n tiende a infinito (pequefia para n grande). Entonces F' (x) proporciona un
valor aproximado para F (z).

Ahora consideramos, para cada z, a F;} () como v.a. funcién de n y estudiamos la con-
vergencia cuando n tiende a infinito. También enunciamos un resultado que involucra a
F} (z) para todos los valores reales de = simultaneamente.

Puesto que F¥ (z) = Z y E[Z;] = F (z), por la ley fuerte de los grandes niimeros se
tiene que

Recuérdese que la convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad,

y entonces F* (v) % F (z). Ademas, puesto que F (z) es constante, la convergencia
en probabilidad es a una distribucién degenerada en F'(z), y ésto es equivalente a

la convergencia en distribucién (en ley): se tiene que F; (z) 4 F (x). Por tanto, la
distribucién de F;' (z) se va acercando a una distribuciéon degenerada en F' (z) segtin
n crece, aunque esto se podria haber obtenido también a partir de la desigualdad de
Chebichev y los dos primeros momentos de F¥ (x), que hemos obtenido antes.

El siguiente resultado establece que esta convergencia se cumple ademds uniformemen-
te, para todo x simultaneamente.

Teorema 5. (de Glivenko-Cantelli) Si X7, X, ... son vaiid con funcién de distribucién
F' se tiene que
sup |F (z) — F (x)] — 0 c.s. (1.2)

zeR
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Por el resultado (1.1), para cada x se tiene que F)! (z) tiende a concentrar la probabilidad
cada vez mas cerca de F'(z) segtin crece n. Por el teorema 5, esto ocurre para todo
simultaneamente, segtin se explica a continuacion.

Consideremos la v.a. A,, = sup, g |F () — F (z)|. (La distribucién del estadistico A,
que no se presenta aqui, fue estudiada por A.N. Kolmogorov, y se utiliza en problemas
de inferencia no paramétrica). Se tiene que

P{A, <e} =P{|F; (z) — F(z)| <& paratodozx} .

Puesto que la convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, en-
tonces se tiene por (1.2) que lim,,_,», P {A, < e} = 1 para todo ¢ > 0. Entonces, con n
suficientemente grande se tiene que

Fr(z) —e < F(x) < F (v) + ¢, paratodo z simultaneamente,

con una probabilidad (en el muestreo) tan grande como se desee, lo que ofrece una
acotacion para F' () para todo x con una amplitud de 2¢, con probabilidad grande.

Una m.a.s. es una secuencia de vaiid, y por tanto este teorema establece que la muestra
no solo aporta informacién sobre la distribucion teérica F' desconocida, sino que esta
informacion tiende a ser completa cuando cuando el tamafio de muestra crece.

Podemos utilizar el teorema central del limite (TCL) para obtener para cada x una
aproximacién de como de cercana a F' (z) es la va. F; (z) para n dado no demasiado
pequeiio. Puesto que E [Z;] = F (x), V[Z)] = F(x)[1—F (z)]y F} ( ) = Z, por el

TCL se tiene que F; (z) es asintéticamente normal N (F A (x ()] /n)

denotado por

Fi (@) ~ AN (F (2), VF @) L= F (@] /n) ,
que quiere decir que la variable aleatoria
Ey (x) — F(x)
VE @) [1=F()]/n

converge en ley a una (v.a. con) distribucién N (0, 1).

(O que (F} () — F (x)) v/n converge en ley a una N (0, VF(@)[1-F (x)]))

Puesto que, a través de la distribucién empirica, la muestra tiende a dar informacién
completa sobre la distribucion teérica, las caracteristicas de la distribucién empirica
deberian tender a dar informacién completa sobre las correspondientes caracteristicas
de la distribucién teérica. Asi ocurre cuando estas caracteristicas son los momentos y los
cuantiles, segtin estudiamos en los dos préximos apartados. En todos los casos, cuando
n tiende a infinito, los momentos y cuantiles muestrales convergen (con su distribucién
en el muestreo, como variables aleatorias) casi seguro a (una v.a. degenerada en) los
correspondientes momentos y los cuantiles poblacionales, y la distribucién asintotica es
normal.
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1.1.6 Momentos muestrales

Definicion. Media y varianza muestral

El momento muestral de orden k respecto del origen es
Qap = l i ib’k
n 1=1 Y

El momento muestral de orden k respecto de la media (o central) es

n

1
bk:—Z(l’i—f)k ,CconT =ay .

n -
=1

Estos estadisticos, los momentos muestrales, son justamente los correspondientes mo-

mentos de la distribucién empirica. Lo comprobamos para a; y by, y el caso general se
comprueba del mismo modo.

Sea £ una v.a. cuya distribucion sea la distribucién empirica P, de una muestra dada
(x1,...,x,). Entonces, por ejemplo, el momento de la v.a. { de orden 1 respecto del
origen es

1 —
1=
que coincide con la cantidad que hemos definido como momento muestral de orden 1
respecto del origen a;. El momento de ¢ de orden 2 central es la varianza

VI =E[¢-EE)] :Zﬁ(fﬂi_x) ,

que coincide con la cantidad que hemos definido como momento muestral de orden 2
central b,.

Entonces, “momento muestral” es equivalente a “momento de la distribucién empiri-

14

ca .

Se usan principalmente con k igual a 1 y 2. Denotamos a; como Z y by como s*:

n
1
._'E:—§ X,
n“
=1

1 < 2
s —E;(a:z—x) :

Las dos siguientes exzpresiones para s* son utiles en algunas ocasiones. Desarrollando

[

el cuadrado (z; —7)° = ((z; — a) + (a — T))* y simplificando se obtiene, para toda
constante a, s* = = 3" | (x; — a)® — (T — a)’. Esta expresion se suele utilizar cona = 0y
a =

1 & 1 &
52:ﬁsz—f2:ﬁz:($i—u)2—(f—ﬂ)2
i=1 i=1
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Esta expresion también se puede obtener utilizando las propiedades de la varianza,
teniendo en cuenta que s* = V [¢] es la varianza de la distribucion empirica:

S=V[E=VE-d=E[¢{-a)’]-E[{—a)

Al estadistico T se le denomina media muestral v al estadistico s? varianza muestral.
y

A partir de una realizacién muestral se pueden calcular los momentos muestrales,
que son valores numéricos. Pero antes del muestreo, estos estadisticos son variables
aleatorias, con su distribucién en el muestreo, que estudiamos a continuacion.

Distribucién y momentos de los momentos muestrales

Utilizamos la misma notacion para considerar los momentos muestrales como v.a. que
como realizaciones (con la excepcion de 7, que la denotaremos por X como v.a.).

Sean entonces
n

1< 1 _
a==> X'y bk:EZ(Xi—X)k,
=1 =1

y en particular
— I 1 ¢ —\2

La distribucién de estos estadisticos no admite una expresiéon general, y debe ser
estudiada en cada caso particular, segtn la forma funcional de la distribucién teérica.
Adn asi, su obtencion puede no ser sencilla. Mas adelante en este tema nos ocuparemos
del caso de poblaciones normales, para el que el manejo de la distribucién exacta de los
principales momentos si tiene una solucion satisfactoria, e involucra las distribuciones
x?, t de Student y F' de Snedecor.

Se dice que una familia paramétrica de distribuciones, con pardmetro 6, es reproductiva
respecto de 0, si la distribucién de la suma de dos variables independientes X e Y de
esa familia pertenece también a la familia, siendo el valor del pardmetro para X + Y la
suma de los valores para X y para Y.

Para comprobar la reproductividad, se puede determinar la funcién caracteristica de
X + Y mediante la formula px .y (t) = ¢x (t) ¢y (t), y comprobar si corresponde
también a la familia, y a qué valor del pardmetro. Por ejemplo, si la funcién caracteristica
de la distribucién tedrica es de la forma ¢ (t) = h (t)g, y X e Y, independientes, tienen
distribucién en esa familia con pardmetro ¢, y 6, respectivamente, se obtiene pxy () =
h(t)"%, que corresponde a esa misma familia con pardmetro 6, + 6,, y entonces la
familia paramétrica considerada es reproductiva.

En caso de que la distribucién tedrica sea paramétrica y reproductiva, la distribucién de
nX =Y, X; (lo expresamos asi por brevedad) se obtiene de un modo inmediato.
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Por ejemplo, si X ~ P (6) (Poisson), reproductiva respecto de 6, entonces nX ~ P (nf),y
a partir de aqui se obtiene la distribucién de X. (Itérese la propiedad de reproductividad,
definida para dos sumandos, para obtener el resultado en este caso con n sumandos de
Si X ~ B(k,p) (binomial), reproductiva respecto de § = k para p fijo, se tiene que
nX ~ B (nk,p).

Si X ~ N (u1,0) (normal), reproductiva respecto de g (6) = (11, 0?), se tiene que nX ~
N (npi, o/n).

Si X ~ v(p,a) (gamma), reproductiva respecto de § = p para a fijo, se tiene que
nX ~ 7 (np,a).

Y lo mismo se aplica a otros momentos ay, si la distribucién de X ko una funcién sencilla
de ella, es reproductiva. Por ejemplo, si X ~ N (0, 0), se obtiene (lo comprobaremos
mas adelante) que f—j ~ v (1/2,1/2), y por la reproductividad de la gamma respecto de
¢ = p se obtiene %% ~ v (n/2,1/2).

Los momentos muestrales, como variables aleatorias, tienen sus propios momentos. Por
ejemplo, podemos estar interesados en determinar la esperanza y la varianza (momentos
de orden 1 y 2) de la media muestral (momento muestral de orden 1). A diferencia
de lo que ocurre con la distribucién de los momentos muestrales, los momentos de
los momentos muestrales si admiten una expresién general. Esto nos permite obtener
su comportamiento asintético, que resulta ttil cuando la distribucién exacta es poco
manejable.

Denotamos los momentos poblacionales (de X, de F) por
w=E[X"] y B=E|(X-p.

en particular, = a; = E[X]| y 02 =, = E[(X — p1)’] =V [X] son la esperanza y la
varianza poblacionales (esto es, de la distribucion tedrica). A esta esperanza i también
se la denomina media poblacional, pero el término “poblacional” es frecuentemente
omitido, y debe ser identificado por el contexto si la media a la que se hace referencia es
media muestral o poblacional, esperanza.

Es sencillo comprobar que E [a;] = o y V [ag] = (aar — a3) /n . Con k = 1 se obtie-
ne

E[X]|=pu, (1.3)
2
V[X] = % . (1.4)
Para la varianza muestral s? se verifica:
E]=""1s y (1.5)
n
n—1)>2 n—1)(n—3

vy = o, (D= g

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria



1.1. Conceptos basicos de muestras aleatorias 17

La varianza muestral s sirve para estudiar la varianza poblacional ¢2. Sin embargo, la
esperanza de E[s%] no es exactamente o2 (aunque si asintoticamente, véase (1.5)). Resulta
conveniente disponer de un estadistico cuya esperanza coincida con o2, y por ello se
define la cuasivarianza muestral (también llamada varianza muestral corregida, o varianza
muestral):

=" oo LS v owp,

n-1 n—1

que tiene la siguiente propiedad.

E[S?] =o”.

Comprobamos que E[s?] = =102, y de aqui que E[S?] = ¢?. Se tiene que:

B =B[1 30 - - (-
= L Bl B[]
:% jle/[Xi]—V[Y] :%noz—%Q
n—1,

De aqui se obtiene

n—1

E[SQ}:E{ n 32]: "_g[s] =02

Comportamiento asintético de los momentos muestrales

Aqui seguimos considerando los momentos muestrales como variables aleatorias, y
estudiamos la convergencia cuando n tiende a infinito. Indicamos de un modo explicito
la dependencia de n con la notacién ay(n) = a; y bi(n) = by. Los siguientes resultados
solo son validos si todos los momentos poblacionales oy, y i involucrados son finitos,
que es el caso habitual.

Puesto que las X son vaiid podemos aplicar las leyes de los grandes nameros y el
teorema central del limite a a;(n).

Tomando Z; = X¥, se tiene que 71, ..., Z, son vaiid con E [Z;] = ayy y V [Zi] = g — az.
Se tiene que ax(n) = Z, y entonces se verifica que

c.s. Qog — Oé%
ap (n) = ax y ag(n) ~ AN | oy, — ] (1.6)

Se verifica también que by (n) <3 ), y que by, (n) es asintéticamente normal, aunque la
demostracién requiere mas elaboracion que la de (1.6), que es aplicacién directa de los
resultados de convergencia mencionados.
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En particular

X ~ AN (u%) y 52~ AN <02,\/64;6%) : (1.7)

En el caso de poblaciones normales, no solamente X tiene distribucion asintética
N (p, 0/+/n), sino que la distribucién es exactamente normal, X ~ N (u, 0/+/n), puesto
que es combinacioén lineal de v.a. normales independientes, con distribucién conjunta
normal por tanto, y entonces X es normal, con los mismos momentos que los obtenidos
en (1.3) y (1.4).

Ejercicio 6. Consideremos una m.a.s. de tamafio n de una distribucién N (p, 1.5).

a) Calcula la probabilidad de que la media muestral difiera de ;. (en valor absoluto) en
menos de 0.1, con n = 100.

b) ;Cuanto debe valer n para que la probabilidad de que la media muestral difiera de
en menos de 0.1 valga 0.9.

Solucién 7. En este caso X ~ N (u,1.5/4/n) y entonces % ~ N (0,1).
a) Se tiene que

B'd _ X-— 0.1

P{|X —p|<01} = P{ 57| < 1.5/\/5}

— P{|IN(0,1)| <0.67} =1—2-0.251 = 0.497

(con el abuso de notacién habitual en P {|N (0,1)] < 0.67}).
b) Se tiene que

P{X —ul <01} = P{|5vin| < v}
=1-2-P{N(0,1) > Lty/n} =09,
y entonces P {N (0,1) > &+/n} = 0.05. Puesto que P {N (0,1) > 1.64} = 0.0505, debe

ser (aproximadamente, utilizando tablas y redondeando, y mejor aproximacién con
software) +=/n = 1.64, y se obtiene n = 605.

También se obtienen resultados similares para los cuantiles muestrales.

1.1.7 Cuantiles muestrales

Los cuantiles muestrales son los cuantiles de la distribucién empirica. Convergen casi
seguro a los correspondientes cuantiles poblacionales y son asintéticamente norma-
les.

Recordamos la definiciéon de cuantil y enunciamos los resultados de convergencia, que
sirven para realizar aproximaciones cuando n es suficientemente grande.

Consideremos una v.a. Y con funcién de distribucién G. Para 0 < p < 1, un cuantil
de orden p de Y (o de G) es un valor y, tal que G (y,) < p < G(y,) (con G (y,) =

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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limys,, G (y)). Si existe un tnico y tal que G (y) = p entonces y, = y = G (p), y el
cuantil y,, es tnico (es el tnico valor que deja a su izquierda una probabilidad p).

En el caso discreto, para todo p, o no existe y con G (y) = p o si existe no es tnico. Si
g es la funcién de masa se obtiene ¢ (y; ) = G (yp) — 9 (yp), y entonces un cuantil y,
cumple

G(Yp) —9 W) Sp<G(yy) -

De aqui se obtiene que si y es un punto de salto de G (si y esté en el soporte de ), con
salto g (y) > 0, para todo p con G (y) — g (y) < p < G (y) se tiene que y, = y es el cuantil
de orden p, y es tnico para cada uno de estos valores de p. Para el resto de valores y (no
en el soporte), si G(y) = p para a < y < b, entonces cualquiera de estos valores y es un
cuantil de orden p. Se suele tomar y,, = (a + b) /2. Las propiedades de convergencia que
se estudiardn no dependen de esta eleccion.

A continuacién enunciamos los resultados de convergencia.

Sean X, Xy, ... vaiid con distribucién teérica F. Suponemos que F' tiene un tinico
cuantil de orden p, que denotamos por z,,. Sea c,(n) el cuantil de orden p (considerado
como v.a.) para la distribucién empirica de la m.a.s. X;,..., X,,. Entonces se tiene
que
C.S.
cp(n) =z, .

Si, ademas, la distribucion tedrica F' es continua con funcion de densidad f, se verifica

que
cp(n) ~ N (:pp, \/pﬁ(}—(;z)’)) (1.8)

Ejercicio 8. Consideremos una m.a.s. de tamafio n de una distribucién N (p, 1.5).

a) Calcula la probabilidad de que la mediana muestral difiera de y (en valor absoluto)
en menos de 0.1, con n = 100.

b) (Cuanto debe valer n para que la probabilidad de que la mediana muestral difiera de
1 en menos de 0.01 valga 0.9.

Solucién 9. La mediana es el cuantil de orden p = 1/2. La distribucién normal es
simétrica, y por tanto x,/, = p. Vamos a utilizar la aproximacién dada por (1.8) (n = 100
es suficientemente grande). En este caso f(z1/2) = f(n) = 1/ (1.5v/27). Sea M = ¢12(n).

Por (1.8) se tiene que M ~ N <p, %{”) (@ =1.253).

a) Se tiene que

P{!M—u|<0-1}=P{ M| r}
2/ 2vn

~ P{|N(0,1)] < 0.53} =1 —2-0.2981 = 0.404
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b) Se tiene que

P{M =yl < 0.01} = P {\N(O, 1| < 75\1/%\/5}

1
=1-2-P{N(0,1) > —=+vn, =029,
{ 0.1 75\/277\/_}
y entonces P {N (0,1) > 75\1/5\/5} = 0.05. Puesto que P{N (0,1) > 1.64} = 0.0505,
debe ser —=~+/n = 1.64, y se obtiene n = 95058..

1.2 Sumas de variables aleatorias de una muestra aleatoria

Véase el apartado 1.1.6.

1.3 Muestreo de una distribucién normal: propiedades de l1a media y varianza
muestrales y las distribuciones t de Student y F de Snedecor.

1.3.1 Introduccion

En muchas situaciones la distribucién tedrica es normal N (u, o). Los estadisticos bdsicos
para el estudio de los pardmetros de esta distribucién, que se realizara en los préximos
temas, son:

n

X= Y Xy 2= S (N -X) o8 = i
=1

n = n—1
Como se comento, la obtencion de la distribucién de los momentos muestrales, en
particular la de X y s%, no es un problema sencillo de resolver, y no hay una solucién
satisfactoria para muchas familias paramétricas. Sin embargo, en poblaciones normales
la distribucién de X y s? si admite una expresion exacta y manejable, e igualmente para
otros estadisticos funcién de ellos que serdn herramientas ttiles, como el estadistico de
Student.

Ademas, aunque la distribucién teérica no sea normal, para muestras grandes (n gran-
de), la distribucién de X es aproximadamente la misma que en el caso normal, lo que
resulta de utilidad para poder aplicar los métodos de inferencia estadistica: X tiene
distribucién asintética N (p, 0/4/n) para cualquier distribucion teérica con esperanza p
y varianza o2 finitas, por el TCL.

Comenzamos este apartado introduciendo las distribuciones x?, t de Student y F de
Snedecor, asociadas a vaiid normales. La distribucién de los principales estadisticos
de interés en el muestreo de poblaciones normales se expresa en términos de estas
distribuciones. Estudiaremos la distribucién de estos estadisticos, como por ejemplo la
distribucién conjunta de (X, s*). También consideraremos los casos en los que hay, o
dos muestras normales, 0 muestras de una poblacién normal bidimensional.
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1.3.2 Distribuciones asociadas a la normal

Distribucién x>

En primer lugar, comprobamos que la distribucion del cuadrado de una v.a. N (0,1) es
7 (1/2,1/2).

Sea X ~ N (0,1) eY = X2 La funcién h (z) = z* no es inyectiva para z en el soporte de
X, y no se puede aplicar aplicar el teorema de cambio de variable aleatoria para obtener
la distribucién de Y. Hay que operar de otro modo, por ejemplo de la siguiente manera.

Sean FY, fx, Fy, fv las funciones de distribucién y de densidad de las correspondientes
variables. Para y > 0 se tiene que:

Fy (y) = P{Y <y} = P{X* <y} = P{IX| <}
=P{-Vy< X<y} =2-P{0<X <y}
=2(Fx (Vy) = F(0)) ,

teniendo en cuenta que la distribucién N (0, 1) es simétrica. De aqui se obtiene:

fy (y) = Fy (y) = Q%f)( (V9) = y1/z\/%eﬂz/2
271/2 a

_ 35— 1,—y/2
= yz e paray > 0,
NZS

que es la funcién de densidad de una distribucién gamma v (1/2,1/2), puesto que

['(1/2) = /7. Entonces, Y = X? ~ ~(1/2,1/2).

La distribucién +y es reproductiva respecto del primer pardmetro, y por tanto la distribu-
cién de la suma de los cuadrados de n variables N (0, 1) independientes es 7 (n/2,1/2):
si Xi,...,X, sonvaiid N (0, 1), se tiene que

fo ~(n/2,1/2) .

Esta distribuciéon se define a partir de variables N(0, 1), pero también esta relaciona-
da con variables N(u, o) en general, puesto que las podemos transformar en N (0, 1)
mediante la tipificacion: si X7, ..., X,, son vaiid N(u, o) se tiene que

> (% “)2 ~A(nf2,1/2).

i=1

También esta relacionada con la distribucién de s* (y de S?) para muestras de una
N(p, o) (a partir del teorema de Fisher, mas adelante). La varianza muestral s? sirve
para estudiar la varianza poblacional o2, y por éllo esta distribucion v(n/2,1/2) es util
en este estudio. Por su amplio uso, se le ha puesto nombre propio.
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Se dice que una v.a. X tiene distribucion x? con n grados de libertad, denotada por x2, si
tiene distribucion v (n/2,1/2). La funcién de densidad es

2711/2
f(zx) = I /2)x"/2_16_z/2 para = > 0.
n

La distribucion x3 esla v (1,1/2), que es la Exzp (1/2).
La esperanza y la varianza son

ElX]=n, V[X]=2n.

La distribucion x? es reproductiva: si X ~ x2 e Y ~ x2 y son independientes, en-
tonces X +Y ~ x2.,.. Esta propiedad se obtiene a partir de la reproductividad de la
gamma.

No se dispone de una expresion sencilla de la funcién de distribucién, y por ello se
hace necesario el uso de procedimientos informaticos o tablas para efectuar calculos
con esta distribucién. La tabla usada habitualmente comprende valores de n desde 1
hasta 30.

Para valores de n grandes, podemos obtener la distribucién aproximada (asintética) uti-
lizando el TCL, aplicandoloa Zi, .. ., Z,, con Z; = X}. Se obtiene que x? ~ AN (n,v/2n),
con el abuso de notacién de escribir x2 en lugar de Y " | X7, siendo X, vaiid N (0,1),
que tiene distribucion y?2.

Sin embargo, la siguiente aproximacién, que se obtiene aplicando el TCL y otros desa-
rrollos, tiene una convergencia mas rapida: se tiene que.

V22 —V2n—1~ AN (0,1) . (1.9)

Entiéndase aqui que x? se refiere a una v.a. con esa distribucion. Se considera que la
aproximacién es buena para n > 30.

Se denota por X%,a al valor numérico tal que la x? deja a su derecha una probabilidad
a, estoes, P {X% > Xi,a} = o Por ejemplo, buscando en las tablas se obtiene X§70.7 =3,
Xo0.1 = 14.68y X35001 = 44.31.

Ejemplo 10. Obtenemos el valor x3  ¢; buscando en la tabla y mediante la aproximacién
(1.9). De la tabla se obtiene x3, 05 = 43.77. Sea ¢ = X3 .05, que sabemos que vale 43.77,
pero cuyo valor vamos a aproximar ahora mediante (1.9) como ejercicio de aplicacién
del resultado. Se tiene que

o.%:p{xgom}:p{\/ﬁ_mw%—m}
~ P{N(0,1) > V2c - V59 } .

Entonces v2¢ — v/59 = 205 = 1.64, y de aqui se obtiene ¢ = 1 (2005 + V 59)2 = 43.44,
que es un valor cercano al valor correcto (con dos decimales de aproximacién) 43.77.
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Distribucién ¢ de Student
Consideremos Z ~ N(0,1) e Y ~ x2 independientes. A la distribucién de
A
VY/n

se la denomina distribucién t de Student con n grados de libertad, y se la denota por ¢,,. De
este modo, T' ~ t,,. La funcién de densidad es

fu(t) = Lin+1)/2) (1 +t2/n)7(n+1)/2 para —oo <z < 00.

Vnw T (nf2)

Se tiene que t,, ~ AN (0, 1). Se puede comprobar a partir de la obtencién del siguiente

limite: lim,, o0 (1 + 2/n)”"""V/% = ¢=*/2 Para n > 30 se considera que la aproximacién
delat, porla N (0, 1) es buena.

La esperanza y la varianza son

E[l]=0sin>11y V[I]= "2 sin>2.
SiX,X,..., X, sonvaiid N(0,0) se tiene que
X
~ iy,

\/ % Z?:l X2

para cualquier valor de o.

Esta distribucién es ttil para el estudio de ; en poblaciones normales para las que o es
también desconocida.

No hay una expresion sencilla para la funcién de distribucién, y también se hace
necesario el uso de procedimientos informaéticos o tablas.

Denotaremos por ¢, , al valor tal que la ¢,, deja a su derecha una probabilidad «, esto es,
P{t, > t,.} = a. Por ejemplo, buscando en las tablas se obtiene
th,O.l — 1372, t16’0.05 == 1746 y t20’0.01 = 2528

La fila de la tabla con n = oo corresponde a la NV (0, 1), segtin la normalidad asintética
de ¢,, mencionada antes. Por ejemplo, buscando en ambas tablas se obtiene ¢ o025 =
20.025 — 1.96.

Distribucién F' de Snedecor

Consideremos X ~ x? eY ~ x2 independientes. A la distribucion de

_X/n
T_Y/—m
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se la denomina distribucién F' de Snedecor con n, m grados de libertad, y se la denota por
F,.m. La funcién de densidad es

n+m

G002 e

P (5=
g(t)zr(%)—r(

\_/

NE

La esperanza y la varianza son

2 _
Bl =" sims2 y v 2mntm=2)

= in>4.
m— 2 n(m —2)2(m — 4) S

SiXy,...,X,,Y,..., Y, sonvaiid N(0, o) se tiene que

% Z?:l Xi2

~ F

1 m 9 n,m s
m Zizl Y;

para cualquier valor de o.

SiT ~ F,,, se tiene que (1/7') ~ F,, . Expresado con los abusos de notacién que
estamos cometiendo, se tiene que FL ~ F,,n, que se demuestra teniendo en cuenta

-1
ve (Xn) = x5/m gendo Y2 v 12, independientes.
q X2 /n nY Xm P

X /™M

También se hace necesario el uso de procedimientos informéticos o tablas. Denotare-
mos por F, . al valor tal que la F}, ,, deja a su derecha una probabilidad «, esto es,
P{F,m > Foma} = .

Por ejemplo, buscando en las tablas se obtiene F} 7 .00 = 10.050, Fay140.005 = 2.7888 y
Fi32801 = 1.7895.

En las tablas solamente se incluyen valores que dejan a su derecha una probabilidad
pequena (de 0.005 a 0.1). También se necesitan en las aplicaciones estadisticas valores
que dejan a su derecha una probabilidad grande. Obtenemos una relacién que permite
expresar los unos en funcién de los otros.

Consideremos e con 0 < v < 1. Por ejemplo, sea o pequefio (< 0.1), de modo que 1 — «
es grande (> 0.9). Se tiene que

1 1
=Pl{F,;m > Fomat =P <
o= P {Fym > Fymol {Fm Fm}

1 1
=P{F,, < =1—-P<F,,> .
{ 7 Fn7m7a } { 7 Fn7m7a }

Entonces P {an >

7 } =1 — a, y por tanto debe ser

1
Fn,m,a .

Fm,n,l—a =

Por ejemplo, Fy509 = = 0.107.

1
Fso01  9.2926 2926
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1.3.3 Distribuciones en el muestreo para una poblacién normal

En este apartado se estudia la distribucién de ciertos estadisticos para muestras nor-
males, que seran ttiles para los procedimientos de inferencia que se desarrollaran en
los préximos temas. Se demostraré el teorema de Fisher y se presentaré el estadistico
de Student. Ampliamos el significado del término “estadistico”, funcién de la muestra,
permitiendo ahora que también intervengan en él pardmetros desconocidos, como en

X-1t, /n, que es un estadistico en este sentido ampliado.

g

Consideramos que X1, ..., X,, es unam.a.s. de una distribucién teérica normal N (p, o).

Distribucién de la media y la varianza muestral

El siguiente teorema permite obtener la distribucion conjunta de (X, s?). El resultado
serd de gran utilidad para el estudio de los pardmetros en poblaciones normales.

Teorema 11. (de Fisher) Sea Xj,..., X, una m.a.s. de una distribucién teérica N (u, o).
Se tiene que X y S? son independientes, y que

(n—1)52
T Xo-1-

Recuérdese que (n — 1) S? = ns®. Presentamos una demostracion basada en el siguiente
resultado sobre transformaciones lineales de variables aleatorias normales con vec-
tores de coeficientes ortonormales. Los vectores considerados son vectores fila, y el
superindice ¢ se utiliza para denotar la transposicién.

Lema 12. Sean Xj,..., X, vaiid con distribucién N (0,0) y X = (Xj,...,X,). Sean

c1,...,cp vectores fila de R” ortonormales, de modo que cicé- =0y ¢;ct =1 paratodo i
yj #i;conp <n.Parai=1,...,pconsideremos la v.a. unidimensional Y; = ¢; X". Se
tiene que la v.a.
n p
2= X}=) Y’
i=1 i=1
es independiente de Y1, ..., Y} y que Z/o? tiene distribucién x;, .
Demostracion. Podemos afiadir n — p vectores mas c,41,. .., c, a los vectores ¢y, ..., ¢,

de modo que todos juntos formen una base ortonormal de R". Estos vectores existen y
no son tnicos. Su eleccién es arbitraria y no hay que especificarla, y solo tienen utilidad
como elemento auxiliar en la demostracion; lo que importa aqui es, que existen, y su
distribucién, que como veremos no depende de la elecciéon de c,y1,...,¢c,. Sea C' la
matriz ortogonal n x n

C1

C2

C= _ ,

Cn
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con CC" = [y C'C = I, siendo I la matriz identidad. Sea Y* = C X?, de modo que sus p
primeras componentes son los vectores Y;, ..., Y, del enunciado. Puesto que X tiene
distribucién conjunta normal, e Y se obtiene como transformacioén lineal no singular
de X, la distribucién de Y también es normal n-dimensional. Calculamos el vector de
esperanzas y la matriz de covarianzas de Y:

E[Y]=E[XC'|=E[X]C'=0C"=0y

VIY]=E[Y'Y]=E[CX'XC' =CE [X'X]C"

=CV[X]C'=C (¢’I) C" = 0?CC* =0°1,

siendo 0 el n-vector fila de ceros, puesto que E [X| = 0 y la matriz de covarianzas de
X es V [X] = o?I. Entonces, Y1, ..., Y, son vaiid con distribuciéon N (0,0) (igual que
Xi,...,X5).
Puesto que Y = X (" se tiene que X = YC, y de aqui:

Z:XXt—zp:Yf:Y(JCth—zp:Yf:YYt—Ep:Yf: En: Y2,
=1

i=1 i=1 i=p+1

Entonces, Z es independiente de Y1, ...,Y,, y Z/o? tiene distribucién x?._, puesto que
se puede expresar como suma de n — p cuadrados de vaiid NV (0, 1). |

Demostracion. (teorema de Fisher) Desarrollando el cuadrado

n n

(n-1)8=3 (X, -X)" =Y ((Xi—n) - (X -p)°,

i=1 i=1
y simplificando se obtiene

n

(n—1)52:Z(X,-—,u)2—n(7—u)2.

i=1

Aplicamos el lema anterior a X; — p, ..., X,, — p, que son vaiid N @, 0),tomandop =1
yea == (1,...,1). Obsérvese que c;c| = 1. Se obtiene Y; = \/n (X — 1) y

Z:Z(Xi—u)z—n(Y—u)Qz(n—l)SZ.

Entonces, (n — 1) S? es independiente de v/n (X — 1), y por tanto 5% es independiente
de X. Ademas, (";—12)52 tiene distribucion y2_,. u

Distribuciéon del estadistico de Student

Si o es desconocida, la distribucién de X, N (i, 0/+/n), tiene varianza desconocida,
2
o*/n.

Para estudiar j en este caso en que o es desconocida, seré ttil considerar el estadistico
de Student, dado por

T

:X_“\/n—1:XS_“\/ﬁ. (1.10)
S

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria



1.3. Muestreo de una distribucién normal: propiedades de la media y varianza muestrales y las
distribuciones t de Student y F de Snedecor. 27

Teorema 13. (de Student) Se verifica que

T ~ty,.

Demostracién. Puesto que Z = %\/_ ~ N(0,1),Y = (”_0—12)52 ~ x2_,, y son indepen-

dientes (por el teorema de Fisher), se tiene que % ~ t,—1. Es inmediato comprobar
-

Z__ =T, lo que concluye la demostracién. |

e Ve

Las propiedades de este estadistico que lo haran ttil son que en él interviene X — 1, no
interviene o, y su distribucién, ¢,_;, no depende del parametro desconocido (y, o).

1.3.4 Distribuciones en el muestreo para dos poblaciones norma-
les

Introduccion

Consideramos ahora otras situaciones en las que se amplia el contexto considerado
hasta ahora de una muestra de v.a. unidimensionales. Por una parte se consideran
dos muestras de variables normales unidimensionales (problema de tipo 1, para una
referencia rdpida), y por otro una muestra de variables normales bidimensionales
(problema de tipo 2).

- Problema 1 Dos poblaciones normales independientes:

Xi,...,X, mas. deuna N (u3,01) y
Yi,...,Y, mas. deuna N (us,03) ,
siendo las X; independientes de las Y.

Por ejemplo, utilizando los fertilizantes A ¢ B la produccion de cierto cereal es N(j4,0.4)
6 N(up, op) respectivamente. Un estudio de p4 — pup basado en n + m cultivos en un
vivero, n con A y m con B, nos permite comparar el rendimiento de ambos fertilizan-
tes.

- Problema 2 Muestras pareadas:

(X1,Y1),...,(Xp,Y,) mas.deuna N (u, %) ,

2
g 019 . .
donde ;1 = (y1, p12) es el vector esperanzas y ¥ = { ! 5 ] es la matriz de covarian-
J12 0'2

Zas, CON 012 = PC102.

Los datos son bidimensionales. Por ejemplo, el nivel de colesterol de n pacientes antes
y después de un tratamiento médico. Si p; — e > 0 el tratamiento ha reducido el
nivel.

Denotamos por X, s? y 5? a la media, varianza y cuasivarianza de las X;, y por Y, sy
5% alasdelas ;.

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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Distribucidn del estadistico diferencia de medias

En este apartado obtenemos estadisticos que serdn ttiles para el estudio de 111 — fio.
Puesto que el estudio de la media poblacional en una poblacién normal estd basada en
la media muestral, el estudio de j1; — o estard basadoen X — Y.

- Problema 1:

Se tiene que o
X =Y — (1 — po)

Voi/n+o3/m

Ejercicio: Comprueba que X — Y tipificada es justamente el estadistico en (1.11), con lo
que queda comprobado (1.11).

~N(0,1) . (1.11)

En caso de ser oy, 02 desconocidas sera ttil considerar estadisticos en los que no inter-
vengan estos valores desconocidos.

Si 01,09 son desconocidas, pero podemos admitir que 0, = 03, entonces sera ttil
considerar el siguiente estadistico:

XY — (= pa)
1

S =+ —
b n m

~ oo con §, = /O 0LDSE (112)

Comprobamos que, efectivamente, la distribucién de este estadistico es ¢,,4,,—2. Su-

n—1)S52
% ~Xi Y

~ X2, Puesto que estas v.a. son independientes y que la distribucién x? es

0-2
. . —1)52 —-1)s2 .. . . .,
reproductiva, se tiene que la suma, Y = (n—1) 1;“2(7” )% tiene distribucién X2 m_o- Sea

Z ~ N(0,1) el estadistico en (1.11). Teniendo en cuenta que una muestra es indepen-
diente de la otra y el teorema de Fisher, se tiene que X e Y son independientes de

2 2 . : _ Z
STy S3, y por tanto Z e Y son independientes. Entonces, T' = )

Simplificando, se obtiene que 7" es justamente el estadistico en (1.12).

pongamos que 0; = 02 = 0. Por el teorema de Fisher, se tiene que
(m—1)53

~ tpim—2-

Cuando 0, y 0, son desconocidas y no podemos suponer que sean iguales, seria ttil
disponer de estadisticos que involucren X —Y — (1 — po) pero no oy ni 0y, y cuya
distribucién no dependa de los parametros desconocidos. Este problema ha sido objeto
de estudio, pero sin soluciones completas para m.a.s. La distribucién de los estadisticos
disponibles depende “poco” de los pardmetros para n grande, y se maneja de un modo
aproximado.

Uno de estos estadisticos es (1.13). Por las propiedades de convergencia de S? y S;
cuando n y m tienden a infinito, los valores que tomen en sus realizaciones deberian ser
cercanos a 0% y o3, paran 'y m “grandes” y entonces el estadistico (1.13) podria servir
como aproximacion del estadistico en (1.11), con distribucién conocida N (0, 1). Por
tanto,

XY = (= o)

V/S2/n+ S3/m

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria
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tiene distribucién aproximadamente N (0, 1). Se suele considerar que la aproximacion
es buena con n,m > 15.

Para n 6 m pequefios una aproximacion es la siguiente: el estadistico dado en (1.13)
tiene distribucién aproximadamente t;, siendo k el entero méas préximo a

(S2/n + S3/m)* -
L (83/n) + Ly (S3/m)?

- Problema 2: Buscamos estadisticos en los que intervenga X —Y — (11, — ).

Consideramos
Zi=X; =Y, parai=1,...,n.

Se tiene que 7., ..., Z, son vaiid N (uz,0z) (puesto que Z; es combinacion lineal de
normales), con

ElZ)=pm —p2 ,y
:V[Zi]20%+0_§—20'12.

1
o

NN N

Seobtiene Z =1%" Z; =X -Yy

7—#227—7—@1—#2) ’

y entonces el estudio de 11, — j1o se puede realizar mediante el estudio de j» a partir de
las variables unidimensionales 7Z; = X; — Y;.

Distribucion del estadistico cociente de varianzas

En este apartado obtenemos un estadistico que sera util para el estudio de 03 /0% cuando
{1y 2 son desconocidos. Puesto que el estudio de la varianza poblacional en una
poblacién normal estd basada en la varianza (o cuasivarianza) muestral, el estudio de
03 /0% estard basado en S3/S3.

- Problema 1.

Consideramos un estadistico basado en S? y S2, que servird para comparar o> y 02, con
1Y »2 1Y 02
distribucién F' de Snedecor. Se tiene que
2 2
Si/oi

~Y
2 2 n—1,m—1,
S5 /o5

-1)s? —-1)53 . .
puesto que % ~ Xp1s % ~ X2%,_1,y son independientes, y entonces

1 (n=1)S}
-1 o2 S2 /o2
—1)82 ~ Q2 2
_L (m=D% 2) 2 S5/o3
m—1 o5

tiene distribucién F,, ,,.

S/oi _ o3/of

Obsérvese que 251 = 221
QU€ 52703 = 53/57
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Distribucion del coeficiente de correlacion muestral con p = 0
- Problema 2.

Puesto que la distribucién tedrica es normal bidimensional, la independencia de las
componentes de (X;,Y;) es equivalente a la incorrelacién (p = 0).

Para estudiar si las componentes son independientes, consideramos el pardmetro mues-
tral correspondiente al coeficiente de correlacion poblacional p = 2. El coeficiente de
correlacion muestral es

S12
R=""=

7
5152

. 1 ¢ - - 1 —
siendo sy, = — ;(Xi - X)(Vi-Y) =~ ;Xm ~ XY

la covarianza muestral.

El estadistico R converge, cuando n tiende a infinito, a una v.a. degenerada en p. Si
p = 0, entonces R se distribuye alrededor de p = 0.

Para estudiar la independencia entre X e Y, resultard ttil conocer la distribucién de
R bajo el supuesto de que p = 0. Se tiene que esta distribucién no depende de los
parametros, y viene dada por el siguiente resultado: si p = 0 se tiene que

R
Vn—2—— ~t, 5 .
VI- R ’
1.4 Estadisticos de orden
Para x1,s,...,x, reales sean x(1), Z(2), - - . , ¥(») los mismos valores ordenados de menor

a mayor. z(;) es el minimo, z(y) el valor més pequefio después del minimo, ..., y 7, el
maéximo. Por ejemplo, si n = 4 y se obtiene x; = 5, v9 = 2, z3 = 6 y x4 = 2, entonces
T = 2, T2) = 2, T3y = D Y xu = 6.

Alas v.a. X(; se las denomina estadisticos de orden.

Consideremos la v.a. n-dimensional

funcién de (X1, ..., X,), que tomael valor (X(),..., X@m)) = (@), .- -, T(w)) si (X1, ..., Xp)
(T1,. .., Tp).

Los cuantiles muestrales se pueden expresar en funcién de los estadisticos de orden.
Por ejemplo, para la mediana, si n es impar se tiene que ¢/, = X (1), Y sin es par
2

v =3 (X0 + Xy

Tengase en cuenta que X(;) toma el valor de alguna X, pero para distintos valores de j
seglin la muestra obtenida. Ademds, aunque X1, ..., X, son vaiid, X(y), ..., X(;) no son
ni independientes ni identicamente distribuidas.
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Si la distribucién tedrica (la de las X;) es continua con funcién de densidad f, entonces
lava. (Xq),..., X)) es continua con funcién de densidad

91, Yn) = nlf(y1) - f(yn) para (yi,...,yn) € A con
A={(ys, ... ,yn) ER" 1y <y < -+ < ypn}.

La funcién de densidad (marginal) de X, es

[Pyl 1= Fy)"

9:(y) = nlf(y) (i—1) (n—1)!

Tema 1. Propiedades de una muestra aleatoria



Tema 2

Principios de reducciéon de datos. Introduccién. El principio de suficien-
cia: estadisticos suficientes, suficientes minimales, auxiliares (ancillary)
y completos. El principio de verosimilitud: 1a funcién de verosimilitud
y el principio formal de verosimilitud. El principio de equivarian-
za.

Los contenidos de este tema corresponden a un curso bésico de Estadistica Matema-
tica, y pueden ser consultados y completados con los libros de la bibliografia por
ejemplo. El libro de Rohatgi y Ehsanes es el mas completo.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

2.1 Introduccidon

En este tema consideramos solo el caso paramétrico. La distribucion tedrica I, sobre la
que queremos obtener informacién, sabemos que pertenece a una familia paramétrica
{Fy : 0 € ©}. Entonces, para obtener informacién sobre F' = Fj hay que obtener infor-
macion para el parametro 6, a partir de los datos observados de una m.a.s. Xi,..., X,,.
Para ello, no se suele utilizar la muestra en bruto, el dato n-dimensional observado, sino
estadisticos, funciones de ella.

Estudiaremos qué estadisticos asimilan adecuadamente la informacién que aporta la
muestra sobre el pardmetro. En el proximo tema trataremos el problema de la estimaciéon
puntual: el estudio de estadisticos cuyas realizaciones muestrales (estimaciones) tomen,
frecuentemente, valores cercanos a los del verdadero valor del pardmetro §. Compro-
baremos que en muchos casos los estimadores puntuales adecuados son funciones de
estos estadisticos que asimilan bien esta informacién.

Hablamos aqui de informacion de un modo impreciso, para ayudar a la comprension
intuitiva de los conceptos, y no estamos midiéndola. Lo que si podemos precisar es
cudndo esa informacién sobre ¢ es nula, y con un cambio de enfoque ingenioso, cudndo
es completa.

La idea basica acerca de si un estadistico 7" puede aportar informacién sobre 6 o no es la
siguiente: si la distribucién de 7" es independiente de 6 (en el sentido de que es la misma
siempre, no es diferente para los diferentes valores que pueda tomar ¢ en ©), entonces
T no puede aportar informacién sobre 6§ (es un estadistico auxiliar). Por tanto, para que
T puede aportar informacion sobre 6, es necesario que su distribucién no sea siempre la
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misma para los distintos valores 6 € ©, sino que dependa de 6. El valor observado de T’
ayudard a realizar inferencias para 6, a discernir cudl puede ser aproximadamente el
verdadero valor de 6, de cudl de esas distribuciones Fj puede provenir esa observacion.
Por ejemplo, X se distribuye alrededor de 1, en el sentido de que E [X] = p, y sirve
para obtener informacién sobre .

Una aplicacion de esta idea a cierta distribucién condicionada permite definir de un
modo preciso, y obtener, aquellos estadisticos que, sin perdida de informacién, resumen
toda la informacién que aporta la muestra sobre el pardmetro desconocido (estadisticos
suficientes).

Estudiaremos la nocion de completitud. Un estadistico suficiente y completo es siempre
independiente de un estadistico auxiliar.

Definiremos algunos principios, que son presupuestos basicos en el manejo de la in-
formacién, y que puede ser conveniente seguir. Es opcional, puesto que no hay una
razén matemadtica que obligue a seguir unos u otros en este asunto practico (aunque
con herramientas matemadticas) de la inferencia estadistica, aunque las propiedades
matematicas de uno u otro pueden aconsejarlos.

2.2 Estadisticos suficientes

A partir de los datos obtenidos como resultados (realizaciones) de un experimento
aleatorio, queremos obtener informacién sobre el verdadero valor del pardmetro 6, fijo
pero desconocido. Seria ttil poder resumir la informacién que aporta la muestra, que es
un estadistico n-dimensional, mediante otro estadistico mas simple, pero sin perdida de
informacién. Un estadistico suficiente cumple esta funcién.

Un estadistico puede aportar informacién sobre el valor del pardmetro desconocido 6
cuando su distribucién depende de 6. Aplicamos esta idea al caso en que el estadistico
es la muestra, pero en vez de su propia distribucién consideramos su distribucién
condicionada con el valor de otro estadistico.

Si la distribucién de la muestra, condicionada a que un estadistico 7" ha tomado un
valor ¢, es independiente de # para todo ¢ en el soporte de T, entonces, sabiendo que
T = t, la muestra no puede aportar mds informacion sobre 6. La conclusion es que con
T se agota la informacién que aporta la muestra sobre . La muestra no dispone de mds
informacién que la que aporta a través de 7', y entonces, si conocemos qué valor ¢ ha
tomado 7', la muestra concreta con la que se ha obtenido ese valor ¢ es irrelevante para
obtener informacién sobre # (y también funciones de la muestra).

Definicién 14. Un estadistico 7' = 7' (X1,. .., X,,) se denomina estadistico suficiente
para la familia paramétrica {Fy : 6 € ©} si la distribucién de la muestra condicionada
por el estadistico es independiente de 6.

Para hacer inferencias sobre 6 se puede utilizar simplemente el valor 7'(z4, ..., z,) de
un estadistico suficiente, sin utilizar la muestra completa z, . . ., z,,. Por ejemplo, para
hacer inferencias sobre el pardmetro de una distribucién de Bernoulli no hace falta

Tema 2. Principios de reducciéon de datos
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disponer de la secuencia completa de ceros y unos obtenida, sino solamente del ntimero
de unos:

Ejemplo 15. Consideremos una muestra Xj, ..., X,, de una distribucién teérica B (1, 0)
(Bernoulli), ysea 7' = ", X;. La distribucién de la muestra (X3, ..., X,,) condicionada
a T = 1t no depende de 0, y por tanto 7" es un estadistico suficiente.

Para comprobarlo, calculamos la funcién de masa de la distribucién de la muestra
condicionadaaT =t,cont € {0,1,...,n}. Parazy,...,z, = 0,1 se tiene que:

Pp{Xi=21,..., X, =2,,T =t}
Py (T =1) :
P{Xi=ax1,...,.Xpy=w,} sid . x=t
0 sid . m At

Teniendo en cuenta que 7' = B (n, 0) (binomial), si > " | x; = ¢ se tiene que

P{X1:$1,,Xn:l'n/T:t}:

P{Xlzlfl,...,Xn:In,T:t}:{

P@{Xlle,...,Xn:In}
P AT =t}
B grittan (1 _ g)n—(x1+-~+xn) 1

P{Xlzl'l,...,Xn:]}n/T:t}:

(oo ()

ysiy . x; #tsetiene que P{X; =zy,...,X, = x,/T =t} = 0. Obtenemos entonces
que la distribucién de (Xj, ..., X,,) condicionada a 7' = ¢ es uniforme discreta en el con-
junto A, = {T = t}, que es A, = {(21,...,2,) € {0,1}" : 3" x; = t}, con cardinal (7).

En particular, para todo ¢ esta distribucién condicionada no depende de 6, y por tanto T’
es un estadistico suficiente, que es lo que queriamos comprobar. Dado 7' = ¢ (nimero
de unos), la informacién restante que proporciona la muestra es el orden de los ceros y
unos, pero, conociendo el valor de ¢, esta informacién no es ttil para hacer inferencias
sobre 0 .

Sin embargo, no es necesario realizar el calculo de esta distribucién condicionada para
determinar si un estadistico es suficiente o no, lo que ademds es mas complejo en el
caso continuo. El siguiente teorema permite obtener estadisticos suficientes a partir de
la estructura de la funcién de masa o densidad de la muestra.

Teorema 16. (de factorizaciéon) Un estadistico 7" (X1, ..., X,,) es suficiente si y solo si
existen funciones de (z1, ..., z,) reales positivas h y gy tales que la funcién de masa o
densidad de la muestra se puede expresar como

fo(z1,...;zn) =h(z1,...,2n) g0 (T (21,...,2,)) , (2.1)

siendo gy una funcién que solo depende de la muestra a traves de 7'y h una funcién
que no depende de 6.
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Ejemplo 17. Obtén estadisticos suficientes, mediante el teorema de factorizacién, para
las distribuciones a) B(1,0), b) P (6), c) U (0,0).

Solucién 18. a) Los argumentos z, . . ., z,, intervienen en la funcién de masa a traves
det=>"" x;, yestollevaa obtener que I' = > | X; es un estadistico suficiente:

folmy, ... my) = ot tom (1 — gyn-loteton) _ gt _ gyn=t

y entonces fy (21, .. .,2,) admite una expresién del tipo (2.1), con gy(t) = 6* (1 — 6)" ",
siendot =T (z1,...,2,) = > ., z;, y h = 1 (constante).
b) La funcién de masa es

9$1++1'n et n
fo(z1,...,zp) = el —em_~  cont= le ,
xqlexy! xqlexy! ;
i=1
y entonces fy (21, .. ., *,) admite una expresion del tipo (2.1), con gy (t) = e %", siendo
1

t=T(z1,...,20) = Doy @, Y h(z1,...,2,) = s Por tanto T' = Yoo X, esun
estadistico suficiente también en este caso.
¢) La funcién de densidad es, si zy,...,z, > 0,

f@ (1’1, - ,In) =0 "] {x(n) < 9} ,

que solo depende de la muestra a traves del maximo z(,). Entonces T' = X, es un
estadistico suficiente, puesto que podemos expresar fy (z1,...,z,) como en (2.1), con
go(t) =07"1{t <0},siendot =T (x1,...,2,) = X(n),yh = 1.

El estadistico suficiente no es tnico. Dado un estadistico suficiente 7', cualquier otro
estadistico que aporte al menos la misma informacién que 7" es suficiente también. Esta
informacién adicional no es sobre ¢, porque ya 71" agota esta informacién.

Por ejemplo, la muestra completa, 7" = (X, ..., X,,), es siempre un estadistico sufi-
ciente. Para comprobarlo, simplemente hay que tener en cuenta que, obviamente, la
muestra agota toda la informacién que posee la muestra sobre 6; o que la distribucion
de (Xi,...,X,) condicionada con 7' = t, con t = (z1,...,%,), es degenerada en ¢, y
entonces no depende de 6; o, utilizando el teorema de factorizaciéon, que fy (x4, ..., x,)
admite una expresion del tipo (2.1), con h =1y gy = fo.

La muestra ordenada T' = (X 1), X@), -, X (n)) también es un estadistico suficiente.
Se tiene que fy es simétrica en sus argumentos, esto es, el valor de fy es el mismo en
(x1,...,x,) que en una permutacién de (x4, ..., x,), puesto que el orden de los factores
no altera el producto en la expresion de fy (z1,...,2,) = fo (z1) - - - fo (z,,). Entonces, fy
no depende del orden de las observaciones z, ..., z, y admite una expresion del tipo
(2.1):

fo(zr, ... szn) = fo (T (x1,...,2,)) ,

conT (zy,...,z,) = (x(l), T2y, .- ,:Jc(n)), g9 = fo, vy h = 1. Por el teorema de factorizacion,
T es un estadistico suficiente (siempre, para cualquier familia paramétrica).

Si T es suficiente y U es un estadistico cualquiera, entonces el estadistico (7', U) es
suficiente también. Esto es asi porque (7', U) contiene al menos la misma informacién
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sobre 6 que T', que agota por si solo toda la informacién sobre 0. Ademas, siendo T’
suficiente, U no puede aportar informacién sobre ¢, como componente del par (7,U), y
entonces conviene basar el estudio de 6 directamente en 7', y no en (7, U).

La idea de que un estadistico aporte al menos la misma informacién que otro se puede
explicar y formalizar de una manera sencilla. Y sirve para definir un tipo de estadisticos
suficientes: los que resumen la informacién al méaximo, incluyendo solo la que es
relevante para el estudio de 6.

Cuando se procesan unos datos se obtienen otros que son resumen de ellos, quiza sin
perdida de informacién y solo transformados de un modo equivalente. Si los datos
originales son el valor que ha tomado un estadistico 7" (la misma muestra, o el par de
valores suma y suma de cuadrados por ejemplo), el algoritmo de procesamiento de los
datos define una funcién ¢ que transforma los datos originales, del estadistico 7', en los
datos procesados, que sera el valor de un estadistico U. De este modo, U = ¢ (T).

De este modo, si 7'y U son dos estadisticos tales que existe una funcién ¢ con U = ¢ (T),
entonces 7" incluye al menos tanta informacién como U (sobre § 0 no, como es la relativa

al orden de los resultados en pruebas de Bernoulli, segtin se explicaba en el ejemplo
15).

Si ademads ¢ es biyectiva, existe la aplicacion inversa p; = ¢!, y entonces también
T = ¢ (U),ypor tanto T'y U incluyen la misma informacién. Este es el caso cuando de
los datos procesados podemos recuperar los originales. Por ejemplo, T = Y7 | X; y X
incluyen la misma informacion, puesto que T = t/n y t = nZ, y de este modo a partir de
uno podemos obtener el otro y viceversa.

Cada estadistico 7" define una particion A = {A, : ¢t € sop (T')} del espacio muestral (2
con
A =A{T =t} ={(x1,...,2,) € Q:T (x1,...,2,) =t} .

Por ejemplo, sin = 2y T (z1,22) = x1 + 22, entonces A, es la interseccién de la recta
r1 + x2 = t del plano con 2, para cada t en el soporte de 7. Si T" = (Xy,...,X,),
entonces sop (T)) = (2, cada A; es un conjunto unitario A, = {w}, y la particién es

{H{w} 1w e Q}.

Consideremos estadisticos 7'y U y sean Ay y Ay sus particiones asociadas. SiT = ¢ (U),
entonces Ar C Ay, esto es, Ar incluye no mas conjuntos que Ay, lo que expresamos
diciendo que la particién Ay es menos fina o igual que Ay. Si ¢ es biyectiva, entonces
Ar = Ay (con Aq ) = Auu, puesto que {T' = ¢ (u)} = {U = u}). Si ¢ no es biyectiva y
¢ (t1) = ¢ (t2) = u, entonces Apy, U Ary, C Ay, y por tanto Ay # Ar; en este caso, los
valores t; y t, para el estadistico T, correspondientes a distintos grupos de muestras
Ary, v Ary,, no quedan diferenciados por U, que pierde esta informaciéon. Ademads,

AU,u = Ut,,gp(t):uATat .

Las particiones asociadas a estadisticos suficientes se denominan particiones suficientes.
En este caso, la distribucién de la muestra condicionada con A; = {1 =t} no depende
de 6, para todo t. Es deseable encontrar el estadistico suficiente con menor informacién,
para eliminar informacién que sea irrelevante para el estudio de . Esto se consigue con

Tema 2. Principios de reducciéon de datos



2.2. Estadisticos suficientes 6

un estadistico suficiente cuya particion A sea lo menos fina posible, segtin se define a
continuacion:

Definicién 19. Un estadistico 7" es minimal suficiente si su particién asociada es sufi-
ciente y es lo menos fina posible entre todas las particiones suficientes, esto es, si para
todo estadistico suficiente U se tiene que existe ¢ con T' = ¢ (U).

El estadistico minimal suficiente (abreviado, estadistico ms o ems) es tinico salvo trans-
formaciones biyectivas (una transformacion biyectiva preserva la informacién). Una
manera sencilla de averiguar si existe una transformacién biyectiva que transforma un
estadistico T} en otro 75, es estudiar si T, se puede expresar en funcién de 7}, y en caso
afirmativo, comprobar si se puede despejar 77 con unicidad en esta expresion.

Habitualmente, es posible identificar el estadistico ms a partir de la factorizacion del
teorema de factorizacién. Sin embargo, es conveniente disponer de un procedimiento
general para su obtencion:

Teorema 20. Se tiene que un estadistico 7' (X1, ..., X,,) es minimal suficiente si y solo si
el cociente
fo (:1:/1,,$7) 22)
fo (2, ... a0)
no depende de ¢ cuando T (z1,...,z,) = T (2},...,2],) y si depende de # en caso
contrario, cuando 7' (z,...,x,) # T (2}, ..., 2).

La demostracién estd basada en la relaciéon de equivalencia en (2 para la que dos
puntos (z1,...,x,) y (2}, ..., 2),) son equivalentes si el cociente (2.2) no depende de 6.
Se obtiene que la particién formada por las clases de equivalencia es minimal suficiente.
Un estadistico 7" con las condiciones del enunciado tiene la misma particién asociada, y
entonces debe ser ms.

Se entiende aqui y a continuacién que (z1,...,2,) y (2},..., 7)) estdn en ), donde el
denominador de (2.2) es positivo (casi seguro para Fy).

Ejemplo 21. Determina el estadistico minimal suficiente para las siguientes distribucio-
nes tedricas: a) B(1,6), b) P (6), c) Exp(0), d) U (0,0).

Solucién 22. Denotamos por Cj al cociente % . Escribimos nz envezde ) ! z;,
-

puesto que es mas breve. La clave de la obtencién del estadistico ms es identificar en
Cy los factores en los que no se puede separar ¢ de la muestra (z1,...,z,), de modo
que estos factores no se pueden expresar a su vez como un producto de una funcién
de 6 y una funcién de la muestra. Los estadisticos a traves de los cuales se expresan
estos factores, en los que no se puede separar 6 de la muestra, son los estadisticos
ms buscados. Estos factores, son potencias en los apartados a, b y ¢, y es una funcién
indicatriz en d.

a) Se tiene que

gnz (1 i e)n—nf . o, 0 n(z—1')
b g7 (1 — 6)" ™ ( ) 1—-46
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2.2. Estadisticos suficientes 7

que no depende de 6 cuando T = 7’ (vale 1, puesto que 0 < < 1, y entonces 2, > 0), y

sf depende de # cuando 7 # 7'. Por tanto, X es ms. Aplicando a X la funci6n biyectiva
¢ (t) = nt se obtiene que Y | X; es también ms. Ya sabiamos por los ejemplos 15y 17a
que T es suficiente, y ahora hemos comprobado que es ademads ms.

b) Se tiene que

—nf _0"7 / /
¢ z1!zp! n(z—7z') 'rl! e xn‘
Cg = 7 == 9 ﬁ ’
e f—r !y
1."' n*

que no depende de § cuando 7 = 7’ (¢° = 1), y sf depende de # cuando T # 7. Por tanto,
X,6> " X, esms.
c) Se tiene que
" —6nzT _
_7C T
@Grne—bnz

Cy

que no depende de 6 cuando 7 = 7, y si depende de § cuando 7 # 7'. Por tanto, X, 6
>, X, esms.

d) Se tiene que

0—"1 {l‘(n) < 9} I {x(n) < (9}

o1 {a, <0} 1{af, <0}
Se produce aqui una dificultad por depender de 6 el soporte [0, ], que se puede solventar
considerando % = 1. De todos modos, obtendremos el resultado mas adelante de una

manera alternativa. Cuando z(,,, = z(») se tiene que Cp = 1, y por tanto no depende de
f. Cuando x’(n) # x(y), Cp si depende de 0. Entonces X ,,) es ms.

Cy =

Ejemplo 23. Determina el estadistico ms para una N (y, o) en los siguientes casos:
a) 0 = p (con o = 0y conocida),
b) 8 = o (con p = py conocida),
)0 = (p,0).

Solucién 24. La funcién de densidad de la muestra es

folance ) = 0o e { = LS (-

a) Desarrollando el cuadrado y simplificando, se obtiene

-—-n —n 1 n n
fu (@, @) = (2m) 2 Oy €Xp {_ﬁ (Do = 2pd 0 i + nﬂg)} ’
0

y de aqui
(27) "2 65" exp {—% O @2 —2ud>"" o+ n;ﬁ)}
(27r)*n/2 0()_n exp {_ﬁ (Z?=1$;2 _ 2“2?:1:”; + an)}

1 n n _
= exp {—r‘% (Zizlx? — Ei:lx? _ 27’LILL (i[f — m/))} ,

C, =

Tema 2. Principios de reducciéon de datos



2.3. Estadisticos auxiliares y completos 8

que no depende de i cuando T = 7', y si depende de ;1 cuando T # 7. Por tanto, X, 6
v X;, esms.
b) Se tiene que

c. - (2m)™" /2 g exp{ 20221 L ?

(2) TR g exp { 202 ’

_ exp{—fig (Z? (@5 = o)* = 00y () — “0)2>} .

Téngase en cuenta que p es una cantidad conocida. Consideremos el estadistico

T(21,...,20) = S0, (2; — jip)* . Se tiene que C, no depende del pardmetro desconoci-
do o cuando 7' (z, .. :L‘n) =T (2},...,2)),ysi depende de o cuando 7" (xy, ..., x,) #
T(xh,...,2"). Portanto T =T (Xy,...,X,) esms. Entonces, 17 = 13" (z; — po)

también es un estadistico ms.
c) Se tiene que

(277')777«/2 -n exp {—ﬁ (Z?:lx? — 2”2?:1331 + nl’['2)}
(2m) " o exp { =gk (S0, — 2u30 @) + npr?) )

1 n n n n
= exp {—@ (Zi:ﬁ? - Zi:ﬂ? — 24 (Zizll’z‘ - Zzlx;))} .

Clt7o— -

Sea T (z1,...,2n) = O i w4, > 5 2?) . Se tiene que el cociente C, , no depende del
pardmetro 6 = (p, o) cuando T (zy, ..., z,) =T (24,...,)), y si depende de ¢ cuando
T(x1,...,2,) #T (2, ..., 2)). Portanto

T(Xq,...,X,) = (Z?:lXi’ Z?:lXiQ)

es ms. Se tiene que el estadistico o
(X,5%)
también es ms (y también lo es (X, S?)), puesto que se transforma en
= (>0, X, > X?) = (T, T») biyectivamente: se tiene que

T T, (T
X =2 y s = —2—(—1> ,
n

n n

despejando se obtiene T, = nX v Ty = n (s2 + X). Puesto que se ha despejado con
y despej y q Pej

unicidad, entonces, efectivamente, la transformacién es biyectiva y (7, 32) es ms.

2.3 Estadisticos auxiliares y completos

2.3.1 Estadisticos auxiliares

Definicién 25. Consideremos una m.a.s. de una distribucién tedrica paramétrica Fy. Un
estadistico U = U (Xj, ..., X,) se denomina estadistico auxiliar para 6 si su distribuciéon
es independiente de 6.

Tema 2. Principios de reducciéon de datos



2.3. Estadisticos auxiliares y completos 9

Ejemplo 26. Consideremos una m.a.s. de tamafio n > 2 de una poblacién N (6, o),
con desviacion tipica ¢ = o, conocida. El estadistico U (X1,...,X,) = Xy — X, tiene
distribucién N (0, v/20y), que no depende del pardmetro desconocido 6, y entonces U es
un estadistico auxiliar El estadistico S? también es auxiliar en este caso: por el teorema
de Fisher (n — 1) 2 -2,y entonces la distribucion de S? es independiente del pardmetro

desconocido 6.

Un estadistico auxiliar no puede aportar informacién sobre § como estadistico indi-
vidual. Pero hay que matizar que en algunos casos si si se considera conjuntamente
con otro estadistico (si este tltimo no es suficiente, porque en este caso no quedaria
informacién que aportar). En el siguiente ejemplo se presenta un estadistico suficiente
bidimensional, una de cuyas componentes es un estadistico no suficiente y la otra un
estadistico auxiliar.

Ejemplo 27. Consideremos una m.a.s de una distribucioén tedrica U (0, #). El estadistico
T = (X 1) %) es suficiente, puesto que ¢ (1) = X, es suficiente (ms ademas), con

@ (1, t2) = tita.
Si consideramos las componentes individuales de T', se observa que X(;) no es sufi-
ciente, ya que no hay ninguna funcién de X(;) que lo aplique en el ems X,), y, como

(n)

comentaremos mas adelante, se tiene que . es auxiliar. La conclusién es que la infor-

macion sobre 6 incluida en X3y, que no es toda la incluida en la muestra por no ser Xy
suficiente, queda complementada con la que aporta el estadistico auxiliar, hasta tener

toda la informacién sobre 6. Puesto que la distribucién marginal de % no depende

de 0, la informacion que aporta para ¢ en el par 7' vendra dada a partir del condiciona-
miento entre las dos componentes, aunque en la operacién que hemos hecho con ¢ esa
circunstancia esta solo implicita.

Para obtener la distribucién de ((")) se puede obtener su funcién de distribucién me-

diante condicionamiento con X(; (o con X(,)). O se puede utilizar el teorema de cambio
de variable aleatoria para obtener la func1on de densidad de (U,V) con U = X(y)y

V = );(—71” a partir de la densidad conjunta de (X(1), X(n)), y calcular después la funcién
de densidad marginal de V. Se obtiene

@) =m-1)v2(1-v")""? parav >1,

(y 0O en el resto v < 1, se sobreentiende). Puesto que esta distribucién no depende de 6,
se tiene que V' = % es un estadistico auxiliar.

2.3.2 Estadisticos completos

Si un estadistico suficiente satisface ademds otra propiedad, la completitud, entonces es
independiente de cualquier estadistico auxiliar.

Definicion 28. Una familia paramétrica { Fy : § € ©} se dice que es completa si cualquier
funcién g que satisfaga
Eyplg(X)] =0 paratodof € ©

Tema 2. Principios de reducciéon de datos



2.3. Estadisticos auxiliares y completos 10

debe ser necesariamente la funcién identicamente nula casi seguro (respecto F}), esto es,

Py{g(X) =0} =1,paratodod € O.

Entonces, una familia es completa si ninguna funcién de X ~ Fj no identicamente nula
tiene esperanza nula, para todo 6.

Definicién 29. Un estadistico 7' = T'(X3,...,X,,) es completo si la familia de sus
distribuciones {Fry : § € ©} es completa, esto es, si

Eylg(T)] =0 paratodof € ©

implica que g debe ser necesariamente la funcién identicamente nula casi seguro.

Entonces, si 1" es completo, ninguna funcién de 7" no identicamente nula tiene esperanza
nula, para todo 6 (casi seguro respecto de Fy y de Fry).

Ejemplo 30. Consideremos una m.a.s. X7, ..., X,, de una distribucién B (1, #). Se tiene
que T = >"" | X; es un estadistico completo, como comprobamos a continuacién. Puesto
que T ~ B (n,#), se tiene que

Zg ()et 1—6)""
_ <1—e>“§g<t> () (%)

El sumatorio es un polinomio en y para que sea identicamente nulo para todo ¢

e
necesariamente los coeficientes g () (t> del polinomio deben ser nulos, y entonces

g(t)=0parat=0,1,...,n

Ejemplo 31. Consideremos una distribucién tedrica normal N (0, 0) (por ejemplo, el
error de medida de un instrumento bien calibrado), con ¢ > 0.

Esta familia paramétrica no es completa o, equivalentemente, el estadistico X ~ N (0, 0)
no es completo (X = X;). Tomando ¢ (z) = z, no identicamente nula, se tiene que
Eylg(X)] = Ey[X] = 0 para todo ¢ € ©.

Sin embargo, el estadistico X? si es completo para esta familia paramétrica. Se tiene que
(%)2 ~ x3. Expresando a partir de ello Ey [g (X?)] como una integral, en términos de
la funcion de densidad x3, se obtiene una expresién en términos de una transformada
de Laplace. Si Ey [g (X?)] = 0 para todo 6 € O esta transformada es identicamente nula,
y entonces debe ser transformada de la funcién identicamente nula, lo que permite

establecer que g debe ser identicamente nula.
Teorema 32. Un estadistico suficiente y completo es minimal suficiente.

Teorema 33. (Basu) Un estadistico suficiente y completo es independiente de cualquier
estadistico auxiliar.
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Entonces, un estadistico suficiente y completo es minimal suficiente e independiente de
cualquier estadistico auxiliar. Pero hay casos en los que un estadistico minimal suficiente
no es completo.

2.3.3 Familias paramétricas de tipo exponencial

La funcién de masa o densidad de muchas de las distribuciones de probabilidad mas
utilizadas tiene una estructura similar: se expresa como productos de potencias de
funciones de la variable x y del pardmetro. Por ejemplo, la distribucién de Bernoulli, la
Poisson, la exponencial, la normal, la gamma y la beta son de este tipo. No asi las distri-
buciones uniformes. Se pueden obtener resultados generales que se aplican a cualquier
familia paramétrica de este tipo, como por ejemplo una férmula para la obtencién del
estadistico ms, que es ademds completo en este tipo de familias.

Definicién 34. Se dice que una familia k-paramétrica de distribuciones, esto es, con
O C R*, es una familia de tipo exponencial k-paramétrico, si existen funciones reales de
variablereal ¢, h, ¢1,...,q: y Vi, ...,V tales que la funcién de masa o densidad admite
una expresion de la forma

Jo(x) = c(0) h(x)exp {qu )V (93)} :

Suponemos que no existen relaciones lineales entre las ¢; (¢), ni entre las V; (z). En
este caso podriamos reducir el nimero de sumandos en el sumatorio, tomando factor
comun, lo que resulta en que de los £ parametros algunos son redundantes y pueden
ser eliminados. El nuevo espacio paramétrico ©, con dimensién menor que k, contiene
un conjunto abierto, de modo que no puede ser expresado mediante un ntimero menor
de pardmetros.

El término “exponencial” en el nombre de este tipo de distribuciones puede generar
confusion en una primera lectura. La familia de las distribuciones exponenciales (uni-
paramétrica, con k£ = 1) es una familia de tipo exponencial, pero no es la tinica de este
tipo.

Ejemplo 35. Es sencillo obtener en los siguientes casos que la familia paramétrica que
se indica es de tipo exponencial uniparamétrico, y determinar las funciones c (9), h (z),
01 (0)y Vi ().
Exp()conc(Q) hiz)=1,¢(0)=—-0y Vi (z) ==z
B (1,0):conc(0) = Hh()—l ¢ (0) =log (145) y Vi (z) = .
P (6): conc(6) —6“9 hz) =3, q(0) = 10g9YV1(:C) =
1

N (u,00) (0 = p.y 0 = 09 conocido): con ¢ (i) = \/ﬂgo exp {—ﬁpﬁ}, h(x) = exp {—m:ﬁ},

o (pn) = ,u y Vi () = z (desarrollando el cuadrado y simplificando adecuadamente).
N (o, ) = 0,y = jip conocido): con ¢(0) = ——, h(z) = 1, q(0) = —52y
V(2) = (& — po)”.
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Ejemplo 36. Es sencillo comprobar que la familia N (¢, 0), con 6 = (u,0), es de tipo

exponencial biparamétrico, con: ¢ (i, o) = ;m exp {—%}, h(z) =1, q(p,0) = %,
Vi(x) =, ¢ (1,0) = —55 y Vo (x) = x*. También lo son la familia de las distribuciones

gamma y la de las beta.

Teorema 37. Consideremos una m.a.s. de un familia de distribuciones de tipo exponencial
k-paramétrico. Se tiene que el estadistico

T=(Ty,...,T:) = (Z%(Xi),---,zvk(xi)>

es suficiente y completo.

Por el teorema 32 se tiene que este estadistico es ademds minimal suficiente. Esto permite
obtener, para familias de tipo exponencial, estadisticos minimales suficientes de un
modo alternativo a la aplicacién directa del teorema 20, que ademds son completos.

Demostracién. Demostramos solo que 7' es suficiente, y ademds para k = 1. Y en vez
de utilizar el teorema de factorizacién para ello, utilizamos el teorema 20 para obtener
directamente el ems. Se tiene que

n

oz, mn) =[] fo (i) = c(6)" (Hh (:cz-)) exp {q () Z 1% (a:i)} ,

i=1
y de aqui se obtiene

es

En el ejemplo 35 se obtiene V' (z) = x para las distribuciones Exp (6), B (1,0), P (0) y
N (p,00), con @ = p1,y 0 = o, conocida. Entonces, en estos cuatro casos el estadistico ms
es

T:zn:V(Xi) :zn:Xi, (2.3)

como ya sabiamos, y ademads es completo. Para la distribucion N (p,0), 0 =0y = o
conocido, se obtiene V () = (z — p)°, y entonces

T =Y (X;— o)
=1
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es ms y completo. Para la distribucién N (u,0), con 8 = (i, o), biparamétrica, se ha
obtenido Vi (z) = 2y Vo (z) = 22, Entonces, T = (31", X;, > | X?) es ms, como ya
sabiamos, y ademads es completo.

Ejemplo 38. Para la familia paramétrica IV (¢, 1) se tiene que X es suficiente y completo
(segtin acabamos de ver > | X; es suficiente y completo, y entonces X también lo es).
Comprobaremos que S? es un estadistico auxiliar, y por tanto es independiente de X
por el teorema de Basu (resultado que ya conociamos por el teorema de Fisher). Se tiene
que (n — 1) 5% ~ x2_, (por el teorema de Fisher), distribucién que no depende de 6, y
entonces la distribucion de S? no depende tampoco de 6, y por tanto S? es un estadistico
auxiliar.

2.4 El principio de verosimilitud

Dada una realizaciéon muestral (z, . . ., x,,), denominamos funcién de verosimilitud a

L(O)=LO;xq,...,2,) = fo(x1,...,2,) ,

que es la funcién de masa o densidad fy (1, ..., z,), pero con (z1, ..., z,) fijo y conside-
rada como funcién de 6. El argumento de L (¢; x1, ..., x,) es 6, pero a veces se anade la
muestra xy, . .., ¥, en la notacién para incidir en que L (0) se define a partir de zy, . .., z,,
que denotamos vectorialmente como x: x = (1, ..., Zy).

Hay una funcién L (#) para cada muestra x. Para cada 6, la verosimilitud L (¢;x) de ¢
para la muestra x es la masa o densidad de probabilidad que tiene la muestra x para
ese valor de 6. La eleccién del valor de 6 mas verosimil da lugar a un procedimiento de
estimacién que se estudia en el préoximo tema.

El principio de verosimilitud se basa en la funcién de verosimilitud. Se aplica a re-
sultados de experimentos aleatorios, como pueden ser realizaciones de una m.a.s.
Utilizaremos la expresion “evidencia que aporta sobre ¢ una realizaciéon muestral x” en
el sentido de informacién, discernimiento sobre el pardmetro cuando se utiliza x para
hacer inferencias.

Se dice que se sigue el principio de verosimilitud cuando se considera que, dos realizacio-
nes x, y aportan la misma evidencia, si existe una constante ¢ (x,y) que no depende de
6 con

L(#;x) =c(x,y)L(b;y).

Pero el principio se aplica a casos mas generales, en que las dos muestras pueden ser
realizaciones de experimentos aleatorios diferentes, y en vez de muestras se consideran
estadisticos (una muestra de tamafio 1 para el estadistico, con su distribucién):

Ejemplo 39. Sea 6 la probabilidad de éxito en pruebas de Bernoulli independientes.
Consideramos dos resultados de dos experimentos aleatorios alternativos para estudiar
6.

Por una parte, si realizamos n pruebas de Bernoulli y consideramos el estadistico
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namero de éxitos, su distribucién es B (n, ). Si se obtienen ¢ éxitos, la funcién de
verosimilitud para esta observacion es

L(6;t) = (Z) o (1—0)"".

Por otra parte, si realizamos repeticiones de las pruebas de Bernoulli hasta obtener ¢
éxitos, y consideramos el estadistico nimero de repeticiones realizadas, su distribucién
es binomial negativa con pardmetro (¢, §). Si se requieren n repeticiones, la funcién de
verosimilitud para esta observacion es

n—1

L(6;n) = (t 1)9%1 —0)" .

Se tiene que L (0;t) = c¢(t,n) L (f;n) con ¢ (t,n) = n/t, que no depende de 6. Si se sigue
el principio de verosimilitud, hay que considerar que estas dos realizaciones aportan la
misma evidencia, aunque correspondan a experimentos aleatorios diferentes.

Six e y son dos muestras del mismo experimento aleatorio, si se sigue el principio de
verosimilitud, por el teorema 20, se tiene que x,y aportan la misma evidencia cuando
estdn en la misma clase de la particién minimal suficiente. Esto es, cuando cualquier
estadistico minimal suficiente 7' cumple que 7' (x) = T (y).

El principio de verosimilitud esté relacionado con otros principios.

El principio de suficiencia acepta que dos puntos muestrales x, y de un mismo expe-
rimento aportan la misma evidencia cuando estdn en la misma clase de la particiéon
minimal suficiente. Pero téngase en cuenta que el principio de verosimilitud no esta
limitado al mismo experimento.

El principio de condicionalidad acepta que ningtin mecanismo aleatorio que no dependa
de 0 puede aportar evidencia. Se puede formular en términos de un experimento
compuesto, en el que un mecanismo aleatorio que no depende de 6 selecciona uno entre
varios posibles experimentos, del que se obtiene una realizacién z. Segtn el principio
de condicionalidad, la unica evidencia la aporta =, y no el mecanismo aleatorio de
seleccion.

Por el teorema de Birnbaum, se tiene que el principio de verosimilitud es equivalente a
los principios de suficiencia y condicionalidad considerados conjuntamente.

2.5 El principio de equivarianza

Las cuestiones que se desarrollan aqui se aplican principalmente a estadisticos que sean
estimadores, que se definen en el préximo tema. Es suficiente saber de momento que
los estimadores son estadisticos con los que se pretenden obtener realizaciones cercanas
al verdadero valor de 0, estimaciones de ¢, y que sirven por tanto como aproximaciones
para 6.

Supongamos que se realizan mediciones repetidas x1, . . ., x,, sobre un mismo material,
en micras, con un aparato para medir longitudes. Se supone que los errores de medida
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son normales con esperanza 0, de modo que la distribucién teérica es N (i, o), siendo
el verdadero valor de la longitud del material. Se considera un estimador 7" de 1, y se
obtiene la estimaciéon 1" = t.

Si se descubre que sistematicamente las mediciones del aparato son erroneas, con un
exceso de tres micras, habrd que rehacer los cdlculos para t. Se podrian corregir los
datos z; considerando z = z; — 3, y calcular el nuevo valor ¢’ de ¢ a partir de ellos. O
se podria corregir el valor de t a t — 3. Para que el estadistico 7" produzca resultados
coherentes, parece razonable imponerle que el resultado sea el mismo por uno y otro
procedimiento, esto es,

t'=t-3.

Se dice en este caso que el estimador 7" es equivariante (o invariante) para traslaciones
(o cambios de posicion). Es sencillo comprobar que la media muestral, la mediana

X1y+X . . . Lys
muestral, y =“-—" cumplen esta propiedad. En cambio, la media geométrica y la
media arménica no la cumplen.

También, si hacemos los célculos para una estimacion ¢ de una medida de posicién (la
esperanza j por ejemplo), a partir de los datos muestrales z; de una medida expresada
en metros, y volvemos a realizar los cdlculos con la medida expresada en centimetros,
con z; = 100z;, la nueva estimacién ¢’ deberia cumplir ¢ = 100¢. Se dice en este caso que
el estimador 7" del que hemos obtenido la realizacion t' es equivariante para cambios
de escala. Es sencillo comprobar que la media muestral, la mediana muestral, m,
y la media armoénica cumplen esta propiedad. En cambio la media geométrica no la

cumple.

En ambos ejemplos hemos considerado transformaciones z; = ¢ (x;) sobre las z;, siendo
g la traslacién ¢g () = x — a con a = 3 en un caso, y el cambio de escala g (z) = bz con
b = 100 en el otro.

La nocién general de equivarianza para un estimador en una familia paramétrica se
formula en término de un grupo de transformaciones (funciones), siendo la composicién
de funciones la operacién interna considerada. Para cualquiera de estos grupos, el
elemento neutro es la funcién g dada por g (z) = z. Cualquier funcién ¢ del grupo
serd invertible (biyectiva), y su funcién inversa ¢! coincidira con el elemento inverso
en el grupo. Por ejemplo, para el grupo de las traslaciones, el elemento inverso de
gi(z)=x+aesg(r)=1—a(g=g;") con gs(g1(z)) =z, de modo que g»g; es el
elemento neutro, y también ¢, ¢, (z) = x. Para el grupo de los cambios de escala, el
elemento inverso de ¢, (x) = bz es g2 (v) = /b, con g5 (g1 (z)) = x.

En primer lugar, hay que asegurarse de que la transformaciéon que suponen las co-
rrecciones z; = g (z;) sobre las z; de los ejemplos dejen la distribucién de las X! en
la misma familia paramétrica. Definiremos el concepto de familia de distribuciones
invariante.

Se puede considerar que la muestra X = (X1,...,X,,) esm.a.s. o que tiene otra distribu-
cién, pero nos limitamos al caso en que X es una m.a.s. De este modo, la distribucién
de X se obtiene a partir de la distribucién Fy de las X;, independientes, que es la distri-
bucién de la muestra que venimos considerando. En los ejemplos hemos considerado
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una misma funcién g sobre cada componente z; de la muestra, y a partir de ello queda
definida una funcién g : (2 — €2 que aplica la misma operacién a cada componente. Es
habitual considerar este tipo de funciones g, pero lo que se explicara se puede aplicar
también a funciones de otro tipo, en un grupo de transformaciones.

Consideraremos transformaciones g : () — () en general, y el anterior serd un caso
particular. Ademas, por sencillez en la notacién, escribimos g sin negrita, g. Y la trans-
formacion sobre 7" que se considerara para obtener 7" estard relacionada con g, pero no
necesariamente serd la misma funcién g que se aplica sobre cada componente, como
ocurre en los ejemplos.

Consideramos un familia paramétrica P = {Fj: 6 € ©}. Podriamos especificar las
distribuciones de la familia mediante Fj, como venimos haciendo, pero lo expresamos
mediante Py porque quiza resulta mas claro cuando hablemos de transformaciones de
Py. Ademas, cometemos abuso de notaciéon denotando también a la distribucién de la
muestra por Fy (como haciamos con F'y f). De este modo, en la expresién

X~PF

se sobreentiende que se debe sustituir Fy por la medida producto usual para la mues-
tra.

Definicién 40. Consideremos un grupo G de transformaciones g sobre €2, g : d — Q,y
una familia de distribuciones P = {F; : § € ©}. Se dice que la familia P es invariante
por el grupo G si para todo g € Gy 0 € O se tiene que existe un tinico ¢’ € O tal que

g(X)~ Py .

Para una familia invariante, sea
g:0—-06

la funcién que aplica a cada 6 ese valor tnico ¢, con g (¢) = #'. Entonces, la distribucién
de g (X) es:
9(X) ~ Py -

Bajo una transformacién de X por una aplicacién g del grupo, la distribucién de g (X)
sigue en la misma familia paramétrica, pero con un nuevo valor del pardametro ¢’ =

g(0).

Ejemplo 41. Consideremos una m.a.s. X = (X3, ..., X,,) de una poblacién N (x,c), con
parametro § = (u,0), con 1 € R, 0 > 0. Consideramos el grupo de transformaciones
dado por

g(X)=(a+bX;,...,a+bX,) ,con —co<a<ooyb>0

(cambios de posicion y escala o transformaciones afines).

Por ejemplo, supongamos que tenemos unos datos de temperatura en grados Celsius
que sabemos que siguen una distribucién normal, y pasamos a grados Fahrenheit.
Vamos a comprobar que la distribucién normal (la familia) es invariante para este grupo,
y a determinar g (0) =g (i, 0).

Tema 2. Principios de reducciéon de datos
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Puesto que X tiene distribucién normal n-dimensional, y g es una transformacion lineal
de R" en R" no singular (no se aplica en un subespacio con dimensién inferior a n),
se tiene por las propiedades de esta distribuciéon que g (X) es normal también. Las
componentes de g (X) son vaiid, puesto que son funcién de vaiid, y con la misma
distribucién, con esperanza y varianza:

Ela+bX;]=a+0bueR,
Via+bX;] =0’V [X;] = b’ > 0.

La desviacion tipica de a + bX; es bo. Se tiene entonces que esta familia es invariante
para este grupo, con

g(pn,0) = (a+bu,bo) .

Definicién 42. Consideremos un grupo G que deja invariante una familia paramétrica
{Py : 8 € ©}. Un estimador 7' (X) de 6 se dice que es equivariante respecto de G si

T'(9(X)) =9g(T (X)) paratodog €.

También se utiliza el término invariante: estimador invariante.

Ejemplo 43. Consideramos una m.a.s. N (u,0), con 6 = (u,0), y sea S = v/S?, la raiz
cuadrada de la cuasivarianza muestral. Comprobamos que el estimador T’ (X) = (X, S)
es equivariante para el grupo de cambios de posicion y escala. En el ejemplo anterior
se comprobo que esta familia es invariante para este grupo, con g (¢, 0) = (a + by, bo).
Comprobamos que 7' (g (X)) =g (T (X)):

T(g(X))=T(a+bX1,....,a+bX,)=(a+bX,bS) y
7(T'(X))=7(X,5) = (a+bX,bS) .
Si se considera 6 = (11, 0%), se obtiene que T' (X) = (X, S?) es equivariante para el grupo
de cambios de posicién y escala, y también lo es (X, s?).

El principio de equivarianza aconseja que se consideren solo estimadores equivarian-
tes.

Tema 2. Principios de reducciéon de datos
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Estimacién puntual I. Introduccién. Métodos para encontrar estimado-
res: método de los momentos, estimadores maximo-verosimiles, esti-
madores de Bayes, estimadores invariantes.

Los contenidos de este tema corresponden a un curso basico de Estadistica Matema-
tica, y pueden ser consultados y completados con los libros de la bibliografia por
ejemplo. El libro de Rohatgi y Ehsanes es el mas completo.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tnica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

3.1 Introduccion

Suponemos que la distribucién tedrica sobre la que queremos obtener informacién perte-
nece a una familia paramétrica {Fy : § € ©}. Consideramos una m.a.s. X3,..., X, para
la que observamos los datos =, . . ., z, (realizacién muestral). Para obtener informacién
sobre 0 consideramos estadisticos, funciones de la muestra.

En este tema y el proximo estudiaremos un tipo de estadisticos cuyas realizaciones
pretendemos que sean cercanas al valor del pardmetro. Denominaremos estimadores
a estos estadisticos, y estimaciones a sus realizaciones. De este modo, una estimacién
deberia proporcionar un valor aproximado para el parametro desconocido.

En este tema estudiamos métodos de obtencién de estimadores. Son métodos gene-
rales que se aplican a distintas familias paramétricas. Estudiaremos el método de los
momentos, basado en estimar pardmetros expresdndolos en términos de momentos
poblacionales, y estimando estos mediante los correspondientes momentos muestrales.
El método de maxima verosimilitud consiste en utilizar como estimacién el valor del
pardmetro que maximiza la funcién de verosimilitud. Los estimadores de Bayes estan
basados en un enfoque para la inferencia estadistica en el que el pardmetro no es fijo,
sino que hay una distribucién de probabilidad sobre el espacio paramétrico, que ac-
tualizamos con la muestra obtenida. En el préximo tema estudiaremos métodos para
evaluar el comportamiento de los estimadores, en relacion al objetivo de obtener con las
estimaciones buenas aproximaciones para el valor del pardmetro.

Recordamos que el espacio muestral €2 es el conjunto de posibles muestras (x4, ..., z,),
que coincide con probabilidad 1 con el soporte de la variable aleatoria (X, ..., X,,).
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3.2 Estimadores puntuales

Definicién 44. Un estimador puntual 7' = 7' (X3, ..., X,,) de # es un estadistico cuyo
recorrido estd contenido en el espacio paramétrico:

T:Q— 0.

Alvalort =T (z1,...,z,) del estimador obtenido con una muestra concreta (1, ..., x,)
se le denomina estimacion puntual de 6. Es una realizacién de la variable aleatoria 7. En
este contexto de estimacién puntual se suele omitir el término “puntual”, y se habla de
estimador y estimacion.

Por ejemplo, si consideramos el estimador 7' = X y obtenemos la muestra, de tamafio
n =3, (r1, 29, x3) = (5.2,2.8,4.3), entonces obtenemos la estimacion 7' = 7 = 4.1. El
hecho de que el recorrido de 7" esté contenido en © hace que tenga sentido utilizar una
estimacién como valor aproximado para 6. Por ejemplo, si © = [0, 1], una estimacién
para 0 de t = 1.2 no corresponde a posible un valor del parametro, y entonces la
mencionada estimacion realmente no lo es, porque no corresponde a una realizacién de
un estimador.

El problema de la estimacién puntual consiste en seleccionar un estimador adecuado,
de modo que cuando obtengamos la realizaciéon muestral, el valor de la estimacion sea
“cercano” al de 0. En este tema se presentardn procedimientos para obtener estimadores
de 0, y en el préximo tema se estudiardn criterios para valorar la conveniencia de uno u
otro estimador.

Ejemplo 45. Consideremos una muestra X;, X, de una distribucién tedrica B (1,6),
con O = [0, 1] (cerrado aqui). Es una muestra de un tamafio demasiado pequefio como
para que pueda aportar mucha informacién sobre ¢, pero sirve para manejar algunas
nociones bdésicas.

Los estadisticos 7} = X y Ty = % (X1 + 2X5) son estimadores de 6, puesto que toman
valores en ©. Tengase en cuenta que 7} y 75 son variables aleatorias y toman distintos
valores segtin la muestra obtenida, segtin se presenta en la siguiente tabla:

(1, 22) = (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
Probabilidad || (1-6)> 6#(1—6) 6(1—6) 6
T, 0 1/2 1/2 1
T, 0 2/3 1/3 1

Mediante un cdlculo directo a partir de la distribucién de 7} y 75, dadas en la tabla, o
utilizando las propiedades de la esperanza y la varianza y conociendo los momentos de
la distribucién B (1, 0) (lo hacemos asi), se obtiene
E[h]=E[X]=p=0y
1
B[] = 3 (E[Xi]+2E[X5]) =0

La esperanza de ambos estimadores coincide con el valor § del pardmetro, que queremos
estimar, sea cual sea este. Un criterio que se considerard en el préximo tema para
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comparar estimadores de este tipo estd basado en el valor de la varianza del estimador.
La varianza es la esperanza (un promedio) de las desviaciones al cuadrado de la
distribucién del estimador respecto de su esperanza. Se tiene que

0.2

V[TI]:V[Y]:? y

VT = (5 (v X+ 22V (X)) = o7,

con o = 6 (1 — #), teniendo en cuenta que X; y X» son independientes, y entonces su
covarianza es nula. Se obtiene que V' [T3] < V [13] para todo 6. Esta circunstancia podria
aconsejar utilizar 7 mejor que 75, aunque esto no quiere decir que siempre obtengamos
mejores estimaciones con 77 que con 75. Por ejemplo, si fuera § = 2/3 y obtuvieramos
(x1,x2) = (0, 1), entonces la estimacién ¢; = 1/2 es obviamente peor que la estimacién
ty = 2/3 = 0. Sin embargo, cualquiera que sea # (también con § = 2/3), en promedio nos
alejaremos maés de 6 (medido con la varianza) con 7, que con T5.

Es frecuente denotar a un estimador de ¢ (y también a la estimacién) por 0. Por otra
parte, algunas veces el objetivo es estimar no ya directamente # sino una funcién g (6).
Por ejemplo, para una distribuciéon Exp (6) se tiene que la esperanza es u = 1/6, y
podriamos estar interesados en estimar ;1 = ¢g () = 1/6 en vez de 6. El estimador se

—

puede denotar por i = g (#). Si queremos estimar 6§, entonces g () = 6.

Ejemplo 46. La media muestral X es un estimador de la esperanza i, lo que podemos
denotar como /i = X. Esto es vélido en todos los casos habituales, aunque se pueden
construir casos con espacio paramétrico no conexo para los que el recorrido de X
(conjunto de valores que puede tomar) no esta contenido en O.

Consideremos una muestra de una B (1, 6). La proporcién de éxitos es X, que es un
estimador de ;1 = 6, lo que podemos denotar como h=X.

Consideremos una muestra de una v (p, a). En este caso 6 = (p,a) y pu = g(p,a) con
g (p,a) = p/a, y entonces ji = X es un estimador de p/a.

3.3 Método de los momentos para la obtencién de estimadores

Los momentos poblacionales son funciones del pardametro § = (6;,...,0;) € R*. El
método de los momentos (mm) de estimacién puntual consiste en despejar 04, ..., 6, de
estas funciones, para expresarlos en términos de los momentos, y en estimar estos
momentos poblacionales mediante los correspondientes momentos muestrales.

Se plantean £ ecuaciones con los k primeros momentos. Si el sistema no tiene soluciéon
Unica se afladen momentos posteriores a los k£ primeros hasta que la solucién sea tnica.
Se suelen utilizar momentos respecto del origen. Utilizando momentos centrales el
resultado suele ser el mismo que utilizando momentos respecto del origen, pero no
siempre es asi. Ademds, el momento de orden 1 debe ser tomado respecto del origen,
puesto que el central es nulo.

Este procedimiento no esté asociado a propiedades de optimalidad, y puede dar lugar a
buenos o malos estimadores (segtin los criterios que se presentardn en el tema 4).

Tema 3. Estimacién puntual I
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Ejemplo 47. Determina el estimador de ¢ por el mm para las siguientes distribuciones

tedricas:

a) B(1,0), b)Exp( ), c) U (0,0), d)U(-0,0), )7 (p,a), Conﬁz(p,a).

a) Se estima F [X] = u = 0 mediante la media muestral, y entonces =

b) Se despeja 0 de la ecuaciéon E [X] = u = 1/6, obteniéndose 0 = 1/, y se estima p

mediante la media muestral, obteniéndose el estimador 6 = 1 /X.

c) Se despeja 6 de la ecuacién E [X] = p = 0/2, obteniéndose 6 = 2y, y se estima p

mediante la media muestral, obteniéndose el estimador § = 2X. Obsérvese que 6 no
es funcién del estadistico sm X(,,). No es un buen estimador como comprobaremos en

el proximo tema. Ademas, el estimador 0 =2X puede dar lugar a malas estimaciones.

Por ejemplo, si obtenemos la muestra (z1, x5, 23) = (1.3,8.9,2.1), con n = 3, se tiene que

T = 4.1, y la estimacioén vale 0 =2.4.1 = 8.2. Puesto que Xy ~ U (0,60) y xo = 8.9, tiene

que ser 6 > 8.9, y entonces la estimacién f = 8.2 es claramente inadecuada.

d) Se tiene que E [X] = p = 9+( = 0, que no proporciona ninguna ecuacién para 6,

y entonces debemos considerar el momento de orden 2. En algunas ocasiones, como

en este ejemplo, los estimadores son diferentes si se consideran momentos respecto del

origen o centrales. El momento poblacional central de orden 2 es la varianza

y se estima mediante el momento muestral central de orden 2 (la varianza muestral
52 = by); despejando 6 se obtiene § = oV/3, y el estimador es 6 = sv/3, siendo s = V/s2.
El momento poblacional de orden 2 respecto del origen es
6> 6>
a=E[X?| =V [X]+E[X]’= §+02 =3

y se estima mediante el momento muestral de orden 2 respecto del origen a; =
1™ X?; despejando 6 se obtiene 0 = /3, y el estimador es § = /3a; = /2 S0 | X2,
e) Puesto que hay dos parametros desconocidos, planteamos dos ecuaciones. Ademads
de la esperanza E [X| = p = p/a (momento de orden 1), consideramos la varianza
V [X] = 0% = p/a® (momento central de orden 2). Despejando se obtiene p = g—z ya=1%,
y entonces el estimador mm de § = (p, a) es

_2_
~ X X
9=(p,a)=<§a§)'

Este estimador no es funcién del estadistico minimal suficiente, que es ([, X;, > 1, X;),
o (> log X;, X).

Ejemplo 48. Para una distribucién teérica N (u, o), el parametro ;1 coincide con el
momento de orden 1, que entonces no hay que despejar, obteniéndose el estimador mm
7i = X. Para estimar o, si consideramos el momento de orden 2 respecto del origen se
obtiene

a=FE[X=VX|+EX]=c*+p2=0"+a},
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y de aqui 0 = \/ay — a3, obteniéndose el estimador mm

o=1/ag—al=s,

con s = v/s2. Entonces, el estimador mm de (1, o) es (X, s). Si consideramos el momento

central de orden 2 para estimar o se obtiene el mismo resultado. El estimador mm para

(1, 0%) es (X, s%).

3.3.1 Método de maxima verosimilitud

Dada una realizacién muestral (z, . . ., x,,), denominamos funcién de verosimilitud a
L(0)=L(0;x1,...,2,) = fo(21,...,2,) paraf € O,

que es la funcién de masa o densidad fy (21, ..., z,), pero con (z1, ..., z,) fijo y conside-
rada como funcién de 6.

Definicién 49. La estimacion de maxima verosimilitud de 6, 0= 5(:61, ..., Ty,), asociada
a la muestra (z1,...,z,), es el valor de § que maximiza L (6):

L (9) = réleaé(L 0) . (3.1)
La correspondiente v.a. = g(X 1, -, Xp) es el estimador de mdxima verosimilitud (emv)
de 6.

Ejemplo 50. Consideremos dos urnas: U;(2b,8n) y Us(9), 1n). Alguién elige una urna
y extrae una bola al azar de esa urna. No nos informa de cual ha sido la urna elegida,
pero nos dice que la bola extraida ha resultado ser blanca. ;Cual ha sido la urna de la
que se ha extraido la bola blanca?

Podria ser cualquiera de las dos, puesto que en cada una de ellas hay alguna bola blanca.
Pero si tuvieramos que decantarnos, parece mas plausible que la urna haya sido Us,
puesto que la probabilidad de que al extraer una bola ésta sea blanca, es mayor para
U, que para U;. Con este modo de decidir se estd realizando la estimaciéon de maxima
verosimilitud dada por (3.1), como comprobamos a continuacién.

Consideremos la v.a. X = X; (muestra de tamafio 1) que vale 1 si se obtiene bola
blanca y vale 0 si se obtiene negra (Bernoulli). Sea ¢; = 0.2y , = 0.9, que son las
probabilidades de obtener bola blanca en la primera y segunda urna respectivamente.
Con estos elementos, podemos formular la situaciéon del enunciado del siguiente modo:
tenemos una muestra de tamafio 1 de una distribucién tedrica de Bernoulli con espacio
paramétrico © = {6;,6,}. Obtenemos la estimaciéon de maxima verosimilitud (mv)
asociada al dato = = 1 (bola blanca).

La funcién de verosimilitud es

L) = L(B;x=1) = fo(1) =0'(1-0)""" = 0.
Entonces, L (6;) = 6, = 0.2y L (f2) = 6, = 0.9, y por tanto

ax L (0) = ix L () =méx{0.2,0.9} =0.9= L (0,) .
B0 = iy L0 = mix (02,09) >
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Entonces, L(g) = méxpeo L () = L (02), y por tanto 0 = 05 es la estimacién mv de 0,
correspondiente a la urna Us.

Si L (0) es continua y derivable, entonces podemos encontrar el punto de méximo
f mediante el método habitual: determinando los méximos locales entre los puntos

criticos y buscando entre ellos (la frontera del soporte incluida) el méximo global 6. En
los casos mds habituales con L (¢) derivable, L (#) tiene un tinico maximo local que es el
maximo global.

Ademas, disponemos del siguiente resultado que simplifica los cdlculos: el valor de
¢ para el cual una funcién L (f) se maximiza, es el mismo para el cual la funcién
log L (#) se maximiza. La razoén de este resultado es que el logaritmo es una funcién
creciente y, por tanto, cuanto mayor sea L (/) mayor es log L (¢). También se puede
comprobar de un modo simple (para L derivable) observando que para L () > 0 se

cumple % log L (§) = 0siy solosi L' (§) = 0, puesto que % log L (6) = %. Si L () es un
producto de funciones exponenciales, es mas rapido derivar log L (¢) (que es suma de

productos) que L (). Esto ocurre por ejemplo con las familias de tipo exponencial.

Ejemplo 51. Determina el emv de 0 para las siguientes distribuciones tedricas:
a)B(1,0), b)P(), c) Exp(9), d) U (0,6).

Omitimos la comprobacién de que el punto critico obtenido es de méximo absoluto,
que queda como ejercicio.

a) Se tiene que L (0) = fy (z1,...,2,) = 0" (1 — )", y de aqui:

log L () =nzlogh+n(l—7)log(l—10),y
_nz n(l-1)

d
2 oo L (0) =
g loeL(0) = 1—0

Resolviendo la ecuacion < log L () = 0 se obtiene la solucién tnica # = . La solucién

de la ecuacioén es el estimador de § que buscamos, y entonces el emv es h=X.
b) Se tiene que log L (#) = —n# + nTlogh — log (z1!---z,!),y

d nx
“logL(0) = —n+ — =
75108 (0) n+ 7 0,
que tiene solucién 6 = 7. Entonces, 0 = X es el emv de 6.
c)log L (6) = nlogd —nbz ,y LlogL () =% —nT = 0, que tiene solucién § = 1/7.

Entonces, § = 1/X es el emv de 6.

d) En este caso la solucién no corresponde a un valor 6 con L’ () = 0. Por simplicidad,
conviene modificar la funcién de densidad de la muestra de la U (0,0), fo(x1,...,2,) =
01 {x(,) < 0}, utilizando una desigualdad no extricta en la funcién I: I {z(,) < 6}.
Haciendo ésto, modificamos el soporte en un conjunto de probabilidad 0, y no afecta
a la distribucién. Con ello, la funcién de verosimilitud es L (6) = "1 {:c(n) < 9}, y se
tiene que

0 si0<fl< T (n)

Se tiene que 46" = —nf "' < 0 para § > 0, y entonces 6" es decreciente para
0 > z(,). Por tanto, L (f) se maximiza con 6 = T(n), y entonces 6 = X(,,) es el emv de 6.

Tema 3. Estimacién puntual I



3.3. Método de los momentos para la obtencién de estimadores 7

Ejemplo 52. Determina el emv de 6 para la distribucién teérica N (1, o) en los siguientes

casos: a) f = u, con o = gq conocida, b) 6 = o, con p = pip conocida, Q)0 = (u,o0).

Se tiene que log L (/) = —%log (2m) —nlogo — 55> i, (w; — )°.

a) ghlog L(p) = —52002,2 (2 — 1>t (-1) = L (X% 2 —np) = 0 tiene solucién
07 0

i = T. Entonces, ;i = X es el emv de p.

b) La ecuacién L log L (o) = =2 — 1 (=2) 033" | (2 — 1) = 0 se puede expresar

como L (—n+ 537 (z; — pm)?) =0, que tiene solucién

_ 1\ 2 ~ 1\ 2
o= \/527;:1 (x; — po)”. Entonces, ¢ = \/;Zi=1 (X; — po)” eselemv de o.
c) En este caso, para encontrar el maximo hay que resolver el sistema

gilog L(p,0) = 5 (O @ —np) =0
n 2
s 108 L (11,0) = 2 (=n + 35300 (@i = p)”) =0

que tiene solucién =7y o = \/ LS~ (2, —T)® = 5. Mediante la matriz hessiana de

derivadas segundas se comprueba que este punto critico es punto de maximo. Entonces,
0= (1,0) = (X,s) eselemv de § = (,0).

Hay casos en los que el emv no existe. Si existe, el emv puede no ser tinico, aunque
frecuentemente lo es. Por ejemplo, para una distribucién tedrica uniforme U (6,60 + 1),
se puede comprobar que para cualquier a con 0 < a < 1 se tiene que o (X, — 1) +
(1 —a) X(1) es un emv, teniendo en cuenta que z1) > 0y x4,y < 6 + 1 siy solo si
T(n) — 1 < 0 < I(1).

Teorema 53. Sea 1" un estadistico suficiente. Si el emv existe y es tinico, es funcion de 7T'.

Demostracién. Se tiene que existen funciones hy gy con L (0) = fy (x) = h (x) go (T (x)),
siendo x = (x1,...,x,). El valor de § que maximiza L (f) es el mismo que el que
maximiza gy (1" (x)). Este valor serd funciéon de 7' (x), puesto que dos muestras x y x’
con T (x) = T (x') = t dan lugar a la misma funcién gy (), con el mismo maximo. W

Aunque con frecuencia el mismo emv es un estadistico suficiente, no siempre lo es.

El emv tiene una 1til propiedad de invarianza para transformaciones del pardmetro.
Por ejemplo, si 7 es el emv de o, entonces 52 es el emv de ¢?. Para obtener el emv de
o? habria que expresar la funcién de masa o densidad tedrica en términos de A = o2
(reparametrizar), y maximizar la funcioén de verosimilitud para A. Es sencillo obtener
que el méximo para \ es justamente 5. Hemos considerado la transformacion g (o) =

ol

Esto se cumple en general para cualquier aplicaciéon g definida sobre ©O: si f es el emv
de 6, entonces \ = g (@\) eselemvde A = g (6).

Ejemplo 54. El nimero de fallos en bobinas de cable de 1 km sigue una distribucién de
Poisson. Se puede comprobar si una bobina tiene algtin fallo conectando el principio y
el final de la bobina a un circuito eléctrico y comprobando si circula la electricidad. De
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1.000 bobinas se comprob6 que 78 de ellas tenian algtn fallo. Determina el emv para el
numero medio (el niimero esperado) de fallos por bobina.

Solucién 55. De los datos, lo tinico que se puede estimar directamente es la probabilidad,
que llamamos 6, de que una bobina tenga algtin fallo (mediante la proporcién 0.078
de bobinas con fallos). Sin embargo, la utilizacién del supuesto paramétrico de que el
numero de fallos es de Poisson, y el uso de la propiedad anterior de los emv, permite
estimar el numero medio de fallos.

Disponemos de una muestra de una distribucién teérica de Bernoulli (hemos observado
si hay fallo o no). Para¢ = 1,...,n, con n = 1.000, sea X; la v.a. que vale 1 si la
bobina i-ésima tiene algtn fallo y vale 0 si no tiene fallo. Se tiene que X3, ..., X, es una
m.a.s. de una B (1, 0). Se ha observado una realizacion z, . .., x, de esta muestra, con
Z?:l €r; = 78.

Sea Z la v.a. “ntimero de fallos en una bobina”. No hemos observado Z, pero sabemos
que Z ~ P ()) para algtin valor de A. El nimero esperado de fallos es la esperanza de la
P (N), que es igual a \. Queremos entonces estimar .

La probabilidad de que una bobina tenga algtn fallo, se expresa en términos de X y
de Z como P{X =1}y P{Z > 0}, respectivamente. Esto permite relacionar ¢ con ), y
estimar A mediante el emv de 6. Se tiene que:

0

A
6:P{X:1}:P{Z>O}:l—P{Z:O}:l—e‘Aa:1—e‘A.

Despejando, se obtiene A = g (/) = —log (1 — 6). El emv de 6 (el pardmetro dela B (1,0))
es § = X, y entonces se tiene que el emv de A = g (6) es

A

X:g@\) = —log <1—9) = —log(1—7) .
Con este estimador se obtiene la siguiente estimacion:

X =—log (1 —7) = —log(1 — 0.078) = 0.0812.
Ejemplo 56. Obtén el emv para el séptimo decil de una distribucion tedrica N (1, o).

Solucién 57. Suponemos que ninguno de los parametros es conocido. El séptimo decil
es el cuantil d = zy7 tal que P {N (p,0) < d} = 0.7. Lo expresamos en funcién de p
y 0, y obtenemos el estimador estimando j: y o en la expresiéon mediante su emv, ya
obtenido en un ejemplo anterior. Se tiene que

P{N (p,0) <d}=P{N(0,1) < ££} =0.7,

y entonces P {N (0,1) > ££} = 0.3. Puesto que P {N (0,1) > 0.52} = 0.3015, se tiene
que £ = 0.52, y despejando se obtiene que el séptimo decil es

d=pu+0520 =g(p,o0) .

Se tiene que el emv de (1, 0) es (4,5) = (X, s), y entonces

d=g(1i,5) =i+ 0526 = X + 0.52s
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eselemvded=g(u,o)=xo7.

También podemos estimar z, ; mediante el correspondiente cuantil muestral ¢ 7, por
ejemplo. Obsérvese que en este caso el estimador no es funcién del estadistico minimal
suficiente (X, s), como si ocurre con el emv.

En el siguiente teorema se presenta otra propiedad muy tutil del emv. Bajo ciertas
condiciones que se cumplen con frecuencia, la distribucién del emv es asintéticamente
normal.

Teorema 58. Supongamos que © C R es abierto, y que fy (z) satisface las siguientes
condiciones:

3
1.- Existe la derivada % log fs (x), y su valor absoluto estd acotado por una funcién
K (z) tal que Ey[K (X)] < k (para algtin k£ > 0) para todo 6.
1

2.- Se tiene que F, L;ielogfg( )} =0y Ey {f X )d92f9( )

9 == 60.
3.- Se tiene que 7 (/) > 0, con

} = 0, al menos para un

d 2
i0)= £ |(G5low s () ] .
Bajo estas condiciones, si (/9\71 = (/9\71 (X1,...,X,) es una sucesién de estimadores de
maxima verosimilitud que converge en probabilidad a 6, se tiene que
. 1
0, ~ AN | 0, —— (3.2)
n-i(6)

para todo 6 € © (asintéticamente normal).

Por otra parte, si el emv es tinico, entonces la sucesién 6,, correspondiente a los sucesivos

tamafios de muestra converge en probabilidad a 6.

Recuérdese que la expresion 67,1 ~ AN [ 6, —~— | significa que 0=t AN 0,1),
q P < \/n—w)> 8 que == (0,1)

esto es, que la v.a. (@L — 9) /1 -i(f) converge en distribucién a una N (0,1). A la

funcioén i (f) de la condicién 3 se la denomina informacion de Fisher. Obsérvese que
la desviacion tipica en (3.2) es menor cuanto mayor sea i (), y por ello puede ser
considerada como una medida de la informacién que aporta una muestra de tamafio
1 sobre 6. Una expresioén alternativa para i (¢), cuando se cumple la condicién 2, es la

siguiente:
2

: d
i(0) = —Ep |55 1og fo(X)] - (3.3)
db
En algunas ocasiones es mds sencillo calcular i (¢) de esta manera.

Las condiciones 1 y 2 son suficientes pero no necesarias para que se cumpla el resultado.
Pueden ser dificiles de comprobar, pero se cumplen con frecuencia. Para comprobar
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que se cumple 2 es ttil tener en cuenta que

fg)dwﬁ() Gloehh )+ (R 00)

que se obtiene expresando log fo (X) en términos de las derivadas de fy (X) y

de?
despejando. En algunas ocasiones puede ser més sencillo comprobar (3.2) de un modo

directo que comprobar que se cumplen las condiciones 1 y 2. En los casos de los
siguientes ejemplos se cumplen 1y 2; se obtiene después de célculos sencillos pero algo
laboriosos, con alguna matizacion para la condiciéon 1. Nos limitamos aqui a calcular la
informacién de Fisher i (6), que es positiva en todos los casos.

Ejemplo 59. Determinamos la distribucién asintética del emv gpara el parametro 6 de
las siguientes distribuciones tedricas: a) B(1,0), b) P (0), c) Exp(0).

En el ejemplo 51 se obtienen los emv 0 para estos casos.

a) Puesto que fy(z) = 6% (1 —6)'7", se tiene que f3 (X) = 65 (1 —6)""" (es una va.
transformada de X), y log fp (X) = X log8 + (1 — X ) log (1 — 6). Derivando y operando
se obtiene, para 0 < 0 < 1:

X—-0\ 1 2

0-5|(7575) | a0
B 1 o 0(1-9) 1

“raay N ey T

~

Se tiene que § = X y, por el teorema 58, se tiene que

_ 9(1—0)
(07

Obsérvese que también se puede obtener este resultado de un modo inmediato a partir

del teorema central del limite (TCL), puesto que 6§ = 1 y 6 (1 — ) = .

b) Para 6 > 0 se tiene que log fp (X) = —0 + X log§ — log (X!) , y de aqui:

(fggj—éﬁnx—W]
1

= X = 0= >0

Se tiene que f=X y, por el teorema 58, se tiene que

- Vo
X~N(0,%) .

(También es inmediato a partir del TCL).

c) Para 6 > 0 se tiene que log fy (X) =logfd — 60X ,y 50 log fo(X) =2 — X, ydeaqui se
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1 2
- —X

=)

Se tiene que h=1 /X y, por el teorema 58, se tiene que
1 0

== N 07 y— .

()

Aunque ya es innecesario, también obtenemos i (#) utilizando la expresion (3.3). Se tiene
que

obtiene

1
=Vo[X] =5 >0

i (0) = B, =

d? d (d d (1 1
@bgfe(X) = (@logfe(XO = (5 —X) ==y
i(0)=—Ey[-1/6%] =1/6".

Si se desea obtener la distribucién asintética del emv A = g (é\) de una funcién del

parametro A = g (), siendo 0 el emv de 0, el siguiente resultado es 1util.

Proposicion 60. Sea Y,,, n € N, una sucesiéon de v.a. con Y;, ~ AN (p, 0,,), siendo p un
numero real dado y o,, una sucesién de ntimeros que tiende a 0. Si g una funcién real
derivable en p, con ¢’ (1) # 0. Entonces,

9(Yn) ~ AN (g (), 19 ()| on) -

Si aplicamos el resultado a 0, ~ AN (9, ﬁ) se obtiene

g <§n) ~ AN (g ), %)

Ejemplo 61. En el ejemplo 54 considerabamos la distribucién teérica B (1,6) y esti-
mébamos A = g (f) = —log (1 — §), obteniendo el emv A = —log (1 — X). Puesto que
¢ () = {15 > 0 para todo 6 € (0,1), se obtiene que, sea cual sea el verdadero valor ¢

del parametro, —log (1 — X) ~ AN (— log (1 —6), %/\/ﬁ), 0
A~ AN </\, Ver — 1/\/ﬁ> .

Si dispusiéramos de los datos del nimero de roturas en cada cable en el ejemplo 54,
podriamos estimar A mediante el emv de la distribucion de Poisson, que es la media del

nimero de roturas, este estimador cumple: X~ AN ()\, VA/ \/ﬁ> La varianza de \ es

menor que la de hy para todo n y A > 0, aunque el cociente de varianzas es cercano a 1
para \ pequefio (y tiende a 1 cuando A tiende a 0).
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3.4 Estimadores de Bayes

3.4.1 Introduccién ala inferencia bayesiana

Inferencia clasica y bayesiana

Otro enfoque en inferencia estadistica es el planteamiento bayesiano. En el denominado
enfoque clésico, que es el que venimos siguiendo, se considera que la distribucién
tedrica I, desconocida, es fija, caracteristica del experimento aleatorio en cuestion.

En el planteamiento bayesiano no se considera que exista una tnica distribucién teérica
F, fija, que es la verdadera distribucion que genera los datos del experimento aleatorio.
En lugar de ello, se considera una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de po-
sibles distribuciones tedricas, que se denomina “distribucién a priori”. Si la distribucién
tedrica es paramétrica, la distribucién a priori viene dada mediante una distribucion
de probabilidad sobre el espacio paramétrico. Este nuevo elemento complementa los
elementos del planteamiento clésico.

En algunas ocasiones un problema se ajusta a un esquema bayesiano. Por ejemplo,
supongamos que se dispone de varias urnas con distintas proporciones de bolas blancas.
Se selecciona una urna mediante un procedimiento aleatorio, con una distribucién de
probabilidad especifica; por ejemplo, con equiprobabilidad. Se extrae una bola al azar
de la urna seleccionada, y se anota un 1 si resulta ser bola blanca y un 0 en otro caso.
La manera adecuada de formular esta situacion es mediante un enfoque bayesiano. Se
estd obteniendo una observacién de una v.a. de Bernoulli. El espacio paramétrico es el
conjunto de los valores de la proporcion de bolas blancas en las distintas urnas. El valor
del pardmetro solo es fijo una vez seleccionada la urna, pero antes de ello se considera
una distribucién de probabilidad sobre los posibles valores del pardmetro, de la que se
obtiene una realizacién que lo determina.

En otras ocasiones, la distribucién a priori es un artificio que permite afiadir, a la infor-
macién proporcionada por los datos, otra informacién disponible sobre la distribucién
tedrica. Por ejemplo, queremos estudiar la longitud media ;. de los tornillos producidos
por una maquina. Por limitaciones fisicas de la maquina, sabemos que el valor de
estd comprendido entre 7.2 y 7.5 mm. Con un enfoque clésico, esta informacién no es
utilizada para realizar inferencias, y se pierde. Podemos utilizar esta informacién con
un enfoque bayesiano, considerando una distribucion a priori para p con soporte en el
intervalo [7.2, 7.5]. Si no tenemos mds informacién, deberiamos utilizar la distribucién
uniforme U (7.2, 7.5) como distribucién a priori: 7 ~ U (7.2,7.5).

Una vez especificada la distribucién a priori y la distribucién de la muestra, el primer
objetivo es la obtencién de la “distribucién a posteriori”, que es la distribucién del
pardametro condicionada a los valores observados en la muestra. Para ello se utiliza la
férmula de Bayes, que da nombre a este planteamiento. Las inferencias se realizan a
partir de la distribucién a posteriori.
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Distribucién a prori y distribucién a posteriori

Nos limitamos a estudiar el caso paramétrico. La distribucién a priori estd definida sobre
el espacio paramétrico y se denota por =, y entonces toma valores 7 (¢) para 6 € ©.
Puede ser una funcién de masa o una funcién de densidad. También se denomina
distribucion prior.

El hecho de que 6 sea una variable aleatoria, determina que la funcién de masa o
densidad de la muestra fj (x) = fy (x1,...,z,) sea una funcién de masa o densidad con-
dicionada al valor # del parametro, y entonces se denota por f (x/0) = f (z1,...,2,/0),
conx = (x1,...,%,). Es la misma funcién para los casos clésico y bayesiano, pero ahora,
ademads de la notacion, la interpretacion es diferente, es una distribucién condiciona-

da.

La funcién de masa o densidad marginal de la muestra se denomina distribucion predicti-
va. Se denota por m y viene dada por

m(x) = /@W(@)f(x/e) db

Frecuentemente 7 (¢) es una funcién de densidad. Si © es finito o numerable, entonces
7 (0) es una funcién de masa, y hay que reemplazar la integral por el correspondiente
sumatorio en la expresién anterior.

La informacién disponible inicialmente sobre ¢ viene dada por la distribucién a priori
7 (#). Una vez observada la muestra x, podemos incorporar la informacién propor-
cionada por estos datos utilizando la distribucién a posteriori m(6/x), o distribucion
posterior. Es la distribuciéon del parametro 6 condicionada a la muestra observada

Xy =xq,...,X, =,y viene dada por la férmula de Bayes:
_7(0) f(x/9)
T (0/x) = me) (3.4)

Obsérvese que el denominador no depende de 6. Es el valor por el que hay que dividir
la funcién de 6 del numerador, 7 () f (x/6), que hace que 7 (f/x) sea una funcién de

densidad:
/@W(G/X)d@:/ (; (x/6)
:mlx [ 50160014

(x) =1.

m()

Si 7 (0/x) es una funcién de densidad conocida, puede ser identificada a partir del
numerador 7 (0) f (x/6). Si este numerador multiplicado por una constante (que no
depende de 6) es una funcién de densidad conocida, entonces 7 (6/x) es justamente esta
densidad conocida.

Ejemplo 62. Se desea estudiar ¢ para una distribucién de Bernoulli, con © = (0, 1).
No se dispone de ninguna informacién sobre 6, y entonces es conveniente utilizar la
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distribucién uniforme sobre 6, la U (0, 1), como distribucién a priori. Se ha observado
la muestra x = (zy,...,2,). Determina la distribucién a posteriori.
Se tiene que m ~ U (0, 1), y entonces

(@) =1 si0< 6 <1 (yn(#)=0en otro caso).
Se tiene que
flzy,.. 2, /0) =0"(1—0)""

n
conzy,...,r,=0,1,y t= E z;,
i=1

y entonces
T(0) f(x/0) _0"Q1-0)""
pummy == 1 .
7 (0/x) () () si0 <0<
La funcién de densidad de la Beta (a, 3) es ga5(2) = % si0 < z < 1, con
Be (o, ) = 11:((2)—1_;(2; . Obsérvese que gii1,-t+1(0) = %. La tnica posible dife-

rencia entre las funciones de densidad 7 (6/%) y ¢t4+1,n—t+1(0) son los denominadores,
que no dependen de 6, y entonces deben ser iguales, ya que ambas son funciones de
densidad, que deben ser por tanto la misma. Entonces, 7 (0/x) = g141.,—t41(0), que
es la funcién de densidad de una Beta (t + 1,n — ¢ + 1), y por tanto la distribucién a
posteriori es

7w (0/x) ~ Beta (t+1,n—t+1) .

La distribucién U (0, 1) es una Beta (1, 1). Si se considera, también para una distribucién
tedrica de Bernoulli, como distribucién a priori la Beta (o, ) para cualesquiera valores
a, B > 0, se obtiene de un modo similar:

7 (0/x) ~ Beta(a+t,+n—1),

(0 (0/x) ~ Beta (a+t,5+n —t)).

Si 7 (#) es constante (distribucién a priori uniforme), entonces la moda a posteriori
coincide con el estimador de méaxima verosimilitud, como explicamos a continuacién.
La moda a posteriori (la moda de la distribucién a posteriori) es el valor de 6 que
maximiza 7 (0/x) (véase 3.4). Puesto que ni m (x) depende de 6 ni 7 (§) tampoco en este
caso uniforme, entonces el valor de § que maximiza 7 (¢/x) es el valor de  que maximiza
f (x/0). Este valor de 6 es justamente el estimador de maxima verosimilitud.

Las inferencias sobre § se realizan en funcién de la distribucién a posteriori 7 (6/x). Por
ejemplo, cualquier medida de posicién, como la esperanza, la moda o la mediana de
7 (0/x), proporciona una estimacién puntual para 6.

Los factores que intervienen en la expresiéon de 7 (6/x) que no dependen de 6, forman
parte de la constante multiplicativa que hacen que sea una funcién de masa o densidad.
Es habitual omitir estas constantes en los calculos para obtener 7 (6/x), y para ello se
utiliza la notacién “o<”, que indica que dos funciones son iguales salvo factores que no
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dependen del argumento de las funciones, o lo que es lo mismo, que el cociente de las
funciones no depende del argumento. De este modo, para obtener el resultado en el
caso general del ejemplo anterior, podemos expresar la funcién de densidad posterior
como: gott=1(1 _ g)Ptn—t-1
w0 =" 00
Be (a, f) m (x)
Esto permite identificar la funcién de densidad = (f/x), con argumento #, como una
Beta (o +t, B+ n —t), puesto que la expresion de la derecha en (3.5) es la funcién de
densidad de esa beta salvo constantes multiplicativas.

o 9ot (1 — gyttt (3.5)

Ejemplo 63. Se desea estudiar ¢ para una distribucién normal N (6, ) con ¢ conocida,
con © = R. Se considera para 6 la distribucién a priori N (uo, 0¢). Se ha observado la
muestra x. Determina la distribucién a posteriori.

Se tiene que

1 :
™ (0) = \/%JOGXP{—QT‘%(G—/LO)Q} si —oo<f <oy

R 1 .,
Fx/8) = 2n) o exp { <SS (- 0
y entonces, simplificando, se obtiene:

r (80— TO </0)

m (x)

Ao {0 =)’} Cn) o exp (T (0}

m (x)
ocexp{ 21 (0 — uo)}exp{—% ?:1(%‘—9)2}

1 1
= exp {—@ug} exp {_W (6% — QGMO)} .
0 0

1 —, 1
- exp {_W lef} exp {_ﬁ (n02 — Qan)} ,

y entonces

7 (6/%)  exp { L (62— 2y } exp {_% (n? — 2n9§)}

= exp{—% < ! n> <,u0 —0—nz> 9} . (3.6)

Multiplicando por una constante adecuada para completar el cuadrado, a continuacién,
se obtiene que 7 (6/x) es normal. Para todo a, b se tiene que a (§ — b)* = ab? — 2abf + ab>.
Igualando el exponente en (3.6) a los términos en §* y § en a (f — b)*, se obtiene

(] ny
—35 U_g+; =a,
T
N_g+ —2——2ab
o} o
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3.4. Estimadores de Bayes 16

Despejando, se obtiene

b o? N nog
o2+ n(;g“O o2 + no}
Entonces, con estos valores de a y b se obtiene, teniendo en cuenta que exp {ab*} no
depende de 6,
1 n 9 Lo T
7 (0/x) x exp {—% (U_(Q) + ;) 0" + (0—8 + n;) 9}

= exp {a92 — Qabé’}

X exp {a92 — 2ab9} exp {abQ}

= exp {af® — 2abf + ab®} = exp {a (6 — b)z}

1 2

= GXP{—T‘%(Q—M) } ’

con py = by of = —5 > 0. Esta funcién exponencial es la funcién de densidad de una

N (uq, 01), salvo la constante multiplicativa (ﬁ, que no tenemos que obtener ya), con

o? noa
= T 3.7
f a2+na§M0+02+na§w y (3.7)
2 (L m B (3.8)
g, = —_— —_— . .
! oy o?

Por tanto, 7 (#/x) es la funcién de densidad de una N (u1, o1), obteniéndose la distribu-
cion a posteriori:
T (Q/X) ~ N (M1701) ’

con y; y o dados en (3.7) y (3.8).

Familas conjugadas de distribuciones

Cuando las distribuciones prior y posterior pertenecen a la misma familia paramétrica,
se dice que esta familia es conjugada de la distribucion tedrica que se esté considerando.
De este modo, por el ejemplo 86 se tiene que la familia Beta es conjugada de la familia
de Bernoulli, y por el ejemplo 63 se tiene que la Normal es conjugada de la Normal
considerando # = 11y o conocida.

Para una distribucién tedérica dada, el hecho de que una distribucién a priori sea
conjugada de ella no es un motivo suficiente para seleccionarla. Sin embargo, en algunos
casos, como los de los ejemplos anteriores, una distribucién conjugada puede ser
adecuada.

Por ejemplo, la distribucién beta puede ser adecuada como distribucién a priori para
el pardmetro de una Bernoulli. Con una eleccién conveniente de los pardmetros, se
consigue concentrar la probabilidad a priori donde se quiera dentro del soporte, y con
una dispersion también a eleccion.

Por ejemplo, si creemos que una moneda deberia estar casi equilibrada, y tomamos
como distribucién a priori para 6 la Beta («, 3), como en el ejemplo 86, podemos elegir
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3.4. Estimadores de Bayes 17

los parametros de modo que sea 11y = 1/2. Esto se consigue tomando o = 3. Ade-
mas, podemos elegir este valor comiin de modo que o, tome un valor especificado. Si
pensamos que la verdadera probabilidad de éxito § no deberia alejarse mucho de 1/2,
tomaremos o, pequefio, y si no creemos que sea asi tomaremos oy, més grande. Por
ejemplo, para que ademas de iy = 1/2 sea 0y = 0.1, se obtiene a = = 12 despejando
a'y 3 de las ecuaciones

y ! 1 9 af 0.12
= = — On — = U.
et T2 T gt pt)
Ejemplo 64. Consideremos una distribucién tedrica con funcién de densidad
f(@/0)=0(1+z)"" paraz>0,

siendo # un pardmetro positivo. Comprobamos que la distribuciéon gamma es conjugada
de esta distribucion tedrica, y determinamos la distribucién a posteriori para una
distribucién a priori Exp ().

Se tiene que © = (0, 00). La funcién de densidad de la m.a.s. y la funcién de densidad a
priori de 6 ~ « (p,a) son

n —6-1
f(x/0)=0" <H (14 ;) > parazxy,...,z, >0,y
=1

P
7 (0) = %8‘”_16_“9 parad > 0.

Para el calculo de 7 (6/x) identificamos los factores que dependen de 6 en el producto
7 (0) f (x/60). En primer lugar, obsérvese que

(floe) = (@ 000) " (AT 000
o <Hj:1 (1+:U2-)> —exp{ 92 log (1 4 z; } .
Se tiene que

. —0-1
7 (0/%) 7 (0) ] (x/6) o 0710 (H (e )

i=1
p—1_—abn o n )

x P e exp{ Hzizllog(l +a:l)}

__ np+n—1 - n .

=0 exp{ G[a—i-zizllog(l—i—xl)}} :
Obsérvese que ésta es la funciéon de densidad de una v (p + n,a + t), con

t= Zi:l log (1 + ;) ,

salvo constantes multiplicativas, y entonces la distribucién a posteriori es

T7(0/x) ~vy(p+n,a+t).
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Por tanto, la distribucién gamma es conjugada de la distribucién teérica considerada.
Puesto que la Exzp (\) esuna v (1, A), si 7 (6) ~ Exp () se tiene que

T(0/x) ~y(n+1,t+N).

Cuando la distribucién prior no es conjugada de la distribucién teérica, puede ocurrir
que la distribucién posterior sea poco manejable. En este caso, el uso del ordenador es
muy util para realizar cdlculos numéricos para la distribucién posterior.

Distribuciones a priori no informativas

La informacién que se incluye en el problema mediante la distribucién a priori suele
ser subjetiva. Se puede utilizar la experiencia de una persona en el campo de trabajo
donde se esté realizando el estudio estadistico. Se puede incluir su opinién a traves de
la distribucién a priori.

En algunos casos, también se puede considerar una distribucién a priori que no contenga
informacion. Si © es acotado, entonces la distribucién uniforme en O es no informativa.
La funcién de densidad es constante, y entonces la probabilidad de un intervalo en
© es proporcional a la amplitud del intervalo. No hay zonas con mayor densidad de
probabilidad que otras. En el ejemplo 86 considerabamos una distribucién a priori
uniforme, en © = (0, 1).

Si © es un intervalo no acotado, entonces no existe la distribucién uniforme en ©: para
cualquier constante positiva ¢, la funcién constante 7 (¢) = c tiene integral sobre © que
vale oo, y entonces 7 no seria una funcién de densidad. En un intento de acercarnos
a una distribucién que no concentre mayor probabilidad en unas zonas que en otras,
podemos repartir la probabilidad en un rango amplio de valores tomando una varianza
a priori grande. En el ejemplo 63 se estudia el pardmetro ¢ para una distribucién
teérica N (6, 0) con o conocida, con distribucién a priori NV (y, 0p). Cuanto mayor es oy,
menos informativa es la N (119, ). Comprobamos cual es el efecto en la distribucién a
posteriori. Se obtuvo que 7 (8/x) ~ N (1, 01), con

1
o? N nog  _ ) 1 L

= o Ty oi=(s+5) -
02 +nog 0?4+ nog y 02 o2

Calculando el limite cuando o, — 00, se obtiene que para o grande ji; ~Zy 0?2 ~ g%/n,
y entonces estos momentos a posteriori tienden a no depender de y ni de oy para oy
grande.

En ocasiones, se utiliza el artificio de utilizar formalmente una funcién no negativa  (¢)
con [, m(0) df = oo, como si fuera una funcién de densidad a priori. A una tal funcién
7 (0) se la denomina funcion de densidad impropia. En particular, ésto permite considerar
lo que seria una “distribucién uniforme” sobre © cuando es no acotado; por ejemplo,
para el caso normal que acabamos de comentar. En el cdlculo de 7 (6/x), el elemento
7 (0) = c se cancela en el numerador con el denominador:

O e i) f(x/0)
Jom(0)f(x/0)d0 — c- [, f(x/0)d0 [, f(x/0)d0"

7 (0/x) (3.9)
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Obsérvese que aunque 7 (f) no sea una funciéon de densidad, 7 (6/x) si lo es:

e /f@ zjz)de:fefé/e)de/@“x/@)dez

La utilizacién de tal 7 (f) es formalmente valida porque, aunque no sea funcién de
densidad, se puede operar con ella para el cdlculo de 7 (f/x) obteniéndose una funcién
de densidad.

Ejemplo 65. Se desea estudiar § para una distribucién normal N (6, o) con o conocida,
con © = R. Se considera a priori para # la funcién de densidad impropia 7 (#) = 1. Se
ha observado la muestra x. Determinamos la distribucién a posteriori.

Por (3.9) se tiene que 7 (6/x)  f (x/6). Operando, se obtiene

(0%) 5 £ (0) o exp {5 T (0 01
~ exp {_% (S0 a2 4 b 2n9f)}
~ exp {_Tizzy . 3} exp {_% (nf? — ZnQE)}
x exp {_%‘2 (no? — 2n0f)}

n T

Entonces, la funcién de densidad 7 (f/x) tiene una estructura como la del ejemplo 63:
depende del argumento 6 a través de la exponencial de un polinomio de segundo grado
en . Razonamos como en el ejemplo 63 para obtener que la distribucién a posteriori es
normal, calculando también los parametros. Para completar el cuadrado, consideramos
laigualdad a (0 — b)* = a#? — 2abf + ab?, planteamos las ecuaciones

n T
—1_=q, n—; = —2ab,
o

y despejamos, obteniendo b = . Entonces, con estos valores de a y b se obtiene,
7 (0/x) x exp {—1262 + nzﬁ} = exp {af® — 2abf}
2 52 o2
X exp {a02 — 2ab0} exp {abQ} = exp {a92 — 2abl + abz}
=exp{a(f - b)2} = exp {——— (0 —7) }

:exp{—m(ﬁ—ff} para — oo <0 < oo.

Recuérdese que aqui el argumento es 6, y el resto de elementos son constantes: o2 es
conocida y 7 es funcién de la realizacién muestral x. La densidad normal N (y1, 04)
tiene esta estructura, con py; =Ty o} = 0 /n, y entonces

g

7(0/x) ~ N (z %) . (3.10)
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Como vemos, el hecho de poder ignorar las constantes multiplicativas simplifica las
operaciones, puesto que no hay que calcular integrales. Ademds, simplifica también las
expresiones al omitir estas constantes.

La nocién de suficiencia se expresa del siguiente modo en un contexto bayesiano: un
estadistico 7' = T' (x) es suficiente si se tiene que 7 (//x) = 7 (0/t), cont =T (x), para
cualquier distribucién a priori 7 (¢). De este modo, si T’ toma el mismo valor para dos
muestras x y x/, T'(x) = T (x’) = t, entonces 7 (6/x) coincide con 7 (6/x’), que por
este motivo se denota por 7 (6/t). Se tiene que los estadisticos suficientes bayesianos
para una familia paramétrica son los mismos que los estadisticos suficientes cldsicos,
estudiados en el tema 2.

3.4.2 Estimaciéon puntual bayesiana

La informacién disponible sobre ¢ una vez observada la muestra x viene dada por
la distribucién a posteriori 7 (6/x). Se puede considerar como estimador puntual de
¢ a alguna caracteristica de posicién de 7 (¢/x), como la esperanza, la mediana o la
moda.

Se denomina estimador (puntual) de Bayes a la esperanza de la distribucién a posterio-
ri:

6=FE[0)/x] = /@6’77 (6/x) db

En el ejemplo 86 se consideré una distribucién teérica B (1, 6). Con una distribucién
a priori Beta (o, ), para cualesquiera valores «, 5 > 0, la distribucién a posteriori
es:

7 (0/x) ~ Beta(a+t,+n—1t),

cont =y x;, con esperanza [, = af;in (igual a % sin > 1). Se obtiene
entonces la siguiente estimacioén de Bayes:
~ a4+t
h= 2Tt
a+pB+n

Obsérvese que si no hay muestra, n = 0 (y por tanto ¢ = 0), se tiene que 1 = p, puesto
que en este caso 7 (6/x) = 7 (#). En sentido contrario, la influencia de la distribucién a
priori en la distribucién a posteriori tiende a desaparecer cuando el tamafio de muestra
crece. En este caso, la informacion proporcionada por la muestra se impone sobre la
informacién proporcionada por la distribucién a priori: se obtiene que 0 =0, tiendea T
cuando n tiende a infinito, que no depende de a y j3.

Puesto que la U (0, 1) es la Beta (1, 1), se tiene con esta distribucién a priori no informa-
tiva que el estimador de Bayes es

t+1  T+1/n
n+2 1+2/n’

)

que es distinto del estimador de maxima verosimilitud clasico.
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Ejemplo 66. La proporciéon de enfermos ¢ en una determinada colectividad puede ser
modelizada mediante una variable aleatoria con distribucién beta. De estudios previos,
puede suponerse que § ~ Beta (5,10) (con yip = 1/3 y 0o = 0.118). En una muestra de
100 individuos hay 20 enfermos. Se obtiene la estimacién de Bayes

5:E[9/x]:233.

En el ejemplo 63 se consider6 una distribucién tedrica N (6,0) con o conocida, con
© = R. Para la distribucién prior N (uo,00) para 6, se obtuvo que la distribucién

a

. . o2 n
posterior es N (p1,01), con fi = T imgz Mo + o
es

no

2
27,y entonces el estimador de Bayes
0

2

h=—" +
02+ no Ho

2
nog

0%+ nod

Obsérvese que 0 es una combinacién lineal convexa (con pesos no negativos que suman
1) de 119, 1a esperanza prior y 7, la media muestral. Para comparar los pesos conside-
ramos el cociente, que vale noj/o?. Por ejemplo, los pesos son iguales, valen 1/2, si
nog/o? =1, estoes, sin = o?/c].

Sin = 0 se tiene que p; = 119 y 01 = 0y. Se obtiene que 0= @L tiende a T cuando n tiende
a infinito.

o? N o2 _
1= 0 r >~
a 02—|—n08u o?/n+ o}
Ejemplo 67. Consideremos una muestra z1, ..., z, de una distribuciéon teérica N (0, o)

con ¢ conocida, y una distribucién a priori no informativa. Determinamos el estimador
de Bayes para 6. Por el ejemplo 65, pagina 19, se tiene que

7 (0/%) ~ N (— %) ,

y entonces, la estimacion de Bayes es:
0=FE[0/x]=7.

El estimador § = X es el mismo que el obtenido por el método de los momentos y el de
maxima verosimilitud. Con el enfoque clésico, la distribucién de este estimador cumple
lo siguiente, siendo @ fijo el verdadero valor del pardmetro:

- o
X-0~N(0 =)
( Vn )
En el enfoque bayesiano se considera una muestra fija x, con media 7, y 6 es la variable
aleatoria, cuya distribucién posterior cumple:

W(G—E/X)NN(O,%> .

Tema 3. Estimacién puntual I



Tema 4

Estimacion puntual II. Métodos para evaluar estimadores: error cuadra-
tico medio, estimadores insesgados dptimos, suficiencia e insesgadez,
optimalidad de la funcién de pérdida.

Los contenidos de este tema corresponden a un curso basico de Estadistica Matema-
tica, y pueden ser consultados y completados con los libros de la bibliografia por
ejemplo. El libro de Rohatgi y Ehsanes es el mas completo.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tnica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

4.1 Introduccion

Suponemos que la distribucién teérica sobre la que queremos obtener informacién
pertenece a una familia paramétrica {Fy : § € O}. Consideramos una m.a.s. Xy, ..., X,,
para la que observamos los datos z, . . ., z, (realizacién muestral). Para obtener infor-
macién sobre 6 consideramos estimadores puntuales, con el propésito de utilizar sus
estimaciones como aproximaciones para el valor de 0.

En el tema anterior hemos estudiado métodos para la obtencion de estimadores, y en
este tema estudiamos procedimientos para valorar las propiedades de los estimadores y
para compararlos.

4.2 Estimadores consistentes e insesgados

La muestra tiende a dar informacién completa sobre la distribucion tedrica cuando crece
su tamafio, segtn el teorema de Glivenko-Cantelli. En consonancia con ello, se estudiaba
en el tema 1 que, cuando n crece, pardametros muestrales como momentos y cuantiles
tienden a concentrar su probabilidad cada vez mds cerca de los correspondientes
parametros poblacionales. Los unos sirven como estimadores de los otros (propiedad
que el método de los momentos utiliza).

A la propiedad de convergencia mencionada se la denomina consistencia. En el tema
1 se obtenia convergencia casi segura, y la propiedad de consistencia puede ser con-
siderada segun distintos tipos de convergencia. Es habitual considerar convergencia
en probabilidad, que asegura (es equivalente a) la convergencia en ley (o distribucién),
que quiere decir que, cuando n crece, el estimador tiende a concentrar la mayor parte
de su probabilidad cada vez més cerca del pardmetro poblacional que esta estimando.
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Entonces, para n suficientemente grande, con alta probabilidad, una estimacién deberia
ser muy cercana al verdadero valor del pardmetro.

Definicién 68. Una sucesion de estimadores 77, T, . . ., asociada a los sucesivos tamanos
muestrales n, se denomina consistente para estimar una funcién g (#) del parametro ¢ si

T, % g(#) paratodofd c©. 4.1)

En esta definicion se utiliza convergencia en probabilidad a una distribuciéon degenerada
en g (0).

Una sucesion consistente para g () = p1 es la media muestral X = X,, para sucesivos
valores de n. Por la ley débil de los grandes ntimeros se tiene que X > 1 sea cual
sea el verdadero valor de i, y entonces la sucesion de medias muestrales X; X, ... es
consistente para la media poblacional . No se hara referencia explicita a la sucesion y
se dird simplemente que la media muestral es un estimador consistente para la media
poblacional.

La consistencia de la media es valida para cualquier distribucién teérica (con y finita).
Por ejemplo, para una distribuci6n tedrica v (p, a), con 0 = (p,a) y u = p/a, se tiene que
X es consistente para g (p,a) = p/a.

Recuérdese que # es fijo pero desconocido, y entonces la condicién en (4.1) de que la
convergencia sea para todo # € O asegura la convergencia a g (¢) cualquiera que sea
el verdadero valor de §. Por ejemplo, si fuera 1 = 21, entonces X 5921, y si fuera
© = —5'7, entonces X = —5'7.

La siguiente propiedad establece condiciones para la esperanza y la varianza del esti-
mador que aseguran la consistencia (aunque no son necesarias): si

lim Ep[T,]=9¢(0) y lim Vy[T,]=0 paratodod c©, (4.2)

n—oo

entonces la sucesion 77, T, . . . es consistente para g (6).

Un modo alternativo para obtener la consistencia de Ji = X consiste en tener en cuenta
que E [X] = uy V [X]| = Z y observar que se cumple 4.2.

Aunque en la préactica los estimadores que se utilizan suelen ser consistentes, puede ser
atil en alguna ocasioén un estimador no consistente.

Ejemplo 69. Supongamos que se desea estudiar la duraciéon de un tipo de led que no
envejece, de modo que su tendencia a fallar es constante en el tiempo, y no aumenta
por envejecimiento del material. Se obtiene que la distribucién del tiempo hasta el fallo
debe ser exponencial Ezp (¢). Consideramos una m.a.s. X1,. .., X, correspondiente a
la duracién de n leds, conectados en funcionamiento continuo hasta el fallo. El emv
de u = 1/0 = g (), el tiempo esperado hasta el fallo para un led, es ji = X, que es un
estimador consistente.

Para obtener los datos, y una realizacién T de X, hay que esperar a que fallen los n leds.

Tema 4. Estimacién puntual II
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El siguiente estimador no es consistente, pero su valor puede ser determinado en cuanto
falla el primer led de los n, y puede servir para realizar una estimacién provisional. Sea
T = nX(). Se obtiene la funcién de distribucion

P{T <t} =1-¢"parat >0,

que es la funcién de distribuciéon de una Exzp (6) (igual que la tedrica, aunque es casual).
Por tanto 7" ~ Exp (#), con

BT =g=py VIT|= 5.

La distribucién de 7' tiene la particularidad de que la misma para todo n, con E [T'] = p.
Ademas no es degenerada, y entonces 7' no es consistente.

Todos los momentos y cuantiles muestrales son consistentes para los correspondientes
momentos y cuantiles poblacionales.

La consistencia hace referencia al comportamiento cuando n tiende a infinito, pero no al
comportamiento del estimador para un tamafio de muestra dado. Sin embargo, asegura
que es posible conseguir un estimador con una distribucién tan concentrada cerca de
g (6) como se quiera, tomando n suficientemente grande.

Definicién 70. Se denomina sesgo del estimador 7" para estimar ¢ (0) a la cantidad

br (9(0)) = E[T] — g (0) .
Se dice que T es insesgado, o centrado, para g (6) si el sesgo es nulo, esto es, si [T = g ().

Consideraremos algunos estimadores que son insesgados y otros que no lo son, pero en
este tltimo caso el sesgo siempre tenderd a 0 cuando n — oo (estimador asintéticamente
insesgado).

Ejemplo 71. La media muestral y la cuasivarianza muestral son estimadores insesgados
para la media y la varianza poblacional, puesto que

E[X]=p vy E[$Y =0
El sesgo de la varianza muestral como estimador de la varianza poblacional es:

n—1 1
R, L ——
n n

by (0%) = E[s’] — 0 =
que tiende a 0 cuando n — oo. Por tanto, la varianza muestral es asintéticamente
insesgada para la varianza poblacional.

Aunque S? es insesgado para o2, S no es insesgado para ¢ en general. Si 6 es insesgado

paraf, g (5) es insesgado para g (#) en general solo si g es una funcién lineal.

Habitualmente el estimador de maxima verosimilitud es consistente. En algunas ocasio-
nes es insesgado y en otras no.
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4.3. Error cuadratico medio como medida de la bondad de un estimador 4

4.3 Error cuadritico medio como medida de 1a bondad de un estimador

Para medir la bondad de un estimador (cémo es de bueno) tendremos que medir de algtin
modo si los valores que toma se alejan mucho del verdadero valor del parametro (o de
la funcién del pardmetro g (¢) que se considere). Puesto que el estimador es una v.a.,
y distintas realizaciones (a partir de distintas muestras que se obtuvieran) tomarian
distintos valores, algunos mas lejanos y otros més cercanos, debemos considerar un
valor promedio (una esperanza).

Consideremos un estimador 7" de 6. Si obtenemos la estimacion 7' = ¢, entonces la
lejania al verdadero valor se puede medir simplemente como la distancia |# — ¢| entre la
estimacion y el valor que estamos estimando. Pero también podemos considerar otras
nociones de distancia que pueden contemplar una penalizacién por el error cometido
al tomar ¢ como si fuera el verdadero valor de §; por ejemplo, los costes econémicos
consecuencia de la toma de esa decision.

Esta penalizacion se expresa mediante la funcién de pérdida L (6,t). Algunos ejemplos de

funcién de pérdida son los siguientes.

L(0,t)=|0 —t| eselerrorabsoluto de la estimacion.

L(6,t)= (0 —1t)* eselerror cuadrdtico de la estimaci6n.

|0 — ¢

L(0,t)= es el error relativo de la estimacion.

O la funcién de perdida con L (6,t) = csi |# — t| > ¢ y 0 en caso contrario, que penaliza
con un coste c los errores mayores que .

Ala perdida esperada Ejy [L (6, T)], que es funcién de 6, se la denomina funcién de riesgo,
y se la denota por Ry (6).

Una funcién de pérdida muy utilizada es el error cuadrético. En este caso de pérdida
cuadrética la funcién de riesgo es Ry (6) = Ey [(6 — T)2] , y se denomina error cuadrdtico
medio de T' como estimador de 6. Se suele denotar por EC' My (6) 6 ECM (0):

ECM (0) =E, [(6 —T)%] .
El error cuadrético medio de T' como estimador de g (0) es
ECM (g(9)) = Ey [(T— g(0))7] .

Se verifica que
ECM (g(0)) = Vo [T] +br (9 (0))* ,

como comprobamos a continuacion:

ECM (g(0)) = Ep [(T — Ey [T] + Eo [T] — g ())°]
= Ey [(T — Ey [T)?] + Ey [(Eo [T] — g (6))?]
+2Ey [(T'— E [T]) (Eo [T] — g (0))] ,
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4.3. Error cuadratico medio como medida de la bondad de un estimador 5

y, puesto que

Ey (T — Ey [T]) (Eo [T] — g (0))] = (B [T] -

se tiene que

ECM (g(6)) = Vo [T] + (Eg[T] — g (6))" + 0= V4 [T] +br (9(6))" -

De aqui se obtiene que, si T es insesgado, entonces su EC'M coincide con su varian-
za.

Para dos estimadores 7 y 75 en particular puede ocurrir que Ry, (/) < Rr, (0) para
algunos valores de 6, y Ry, (0) > Ry, (8) para otros.

Si T y T, son dos estimadores para g (6), se dice que T} es preferible a T, si

Rr, (8) < Ry, (#) paratodof € © y
Rr, (0) < Ry, (0) paraalgind € ©.

Seria deseable encontrar un estimador que fuera preferible a todos los demds, pero
en muchas ocasiones no existe. Puede ocurrir que Ry, (/) < Rr, (§) para algtinos 6y
Rr, (8) > Ry, (0) para otros, y en este caso ni es 17 preferible a 75 ni T, preferible a
T;.

Sin embargo, si nos retringimos a estimadores que verifican ciertas condiciones puede
ocurrir que si exista uno preferible a todos los demads. En concreto, mds adelante estu-
diaremos un método que pérmite, en algunas ocasiones, obtener un estimador centrado
que es preferible a cualquier otro estimador centrado. Para ello, y en general en toda la
inferencia paramétrica, el concepto de estadistico suficiente es fundamental.

Ejemplo 72. Consideremos una m.a.s. de tamafio n de una distribuciéon N (u, o). Vamos
a considerar la media y la mediana muestrales, X y M, como estimadores de 1, y a
comprobar que la media es preferible a la mediana, al menos para n suficientemente
grande.

En el tema 1 se obtuvo M ~ AN (,u, %:) (asintéticamente normal). Se tiene que

X ~ N (1,% ). La media es insesgada y la mediana asint6ticamente insesgada. Para n
\/ﬁ

suficientemente grande, el cociente de errores cuadraticos medios es:

ECMx () \/5
—=—C ~ /=~ 0. 1 .
ECMy (1) - 0.8 <1 paratodo (u,0) € ©

Sin embargo, la mediana tiene propiedades que pueden aconsejar su uso en algunas
ocasiones. Si en la muestra normal hay datos anémalos, excesivamente grandes o
pequetios, que pueden hacer sospechar de un error en los registros, hay que decidir si
excluir o no esos datos por ser erréneos. La media X es sensible a esta circunstancia,
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4.3. Error cuadratico medio como medida de la bondad de un estimador 6

pudiendo tomar valores muy diferentes dependiendo de que se eliminen esos datos
extremos o no, y esa decision tiene elementos subjetivos. Sin embargo la mediana es
menos sensible. Hagase la prueba con la siguiente muestra de tamafio 4: 6.3, 5.2, 42.0,
6.5. El estimador M es mas “robusto” en ese sentido.

En los siguientes ejemplos, con distribucion tedrica uniforme U (0, ), se obtiene un
estimador de la forma c.X(,,) que es insesgado y consistente para 6. Se obtiene que dentro
de la clase de los est1madores de la forma cX,), con ¢ = c¢(n) > 0, hay uno que es
preferible a todos los demds de esa forma, y que no es el insegado. Y se comparan estos
estimadores con el estimador por el método de los momentos.

Ejemplo 73. Consideremos una distribucién tedrica U (0, #), con 6 > 0. Determinamos c¢
tal que T" = cX(;) es un estimador insesgado para 6. (Para éllo hay que obtener la funcién
de densidad de X,), a partir de aqui su esperanza, y después hay que utilizar la li-
nealidad de la esperanza para simplificar y obtener una ecuacién para c).

Las funciones de distribucién y densidad de la U(0,0) son: F((x) = z/f para0 < z < ¢
y f(x) = 1/0si0 < x < 6. Por tanto, las funciones de distribuciéon y densidad de
Z =X =max{Xy,..., X, } son

G(2) = Gu(2) = [F(2)]" = (g)” si 0<z<4.
g(z) =n[F)]" " f(z)=n (§>n—1 % = nz;l_ si 0<z<6.
Se obtiene: .
E [Xm) :/0 2g(z)dz = nile,

y de aqui se obtiene que ET = E [cX ()] = ¢E [X,)] = ¢:250.Si ET = 0, entonces debe

ser c;; = 1, y de aqui se obtiene que ¢ = ™. Por tanto,
n—+1
T = i Xn)
n

es centrado para 6.
Para z < 0 se tiene que 7 < 1, y entonces lim,, .o, G (2) = lim,, (g)n =0.Paraz=10
se tiene que G,,(z) = 1, y entonces lim,,_,., G,(2) = 1. Por tanto, lim,,_,., G,,(2) es la

funcién de distribucién de una degenerada en 0, y entonces X, < 6. Puesto que

lim,, oo % 1, se tiene que T’ A 6, y entonces T’ % 9. Por tanto, T = "T“X (n) €S

consistente para 6.

Ejemplo 74. Consideremos una distribucién teérica U (0,0), con # > 0. Existe una
funcién de n, ¢y = ¢y (n) > 0, tal que el estimador T' = ¢y X(,), de 0, es preferible a
cualquier otro estimador de ¢ de la forma cX|,,) con ¢ # cy. Determinamos cj.

Un estimador ¢y X(,) que sea preferible a otro estimador cX,) debe tener menor EC'M
para todo 6. A priori, no tiene porqué existir un cyX(,) preferible a cualquier otro
estimador cX,) con ¢ # ¢y. Con los siguientes calculos, comprobamos que si existe y lo
obtenemos.
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4.3. Error cuadratico medio como medida de la bondad de un estimador 7

_n_
n+1

E [X (QH)] = -2-0%. El sesgo y la varianza de ¢X(,), con ¢ = ¢(n) > 0 arbitrario, son:

En el ejercicio anterior se obtuvo E [X (n)} = 6, y de un modo similar se obtiene

T n42

n n
bexy (0) = Bo [eXw] = 0= ;76 -0= (Cn+1 _1>9 y

V [eXe] = (B [X2)] - B [Xw]®) & = (n o " fl)z) 6.

Simplificando, se obtiene que el error cuadratico medio de cX(,) como estimador de 6
es:

2
ECMx,,, (0) =V [cX@)] + (ch<n> (9)>

= n A+1-2 n cl 62
n+2 n+1

= h(c)6?,

con h(c) = ;5¢* —2-17c¢ 4+ 1, que es un polinomio de segundo grado en ¢, con un

tnico punto de minimo, que es
n+ 2

c= 7"
Entonces, tomando ¢, = £, se tiene que h(c) > h(co) si ¢ # co, y por tanto h(c)6* >
h(co)6? para todo 6. Por tanto, si ¢ # ¢, se tiene que ECM.x,,, (/) > ECM,,x,,, (f) para
todo 0, y entonces

_n+2
(n)_n+1

n+2
n+1°

Co X(n)

es preferible a cX(,) para cualquier c

Ejemplo 75. Consideremos una distribucién tedrica U (0, §), con 6 > 0. Consideremos
los siguientes estimadores para ;. = g: Ty = 5 X, conc = Zﬁ, y T, = X. ;Es preferible
alguno de ellos al otro?

Es sencillo comprobar que

Utilizando los cdlculos del ejercicio anterior, obtenemos que el EFCM del estimador

gX(n) = %Z—ﬁX(n) deu = 9/2 €s:

n+1

25 (222)" - 2.2 (282) + 1) 07

2 n
ECMex,, (1) = (1) ECM.x,, (0) = Lh(2£2)0°
% n+1 n+1 \n+1

_ a2+t 02 1 2
o 4(n+1)* 0" = 4(n+1)29 )

Por otra parte, X siempre es un estimador centrado de y, con varianza

_— o? 02
VIXI ==
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4.4. Estimador centrado de uniformemente minima varianza 8

que coincide con el EC'M en este caso insesgado. Comprobamos que 4 (n + 1)* > 12n,y
de aqui se obtiene que
ECMéx(n) (1) < ECMx (n)

para todo 6 (y para todo n), y por tanto £X(,) es preferible a X para estimar p = §/2. Se
tiene que
An+1)°—12n=4n®> —dn+4=4n(n—-1)+1],

que es positivo para todo n, y de aqui se obtiene el resultado.
Ademds, se observa que EFCM:x,, (1) converge a 0 de un modo més répido del que lo
hace EC' M~ ().

4.4 Estimador centrado de uniformemente minima varianza

Un estimador 7', centrado para ¢ (¢) y con varianza finita, se dice que es un estimador
centrado de uniformemente minima varianza (ECUMYV) para g (6) si, para cualquier otro
estimador 7" centrado para g (¢) y con varianza finita, se tiene que

Vo[T] < Vp[T"] paratodod € ©.

El error cuadrético medio coincide con la varianza para un estimador centrado, y
entonces un ECUMYV es un estimador centrado preferible a cualquier otro estimador
centrado.

Si existe el ECUMY, es tinico. Aunque no siempre existe, si existe en muchos casos. El
siguiente teorema es 1til para su obtencion.

Teorema 76. (de Rao-Blackwell) Sea S un estadistico suficiente para una familia para-
métrica {Fy : 0 € ©} (por ejemplo, el ems). Para cualquier estimador 7} centrado para
g (0) se tiene que

Ty = E[Ty/S]

es un estimador de g (#) que satisface las siguientes propiedades:

a) En la expresion de 75 no interviene 6.

b) T, es centrado para g (6).

c) Vy[Iy] < Vp[T] paratodo 6 € O, con igualdad siy solo si T = T7.

Demostracion. a) Puesto que la distribucién de la muestra condicionada por el valor
de S no depende de 6, entonces asi ocurre con cualquier funcién de la muestra, y
en particular con 7;. Entonces, la esperanza condicionada basada en esa distribucién
condicionada, Ey[T7/S], no depende de 6. Por tanto, 75 es un estimador.

b) Eg [T5] = Eg [E[T1/5]] = Ey [T1] = g (6).

c) VolTh] = Vo [E[T1/S]] + Eg [V[T1/S]] > Vu [E[T1/S]] = Vy[Tz]. Ademés,

Eg[V[T1/S]] = Eo [E[(Th Tl/S) /S]]
=5 [E|(T /S]] = B [(Ti = To)°
que vale 0 si y solo si 75 = T} con probabilidad 1. [

Tema 4. Estimacién puntual II



4.4. Estimador centrado de uniformemente minima varianza 9

En este apartado 4.4 estamos considerando solo estimadores centrados, y entonces el
ECM coincide con la varianza. El teorema 76 proporciona un método para mejorar
un estimador centrado 773, obteniéndose un estimador 75 que es, o preferible o igual a
1.

La esperanza condicionada 7, = E [T;/S] es funciéon del estadistico ms S, y entonces el
ECUMYV, si existe, debe ser funcién de S: si un estimador insesgado 77 no es funcién
de S, entonces T, = E[17/S] es distinto de 7} (uno es funcién de S y el otro no), y
preferible a 7' (por el teorema 76), y por tanto 7} no puede ser el ECUMV.

Obsérvese que si aplicamos el teorema ahora a 75 en vez de a T3, obtenemos de nuevo
T, por ser T funcién de S:

E[T,/S) = E[Ty-1/S] = TLE[1/S] = T .

Frecuentemente existe una tnica funcién h del estadistico suficiente minimal S que es
centrada para ¢ (¢). En este caso, por el teorema 76, h(.S) debe ser el ECUMYV, y ademds
h(S) = E[T1/5] para cualquier estimador insesgado 7.

Teorema 77. (Lehmann-Scheffé) Si S es un estadistico suficiente y completo, y existe un
estimador insesgado 7" de 6, entonces existe un tinico ECUMYV para 0, y viene dado por

ET/S]

En todos los ejemplos de este apartado 4.4, el estadistico sm es completo, y de aqui se
obtiene que el ECUMYV es el tinico estimador centrado funcién del estadistico sm. En
algunos casos, esta funcién centrada se obtiene de un modo sencillo, y en otros hay que
calcular F [T'/S] directamente.

Ejemplo 78. Para las siguientes familias paramétricas y funciones g del parametro,
el ECUMYV para g () es la tinica funcién centrada del estadistico sm, que llamamos
SM (reservamos el simbolo S para la cuasidesviacion tipica muestral). Determinamos
el ECUMYV para g (). a) B(1,0),g(0) = 0, b) P(0), g(8) = 6, c) N (p,0)
(0= (N? U))/ g (M? U) =K d) N (:ua U) (0= (N? 0))/ g (:uv a‘) =0’

a) Se tiene que SM = X es sm (y funcién del sm por tanto) y es insesgado para o = 6.
Por tanto, X es el ECUMV para 6.

b) Se tiene que SM = X es sm (y funcién del sm por tanto) y es insesgado para u = 0.
Por tanto, X es el ECUMYV para 6.

c) Se tiene que SM = (X, S%) essmy X es funcién de SM. Ademds, X es centrado para
11, y por tanto X es el ECUMV para p.

d) Se tiene que SM = (X, S?) es smy S? es funcién de SM. Ademads, S? es centrado
para o2, y por tanto S? es el ECUMV para o2

Ejemplo 79. Consideremos una m.a.s. de un distribucion teérica B (1, #). Se tiene que
el ECUMV para ¢ (0) = 6 (1 — ) = ¢ es la tinica funcién centrada del estadistico sm
SM. Consideramos el estimador centrado 7" que vale 1 si X; =1y X, =0, y 0 en caso
contrario, y calculamos E [T'/SM].
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Se tiene que SM = X. No parece sencillo encontrar de un modo directo una funcién
centrada del estadistico sm X (si no se ha trabajado con varianzas muestrales para
variables de Bernoulli). Utilizamos el teorema 77 para encontrar la funcién centrada,
que es tnica y es por tanto el ECUMV. Para ello, podemos partir de cualquier estimador
centrado y, de hecho, cuanto mas simple sea més sencillos son los célculos. Partimos de
un estimador que no es bueno pero que es simple.

SeaTi conTy = 1si X; =1,X, = 0y 0 en caso contrario. Se tiene que 7} es centrado,
puesto que

—P{X;=1}P{X;=0=0(1-6)=g(0) .

Resulta ahora mas comodo considerar el estadistico sm en la forma SM = """ | X;, que
tiene distribucion B (n, ). Se tiene que

EN/SM=s=1-P{T1=1/SM =s}+0-P{T1 =0/SM = s}
= P{X,=1,X,=0/SM = s}
_P{X, = L,Xo=0,5",X;=s}
B P{SM = s}
P =1,X =0, 0, X =s— 1}
B P{SM = s}

P{SM = s}
_ P{B(1,0)=1} P{B(1,0) =0} P{B(n—2,0) =s— 1}
N P{B(n,0) = s}
=0 (e a0 () stn—s)
- (1)os(1—0)" () n-D7

Por tanto, el ECUMV para g (§) =60 (1 —0) = 0 es

E[T/SM] = S%EZ:%M) :nﬁ17(1—7) .

Ejemplo 80. El ECUMYV para la funcion del pardmetro g (/) = Py {X >0} =1—¢?de
una distribucién tedrica P (6) es tnico.

No es sencillo encontrar de un modo directo una funcién centrada del estadistico sm
SM = >"" | X;. Utilizamos el teorema 77 para encontrar la funcion centrada, que es
tnica (es el ECUMV), por ser el ems completo. Partimos de un mal estimador pero que
es simple.

SeaTiconTi =1siX; >0y T =0siX; =0.Se tiene que T} es centrado, puesto que

BTy =1-P{Ti =1} =P{X; >0} =1-¢"=g(0) .
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Se tiene que (la distribucién de Poisson es reproductiva)
E[T\/SM = s] = P{Ty = 1/SM = s}

—1-P{X;=0/SM = s}
_ P{Xl :O,Z?lei:S}

P{SM = s}
—1 P{X1 =03, Xi=s}
T P{SM = s}

P{X1 =0} P{3 1y Xi = s}

- P{SM = s}
:1_P{P(Q):O}P{P((n—l)e)zs}
PP (nf) = s}
¢~ —(n=1)0 [(n=1)0]" Y
=1- en@[ne]s :1_( ns)

s!

Por tanto, el ECUMYV para g (6) = P{X > 0} es

_ 1\SM nX

Puesto que el estimador de maxima verosimilitud de 6 es 0 = X, se tiene que el emv para

la funcion del pardmetro g (/) = 1—ees 1— e?=1-¢ X Paran grande se tiene que
este estimador es muy cercano al ECUMYV, en (4.3), puesto que lim,, ., (1 — )" = e},
y entonces

—_

E[T/SM] =1 — {(1 _ l)nrg —eX—g(0).

n

Si T es el ECUMYV para ¢, (¢) y 1> es el ECUMYV para g, (0), se tiene que T = a1} + bT5
es el ECUMV para g (0) = ag; (0) + bgs (0).

Ejemplo 81. Consideremos una m.a.s. de un distribucién tedrica B (1, §). Obtenemos el
ECUMV para g (0) = 6%

Se tiene que g (0) = ¢1(0) — g2(0), con g1 (8) = Oy g2(8) = 6(1 —0). En ejemplos
anteriores obtuvimos el ECUMV para g; (0), que es Ty = X, y el ECUMV para g, (6),
quees Tb = =X (1 — X). Entonces, el ECUMV para g (/) = g1 () — g» (0) = 6% es

—

X —1_
n X.

Tl—T2 :7—
n—1

X(1-X)= 1 (nX*-X) =

n—1 n —

4.5 Cota de Frechet-Cramer-Rao para la varianza de un estimador

El valor més pequefio para la varianza de un estimador centrado viene dado por la
varianza del ECUMV (si existe). Aun sin conocer el ECUMYV es posible en muchos
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casos obtener funciones de 6 que acotan inferiormente la varianza de los estimadores
centrados.

En algunas ocasiones, estas acotaciones permiten obtener el ECUMYV: dado un estimador
centrado, si su varianza coincide con la cota entonces es el ECUMYV.

Una de estas acotaciones es la desigualdad de Frechet-Cramer-Rao, que se presenta a
continuacion.

Sea T centrado para g (¢). Bajo ciertas condiciones de regularidad de la distribucién
tedrica, una de ellas que su soporte no dependa de 6 y el resto poco restrictivas, se
verifica que

g (9)°
Vel = 256

paratodo f € ©. (4.4)

Un estimador centrado para el que se dé la igualdad en (4.4) se denomina estimador
eficiente.

Si un estimador es eficiente entonces es el ECUMYV, y esto sirve como método de calculo
del ECUMV en algunas ocasiones. La relacién opuesta no se verifica y de este modo el
ECUMYV puede no ser eficiente.

Si el ECUMYV no es eficiente, entonces no existe ningtin estimador eficiente, puesto que
el ECUMV es preferible a cualquier otro estimador centrado.

Denominamos eficiencia de T, centrado para g (#), al cociente entre su cota y su va-

rianza: )
g (0) /(n-i(6))
0) = .
ér ( ) %[T]
Se verifica que er (¢) < 1. El estimador 7 es eficiente cuando er (§) = 1 para todo 6. Se
verifica que un estimador solo puede ser eficiente cuando la distribucién teérica es una
familia de tipo exponencial.

4.6 Perdida final esperada como medida de la bondad de un estimador baye-
siano

Consideremos un estimador puntual 7" de 0, y sea t la estimacién puntual con la muestra
x,t = T (x). En un contexto bayesiano se considera también una funcién de perdida
L (t,8). Pero, a diferencia del enfoque clasico, ahora la variable aleatoria es 6, y el valor
t es fijo. La funcién de riesgo es la esperanza de L (t,0). En lugar de considerar la
esperanza para la distribucién de 7" en el muestreo, como en el enfoque clasico, con
g fijo, se considera ahora la esperanza de L (¢, 0) para la distribucién posterior de 6 (a
posteriori, final) 7 (6/x). A esta funcién de riesgo bayesiana se la denomina también
perdida final esperada.

Definicién 82. La perdida final esperada PF E es la esperanza de L (t, ) para la distri-
bucién a posteriori:

PFE(T) = E[L(t,0) /x] = / L(0)7 (0/x)d0 .

0cO
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Seria conveniente utilizar estimadores que minimicen la PF'E. Considerando la funcién
de pérdida cuadratica L (t,6) = (6 —t)”, se obtiene que el estimador con pérdida final
esperada minima es la esperanza de 7 (6/x): T' (x) = E [#/x]. Es sencillo comprobarlo
aplicando el siguiente resultado a esta distribucién condicionada. Para una variable
aleatoria Z, desarrollando el cuadrado (Z — t)* = (Z — EZ + EZ — t)?, tomando espe-
ranzas y simplificando, se obtiene

E[(Z-t)?]=V[Z]+(EZ-1)",

que obviamente se minimiza cont = £'Z, y el valor minimo de esta esperanza es en-
tonces E [(Z — EZ )2] = V' [Z]. Aplicando este resultado a la distribucién condicionada
7 (0/x), se obtiene, con pérdida cuadratica, que

PFE(T)=E[(0 —t)*/x]
se minimiza tomando ¢t = F [f/x]. El estimador obtenido es entonces
T(x)=F[0/x],

que es el estimador Bayes que estudidbamos en el tema 3. El valor minimo de esta
esperanza es:

PFE(T)=E[(0 — E0/x))* /x] =V [0/x] ,
que es la varianza a posteriori.

Considerando funcién de perdida absoluta L (¢, 6) = |# — t|, se obtiene que el estimador
con pérdida final esperada minima es la mediana de 7 (6/x).

Ejemplo 83. La proporcién de enfermos 6 en una determinada colectividad puede
ser modelizada mediante una variable aleatoria con distribucién beta. De estudios
previos, puede suponerse que 6 ~ Beta (5,10) (con pp = 1/3y 09 = 0.118). En una
muestra de 100 individuos hay 20 enfermos. En el tema 3 se obtuvo para este caso
7 (0/x) ~ Beta(25,90). La estimacién de Bayes es 0 =EFE [0/x] = 2. La pérdida final
esperada es:

PFE =V [0/x] = V [Beta (25,90)] = 0.00146 .

Esta varianza a posteriori 07 = V [#/x] es menor que la varianza a priori o3 = 0.0139. La
aportacioén de informacién muestral (datos) hace que se reduzca la incertidumbre sobre
¢, disminuyendo la varianza de su distribucién.

Una vez que se han obtenido los datos muestrales y se ha determinado la distribucién
posterior, la informacién de la que se dispone sobre 6 esta en esta distribucién posterior.
De este modo, la distribucién posterior pasa a ser la nueva distribucién prior, que ha
sido actualizada con los datos muestrales.

Ejemplo 84. Consideremos una muestra x = (z,...,x,) de una distribucién teérica
B(1,6), y una distribucién a priori § ~ Beta («, 5). En el tema 3 se obtuvo (6/x) ~
Beta(a+t,84+n—t),cont = Y." | x;. El estimador de Bayes es § = - Lapérdida
final esperada es:

(a+t)(B+n—1t)

PRE=VI16/x]= (a+B+n)’(a+B4+n+1)

Tema 4. Estimacién puntual II
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Paran = 0la PFE (varianza de 6§ a posteriori) es la misma varianza a priori, puesto que
la distribucién posterior coincide con la prior. Para n grande se obtiene

m~T y o;~z(1-7)/n,

con uy = Ef/x] = gy 0? = V[0/x] = PFE. Entonces, la PFFE tiende a 0, coheren-
temente con el hecho de que la muestra tiende a dar informacién completa sobre el
pardmetro cuando n crece.

Ejemplo 85. Consideremos una muestra x = (x,...,x,) de una distribucién teérica
N (6, 0) con o conocida, y una distribucién a priori § ~ N (u, 0p). En el tema 3 se obtuvo
(0/x) ~ N (u1,01), con

-1

o? n nog  _ 9 1 n n

M1 = Ho x o=\ =3T3 .
o2+ nod o2+ not y o o2 o2

El estimador de Bayes es 0=y La pérdida final esperada es:

PFE=VI[0/x] = 0? = (iﬁ ”)_1 .

o2
o5 O

Para n grande se tiene que

o i Og _ _
[ = ———/o T~T,
o2 +nog o?/n+ o}
1 olo? a?/n o2
2 _ 0 _
NT T R T 22 & n’
o2 T o2 no? T

de modo que la aportacién de la distribucién prior (con sus pardmetros 1 y o) sobre la
distribucion posterior tiende a desaparecer, diluida por la informacién aportada por
una muestra cada vez mas grande.

Tema 4. Estimacién puntual II



Tema 5

Tests de hipétesis. Introduccién. Métodos para encontrar tests: tests
de ratios de verosimilitudes, tests bayesianos, tests unién-interseccién
e interseccién-unién. Métodos para evaluar tests: probabilidades de
error y funcién de potencia, tests mas potentes, tamaiios de tests unién-
interseccién e interseccion-unién, optimalidad de la funcién de pérdi-

da.

Los contenidos de este tema corresponden a un curso bésico de Estadistica Matema-
tica, y pueden ser consultados y completados con los libros de la bibliografia por
ejemplo. El libro de Rohatgi y Ehsanes es el mas completo.

Esta documentacion es orientativa y no es exclusiva ni tinica para el correcto desa-
rrollo de este tema. Tampoco vincula al 6rgano convocante ni al Tribunal actuante.

Aviso: El INE se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por la venta
de esta informacion.

5.1 Introduccién

Un contraste de hipétesis, o test de hipodtesis, es un procedimiento de inferencia estadis-
tica que sirve para valorar la credibilidad de una determinada hipétesis, o suposicion,
sobre la distribucién tedrica. Se puede utilizar por ejemplo para decidir si aceptamos
que un determinado tratamiento es til para la curacién de una enfermedad, o que un
dado estd equilibrado.

La hipétesis se formula en términos de una clasificacion (particién) de las posibles
distribuciones tedricas. Por un lado aquellas en la que la hipétesis es cierta, y por otro
aquellas en la que no. Por ejemplo, si la distribucién tedrica es de Bernoulli, la hipétesis
para contrastar puede ser “el pardmetro 0 vale 1/2”.

El procedimiento consiste en una particiéon del espacio muestral en un conjunto de
rechazo y otro de aceptacién, de acuerdo con ciertos requerimientos. Si la muestra
obtenida pertenece al primero se rechaza la hipétesis formulada, y si pertenece al
segundo no se rechaza. Pero como veremos, este no rechazo no es exactamente una
aceptacion sin mds. La decision estara sujeta a un posible error, pero se puede medir la
probabilidad de error.

Por ejemplo, se puede considerar que un determinado medicamento cura si un de-
terminado pardmetro toma ciertos valores; se tomard una muestra de n pacientes vy,
basdndose en los datos obtenidos, habrd que decidir si el parametro toma los valores
que indican que el medicamento cura o no. O por ejemplo, ;podemos aceptar que cierta
moneda esta equilibrada, esto es, que la probabilidad de obtener cara es § = 1/2?; se
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lanza n = 100 veces y se obtienen 64 caras; si se estudia la distribucién del nimero de
caras, se comprobara que obtener observaciones tan lejanas como |64 — 50| = 14 o mds
del nimero esperado de caras en una moneda equilibrada, 50, es poco probable; el test
habitual que se utiliza para este estudio, coherentemente con ello, rechaza con bastante
rotundidad (segun el “p-valor” del test, pequefio) que la moneda esté equilibrada.

Esta formulacién de las hipétesis y el procedimiento de contraste no presuponen un
contexto paramétrico, aunque en el ejemplo de la Bernoulli sea asi. Presentaremos
las nociones generales y nos ocuparemos del caso paramétrico. En el caso paramé-
trico se considerard un subconjunto ©, del espacio paramétrico ©, y se estudiardn
procedimientos para decidir sobre si el verdadero valor de 6 estd en ©, 0 no.

5.2 Conceptos basicos

5.2.1 Hipétesis nula y alternativa, simple o compuesta

La hipétesis que queremos contrastar se denomina hipétesis nula, y se denota por H,.
La negacion de la hipétesis nula se denomina hipdtesis alternativa, y se denota por
H,. Diremos que estamos contrastando H, frente a H;, o simplemente, que estamos
contrastando H,.

Una hipétesis que especifica con unicidad la distribucién tedrica se dice que es una
hipétesis simple. En caso contrario se dice que es una hipétesis compuesta.

En el caso paramétrico, la hipodtesis nula queda especificada mediante un subconjunto
©p C © adecuado, y se expresa como “f € O,”. Sea O, el complementario de Oy, esto
es, Oy UO; = Oy ©OyNO; = (. La hipotesis alternativa se expresa como “0 ¢ ©,” o
“f € ©,”. Diremos que estamos contrastando

Hy:0 €0, frentea H,:60c06,

o simplemente, que estamos contrastando H : 6 € ©.

En el ejemplo de la moneda del apartado anterior (con distribucién tedrica de Bernoulli),
es ©g = {1/2}, y Hy es una hipétesis simple. El contraste se expresa del siguiente modo:
Hy:0=1/2 frentea H, : 0 # 1/2, o simplemente Hy: 0 =1/2.

5.2.2 Definicidon de contraste de hipdtesis. Region critica y regién de
aceptacion.

Un contraste o test de hipétesis es una particién del espacio muestral en una region critica
C, en la cual se rechaza H, aceptandose H,, y una region de aceptacion C*, en la cual no se
rechaza H, (se acepta). Una vez observada la muestra x4, ..., ,, la decisién de rechazar
o no H, se hace segtin la pertenencia o no de la muestra a C'. Entonces, un test es un
procedimiento de decisién para el rechazo o no rechazo de la hipétesis nula.

Segtin se ha definido, cualquier subconjunto del espacio muestral es una region critica,
y esta define un test de hipdtesis. Sin embargo, unos seran mejores que otros. El criterio
para la elecciéon de una determinada regién critica C' se detalla un poco mds adelante,

Tema 5. Tests de hipétesis
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y se basa en limitar la probabilidad de error. La teoria de los contrastes de hipotesis
consiste en el estudio de métodos adecuados para la eleccién de C.

La region critica C' se expresa en términos de un estadistico, denominado estadistico
del contraste. Por ejemplo, si contrastamos H : # = 1/2 para una B (1, 6), es razonable
rechazar H, si 7 se aleja de 1/2, puesto que 7 es un estimador de §. Entonces, rechazando
simétricamente respecto de 1/2, se puede considerar una regioén critica de la forma

c-{ >c},

y habré que elegir un valor adecuado para c. El estadistico del contraste es 7. La eleccion
de c se hace en funcién de la probabilidad de error que se considere.

_ 1

€xr —

T—%‘>c}:{(x1,...,xn)€§2:

En ocasiones abreviamos “region critica” como rc.

5.2.3 Errores de tipoIyII

Tenemos dos disyuntivas. Por una parte la verdad o falsedad de la hipétesis nula,
cuestion que pretendemos estudiar, y por otra la aceptacién o rechazo de esta hipotesis
nula. Estaremos cometiendo un error si Hj es cierta y la rechazamos, denominado error
de tipo 1, o si Hy, es falsa y la aceptamos, denominado error de tipo II. Expresamos estas
posibilidades y esta terminologia en forma de tabla:

H, es cierta H, es falsa
Rechazar H error de tipo 1 decision correcta
Aceptar H, | decision correcta | error de tipo I

La decision de rechazar o aceptar H, se hace segtin la pertenencia o no de la muestraa C'.
Puesto que la muestra es aleatoria, unas veces se cometerd error y otras no, y ésto ocurre
conforme a la distribucién de la muestra. Lo ideal seria poder minimizar la probabilidad
de ambos tipos de error, pero habitualmente la reduccién de la probabilidad de uno se
hace a costa del aumento en la probabilidad del otro.

Utilizamos la abreviatura “pet I” para la probabilidad de error de tipo I, y “pet II” para
la probabilidad de error de tipo IL

Supongamos que H, es una hipétesis simple. Sea F) = Py, la probabilidad bajo H,
(esto es, suponiendo H cierta). Puesto que el rechazo de H, ocurre cuando la muestra
observada pertenece a la region critica, entonces la pet I es la probabilidad £, (C).

5.2.4 Nivel de significacién

El criterio comunmente usado para la elecciéon de C' consiste en fijar una cota a para
la pet I, denominada nivel de significacion, y elegir, a ser posible, entre los test con pet I
menor o igual que «, el test con menor pet II. Con esto se consigue controlar el error de
tipo I, pero sin embargo solo en algunos casos puede ser elegido el test con menor pet
II.

Tema 5. Tests de hipétesis
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Si tomamos a pequetio, por ejemplo 0.1, 0.05 6 0.01, y la muestra observada pertenece a
C'y lleva por tanto al rechazo de H, entonces podemos estar razonablemente seguros
de que H, es falsa. Pudiera ser que H, fuera cierta, pero en este caso estarifamos come-
tiendo un error de tipo I; puesto que la pet I es pequefa (< «), estaria ocurriendo un
suceso con probabilidad pequefia, y es mdas razonable concluir que H, no es cierta. Por
tanto, con este criterio, si la muestra observada lleva al rechazo de H, podemos estar
razonablemente seguros de que la decisioén es correcta. Sin embargo, la aceptaciéon de
H, solo indica que los datos no aportan evidencia en contra de H,.

Por ejemplo, si contrastamos Hy : § = 1/2 para una B (1,0), y consideramos la regién
critica C = { |z — 3| > ¢}, el valor de c se elige en funcién del nivel de significacion.
En este caso, la hipétesis nula es simple, y se tiene que la pet I vale £, (C). Eligiendo
c tal que I (C) = «, el contraste con regioén critica C' tiene nivel de significacién .
Obtenemos el valor de ¢ mediante aproximaci(’)n normal.

Por el teorema central del limite se tiene que Vvn ~ AN (0,1) (asintéticamente

\/9(1 0)

normal N (0, 1)), siendo 6 el verdadero valor del pardmetro. Si H, es cierta se tiene que
6 = 1/2, y entonces

><|

N[ =

Vi AN (0,1), (5.1)

(1-3)

denotando con “ %" la distribucién bajo H,, suponiendo Hj cierta, esto es, con § = 1/2.
Se tiene que

N[
D=

,_. ><‘
l\J\»—\

a:Po<C>=Po{7‘%'>C} {ﬁ V%}

~ P{|N(0,1)] > 2¢y/n} =1—=P{|N(0,1)| < 2cv/n} =a,

y entonces P {|N (0,1)| < 2¢y/n} = 1 — a. Por tanto debe ser 2¢\/n = z,/2. De aqui se
obtiene ¢ = 57=z,/», y por tanto

1
C = { > mza/g}

es una region critica para el contraste con nivel de significacién (aproximado) «

_ 1

T — = (5.2)

Ejemplo 86. Consideremos una distribucién teérica B (1, #). Consideremos una regién
critica de la forma C' = {|Z — 1| > ¢} para contrastar H; : # = 1/2. En una muestra de
tamafio n = 100 se obtuvieron 61 éxitos. ;Se debe rechazar H,, con nivel de significacién
a = 0.05? jy con a = 0.01?

Segtin se ha obtenido en (5.2), la regién critica concreta para un nivel de significacién a

(aproximado) es C' = {‘f - 3| >

#ﬁza/g } .

Con a = 0.05 se obtiene C' = {|T — 3| > 0.098}. Puesto que |0.61 — 1| = 0.11y 0.11 >
0.098, la muestra estd en la region critica, y entonces rechazamos Hy.

Con « = 0.01 se obtiene C' = {|7 — 3| > 0.129}. Puesto que [0.61 — 1| = 0.11y 0.11 %
0.129, la muestra no esta en la region critica sino que estd en la regién de aceptacion, y
entonces aceptamos H,.
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5.2.5 Nivel critico o p-valor

Habitualmente se consideran contrastes con una region critica que depende de o, como
en (5.2). Una vez fijado el nivel de significaciéon «, se obtiene la region critica concreta y,
una vez observada la muestra x4, ..., z,,, se toma la decisiéon de aceptar o rechazar H,
segin la muestra pertenezca o no a la region critica.

Hay un modo de manejar todos los niveles de significacién a simultaneamente. Esto se
hace considerando un namero, el nivel critico, que es funcién de la muestra, de modo
que con o menor que el nivel critico se acepta Hy y con o mayor o igual que el nivel
critico se rechaza Hj,.

El nivel critico o p-valor del test, a (1, ..., x,,), es el nivel de significacién mds pequerio
para el que la muestra observada z, ..., z,, lleva a rechazar la hipétesis nula.

Con un nivel de significaciéon o = 0 se acepta H, siempre, segtin crece « la region critica
se hace més grande, y con a = 1 se rechaza H,, siempre. Dada la muestra, el nivel critico
es el valor de o para el cual se pasa de aceptar a rechazar H,.

El p-valor se calcula del siguiente modo, una vez elegido un estadistico para el contraste,
la forma de la region critica, y obtenida la muestra. Se considera la region critica concreta
para la cual la observacion esté en el borde. Su nivel de significacién es el p-valor.

Por ejemplo, si la regién critica es de la forma C' = {T" > ¢}, y después de obtener la
muestra se calcula 7'y vale t = 6.1, entonces el p-valor es

a(zy, ., z,) = B {T >6.1},
que se calcula a partir de la distribucién nula (esto es, bajo Hy) de T'.

Ejemplo 87. Determinamos el p-valor del test en la situacién del ejemplo 86.
La region critica concreta para la cual el valor observado T = 5= = 0.61 esta en el
borde es C = {|z — }| > 0.11}, puesto que |0.61 — 1| = 0.11. El p-valor es el nivel de

significacion correspondiente a esta region critica, que es la probabilidad de error de
tipo I: puesto que 2 (X — 1) /n 2 AN (0,1) (véase (5.1)), se tiene que

a(zy, ... x,) = P (C) = R {|X — §| >0.11}

=R {[2(X 1) Vn|>2-011y/n}
~ P{|N(0,1)| > 2.2} =2-0.0139 = 0.0278 .

(Otra manera de obtener el p-valor hubiera sido mediante la resolucién de la ecuacion
synZa/2 = 0.11, puesto que C' = {]E -1 > ﬁﬁzaﬂ} es una region critica para el
contraste con nivel de significacion ¢; el p-valor es el valor de o obtenido como solucién).
El calculo del p-valor permite resolver el ejemplo 86 de un modo alternativo, sin tener
que calcular las regiones criticas concretas para los casos o = 0.05 y 0.01: puesto
que 0.05 > 0.0278, se rechaza H, con nivel de significaciéon o« = 0.05, y puesto que

0.01 < 0.0278, se acepta Hy con o = 0.01.

Resolvemos dos ejemplos més con hipoétesis nula simple.
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Ejemplo 88. Se supone que la longitud del ala de los individuos adultos de una especie
de mosca tiene distribuciéon N (u,0) con ¢ = 0.4 (en mm). Se obtuvo una muestra
de 49 individuos y se calcul6 la media de las longitudes del ala, con el resultado
Z = 7.2. Contrastamos la hipétesis H, : ;o = 7 utilizando una region critica de la forma
C = {|T — 7| > c}: obtenemos el p-valor y determinamos la decisién que hay que tomar
con nivel de significacién o = 0.01.

Calculamos el p-valor. La regién critica concreta para la cual el valor observado 7 =
7.2 estd en el borde es C' = {|7 — 7| > 0.2}, puesto que |7.2 — 7| = 0.2. Se tiene que

g\/ﬁ LN (0,1) (exactamente NNV (0, 1), no solo asintéticamente), y entonces

X -7

o

o (1, ) = Py {[X 7] > 0.2} :po{‘ i > %ﬁ}

= P{|N(0,1)| > 3.5} =2-0.0002 = 0.0004.

Es un p-valor tan pequefio que aporta una evidencia muy clara en contra de H,. Puesto
que 0.01 > 0.0004, se rechaza H, con o = 0.01.

Aunque ya no es necesario, calculamos la regién critica concreta para un nivel de
significacion «, y la particularizamos para o = 0.01. Imponiendo la condicién P, (C) = «,
se tiene que

Tl s £val

:P{|N(0,1)\ >§\/ﬁ}:1—P{1N(O,1)] <§\/ﬁ}:a,

a=P{|z -7 >c}:P0{‘

y entonces P {|N (0,1)| < £y/n} = 1 — a. Por tanto debe ser £y/n = z,/,. De aqui se
obtiene ¢ = -%z,/2, V por tanto
Jnca/2rY P

o
> —=Za/2
Vn
es una region critica para el contraste con nivel de significacién a. Con a = 0.01 se

obtiene la regién critica C = {|7 — 1| > 0.147}. Puesto que |7.2 — | = 0.2 > 0.147,
entonces, si se ha observado =7 = 7.2, se rechaza H, con o = 0.01 (como ya sabiamos).

Ejemplo 89. Consideremos una distribucién tedrica N (p, ). Consideremos la hipétesis
H, : 0? = 8.4. Determina una region critica que rechaze H, cuando el estimador S? de
o? tome valores demasiado alejados de 8.4 (demasiado pequefios o demasiado grandes).
Se obtuvo una muestra de tamafio 21 de la que result6 la estimacién S? = 5.7; contrasta
Hjy con a = 0.2 y p-valor.

Solucién 90. Consideramos una region critica de la forma C' = {5% < ¢;} U{5? > ¢},
siendo ¢; < ¢, constantes adecuadas. Determinamos ¢; y ¢, tales que I, (C') = a. Sea
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o2 = 8.4. Puesto que (";fl)SQ % \2 | (teorema de Fisher), se tiene que
0

OZZP()({S2<01}U{SQ>CQ}):PO{S2<01}+PO{SQ>CQ}
:PO{(n—1)52 _ (n—l)cl}+PO{(n—1)52 - (n_l)CQ}

2 2 2 2
) o) ) o)

n—1)c n—1)c
=R {Xi_1<(g%}+1)o {Xi_1>(g#} .

0 0

Elegimos ¢; y ¢, de modo que cada sumando valga a//2 (como se hace habitualmente).
En este caso, debe ser

(n—1)¢ (n—1)cy

2 2
03 Xn—11-a/2 Y —‘78 Xn—1,a/2 7
P 1,1-a/2 9 X; 1,a/2 2
y de aqui se obtiene ¢; = =220 y ¢; = ~22257. Entonces,
X X
11-a/2 102
C={g5><inblal ol j ) g2y 2nolaf o (5.3)
n—1 n—1

es una region critica para contrastar Hy : 0% = 0§ con nivel de significacion a.
Una vez mds, obtenemos la region critica para a = 0.2 ademas del p-valor, aunque sea
innecesario. Con o = 0.2 se obtiene x5, = 12.44, X390, = 28.41 y la region critica

C={5*<522}uU{S*>1193} .

Puesto que se ha obtenido S5? = 5.7, se tiene que 5.22 < S* < 11.93, y por tanto
S% &£ 522y 5% # 11.93. Entonces, la muestra no estd en la region critica, y aceptamos
Hy con o = 0.2. Para obtener la region critica en la cual la observacion S? = 5.7 estéd
en el borde, primero hay que determinar cual de los dos bordes. Vamos a ver que
en este caso, en que S? = 5.7 < 8.4 = o3, hay que considerar el borde ¢; de la rc
C ={5% < ¢} U{S? > ¢} en (5.3). Con valores de o« no muy grandes (con o < 0.8 para
n > 4) se tiene que
Xi—1,1—a/2 o< Xi—1,a/2 .
n—1 n—1

2 2
o Xo11a , Xn1,
(Ademds —“—-=*22 es creciente en n y converge a 1, y —-t222

n—1

converge a 1). De aqui se obtiene que

es decreciente en n y

C1<O'g<02.

Puesto que S? = 5.7 < 8.4 = ¢}, entonces si la observaciéon S? = 5.7 esté en el borde
de la rc, lo estd en el borde correspondiente a c;, y no en el borde correspondiente a c;,
2

anl,a/Q 2

2 . ., . o . sz z
ya que ¢; > oy = 8.4,y la ecuacion ¢, = ———=0j = 5.7 no tiene solucion. De aqui se

2
. ., . Xn-11—a -
obtiene que el p-valor es el valor a solucién de la ecuacién ¢; = ;’—jl%g = 5.7. (Esto

corresponde al modo de calculo del p-valor explicado entre paréntesis en el ejemplo 2).
Se obtiene X3, , ,/, = 2515.7 = 13.57. Buscando en las tablas se obtiene 0.7 < 1—% < 0.9,
’ 0

y de aqui 0.2 < o < 0.6. Entonces,
02 < a(zy, ..z, <0.6.

Puesto que a (21, ..., z,) > 0.2, aceptamos Hy con a = 0.2 (como ya sabiamos).

Tema 5. Tests de hipétesis
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Los elementos bésicos que se han introducido hasta ahora no suponen que la dis-
tribucién tedrica sea paramétrica, y son vélidos en todos los casos. En el resto del
capitulo suponemos que la distribucién tedrica pertenece a cierta familia paramétrica
{Fy:0 € O}, con © C R*. Consideramos unam.a.s. X;,..., X, para la que observamos
los datos x4, . .., x, (realizacién muestral).

5.3 Contrastes de hipoétesis paramétricos

En la estimacion puntual el objetivo es estudiar el valor del pardmetro, fijo pero des-
conocido (en el enfoque cldsico). En un contraste de hip6tesis paramétrico se estudia
no el valor concreto del pardmetro, sino que se toma una decisién razonable sobre si
éste pertenece o no a un cierto subconjunto ©, del espacio paramétrico. En la misma
linea que con la estimacion puntual, los mejores contrastes estardn basados en estadis-
ticos suficientes. En el resto de este capitulo estudiaremos los contrastes de hipétesis
paramétricos.

5.3.1 Contrastes unilaterales y bilaterales

Los contrastes unilaterales son de la forma

Hy:0<6, frentea H,:60 >0, b 0bién
Hy:0>6, frentea H;:0<6, .

Los contrastes bilaterales son de la forma

Hy:0=106, frentea H;:0+# 60, ,b60Dbién
Hy:0€ (0,05 frentea H,:0¢[0,,6,] .

Los contrastes de todos los ejemplos anteriores, con Hj, simple, eran bilaterales.

5.3.2 Funcidén de potencia

En un contraste paramétrico se define la funcion de potencia : © — |0, 1] como
pO)=1(C),

de modo que, para cada 6, 3 (¢) es la probabilidad de rechazar Hj si el verdadero valor
del parametro es 6. Entonces, un contraste paramétrico tiene nivel de significacién «
si

B(#) <« paracada 6 € O,

esto es, si la pet I es menor o igual que « sea cual sea el valor del pardametro en © (bajo
Hy).

Se denomina tamaiio del test al valor

sup 3 (0) ,

[USISH)

Tema 5. Tests de hipétesis



5.3. Contrastes de hipotesis paramétricos 9

que es la maxima probabilidad de rechazar H, entre todos los valores del pardmetro
para los que es cierta (cometiendo error de tipo I). Entonces, si Hj es cierta, sea cual
sea el verdadero valor del parametro en O la pet I siempre serd menor o igual que el
tamafio del test.

Una pet II pequefia supone que Py(C¢) = 1— [ (0) sea pequeia bajo H, o sea, que (3 (6)
sea grande para cualquier valor del parametro en O;.

Dadas dos regiones criticas C'y C” (dos tests) para contrastar Hy : 0 € ©, frente
a H; : 0 € ©1,connivel de significacion « ambas, se dice que la primera es uniformemente
mds potente que la segunda si

B (0) > Ber (8) paratodof € O .

Se dice que un test es uniformemente de mdxima potencia (ump), dentro de una familia
de tests, si es uniformemente més potente que cualquier otro con el mismo nivel de
significacion.

Ejemplo 91. Consideremos una distribucién tedrica N (1, o) con o = 0.4. Consideremos
la hipétesis Hy : p1 > pio, con py = 7 y una rc de la forma C' = {7 < ¢}. Determinamos
la funcién de potencia, y a partir de ella una rc concreta para un test con nivel de
significacion a.

Es un contraste unilateral (la hipotesis alternativa es H; : p1 < 9, la negacion de Hy). Se
tiene que

B(w) = P(C)=F.{X<c}

_ PM{XU_M < C;“\/ﬁ}:P{N(o,1)<%\/ﬁ} .

Cuando 1 crece se tiene que =£,/n decrece, y entonces (3 (1) decrece. Por tanto, /3 (11) es
una funcién decreciente. Se tiene que lim,,_, . 8 (1) = 1y lim,,_,o 8 (1) = 0. Por tanto,
tomando c tal que 5(uy) = a se consigue que sea 5 (1) < « para cada p € Oy = 1, 0),
esto es, se consigue que el test tenga nivel de significaciéon «. Calculamos este valor de c.
Imponiendo la condicién f(ug) = « se obtiene

a:ﬁ(uo):P{N(0,1)< C_“O\/ﬁ}=1—P{N(o,1)>C;“O\/E},

g

y por tanto P {N 0,1) > C—;@\/ﬁ} =1 — a. Entonces, “°\/n = 21_o = —2,, y de aqui
se obtiene ¢ = o — \/iﬁza. Por tanto,

C:{f<ug—%za}

es una region critica para contrastar Hy : ;1 > o con nivel de significacién o.

5.3.3 Contraste de hipétesis simple frente a simple

En el caso de hipodtesis simple frente a simple el lema de Neyman-Pearson proporciona
el test de (uniformemente) maxima potencia:

Tema 5. Tests de hipétesis
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Lema 92. Si C C Qes tal que

{(xb 7xn) € f91 > kfgo} ccC y
C C{(x1,....,wn) €Q: fo, > kfg,}

para alguna constante & > 0, y se verifica que Fy, (C) = «, entonces C' es la regién
critica de un test de maxima potencia, con nivel de significaciéon «, para contrastar
Hy:0 =106, frentea H; : 0 = 0;. Ademads, C se expresa en funcién del estadistico ms
(minimal suficiente).

Demostracion. Solo lo demostramos en el caso continuo. El simbolo fy, es una expresion
abreviada de fy, (z1,...,2,), y lo mismo para fj,. La condicién, valida en los casos
discreto y continuo, se puede expresar de la siguiente manera, mas sencilla, en el caso
continuo:

¢ = {f91 >kf90}
= {(z1, .., zn) € Q1 fo, (T1, .y xn) > kfo, (X1, .00y n)}

puesto que la probabilidad de que sea fy, = kfy, vale 0. Se verifica que la desigualdad
fo, > kfg, se expresa en términos del estadistico ms. Supongamos que C' tiene nivel
de significacion «, esto es, Py, (C) = «a. Sea C’ otra rc (cualquiera) con Py, (C') = «a.
Demostraremos que P, (C¢) < Py, (C’) (o sea, que hay menor o igual pet Il con C que
con ('), con lo que queda demostrado el lema. Para cualquier A C C se tiene que
Pgl (A) > k‘PgO (A)

P91(A) = /f91 T1y..., X d!L’l dl’n>/kf90 (xly---,l'n)d[pl...dxn
A
— kP (A

Del mismo modo se obtiene que Py, (A) < kP, (A) si A C C°. Puesto que
Py (C") = Bp(C'NC)+ Py(C'NC*) parab € {61,602},
se tiene que

Py, (C) = Py, (C") — k (Pa, (C) — Py, (C"))

= Py, (C) — kPy, (C) — (P, (C") — k Py, (C"))

= Py, (C) — kPy, (C) — (Pp,(C'NC) — kP, (C' N CY)
— (P, (C'NC°) = kP, (C"N C7))

=Py, (C) — Py, (C'"NC) =k (P, (C) — Py (C"'NC))
+ kPy, (C'NC%) — Py, (C"'NC°)

>0+04+0=0.

De ello se obtiene que Py, (C') — Py, (C") > k (Fy, (C) — Py, (C")) = k (o« — ) = 0. Enton-
ces, Py, (C) > Py, (C'), y de aqui Py, (C°) < Py, (C™). [ |

Tema 5. Tests de hipétesis
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Ejemplo 93. Consideremos una distribucién tedrica P (0) y sea 6y < 6,. Determinamos
la region critica del test de maxima potencia para contrastar

Hy:0=40, frentea H,:0 =0, .

Seat =) x; Se tiene que:

0! o
{f91 > kao} - {e_nglrl‘x' > ke_neoro‘x'} = {(01/00)t > k;e”(el—@o)}

= {tlog(@l/Qo) > logk+n(01 —0())} = {T> C} ,

conc = ((1/n)logk + 6, — 6y)/log (61/6,). Entonces, la rc 6ptima del test ump es de la
forma

C={z>c}.
Calculamos la rc concreta para el nivel de significacion o mediante aproximacién normal
(calculamos c¢).

X — 6,
Voo
P{N(O 1) > 0_90\/’}
~ , ne=au.
Voo
Por tanto, C’g(? n = z,, y de aqui se obtiene c = 6, + %za. Entonces, la region critica

concreta del test ump para contrastar Hy : § = 6, frente a H; : § = 6; con nivel de
significacion a (aproximado) es

a:Pgo(C):P90{7>c}:P90{ \/ﬁ>c_90\/ﬁ}

Vo

(5.4)

C’:{T>¢90+@za}.

Vn
Obsérvese que C no depende de ;. Lo que si depende de 6, es la pet II:

P (C) = P (X < f = o { =2t < S}

gP{N(0,1)< c_elﬁ}:P{N(0,1)< @za+9°_91ﬁ} .

Vo 01 Y

Ejemplo 94. Se obtuvo una muestra de tamano 25 de una distribucién teérica P (),
con T = 10.3. Contrastamos la hipétesis Hy : § = 9 frentea H, : § = 12, con o = 0.01
(calculamos también la pet II).

Utilizamos el test ump dado en (5.4). Con o = 0.01 se obtiene C' = {f > 9+ \%%2.33} =
{Z > 10.40}. La pet Il vale

Ppo15(C°) ~ P{N(O,1)<%\/él2\/2_5}

= P{N(0,1) < —2.31} = 0.0104

Tema 5. Tests de hipétesis



5.4. Teoria de contrastes paramétricos 6ptimos 12

Puesto que 10.3 # 10.40, se acepta H, con o = 0.01. En este caso, a diferencia de lo que
ocurre en la mayor parte de las ocasiones, podemos estar razonablemente seguros de
que la aceptacion es correcta (no solamente de que no hay evidencia en contra de Hy): si
la aceptacion no fuera correcta, es que estariamos cometiendo un error de tipo II, que
tiene probabilidad FPy_;5(C¢) ~ 0.0104 , pequena.

5.4 Teoria de contrastes paramétricos dptimos

El caso de hipétesis simple frente a simple, que tiene solucién 6ptima segtin se vio en el
apartado anterior, raramente se presenta en la practica. Para contrastes paramétricos
unilaterales y bilaterales no siempre hay un test uniformemente de méxima potencia,
aunque si en muchos casos.

Suponemos que el pardmetro es unidimensional. Los resultados que se presentan para
contrastes unilaterales y bilaterales son consecuencia del teorema de Karlin-Rubin y del
de Lehmann. Por simplicidad, no se presenta el resultado completo de estos teoremas,
aunque si aspectos principales.

5.4.1 Contrastes unilaterales

Se dice que una familia paramétrica tiene razén de verosimilitud mondtona (en T)) si existe
un estadistico unidimensional 7" tal que, para cada 6,6’ con § < ¢,

f@/ (xl, ceey LL’n)
fo (1, ...y zp)

es una funcién creciente de 7' (z, ..., x,).

(5.5)

Si una familia es de tipo exponencial uniparamétrico y ¢ (¢) es monétona, entonces la
familia tiene razén de verosimilitud monétona en el estadistico ms: se tiene que

for (i, yx)  c(0)" (ITmy b (@) exp {q (0") 3072, V ()}
folar, . oen) ()" (T b () exp {q (0) Y21, V (2:)}
c(0)

((9> exp{( (0) —q (0 ZV x,},

que es funcién creciente de 7' = > | V' (z;) si ¢ (6) es creciente, y es funcién creciente
deT =—-5"",V (z;)siq(0) es decreciente.

3

Ejemplo 95. Determina el estadistico 7" para el que las siguientes distribuciones tie-
nen razoén de verosimilitud monétona: a) B(1,6), b) P (0), c) Exp(0), d)
N (p,0), con = 'y o conocida, e) N (u,0), con § = oy uu conocida.

Solucién 96. a) Puesto que ¢ () = log 1%, = log %_1 es creciente para § € © = (0,1)
0

y V (z) = z, se tiene que la familia de las distribuciones de Bernoulli tiene razén de
verosimilitud monétonaen7 =>" , V (X;) => ", X;.

Tema 5. Tests de hipétesis
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También podemos obtener 7" de un modo directo, sin utilizar que la distribucién de
Bernoulli es de tipo exponencial uniparamétrico. Seat = " | x;. Se tiene que

fo @y, 0 (10" a—0) (5
fo (1, ...y zp) 6t (1 — 0)”_t (1—0)" ’

Puesto que ;7; es una funcion creciente de 0, se tiene que =5 < 5 9, , y de aqui se obtiene
que el Coc1ente es funcién creciente de ¢. Por tanto, T = 22:1 XZ, como ya sabiamos.

b) Puesto que ¢ (¢) = log 6 es creciente para § € © = (0,00) y V (z) = z, se tiene que
la familia de las distribuciones de Poisson tiene razén de verosimilitud monétona en
T=Y",V(X)= Y0, X

c) Puesto que ¢ () = —0 es decreciente y V (z) = z, se tiene que la familia de las
distribuciones exponenciales tiene razén de verosimilitud monétona en el estadistico

= - Z?zl V(Xi) =— Z?:l Xi -

d) Puesto que ¢ (1) = %5 es creciente y V (z) = 1, se tiene que la familia considerada
tiene razon de Verosmuhtud monétonaen? =>" V(X;)=>" X;.
e) Puesto que ¢(0) = —55 es creciente y V (z) = (z — 11)?, se tiene que la familia

considerada tiene razon de verosimilitud monoétona en el estadistico ms

n

T:ZV(XZ-):Z()Q—M)Z.

i=1
Ejemplo 97. Consideremos la funcién de densidad tedrica
fo(z) = eI {x > 0}

(X ~ 6+ Exp(1)). No es una familia de tipo exponencial, y entonces debemos manipular
el cociente (5.5) directamente. La funcién de densidad de la muestra es

fo(x1,...,xp) = exp {n9 — ixl} I {x(l) > 0} ,

i=1
y se tiene que

for (x1, ..., xp) _oXp {n@ ="z} 1 {m(l) > 9’} _ en(e/_e)l {x > 9’}
fo(x1,....xy) exp{nd —> " x;} I {x(l) > 9} I {J; (1) > 9} ’
que solo estd definida para z(;) > 6. Es funcién creciente de x( (no decreciente, para

ser mds precisos), puesto que vale 0si § < ;) < ¢’ y vale "= > 0siz(;) > 6. Por
tanto, la familia tiene razon de verosimilitud monotona enT = X.

Si la distribucion tedrica tiene razén de verosimilitud monétona en el estadistico T,
entonces, para contrastar

Hy:0<6, frentea H,:0>0,,
el test de uniformemente maxima potencia tiene region critica de la forma

C={T>c}.

Tema 5. Tests de hipétesis
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La funcién de potencia es creciente, y por tanto, si el nivel de significacién es o debe

ser
Pgo (C) = .

Para contrastar Hy : 0 > 6, ,1a region critica del test de uniformemente maxima potencia
es de la forma C' = {T" < c}. La funcién de potencia es decreciente y I, (C) = c.

Ejemplo 98. Determina la forma de la region critica de uniformemente méxima potencia
para contrastar Hy : 6 < 0, en los siguientes casos:

a) B(1,0), b) P (0), c) Exp (), d) N (p,0), cond = 'y o conocida,

e) N (u,0),cond = oy pconocida,  f) fp(z) = eI {x > 6}.

Solucién 99. a) C = {T > ¢} = {37 | X; > ¢} = {X > ¢} (con ¢ = ¢/n).
b)C ={T>c}={X>¢}.

AQC={T>c}={-YL, Xi>c}={-X>}={X <}

d) C={T>c}={X>}.

e) C={T>c}= {Z?:l(Xi—u)Q >c} = {JA? >c’},con

f) CZ{T>C}: {X(l) >C}.

5.4.2 Contrastes bilaterales

Si la distribucion tedrica es de tipo exponencial uniparamétrico, entonces, para contras-
tar
H()Z@:@O frente a H1:07é80,

el mejor test (no es exactamente de uniformemente maxima potencia) tiene region critica
de la forma
C={T <ca}U{l >},

siendo T = >""" | V (X;) el estadistico ms.
Observesé que si el nivel de significacion es o debe ser Py, (C) = .

El mejor test para contrastar Hy : § € [0y, 0] también tiene regién critica de la forma
C={T<ca}U{l>c},conP (C)=ay B, (C)=a

5.5 Contraste de razon de verosimilitudes

Seria conveniente disponer de algtin método general que dé lugar a contrastes que, aun-
que no sean tests de uniformemente de méxima potencia, sean razonablemente buenos.
Del mismo modo que, en estimacién puntual, el método de méxima verosimilitud es un
método general que se puede aplicar en cualquier situaciéon paramétrica, y da lugar a
buenos estimadores en la mayoria de ocasiones, asi ocurre con el método de la razén de
verosimilitudes para contrastes paramétricos.
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El método de la razén de verosimilitudes estd basado en estimadores de maxima vero-
similitud, y permite obtener una region critica razonablemente buena para cualquier
contraste paramétrico. En muchas ocasiones coincide con el contraste de méxima po-
tencia. Por ejemplo, en el caso de un test de hip6tesis simple frente a simple, coincide
con el contraste obtenido por el lema de Neyman-Pearson. El método es de una gran
generalidad, puesto que proporciona un test para contrastar cualquier hipétesis, con
cualquier dimension del espacio paramétrico. También para el caso en que hay para-
metros desconocidos a los que no se refieren las hipétesis explicitamente (por ejemplo,
Hy: p= poparauna N (u, o) con (p, o) desconocido).

Consideramos © C R¥, siendo k arbitrario. Sea ©, C © arbitrario y ©; = O su comple-
mentario en ©. Vamos a presentar un procedimiento general para contrastar

Hy:0€0, frentea H,: 0 € ©,.

Se denomina razon de verosimilitudes (rv) al estadistico
sup fo (x)
0cO¢ . f§0 (X)

TSR A
0cO

siendo 0 la estimacion de maxima verosimilitud de ¢ asociada a la muestra x =
(21,...,2),y 0o la estimacién de méxima verosimilitud en el espacio paramétrico O (o
sea, bajo H,). Obsérvese que A < 1. El test de razon de verosimilitudes (trv) es el que tiene
region critica de la forma

C={A(x) <c}

para algtin ¢ < 1. Se rechaza la hipétesis nula cuando el supremo de la funcién de
verosimilitud en © (bajo Hj) es suficientemente mdas pequefia que el supremo en O, el
espacio paramétrico completo.

Con frecuencia, la desigualdad A (x) < ¢ puede expresarse en términos de un esta-
distico mas simple que A, y cuya distribucién es conocida. Si no es asf, la principal
dificultad en la construccién del test de razén de verosimilitudes consiste en obtener
la distribucién de A; ésta es necesaria para obtener la region critica concreta, esto es, el
valor de c dado a.

Cuando la region critica C' = {A < ¢} no puede expresarse en términos de un estadistico
mas simple que A, y tampoco se dispone de la distribucién de A, se puede utilizar el
siguiente resultado asintético. Bajo las mismas condiciones que aseguran la distribucién
asintética normal del emv (tema 3), se verifica que

~2log A (X1, .00, Xa) O N2, (5.6)
siendo k el nimero de pardmetros y ¢ el ntimero de parametros bajo Hj. De este modo,
el nimero de grados de libertad £ — ¢ coincide con la reduccién en el namero de
pardmetros del problema efectuada por la hipétesis nula. Con la aproximacién dada
por el resultado (5.6) obtenemos la siguiente region critica para un nivel de significaciéon
a (aproximadamente):

C={-2logA>xi_,a}
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Con este método se puede obtener una region critica para cualquier contraste paramé-
trico, con cualquier nimero de parametros. Los desarrollos son algo laboriosos, pero
estan basados en operaciones elementales.

Ejemplo 100. Comprobamos que el trv para un contraste de hip6tesis simple frente a
simple coincide con el proporcionado por el lema de Neyman-Pearson.
Queremos contrastar

Hy:0=406, frentea H,:0=20,.

Obviamente, 6, = 6, y entonces f; (x) = fs, (x), que denotamos por fy,. El espacio
paramétricoes © = O, U O = {6y} U {61} = {6y, 61}, y entonces

zlelgfe (x) = max { fo, (x), fo, (x)} = méx{fo,, fo, } -

De aqui se obtiene

- f90
A(X> B méx{f%?f@l}lcon
Ax) = 1si fo (%)= fo (x) y
M) = s g 60 < o ()
01
y entonces la rc del trv es
CofA<a={ddn . = {fo, > ¢!
= = f91 =Jo, > C fgo} ’

que es justamente la rc C' = {fy, > kfy,} del lema de Neyman-Pearson, con k = ¢

Ejemplo 101. Consideremos una distribucién teérica N (i, o) con o = 0, conocida.
Obtenemos el trv para contrastar Hy : ;1 = fio.

La hipétesis nula es simple. La emv es ;i = Z. Obviamente, se tiene que jip = /. La
funcién de densidad de una muestra de una N (1, 0p) es

Ju () = (2m) ™" 05" exp {—% S (i - u)z} ,

i=1

y por tanto
—n n 1 - —

5 (x)=(2m) "0 eXp{—QT,gZ@vz» —x)z}

i=1

1
— -n/ n T 2
(2m) 7, exp{ 208713 } Y

n n 1 =
Jiwo (%) = (27) / Ty ©XP {—T'g Z (i — Mo)2}

i=1
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De aqui se obtiene

Lt 0 en { g L )’
7 (x) (27) "% 0" exp {—Lnsz}

]
20¢

= exp {—2%‘5 <Z (i — M0)2 - 7152) }

1 _ _ _
= exp {_273 (npg — 2npeT — n:v2)} = exp {—203 (T — ,u0)2} .

El estadistico A es funcion del estadistico ms X. Despejando 7 en la desigualdad A < ¢
se obtiene:

n o ,_ 2 no_ 2
={A = - — D S _ 1
C={A<c} {exp< 207 (T uo))<6} { 207 (T — po)” < ogC}
2 2
= {(f—u0)2>—%logc} = {]T—,uo| > \/—%logc} .

2
Por tanto, la rc es de la forma C' = {|T — | > '}, con ¢/ = 4/ —2% log c¢. Determinamos

¢ para un nivel de significacion «, teniendo en cuenta que la distribucién nula de X es
N (0,1). Por comodidad, llamamos ca ¢.

Vn

X — po
0o

a = Po{}Y—uoPC}:PO{‘

- P{\N(O,l)\ > Uio\/ﬁ} ,

< = i — 9 4
y entonces - V= 24/2. Despejando, ¢ = T Za /2 obteniéndose la rc

> i\/ﬁ}

0o

0o

C= {\f—ﬂo’ > ﬁzaﬂ} .

Ejemplo 102. Consideremos una distribucién tedrica N (y, o). Obtenemos el trv para
contrastar Hy : p = po.

Cuando no se mencione explicitamente que un parametro es conocido, como ocurre aqui
con o, supondremos que es desconocido. Hay por tanto dos pardmetros desconocidos,
py o,y la hipétesis nula es compuesta en este caso. Lasemv son 1 =7y g = s (véase
el tema 3). Obviamente, se tiene que 7y = 1. La estimacién mv de o bajo Hy, 0, es la
estimaciéon mv de o para una N (4, 0) con p = py conocida, que vale

n

=N 1
0o = —Z(ﬂﬁi—uo)Q-

n <
=1

La funcién de densidad de una muestra de una N (u, o) es

n

fuo (x) = (277)771/2 o "exp {_2%;2 Z (25 — N)Q} ,

i=1

Tema 5. Tests de hipétesis
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y por tanto

De aqui se obtiene
A Jma () 2m) e exp {-5) 5" (8_ )/
w009 (2n) Perep|-3) o

- (Z?zl (2 — #0)2) o _ (Z?zl (2, —T+T — M0)2> o
> i (T — T)2

—n/2 —n/2
ns® +n (T — po)” +0 (T — o)’
ns2 52

El estadistico A es funcién del estadistico ms (X, s?). Despejando en la desigualdad
A < c se obtiene una expresion para la rc en funcién de un estadistico con distribucién
nula ¢ de Student:

— 2\ /2 - 2
C={A<ct= <1+—(I;—fo)> <c :{1+—(I_“°) >02/"}

o S

Por tanto C' = {|v/n — 1¥£2| > ¢’}. Esta expresi6n permite obtener la rc concreta de un
modo muy sencillo. Para un nivel de significacién o tomamos

T — fo

> m} = {‘mf—uo

S

X — o
s

ol

> c} = Po{|tn-1] > ¢},

> tn—l,a/?} .

Ejemplo 103. Consideremos una distribucién teérica N (11, o). Obtenemos el trv para
contrastar Hy : 0 = og.
Hay dos pardmetros desconocidos, 1 y o, y la hip6tesis nula es compuesta en este caso.

y entonces ¢ = t,,_1 /2, Obteniéndose la rc

C—{’\/n—lf_”o

S
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5.5. Contraste de razén de verosimilitudes 19

Las emv son i = 7 y 0 = s. Obviamente, se tiene que 7, = 0y. La estimacién mv de x
bajo H es jip = =. De aqui se obtiene

fas (x) = (27)* s exp {—n/2} (como en el ejemplo anterior),

Fromo (%) = (2m) " 0™ exp {_% > (wi— f>2}

= (27r)7n/2 oy " exp{—ns2/ (203)} Y

A = J0d0 (%) _ (2m) " 05" exp {—ns?/ (203)}
e (%) (2m) "2 s exp {—n/2}

et (3 (4 ) n

con h(t) = t"exp {—% (t* — 1) }. Comprobamos que h alcanza el maximoent = 1,y
es creciente a la izquierda del maximo y decreciente a la derecha. Esto determina que
A rechaza H, cuando s/o, se aleja de 1 (o sea, cuando s se aleja de oy). El valor ¢ que
maximiza h(t) es el mismo que el que maximiza log (). Trabajamos con el logaritmo.
Se tiene que

1—¢
— log h(t) = ?—nt:n

log h(t) = nlogt — g (£ —1)

Puesto que ¢ = s/0q > 0, se tiene que el signo de 4 log (t) es el mismo que el de 1 — ¢?,
que es positivo cuando 0 < ¢ < 1, nulo con ¢ = 1, y negativo cuando ¢ > 1, con lo que
queda comprobado el comportamiento de % descrito.

Por tanto, la rc es de la forma

C:{A<c}:{§0<cl}u{§o>cg},

conc; < 1ycy > 1. No se suelen utilizar los valores exactos de c; y ¢, soluciones de la
ecuacion A = ¢, sino que se toman de modo que F, {0_—80 < cl} =D {— > cg} = 5. El

teorema de Fisher proporciona la distribucién nula de una funcién de 2, lo que permite
obtener c; y c;:

2
%—Po{i<cl}—Po{nS <ncl} Po{Xn 1<ncl}
o

2 _ 2 : . _ 1.2
y entonces nci = x;,_; ;_,/o- Deaquise obtiene c; = /X5 11 40 Y
s $ 1 of
2 2 0,2
< Cl = < — = S < _ _ .
{0_0 } {UO an_Ll_a/Q} { n Xn 1,1 a/2}

Igualmente se obtiene ¢ = /X2 | /o,y de ello la rc con nivel de significacion a

=495 < an—l,l—a/z §° > an—l,a/Q .

Tema 5. Tests de hipétesis
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Ejemplo 104. Se lanza un dado 600 veces, obteniéndose los siguientes resultados:

Resultado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia || 83 119 94 81 101 122

Se pretende estudiar si estos datos son compatibles con un dado equilibrado o, por el
contrario, si debemos inclinarnos a pensar que el dado no esta equilibrado. Obtenemos
el trv y determinamos el p-valor para los datos observados.

Los parametros son las probabilidades de los distintos resultados, p;, parai =1,...,6.
Sin embargo, los pardmetros desconocidos son 5, puesto que suman 1 y uno de ellos
se puede obtener a partir de los demds. Si sabemos cuanto valen 5 de ellos conocemos
también el restante. Esto es relevante para establecer la distribucién nula del estadistico
del contraste y, a partir de ello, para obtener la region critica concreta.

La hipétesis nula es que el dado esta equilibrado, esto es,

Hy:p=po,
siendo
P=(p1,--,P6)
el vector de parametros, fijos pero desconocidos, y po = (... ., 3)-
Calculamos el emv de p. Obtendremos el resultado habitual, estimando probabilidades

mediante proporciones observadas. Para¢ = 1, ..., 6, sea n; el nimero de observaciones
iguales a i (los datos del enunciado). Se tiene que

(N1,...,Ng) ~ mult(n;p1,...,p6),
con n = 600, y por tanto la funcién de verosimilitud es

n! n n
L(p):fp(nl,...,nﬁ):Pp{lenl,...,N6:n6}:—‘ ‘pll"'pGG.
Tyt MNg-

El vector p que maximiza L (p) es el mismo que el que maximiza

6
n!
log L (p) = log | ————— ilog p; .
og L (p) = log (nﬂ---n;&) + ;Zln ogp

El méximo estd restringido a que 3°°_, p; = 1, y el método mas adecuado para obtenerlo
es el de los multiplicadores de Lagrange. Consideramos la funcién

¢ (p) =log L (p) + A <Zp,-—1> .

El méximo se obtiene resolviendo el sistema

d n; .
p(p)=—+A=0,parai=1,...,6,
i (p) . p

d 6
B = E —1: .

Tema 5. Tests de hipétesis
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: _ -1 _ 6 _ -1 6 _ -1 -1 _ 1
Se obtiene p; = 5*n; y 1 =2 pi = ¥ >_,_, i = 5 n. Por tanto, 5~ = -, y entonces la
estimacion de méxima verosimilitud es

~ n; .
D = E,paraZ: 1,...,6.
Entonces, p = (P1, ..., Ds). Se tiene que Po = po = (3, ..., 1), y el estadistico rv es
L (1\® 1\
A= fﬁo (n1>"'7n6) _ nl!’-r?-ng! (6) 1(6) ’
fIA) (nla"'7n6) n1!7~!n6! (%)nl (%)m3
_ @@ e (ﬁ)” 1
()™ ()™ eyt oomg® N6/ nfteeong®

El estadistico A es funcién de []0_, n" 6, tomando el logaritmo, de 30 , n; log n;. El
tamafio de muestra es grande y podemos utilizar la distribucién asintética. Se tiene que

6
—2log A = —2nlog(n/6) + QZM logn,; .

=1

Hay k = 5 pardmetros, y ¢ = 0 pardmetros bajo H,, puesto que es una hipétesis simple.
Entonces, larc C' = {—2log A > x}__ .} es

=1

6
C= {—inog(n/ﬁ) + 227%' logn; > Xg,a} .

Con los datos obtenidos se tiene que —2log A = 15.23, y entonces el p-valor es

a (1, .., y) = Pp{—2log A > 15.23} ~ Py {x2 > 15.23} < 0.01.

Ejemplo 105. Se lanza un dado 600 veces, obteniéndose los siguientes resultados:

Resultado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia || 83 119 94 &1 101 122

En el ejemplo 104 se ha realizado un contraste con estos datos, obteniéndose fuerte
evidencia de que el dado no esta equilibrado. Se piensa que éllo es debido a un defecto
de construcciéon del dado, que hace que el material sea mds denso cerca del 6. De
este modo, el resultado 6 tendria mayor probabilidad que los demas resultados, y el
resultado 1, en la cara opuesta al 6, tendria menor probabilidad que los demas resultados.
Contrastamos la hipétesis Hy : p1 = pe.

Los parametros son las probabilidades de los distintos resultados, p;, para¢ =1,...,6,y
p = (p1,.-.,Ds) es el vector de pardmetros, fijos pero desconocidos. En este caso se tiene
que

6
@:{(pla"'apﬁ):ply"'apﬁzol szzl} /Y
i=1

6
Oy = {(pl,---,pﬁ) PP >0, Y pi=1,p =p6} :

i=1
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Hay k = 5 pardmetros desconocidos (seis con una restriccién). Hay ¢ = 4 parametros
desconocidos bajo Ho, que son py, s, ps y pa, CONPg = 1y Ps = 1 — 2p1 — P2 — ps — Pa

(seis con dos restricciones). El emv de p es (véase el ejemplo 104) p = (p1,...,Ps) =
(22,...,28). Calculamos py. Se tiene que
_ n! ni,n2, N3, na, N5, ne Ho n! n1+ne, n2, N3, N4, N5
L(p) = mpl P2"P3"Ps P5 P3° = mpl D2"P3°Py P5 -

El vector p que maximiza L (p) bajo H, es el mismo que el que maximiza

5
H, n!
log L (p) = log (m) + Y nilogp; +nglogps -
' ’ i=1

El maximo est4 restringido a que p; + Z?Zl p; = 1; utilizamos el método de los multipli-
cadores de Lagrange. Consideramos la funcién

5 5
n!
v (p) = log (—n o ,) + Y milogpi+nglogpr + A <p1+2pi— 1) :
o) T

i=1

El méximo se obtiene resolviendo el sistema

5
d d
=0 ,=1,...,5, — = , —1=0,
¢ (@) =0parai=1,...5 y o) p1+;p
que es:
Uz .
— 4+ A=0, parai =2,3,4,5,
E%-E%—Q)\:O,y
p1 D1
5
p1+zpi:1-
=1
Se obtiene p; = Sn; parai = 2,3,4,5,p; = iy

6

1= —l—i -—_—12714—_—171
=D i:1pz— \ T — \ .

=1
Por tanto, _Tl = %, y entonces la estimacién de maxima verosimilitud bajo H es

~ n; . ~ ny + Ng
, = —,parai = 2,3,4,5, = .
p " paraz y n on
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Entonces, po = (™0e, m2 s ni 05 mine) v e] estadistico rv es

A= Ipo (N1 M)
fp(n1, ..., ng)
o () ) () ()™ () (are)™
i () ()"
_ ()™ _ 9—(m+ng) (n1 + 16

(7)™ ()" ny'ng’
n n

— 9—(m+ng) ( i ) ) ( 16 ) " g mne) (L=,

n1 + Ng n1+ Ne

ni

cont = L-. El tamafo de muestra es grande y podemos utilizar la distribucién
asintotica. Se tiene que

—2log A = 2 (ny + ng) log 2 + 2n; logt 4 2nglog (1 — t)
=2(ny +ng) [log2+tlogt+ (1 —t)log (1 —1t)] ,

y entonces, larc C' = {—2log A > x7_, .} es
C = {2(n1 + ne) [log2 + tlogt + (1 — t) log (1 — ¢)] > Xia} .
Con los datos obtenidos se tiene que —2log A = 7.465, y entonces el p-valor es
a(zy,...,x,) = Py{-2logA > 7.465}

~ Py{xi> 7465} <0.01.

La region critica en el ejemplo 104 se puede expresar en funcion de la entropia de
Shannon de la distribucién que asigna una probabilidad n,/n al valor 4, parai = 1,...,6.
La region critica en el ejemplo 105 se puede expresar en funcion de la entropia de
Shannon de la distribucién B (1, ).

Ejemplo 106. Consideremos sendas muestras X;,..., X, e Y;,...,Y,, de dos pobla-
ciones normales independientes. Determinamos el trv para contrastar la igualdad de
varianzas poblacionales.

Hay cuatro pardmetros desconocidos: 11, 01, p2 v 02. Entonces,

0= (:u171u27 01, 02) :
Queremos contrastar o7 = o3, que es equivalente a contrastar
H010'1:O'2 frente a H110'17é0'2.

La funcién de verosimilitud tiene que considerar las dos muestras. Puesto que son
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independientes, se obtiene

L(,ulnu%alao_Q) = f,ul,al,ug,ag (-Tla ey Ty Y1,- e 7ym)
= fu1,01 (mla cee 7xn) : fu2,02 (yla cee 7ym)

Puesto que L = f,, », fu.,00, S€ tiene que log L = log f,, », + 1og f., -, Y entonces, al
derivar log L respecto de p; y de o, solo resulta involucrada f,, ,, (la derivada de
log fu,.0, vale 0). Por tanto, los estimadores de mv de p; y 01 son los ya conocidos para
una Unica poblacién normal, e igualmente para los estimadores de yi5 y 09: se tiene que

0 = (ﬁ17ﬁ276:176-\2)/ con

=2, 01 =81, lp =Y, 02 = Sa.

La funcién de verosimilitud bajo H, es

L(,ula,u%o-) = ful,a (xh cee 7xn) : f;tQ,a (yh ce 7ym)

n m

i=1 Jj=1

Obtenemos la emv 50, y para ello, resolvemos las ecuaciones que resultan de igualar a
cero las derivadas del logaritmo de L(y1, 12, o), que son:

n

dL 1 2-1 no=

duy 207 Z“ 2z =) (D) = 5 (@—m) =0, (5.7)
dL  m

Ay 02 (Y — p2) (5.8)

N ( (e =)+ Y (s - M)

j=1
1 1 “ )
:—( (n+m) + —( +Z(yj—u2)>>=0- (5.9)
g o’ i=1 j=1
De (5.7) y (5.8) se obtiene ;1; = Ty pp = ¥. Sustituyendo estos valores en (5.9) y

despejando, se obtiene

2 2
nsy +ms n m
02: L 2 = s%+ S%.

n—+m n—+m n—+m
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2 2
nsy+ms3

n+m Y90 = (anaa-\O)'

Entonces, 0y =
El estadistico rv es

fo, (@1, Ty Y1y Ym)
(e, Ty Y1y Um)

( )~ "*m/zAO("er)exp{—ﬁ (Z?1( ~—x) +Z] 1 (Y )2>}
n+m 2 — m n T " 7)°

T ) T s exp ok S (=) = g 0 (15~

b\_o—(n—i—m) exp{— (n+m) /2} B 80_(n+m) B (/0'\(2)>_n/2 (3(2))_771/2

A:

2
Sa

—n _,—m n m N ) o2

2 —n/2 —m/2
_ (n + m82/31) <n81/52 + m) _ (TL . m)(n+m)/2 h(sz/sg) )
n—+m n—+m

con

—n/2 —n/2
h(t) = (n + %) (nt + m)_m/2 = (M) (nt + m)_m/2

= "2 (nt 4+ m)~ T2

Hemos expresado A en funcién de s7/s3, que es por tanto el estadistico del contraste. El
comportamiento de la funcién i determina para qué valores de s3/s3 se tiene que A < c.

La funcién h es creciente para 0 < ¢t < 1y decreciente para ¢ > 1: derivando y simplifi-
cando se obtiene i :log h(t) = ;’Zﬁr;), que es positiva para 0 < ¢ < 1 y negativa para
t > 1. De aqui se obtlene que el test rechaza la igualdad de varianzas cuando s3/s3 se

aleja del 1:
51 51
C:{—2<01}U{—2>02} , (510)
53 53
concy <lyey > 1.

Dado un nivel de significacién a, no se suelen obtener los valores exactos de ¢; y
c9, resolviendo la ecuaciéon A = ¢ (con ¢ = ¢(a)). Se suelen tomar de modo que la
probabilidad nula de cada una de las dos partes en (5.10) vale «/2. Este es justamente
el contraste que se presenta en las tablas de contrastes en poblaciones normales (dos
poblaciones normales independientes, contrastes para las varianzas con esperanzas
desconocidas).

Parece un esfuerzo excesivo el realizado para obtener finalmente este test. Podriamos
haberlo obtenido simplemente considerando los estadisticos ms S7 y S3, y teniendo en
cuenta que la distribucién nula del cociente es conocida, es F' de Snedecor.

Sin embargo, lo que motiva el esfuerzo es que el procedimiento puede ser facilmente ge-
neralizado al caso de més de dos poblaciones normales. El resultado, sin comprobacién,
se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 107. Consideremos muestras de tamafios n, . . ., n; de k poblaciones normales
independientes, y sean = 3"+, n;. Determinamos el trv para contrastar la igualdad de
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varianzas poblacionales.
Hay 2k pardmetros desconocidos, las esperanzas y varianzas. Queremos contrastar

H()IO'l:O'Q:"':O'k.

Bajo Hj, hay k + 1 pardmetros desconocidos, las esperanzas y el valor comtn de la
varianza.
Se obtiene
k
ni ng
S e 8 - 1
AIlA—k,COH O'gz— E TLZSZZ
n
i=1
. Ho o :
Teniendo en cuenta que —2logA ~ X3, () se obtiene la rc

k
C = {inog% — QZniIOgSi > sz} ’

i=1
correspondiente a un nivel de significacién o.

En los ejemplos hemos considerado hipétesis nulas expresadas en términos de igual-
dades. Los contrastes unilaterales, y en general los que expresan la hipétesis nula

utilizando < 6 >, requieren de un trabajo adicional para la obtencién de 6.

Todos los contrastes para poblaciones normales presentados en las tablas del siguiente
apartado se pueden obtener por el método de la razén de verosimilitudes. Son 6ptimos,
con la excepcién de las probabilidades /2y 1 — «/2 que se consideran en los extremos
para la x* y la F' de Snedecor (en los contrastes bilaterales que las involucran, por
ejemplo Hy : 0 = o). Aunque esta eleccién no dé exactamente lugar al contraste 6ptimo,
es la préctica habitual, pero puede ser mejorada mediante procedimientos informaticos,
sobre todo para muestras pequefias.

5.6 Contrastes para poblaciones normales

5.6.1 Distribucion teérica N (1, 0) y muestra de tamafio n

Contrastes para /.

o conocido \ o desconocido
H, Se rechaza H,, con nivel «, si
H= o 5>M0+Lza f>M0+itnf1a
vn vn
M2 o f<uo—i2a E<M0_itnfla
Vn vn
_ o _ S
M= fo 1T — po| > %Zoz/2 T — po| > %tn—l,a/Q
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Contrastes para o

T= 2?21 (w5 — N)Q

i conocido i desconocido
Hy Se rechaza H,, con nivel o, si
o2
2.2 2 0.2
o< op T > T0Xn.a s > XXW—LOC
o2
2.2 2 0.2
o 2 09 T< 00Xn,1-a §* < EXn—l,l—a
2
o
9. 9 2 _ 90 2
T < O-OXn 1704/2 S < n Xn—171—a/2
0 =0y 5 > 2 72 0.2
6 > oix . 0.2
0Xn,a/2 o
e/ o > n anl,a/2

5.6.2 Dos poblaciones normales independientes N (y1,01) y N (2, 02)
y muestras de tamafios n y m respectivamente

Consideramos

unam.a.s. Xi,...,X,deuna N (u1,01) y
una m.a.s.Yy, ..., Y, deuna N (us,03),

siendo las X; independientes de las Y;. Por ejemplo, utilizando los fertilizantes A 6 B
la produccién de cierto cereal es N(ua,04) 0 N(pp, 0p) respectivamente. Un estudio
de p14 — pp basado en n + m cultivos en un vivero, n con A y m con B, nos permite
comparar el rendimiento de ambos fertilizantes.

Denotamos por X, 57y S? a la media, varianza y cuasivarianza de las X;, y por Y, s3 y
S7 alasdelas ;.
Contrastes para /1, — o

(n—1)Sf + (m —1)S;

§ es una constante dada (§ = 0 habitualmente) y S? =

n+m-—2
01y 03 conocidos \ 01 = 09, desconocido
H, Se rechaza H,, con nivel «, si
2 2
o o 1 1
fy — po <0 T—T>0+ 204 — + = T—7>6+thimoa Spy/— +—
n o m n o m
2 2 1 1
j1 — pp >0 T-F<0—za\| 2+2 | T—F<6—tuimoa Spy/—+—
n o m n o m
_ 0% a§ L 1 1
f1 — fg =0 T =7 =6 > zap2\/ — +— | [T =T = 0| > tnym—2a/2"Sp\/ = + —
n o m n o m
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Contrastes para o, /02 (< 1,>1e=1)

T — > i (i — Ml)z
> i (Y — )

{1y pto conocidos p1'y po desconocidos
H, Se rechaza H,, con nivel ¢, si
m S?
01 S 02 —T > Fn,m,a o2 > anl,mfl,a
n Ss
m h
01 Z 02 —T < Fn,m,l—a o2 < Fn—l,m—l,l—a
n S5
m S?2
1
—T < Fn,m,l—oa/Z 2 < Fn—l,m—l,l—a/?
01 = 0y n. S5
o > Fn,m,a/2 6 > Fn—l,m—l,a/Z

5.6.3 Una muestra pareada de tamafio n

Consideramos unam.a.s. (X1,Y1),...,(X,,Y,) deuna N (i, %),donde jt = (ju1, p2) es el

2
01 012 . .
vector esperanzas y Y= 9 es la matriz de covarianzas, Con o1z = p0102.
012 0'2

Los datos son bidimensionales. Por ejemplo, el nivel de colesterol de n pacientes antes
y después de un tratamiento médico. Si p11 — p2 > 0 el tratamiento ha reducido el
nivel.

Contrastes para /1, — (1o

Sea Z;, = X; —Y; parai =1,...,n.Se tiene que 7, ..., Z, son vaiid con distribucién
normal unidimensional, con

pz=ElZ]=m—p , 0y =VI[Z] =01+ (-1)" 03 — 2015,
y se tiene que Z = X — Y, también con distribucién normal.

Los contrastes Hy : ji1 — 2 < 0, > 0e =0 (o d en vez de 0), se reducen a los contrastes
Hy:pz <0,>0e =0, estudiados en el apartado 5.6.1. Para o2 desconocida no hace
falta estimar los elementos o7, 03 y 015 individualmente.

Contraste de independencia

Si las componentes de (X}, Y;) son independientes entonces son incorreladas, esto es, se
tiene que p = 0, siendo p el coeficiente de correlacién poblacional,

~ Cov(X,Y)

Ox0y
El coeficiente de correlacién muestral es
S12

R="22

7
5152
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siendo

1 n
S12 = — X, - X)(Y;-Y) XY, - XY
2 2% - T Z
la covarianza muestral, y s1, s, la raiz cuadrada de las varianzas muestrales. El estadisti-
co R es un estimador de p. Por tanto, valores alejados de 0 para el coeficiente muestral
aportan evidencia en contra de la independencia, obteniéndose asi una regién critica de
laforma C ={R <c;} U{R > c},conc; <0ycy>0.

En general, la distribucién de R depende de la distribucién tedrica, que es desconocida,
lo que impide obtener la region critica concreta (obtener c; y c¢;) para un nivel de
significacién dado. Sin embargo, tanto p como R son invariantes por cambios de posicién
y cambios de escala en ambas componentes. Puesto que cualquier distribucién normal se
puede transformar en cualquier otra distribucién normal mediante un cambio adecuado
de posicion y escala (transformacion lineal), entonces, en el caso normal, si p = 0 (lo
que implica la independencia) la distribuciéon de R no depende de los parametros de
las dos componentes normales (que son independientes). De este modo, 1 sirve como
estadistico para contrastar la independencia en este caso normal.

Si la distribucién teérica es normal y p = 0 se verifica que

R
vn_Q\/?iRQNtH_2 .

Consideramos entonces la region critica con nivel de significacion o
Vi- 2

{‘\/n— >tn—2,a/2} .
Operando, esta rc se puede expresar como

—1/2
{\R|>(t22/2+1> }

Por ejemplo, con o = 0.01, se obtiene paran = 10 larc C = {|R| > 0.76}, para n = 20
larc C = {|R| >0.56}, para n = 50 la rc C = {|R| > 0.36}, y para n = 500 la rc
C ={|R| > 0.12}.

Puesto que en este caso normal la independencia es equivalente a la incorrelacién, la
aceptacion de Hj supone una aceptacion de la independencia.

Ejemplo 108. Se obtuvo la siguiente muestra de tamario 6 de una distribucién teérica
normal bidimensional:

(7.3,2.4),(6.8,2.1), (7.8,1.7), (7.4,2.3), (6.5,1.8) , (7.6,2.2) .

Contrastamos la independencia entre las componentes de la distribucion teérica.

Se obtiene T = 7.23, 7 = 2.08, 51 = 0.450 y so = 0.254. Ademads, se obtiene > " | z;y; =
90.5, y de aqui,

512
5152

1
== i — Ty = 1.70-1072 R=-"2=0.149.
S12 nz$y Yy y

=1
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. R 2 <
Se tiene que v/n — 2= = 0.300, y entonces la rc en la cual nuestra observacion esta

al bordees C = {‘\/m\/%

> 0.300} , y el p-valor es

2R
Oé(xi,yi) = P() {‘ﬁ > 0300} = P{|t6_2| > 0300}
— 2. P{tgo> 0300} >2-0.3=06.

Puesto que 0.6 > 0.2, se acepta la independencia.

BIBLIOGRAFIA

Dudewicz, E.J. y Mishra, S.N., Modern Mathematical Statistics, Wiley, New York, 1988
Goémez Villegas, M.A., Inferencia Estadistica, Diaz de Santos, Madrid, 2005

Rohatgi, V.K. y Ehsanes Saleh, A. K., An Introduction to Probability and Statistics, Wiley,
New York, 2000

Vélez Ibarrola, R. y Garcia Pérez, A., Principios de Inferencia Estadistica, UNED, Madrid,
2012

Tema 5. Tests de hipétesis
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Estimacion por intervalos 1. Introduccion. Métodos para encontrar estima-
dores de intervalos: inversion del estadistico de un test, cantidades pivota-
les, intervalos de confianza para estadisticos de orden, intervalos bayesia-
nos.

6.1 Intervalos de confianza. Introduccion

Un intervalo de confianza es una técnica de estimacion paramétrica utilizada en inferencia
estadistica que permite delimitar un par de valores, dentro de los cuales se encontrard el pardmetro
desconocido con una confianza alta elegida por el investigador.

Definicion 1. Sea X1, X>, ... X, una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de X ~ f(x, 0), siendo 60
un pardmetro desconocido. Llamaremos intervalo de confianza de nivel 1 — « para 6 a (U, V) tal
que

plU<B<V)=1—-a (6.1)

Observaciones:

e U y V son estadisticos (dependen de la muestra y s6lo de la muestra). En la préctica,
son estimadores por defecto y por exceso de 6, de manera que U infraestima 6 y V lo
sobrevalora.

* El nivel de confianza lo fija el investigador. Por defecto es 0,95. Otros valores muy
utilizados son 0,9 y 0,99. Al incrementar el nivel de confianza, el intervalo se hace mas
largo, perdiéndose asi precision.

* La interpretacion del concepto de intervalo es frecuentista en el siguiente sentido. Por
ejemplo, si se dispone de 100 realizaciones muestrales, habria 100 intervalos numéricos,
(U, V), (U, vh,...,(u”,v?).

Si 1l —a = 0,95, al menos 95 de esos 100 intervalos contendrén el verdadero valor de 6.

Se dispone de dos métodos para obtener intervalos de confianza:
1. Método de la funcién pivote (o de la cantidad pivotal).
2. Método de Neyman.

3. Método bayesiano.
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6.2 Método de la funcion pivote o cantidad pivotal

Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), siendo 6 un pardmetro desconocido. Se desea
obtener un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — a. Supongamos que existe una funcion de
la muestra y de 6 cuya distribucién no depende de 6. A esta funcion se le denomina funcién
pivote, lo que da nombre al método. Sea h(X;,X>,...,X,, 0) dicha funcién.

Existirdn constantes K y K3 (que no dependerdn de 8 porque la distribucién de h(X;, X5, ..., X, 0)
no depende de 8, tales que:

P(Kl S h(X17X27"'aXn70) S KZ) =l-a

Despejando 6 en dichas inecuaciones, se obtienen los limites de confianza para 6.

Este método es especialmente apropiado para obtener intervalos de confianza para pardmetros
desconocidos en poblaciones normales. Analicemos estas situaciones.

6.2.1 Intervalo de confianza para la media de una distribucién normal
con varianza conocida

Sea X1,X>,...,X, una m.a.s. de N(u, 0p), siendo la media p desconocida y la desviacion tipica

op conocida. Se desea obtener un intervalo de confianza para u de nivel 1 — o.. Sabemos por el

Teorema de Fisher que X ~ N (/.L, 3—%) . Por tanto, XG;()“\/E es una funcién pivote para U, ya que

depende de la muestra y de u, pero su distribucion no depende de u.

Por tanto, existe 2g tal que

Entonces

X—pu
(o))

— GO
ﬁgZ% @X—z%ﬁgu.

Por tanto, el intervalo de confianza, de nivel 1 — @, es <Y +2g \‘;—%)

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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al2 al2

)

o o
| — Zojo —— L+ Zg iy ——
# /2 Vn Inierva\o de probabilidad ot Zag2 NG

X

- (e _ a
X = Za/r vn Intervalo de confianza X+ zZapr J/n

Figura 6.1: Intervalo de confianza 1 — .

Como se puede observar, se han escogido los valores —Zg Y Zg COMO valores criticos (simétricos)
en la distribucién N (0, 1). Esta eleccién podria parecer inocente pero no lo es. Cualquier otra
eleccién de valores criticos no simétricos, pero que dejen entre ambas colas de la N(0, 1) una masa
de «, garantizaria igualmente que el intervalo tenga nivel de confianza 1 — . Calculos sumamente
engorrosos que tratamos de evitar aqui, demuestran que la eleccion de valores simétricos zgy
—2g garantiza que la longitud del intervalo obtenido es minima. Esta argumentacidn se extiende a
todos los intervalos que se obtendran a continuacién a partir del método de la funcién pivote para
la media de una normal o para la diferencia de medias en poblaciones normales. Para lectores que
deseen conocer la metodologia matemdtica segun la cual se prueba que la longitud del intervalo
es minima, les remitimos a los ejemplos de intervalos de confianza obtenidos posteriormente a
partir del método de Neyman, donde se ilustran estos cédlculos, y al Tema 7.

Ejemplo 6.1:

Un proveedor de latas de sardinas afirma en el envase que el peso medio de las latas es de 100
gramos. Elegidas 36 latas al azar, el peso medio de la muestra ha resultado ser 96 gramos. Si
se supone normalidad en el peso y varianza tedrica (poblacional) igual a 9 gramos, obtener un
intervalo del 95 % y otro del 99 % para la media poblacional, u, con 6y conocido.

* Sil— o =0,95, entonces o = 0,05, con lo que % = 0,025.

El intervalo de confianza numérico sera (96 +1,96 > = (95,01, 96,98)

3
V36

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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2.5% 2.5%
asZ 9 % sl

z=0

1.96 4

Figura 6.2: Intervalo al 95 % de confianza.

e Sil—o=0,99, entonces o = 0,01, con lo que % = 0,005.

El intervalo de confianza numérico sera (96 +2,57 > = (94,715, 97,528).

0.5% 0.5%
w/l 9 % a2

z=0 z,

257%

3
V36

Figura 6.3: Intervalo al 99 % de confianza.

Se puede observar que a mayor confianza, menor es la precision: el intervalo al 99 % de confianza
es més ancho que el intervalo al 95 %.

6.2.2 Intervalo de confianza para la media de una normal con varianza
desconocida

Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de N(it,0), con i y ¢ desconocidas. Se desea obtener un intervalo
de nivel 1 — o para u.

Por el teorema de Fisher se tiene que:

« XU i~ N(0,1).

2
n52 n—1
2(n-1) V2"

=

Y entonces, como en la expresion siguiente el numerador y el denominador son independien-
tes,

‘X\

. -
o f _ S“\/n—lm»tn_l 6.2)
o02(n—1)

Esta es la funcién pivote. Existe #,, e tal que

Tema 6. Estimacion por intervalos I



6.2. Método de la funcién pivote o cantidad pivotal 5

| 9
=]

_tn*l% tnfl%

Despejando, tendriamos

Por lo tanto, el intervalo resultante es:

g a
(Xi n13 (6.3)

Vn—1

%}
N——

Si se escribe el intervalo en términos de .S, como

1 1.
_1T T3

-
n Vn

luego el intervalo es

(yﬂ“g%> | (6.4)

Ejemplo 6.2:
Si en el ejemplo anterior se elimina el conocimiento sobre la varianza, el intervalo al 95 %
suponiendo que la cuasi-varianza del peso de las 36 latas es 16, se calcula como sigue.

Sabiendo que u € <)_(itn_1’% \%), yque 1l —a=095= a=0,05= 5 = 0,025, por lo

. , 4
que el intervalo al 95 % sera (96 + 2,03\/—3—6>.

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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0.025 0.025

—tn-13 = 1350025 tn12 = 350025 = 2.0301

Si se quiere calcular el intervalo de confianza al 99 %, se tendria que 135 o5 = 2,7281, con lo

. . 4
que el intervalo serd <96 +2,7281 ¢_3?> .

6.2.3 Intervalo de confianza para la varianza de una normal conocida la
media

Supongamos que X, X5, ...,X, es una m.a.s. de N(Up, o), o conocida y ¢ desconocida. Se
desea calcular un intervalo de nivel de confianza 1 — & para 62,

norx - 2 n (X — o)
Z( G.UO) MX;%<:>Z( o) /\’)X}% 6.5)
i—1 '

, . ., . 2 . 2 2
Asi se obtiene una funcidn pivote para ¢-, luego existen Xn,% y xn’l_%, tales que

2
2 Yo (Xi — Uo) I
P X,,J_%S L ps an,% =1-oq.
Despejando,
n 2 n 2
2 Y (Xi— to) 2 _ Lisy (Xi— o)
%ml—% < l o2 0" < : XZ
n1-%
" (X — o) <2 2> Yy (Xi— o)’
or T T g
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luego el intervalo de nivel de confianza 1 — & para 62 es

L (Xi—po)® X, (X — o)’
. , : 6.6)
Xn,% Xn,l—%

Loégicamente, para obtener un intervalo de nivel 1 — o para o, es suficiente con calcular la raiz
cuadrada en los limites de confianza anteriores.

Ejemplo 6.3:
Supongamos que 1, 2, 3 es una realizacién muestral de una N (o, o), con Yy = 2. Obtener un

intervalo al 95 % para ¢2.

(Xi—po)® = (1-2)*+(2-2+(3-2) =2.

-

1

Por tanto, siendo )(32707975 =0,2157 y 9532’0’025 = 9,3484 el intervalo de confianza al 95 % es
2 2
(9,34847 0,2157>-

6.2.4 Intervalo de confianza para la varianza de una normal. Media des-
conocida

Supongamos que X, X5, ...,X, es una m.a.s. de N (U, o), con i y ¢ desconocidas. Se desea un

intervalo de nivel 1 — a para .
: 2 . )
Por el teorema de Fisher, '% ~ x,f_l, que es entonces funcién pivote para 2. Por tanto, existen

2 2
anl,% y Xn,uf% tales que

Despejando,

Por tanto, el intervalo de nivel 1 — o es

nS? nS?

7 2
An-12 Xp_11-¢

(6.7)

En realidad, la diferencia entre el caso anterior y éste es que si i no es conocido, se estima con
X, con lo que se pierde un grado de libertad.

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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6.2.5 Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones
normales. Varianzas conocidas
Sea X1,X>,...,X,, una m.a.s. de N (U, 01), con u; desconocida y o} conocida. A su vez, sea

Y1,Y2,...,Y,, unam.a.s. de N (U2, 02), con lp desconocida y 0, conocida. Ademds, se supone
que ambas muestras son independientes. Se desea obtener un intervalo de confianza de nivel

1 — o para Uy — Up. Sabemos que X ~ N (/,Ll, \7—,171) y que Y ~ N (,uz, 7—%), y que ambas
variables son independientes, puesto que las muestras correspondientes lo son. Entonces,

2 2 Y_V
- — o (0 X—Y— —
X-Y~N|uw—t—Lt+2]| = (p MZ)MN(O,I) (6.8)
ny  np ol o3
w T
Por tanto, existe g tal que
X-Y—(u—
pl—z2 < (b1 — H2) <za | =1—-« (6.9)
T
Despejando en las inecuaciones:
X-Y—(u — - - o2 o7
Cza < 2(.“12#2)(:)“ <X -V +ze 1,9
2 o o5 2\ m np
m T
X-Y—(u — - - o’ o7
> 2(“12“2><:>u1—u22X—Y N
2 of |, 05 2V m na
m T

luego el intervalo de nivel 1 — ¢ para uy — U, es

o ol o3
X—Y+zay/—+—=
2\ nm m

(6.10)

Ejemplo 6.4:

En el afio 1980 la altura media de 1000 reclutas fue 1,7m, y en el afio 1990 al altura media
de 1021 reclutas fue de 1,73. Si se supone que las estaturas estaban normalmente distribuidas
con varianzas respectivas de 15 y 17 c¢m?. Obtener un intervalo de confianza al 95% para

Uy — Ha.
Puestoque 1 —a =0,95, ¢« =0,05y % = 0,025, el intervalo serd

15 17

170 - 173+ 1 | =(=3+ = (- 2
( 70 —173+1,96 1000—%1021) (=3+0,35) = (—3,35, —2,65)

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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Puesto que 1 — tp = 0 no pertenece al intervalo al 95 %, existe evidencia estadistica de que la
estatura media se ha modificado. Como ademas el intervalo tiene ambos extremos negativos,
podemos concluir que t; — tr < 0, y por tanto, la estatura media (poblacional) de los reclutas se
ha incrementado en esos 10 afios.

6.2.6 Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones
normales con varianzas desconocidas pero iguales
Sea Xi,Xa,...X,, unam.a.s.de N (i;,0),eY,Ys,...Y,, unam.a.s. de N (U, o), ambas muestras

independientes, y U, U, o desconocidos. Se desea obtener un intervalo de confianza para (| — Uy
de nivel 1 — o

nzS)Z/
02

nlSX

Sabemos que L% i xn 1y que 2% ~» )(nz |» ambas independientes. Entonces,
—1 2
xnl—l—'_xnz 1 :F(nl 1)-|—F< é) 1"<H1+gz 1) Xn1+n2

La distribucién x? hereda la reproductividad de la Gamma, y si sumamos dos distribuciones x>
independientes obtendremos otra con grados de libertad la suma de los respectivos grados de

ambas. Ademds, X —Y ~ N (Hl — o,/ ‘nf—]z + ‘;—;) , ¥ por tanto:

X-Y—(m—pm) \ N(0,1)

_|_

n1 8% +nyS% N L
62(n1+ny—2) ny+ny—2

ambos, numerador y denominador, independientes por el teorema de Fisher, es decir,

X —Y — (w1 — W)
\/np+ny—2
2 2 /1 ;1 1
\/nlSX +nzSy\/n1 + =

sigue una f, 4,,—2. Es la funcion pivote. Por tanto, existe 7, +ny—2,% tal que

XY~ (1 — )
2 > /1 1§t"1+”2—2v%

Despejando se obtendran los limites y el intervalo de confianza de nivel 1 — o

p _tn]-l-nz—Z,% < =l-a

nlS}% —I—I’LQS%/

Vni+ny—2

X =Y £ty 40y 22 (6.11)

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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Escrito en términos de las cuasi-varianzas, serd igual a

\/(m—l)S)zﬁ—(nz—l)S/?, nl_1+%

6.12
vVnp+ny—2 ( )

U —Ha € )_(_Yitnl-i-nz—l%

Ejemplo 6.5:

Una muestra de estatura de 10 nifios arroj6 una media de 97cms y una cuasi-desviacion tipica de
11cms. En una muestra de estatura de 20 nifias se obtuvo una media de 112¢m y cuasi-desviacion
tipica de 17cm. Calcular un intervalo de confianza para la diferencia de estaturas medias nifios y
nifias.

Se tiene que 1 — o = 0,95, por lo que % = 0,05, de donde 1,3 (025 = 2,043. Por tanto, el intervalo
de confianza buscado es

V1089 45491/ 1+ 5
V28

97 — 112 42,043 = (—=154+12,13) = (—27,13, —2,87).

6.2.7 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas en poblaciones
normales
Sea X1,Xa,...,X,, una m.as. de N(u;,01) y ¥1,Y2,...,Y,, una m.a.s. de N (uy,02), ambas
muestras independientes, U, U, 01, 0> desconocidas. Se desea obtener un intervalo de confianza
2
de nivel 1 — o para %.
2
Calculamos un intervalo para el cociente y no para la diferencia, porque existe una funcién pivote

para cociente y no para diferencia. Sin embargo, si nuestro interés es analizar la igualdad de
varianzas, ello equivale a que el cociente sea 1, y por tanto, con un intervalo para el cociente se

. 52 52
odria abordar el problema. Sabemos que 22X ~» ¥2 .y que 22X ~» ¥2 . por el teorema de
o? m—1Y o} ny—1
1 2

Fisher, siendo ambas variables independientes. Entonces,

2
l’llS%( anfl
>
Glz(l’ll—l) nj—1
2
nzS}% anfl
622(11271) ny—1

es decir,
nl(nz — 1)5)2(622
n2(n1 — 1)5%0'12

~ Fnl—l,nz—l-

Existen por tanto By tm—19Y By tmp—11-2 tales que

2 <2
ni(ny —1)Sx 05 _
p (le,nzl,l% = no(ny — 1)s%612 =Tm—lm-1,9 | = I-a

Tema 6. Estimacion por intervalos I
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Despejando, el intervalo serd

6_12 c ( nl(nz—l)S)zf nl(nz—l)S)z( )

2 2 ’ 2
oy  \m(m—DSpF, 119 m(m—1DSpFy 10,-11-¢

2
”ZSY _ R
o1 — Sy, enton-

. . L . . . n1S3
Si se desea escribir en términos de las cuasi-varianzas; como nll—_Xl = 3’?( y
ces:

2 R R
0y c Sk Sk
o; \S82F ' S2F,

nl—l,nz—l,% Y nl—l,nz—l,l—%

Ejemplo 6.6:

La cuasi-varianza del peso de una muestra de 10 naranjas es de 81 gramos?, y la cuasi-varianza
en una muestra de 15 limones es de 75 gramos®. Calcular un intervalo de confianza de nivel
0.95 para el cociente de varianzas poblacionales del peso de naranjas y limones. Se supone
normalidad.

81 81
75%x3,12" 75xa

a 3.12

1 1
0,025=p(F14<a)=p <F147 9 > ;) = P =3,798 = a =0,26

El intervalo es (0,346, 4,154). Como 1 pertenece al intervalo al 95 % de confianza, podemos
asumir varianzas iguales.

6.3 Método general o de Neyman

Supongamos que se dispone de una m.a.s. X1, X5, ...X, de una poblacién X ~ f(x, 0), siendo
0 un pardmetro desconocido. Se desea obtener un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — .
Si el método de la funcién pivote no fuera utilizable porque no existiera una funcién pivote,

Tema 6. Estimacion por intervalos I



6.3. Método general o de Neyman 12

o porque fuera desconocida, se utiliza el método general, también conocido como método de
Neyman, que no es mas que una generalizacion del método de la funcién pivote.

Cuando se aplica el método general, partimos del estimador de méxima versosimilitud (EMV)

~

de 6, 6, y supongamos que su distribucion depende de 6. Entonces, existirdn dos cantidades,

21(0) y g2(0) que dependen de 6 tales que p <5 < g1(9)> =05,yp (5 > g2(9)> = 0, con
o, >0yo+op=a.

Despejando en estas expresiones, podemos obtener los limites de confianza para 6.

En realidad, con este procedimiento obtenemos una infinidad de intervalos para 6, uno por cada
eleccion de o1 y 0. Se requiere entonces un criterio adicional para elegir entre estos infinitos
intervalos uno concreto. Tal criterio es determinar, entre todo los posibles intervalos, el mds corto
(I6gicamente, a igualdad de nivel de confianza, preferimos el intervalo més corto posible, porque
€S mds preciso).

Ejemplo 6.7:
Sea X1,X3,...X, unam.a.s. de X ~ U(0, 0). Obtener el intervalo de confianza més corto para 6,
el maximo de la distribucion, de nivel 1 — ¢.

Como no se conoce ninguna funcidn pivote, se aplica el método de Neyman. Aqui, 0 =
max{X,Xs,...,X,}, con

I’ltn_] ‘
0= g si1€(0.6)

0, en otro caso

Fijamos o, € [0, 1], tales que a; + o = Q.

Imponiendo la condicién o = p <§ < g (9)) = (f'(e) ’”;;1 dt = é_1|(g)1(9) — glé‘z)" — g1(0) =

0/wy.

. ..y I~ 0 n—1 n.0 0)"
Imponiendo la otra condicién, ap = p (9 > g2(6)> = fgz(e) ”’9,1 = #| 82(0) — 1 — gZén) —
gze(r?) =l—-p = gz(@) =0v1— .

Por tanto,
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6.3. Método general o de Neyman 13

luego un intervalo de confianza para 6 de nivel 1 — o serd:

] ]
( — \/a_l) (6.13)

En realidad, se han obtenido infinitos intervalos, uno para cada elecciéon de o y 0. Buscamos
el mas corto. La longitud es

L(a1)=§<c/la—l_m)

~ 1 =147 1 —1_
L'(OC1)=9(—5061” +;(1—o¢—oc1)n 1>:0:>

1 = 1 =
= -(l-a- 061)7]71 =— (061)7171 <= 1—a=0 loqueesimposible
n n

Es decir, no hay raices y L'(0) # 0 siempre. Asi que, L(0) es siempre creciente o siempre
decreciente, L( ) estd definida para a; € [0, a].

Como L(0) = o, L decrece y la longitud minima se obtiene cuando @y = 'y o =0, y el
intervalo de confianza resultante es:

. 6 = max{X,,....X
(széx{Xl,...,Xn}, max{Xi, .., n}>

o

Six; =0,3, x, =0,5, x3 = 0,1, el intervalo para 6 de nivel 0.95 y longitud menor, cuando

5
X~ U(0,8) es (0,5, Q/'@O—ﬁ)

De manera similar, se puede obtener un intervalo para 0, el minimo de la distribucién, si
X ~ U(0,a), con a conocida. Este ejercicio se recomienda vivamente al lector.

Ejemplo 6.8:
Sea X1,X>,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0), con

e el x>0

o) ={ o

€n otro caso.

Se desea obtener un intervalo de nivel (1 — &) para 6, el minimo de la distribucién.

Entonces § — min{Xi,..., Xy} y

Falt) = ne® et sit>0
687 1 0 en otro caso
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6.3. Método general o de Neyman 14

Fijando a;, a; € [0, 1], tales que a; + a; = @, e imponiendo la condicién
- 21(0)
a =p (9 < g1(9>> :/ nenee—ntdt _ en9| _e—nt|§l(9) _ enO[_e—ngl(Q) +e—n9] _
0

—"0=810) 1 — 1 —q; =" 80) — In(1—a;) =n(6—g1(8)) =

21(0) = 0—Lin(1—a)

n

Por otra parte, imponiendo

[e]

o =p (é\ > g2(9)> — /gZ(e)nentdr T [_efm}:;(e) _ enee,ngz(g);

e"(e_gZ(e)) —Inop = n(@ —gz(e)) — %111062 =0 _g2(9> =

1
22(0)=6— r—llnocz.

A@l—a:p@mmgéggxm):p@—%mu—agg§ge—%m%)

Despejando,

1 -~ ~
6~ In(l-a) <6=6<6+ In(l-a)
n

~ 1 ~ 1
6>0——-Inap=—6>0+-Inm,
n n

Un intervalo de nivel 1 — & es <5+ I, 6+ n(1- 051)).

En realidad, para cada eleccion de ¢ y a; hay un intervalo distinto. Elegiremos los valores
de a1 y ap que nos garanticen que el intervalo es el mds corto posible, para que asi sea el méas
preciso.

1 1 1 1
L(ou) = Zln(l —o) — ~Inop = Zln(l —ay)— ;ln(a— a)

1 (=1) 1 (=1 1 1
1) D oo - —0=a-1=0,

L'(ay) =- —— =
() nl—o no—o -0 a—ao

lo que no es posible.
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6.4. Intervalos para pardmetros de distribuciones discretas 15

Por tanto, L'(0) no se anula, y L(oy) es creciente o decreciente siempre en [0, 1]. Como
L(a) = +oo, entonces L es creciente de 0 a o y la longitud minima se obtiene para o =0y
0 = o, 0 sea,

~ 1 ~
(9+—lna, 0). (6.14)
n
Ejemplo 6.9:
Si se tiene
e b x>0
0)= ’
f(x,6) { 0, en otro caso

y 0= 2,3 y tres observaciones (n = 3), el intervalo de nivel 0,95 mads corto para 6 sera

1
(2,3 +5 10,05, 2,3) .

6.4 Intervalos para parametros de distribuciones discretas

Las funciones de distribucién de variables discretas presentan saltos en todos los valores que
toman las variables. Por tanto, para la mayoria de los valores 1 — & no se puede obtener un
intervalo de dicho nivel. En tales casos, se utilizan tamafios muestrales grandes para, haciendo uso
del teorema central del limite, obtener intervalos de confianza aproximados para los parametros.
De nuevo, el punto de partida serd el EMV 0 que, en general es consistente y asintoticamente
normal (CAN).

6.4.1 Intervalo de confianza aproximado para p en una poblacion B(1,p)
si n es grande (n > 30).

S~_ 5 : 5d pl=p) } p—p
Sabemos que p = X y que aproximadamente X ~ N (p, . ) sin > 30, luego \/ﬂ ~

aproximadamente N (0, 1).

Existe g tal que p <—zg < p_p \/ﬁ < ZZ‘) =1—-a.

p(1=p)
Despejando,
Pr_ _ ze/p(1-p)
n<za=—p>p-—
p(1—p : v
p 2v/p(1-p)

_ Z
Ay SN 2 = p<p+
Vr(1—p)
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6.4. Intervalos para pardmetros de distribuciones discretas 16

Como los limites del intervalo de confianza dependen de p (desconocido), no nos sirven, y
estimamos p por p para evitar la incertidumbre, de modo que el intervalo sera:

_ p(—p
(;&m;%) . (6.15)

Ejemplo 6.10:
Se lanza una moneda 50 veces y se obtienen 20 caras. Obtener un intervalo aproximado al 95 %
para la probabilidad de cara de la moneda.

_ ~_ 20 __

V0,24 V0,24
(0,4 — 1,960 04+ 1,96—’)
V50 V50

6.4.2 Intervalo de confianza aproximado para A en el modelo de Pois-
son

Sea X1,X5,...,X, unam.a.s. de X ~ P(A). Se desea obtener un intervalo de confianza aproxima-
do para A de nivel 1 — . Supondremos que n > 30. Entonces, por el teorema central del limite,

X sigue aproximadamente N (/'L, \/—Z) Por tanto, existe zg¢ tal que p (—z% < N(0,1) < Z%) =

1 — . En particular, % ~ N(0,1), luego p (—Zg < % < g | = 1—o.

Despejando en las inecuaciones,

Siendo n grande, estimamos A en los limites de confianza, que dependen de A, a través de X
(consistente) para obtener el intervalo aproximado de nivel 1 — .

- X
Xiz% Py (6.16)

Ejemplo 6.11:
Se desea estimar el nimero medio de personas que entran en un centro comercial los lunes entre
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6.4. Intervalos para pardmetros de distribuciones discretas 17

las 2 y las 3 de la tarde. Examinamos los primeros 50 lunes de un afio en esa franja horaria, y se
obtiene que entraron un total de 550 personas. Obtener un intervalo de confianza aproximado
para la media tedrica de visitas, al 95 % de confianza.

Supongamos que las entradas en el centro comercial se distribuyen segun Poisson. Como
1—a=0095, zg = 1,96. Aplicando la férmula,

550 550
—+1,96
( 50 9 2500)
es un intervalo aproximado de nivel 95 % para A.

6.4.3 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

Sea Xi,X>,...,X,, una m.a.s de B(1,p;), y sea ¥},Y2,...,Y,, una m.a.s de B(1,p,), ambas
muestras independientes. Admitiremos que n1 > 30, y np > 30. Se desea obtener un intervalo de
confianza para p; — pp de nivel 1 — o

Por el teorema central del limite, se sabe que p; =X ~ N ( p1, %:pl)) aproximadamente,

yque pp =Y ~ N (pz, %2”2)) , aproximadamente.

Como las dos muestras son independientes, también lo van a ser las distribuciones de py y p>.
Entonces, de forma aproximada,

PR 1(I=p1 2(1—p2
= o N pl_pz,\/p( p)+p( p2)
ni n»

o tipificado

p1—p2—(p1—p2)
\/m(l P1)+P2(1 P2)

ni np

~>N(0,1), aproximadamente.

Entonces, existe e tal que p ( < N(0,1) < z%> = 1 — o. Por tanto,

la
2

-~

p1—p2—(p1—p2)

p %< o = )SZ% =1—aq.
-p1) , p2(1=p>
Vol el
Despejando,
1 — P2 — (p1— P2 P 1(I=p 2(1—po
< PP (p p)ﬁpl_ngp]_mﬂg pi( p)+p( p2)
2 \/m(l P1)+P2(1 p2) 2 ny ny

ni np
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6.5. Inversion del estadistico de un test 18

p1—p>—(p1—p2)
\/Pl(l_P1)+P2(l_P2)

nj nz

p1(l—p1) N pa(1—p2)
ni ny

<zg <:>P1—P2213\1—13\2—Zg‘\/

Como los limites de confianza dependen de p; y p2, estimamos p; y p; a través de py y pa, que
son consistentes (cuanto mayor sea el tamafio de ny y ny, menor error se comete). El intervalo
aproximado de nivel 1 — & para p; — ps es:

L i(1—p1) Pl —p:
pl—pziZg\/‘”(nlp1)+p2<n2”2) . (6.17)

Ejemplo 6.12:

Se desea obtener un intervalo de confianza aproximado de nivel 90 % para la diferencia entre la
proporcion de aprobados en las asignaturas de A y B. De 44 alumnos consultados, aprobaron
33 el examen final de A, y de 32 alumnos consultados, aprobaron 18 el examen final de B.
Supondremos que existe independencia entre las notas de ambos exdmenes. Un intervalo del
90 % para p; — p> siendo p; la proporcion de aprobados en A 'y p, la proporcién de aprobados
en B es:

33 18 33x 11 18 x 14
(ﬂ T 1’645\/44 SUTEUTRIETIE T 32) = (=0,0157, 0,3907)

Al 95 % de confianza, el intervalo obtenido seria

33 18 33% 11 18 x 14
<ﬂ RV + 1’96\/44 < 44x44 T3 x 3% 32) = (0,04, 0,42)

6.5 Inversion del estadistico de un test

En general, cuando se habla de invertir un test para obtener un intervalo de confianza, se trata
de identificar el conjunto de valores del pardmetro poblacional que se corresponderian con no
rechazar la hipdtesis nula.

A continuacion se considera el método de la inversion de un test, y se exploran las relaciones
entre el contraste de hipdtesis de un pardmetro 0 y la confianza de un intervalo para 6. Se
propone el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.13:
Sea Xi,...,X, unam.a.s. de X ~ N(u, 0'3), siendo Gg conocida. Se sabe que un intervalo para
u de nivel de confianza 1 — o es

_ 1 — 1
(X—Zg%(f(), X—f—Zg%G()) .
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6.5. Inversion del estadistico de un test 19

Si se define un test ¢ que rechace el valor u = g siy solo si Ly estd fuera de este intervalo, o lo

que es lo mismo, si B
VX — ol

()]

>z

Y

IR

entonces

Pug (\/’;M ZZ“) =,

Op 2
y el test ¢ es un test de tamafio o para U = Ll en contra de la alternativa u # L.
En cambio, una familia de tests de nivel & para la hipdtesis © = U, genera una familia de

intervalos de confianza para u, simplemente tomando, como posibles intervalos de confianza
para U, el conjunto de intervalos para u para los cuales no se puede rechazar u = .

De manera similar, se puede generar una familia de tests de nivel o partiendo de una cota de
confianza inferior (o superior) de nivel (1 — o). Por ejemplo, si se empieza con una cota inferior

. Evd O . .
de nivel (1 — @) para u, X — zq (7%> , entonces, definiendo el test ¢(X) que rechaza u < g si

y solo si g < X —z4 (;—%) , se obtiene un test de nivel o para la hipotesis 4 < .

Este ejemplo es un caso especial del principio de dualidad que se presenta a continuacién. Se
escribird Hy(6p) para referirnos a la hipétesis Hy : 0 = 6y y H(6p) para referirnos a la hipétesis
alternativa, teniendo en cuenta que ambas podrian ser unilaterales o bilaterales.

Principio de dualidad:

Sea A(6)), con 6y € O, la region de aceptacion de un test de nivel o para Hy(6)). Para cada
observacion x = (xy,...,x,), sea S(x) el conjunto
S(x) ={0|x € A(0),0 € B}. (6.18)

Entonces S(x) es una familia de conjuntos de confianza para 0 siendo 1 — el nivel de con-
fianza. Ademds, si A(6p) es el contraste uniformemente mds potente (UMP) para el problema

(a,Ho(6p), Hi(6p)), entonces S(X1,...,X,) es el conjunto que minimiza
Py (S(X1,...,X,) 2 0), VO € H|(6) (6.19)
de entre todas las familias de conjuntos de confianza de nivel (1 — ). Esto es, S(Xj,...,X;,) es

el contraste uniformemente mas preciso, (uniformly most accurate UMA).

Demostracion Se tiene que 6 € S(x) siy sélo si x € A(0). Por tanto,

Py (S((Xl,...,Xn) > 9) =Py (X GA(Q)) >1—-a,
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6.6. Inferencia bayesiana. Intervalos bayesianos 20

como se afirmo.

Si $*(Xj,...,X,) es cualquier otra familia de conjuntos de nivel de confianza 1 — «, sea A*(0) =
{x|S*(x) > 6}. Entonces,

Po (X, Xy) € A(8)) = Py (S"(Xi,... %) 3 8) > 1 — at
y puesto que A(6y) es UMP para (o, Hy(6p),H;(6p)), se cumple que

Py ((X1,...,Xn) €A™(6p)) > Pg (X € A(6y)), para cualquier 6 € H;(6).

Por tanto,
Py (S*(Xh?Xn) > 90) > Py (<X177Xn) EA<00>> =Py (S(Xh?Xn) > 00)

para cada 6 € H;(6p). Esto completa la demostracion.

6.6 Inferencia bayesiana. Intervalos bayesianos

En el contexto del modelo paramétrico, se dispone de una muestra aleatoria simple (m.a.s.),
Xi,...,X, de una poblacién X ~ f(x,0), siendo 6 desconocido, 6 € ®. A diferencia de la
inferencia clasica, se supondra que 6 es una variable aleatoria, y que por tanto dispondra de una
funcién de probabilidad o densidad que se denotara por p(6). En el contexto bayesiano, esta
funcién p(0) representa las creencias o informacion disponible “a priori”, es decir, antes de la
experimentacion por parte del investigador.

Una vez que el experimentador muestrea, y dispone de X; = x_ ..., X, = x,, se obtiene informa-
cion adicional sobre 6 que cambia la verosimilitud de 6, obteniéndose la llamada distribucién
“a posteriori” de 0, h(0|xy,...,x,), que se calcula mediante el teorema de Bayes.

Entonces,

fx1,...,%,,0)p(0)

h(9|x1>"‘7xn) - f@f(xl,...,xme)p(e)de

6.6.1 Familias conjugadas de distribuciones

Seria deseable que las creencias a priori del investigador, reflejadas en p(6), fueran ratificadas por
la muestra y, por tanto, que si p(60) pertenece a una cierta familia de distribuciones 2(0|X1,...,X,)
pertenezca a la misma familia. Cuando una familia de distribuciones satisface esta condicion para
un determinado pardmetro, diremos que la familia es conjugada para dicho pardmetro. Veremos
a continuacioén diferentes tipos de familias conjugadas.

Proposicion 1:

La familia de distribuciones Beta es conjugada para el pardmetro 6 de una distribucién Bernoulli.
Es decir, dada una m.a.s. X,X,...,X, de una B(1,0), si la distribucién a priori de 6 pertenece
a la familia Beta, entonces la distribucién a posteriori de 6 también pertenece a la misma
familia.
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Demostracion:
Supongamos que a priori 6 ~ Beta(a,b), entonces, a posteriori, después de observar X; =
X1yee ey X = Xn,

1, x0,0)p(6) i1f(xi,0)p(6)

h(B|x1,...,x,) = -
O ) = o 5 0)p(8)0 [T, £, 0)p(0)d6

?:1 [exi(l_e)l—x,} 1 ea—l(l_e)b—l
Jo TIZ [0%(1 = 0)1 =] b

Puesto que fB(a,b) = fo 1 1 b ldt, se tendréd que

[Qxi(l — 9)17%} ﬁ(clz,b) _
fo L [6%(1— )1 mgaq(l —9)-1d9  B(Xxi+an—Yxi+b)

- (1 — O)bfl gLxita—1 (1 _ e)n—):xi—i-b—l

es decir, la densidad a posteriori es la Beta de pardmetros Y x; +a,n — Y x; + b.

Ejemplo 6.14:

Un investigador tira una moneda cuya probabilidad de cara es desconocida, y no tiene informacién
a priori sobre dicha probabilidad. Es decir, si 6 es la probabilidad de cara, entonces p(G) ~
U(0,1) = Beta(1,1). Lanza la moneda 10 veces y salen 4 caras y 6 cruces, es decir, Z —1Xi = 4.
Entonces, la distribucion a posteriori de 6 es Beta(4+ 1,10 —4+ 1) = Beta(5,7).

Proposicion 2.:

La familia de distribuciones Gamma es conjugada para el parametro A de la distribucién de
Poisson. Es decir, si X;,X>,...,X, es una m.a.s. de X ~ Poisson(A), y a priori A ~ I'(a, p),
entonces la distribucién a posteriori de A también es de tipo Gamma.

Demostracion: .
A priori, p(A) = FIZa)e_Pll“_l ,si A >0,y 0 en otro caso.

Si X; = xy,...,X, = x, es una realizacion muestral de X ~ P(1), entonces, la distribucién a
posteriori de A es

n —A A% Pa —pAqa—1
e T e
fO oof(xb' 7xn7)l’)p(/l)d2’ f() 71 < 72’%) FIEZ)e pl}ta ld)«
e A ) Lxig—pA ) a-1 e~ (ntp)A ) Yxita—1 e—(ntp) ) Yxita—1

f(;” e A )\ Lxig—PA )} a—14) - f(;" e~ (ntp)A ) Lxit+a—14), - I"(ZXI +a) /(l’l +p)2x1‘+a o
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(Y xi+a)

0 €n otro caso

(n+p)Erita —(n+p)ALrita-l .
{ T € siA >0 F(Zx,-—i—a,n—{—p)

Si la distribucién a priori del pardmetro A en una distribucién de Poisson es I'(a, p), entonces, a
posteriori, A ~ T'(Yx; +a,n+ p).

Ejemplo 6.15:

Supongamos que el nimero de llamadas a un teléfono es, a priori, P(1). Se piensa que A ~
I'(1, }‘) = exp(%). Se observan las llamadas en 10 dias, obteniéndose la muestra 0, 3,5, 1, 1, 6,
2, 8,7, 1. Entonces, la distribucién a posteriori de A es

1 41
[(34+1,104— | =T (35~
prroeg)=r (%)

1 )
%e’ﬂ sid >0
0 en otro caso

(%)35 =412 134 )
h(Alxy,...,x,) =< ~3ar ¢* A siA>0

0 en otro caso

En particular a priori se esperan cuatro llamadas y, a posteriori, la muestra corrige este valor
esperado a 3 -309.
e

Proposicion 3.:

La distribucién Gamma es conjugada para el parametro A de la distribucién exponencial, es
decir, si X1, ...,X, es una m.a.s. de X ~ exp(1), y, a priori A ~ I'(a, p), entonces la distribucién
a posteriori de A también es de tipo Gamma.

Demostracion:
A priori,
p* —prya—1 :
p(A) = Fare A siA>0
0 en otro caso
Entonces,
n —Axi\ " ,—prya—1
o) = S mdp) T () dgeriat
yeccavn) T oo - oo a -
Jo T fGnxm, A)p(A)dA [T (e A osem A A ldA
AN A Exip—pA)a—1 ¢~ (Lxitp)A j nta—1 e*(Z?:IXg+p)lkn+a71
T e Fiue P gL [TE e muipAgatatgy | Tora
f() f (in+p)n+zt
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.xl'+ na —(Y x; n+a—
:%e (Catp2 grta=t LT (nta,Y x, p)

Si la distribucién a priori del parametro A en una distribucién exp(A) es I'(a, p), a posteriori
A~T(n+a,Yxi+p).

Ejemplo 6.16:

Supongamos que los tiempos entre llegadas consecutivas a la cola de una oficina bancaria siguen
una exp(A). A priori, se asume que A ~ I'(2,1). Observados los 4 valores 0,2, 0,4, 0,1, 0,3, la
distribucion a posterioride A esT'(4+2,1+1) =T17(6,2).

Ae ™ siA>0

A priori, p(A) = { 0 en otro caso

20 24195 :
150¢€ A2 siA>0

A posteriori, h(Al|xy,...,x,) =
0 en otro caso.

La demostracion de la siguiente proposicion es similar a las anteriores, -quizds un poco mas
tediosa-, y se deja como ejercicio para el lector.

Proposicion 4.:

La familia de distribuciones normal es conjugada para el pardmetro u de la distribucién normal.
Es decir, si X1, ...,X, es una m.a.s. de X ~ N(U, 0p), con oy conocido y la distribucién a priori
de u es N(u,, 04), entonces, la distribucion a posteriori de u es

— o2
XoZ+H5%0
o’
o2 +-0 ato

Ejemplo 6.17:
Sea X ~» N(u,1). a priori, u ~ N(0,1). Se observan 10 valores, obteniéndose 1.2, 0.7, 0.3, -0.3,
2,1.9,1.6,0.5, -1, 1. Entonces, la distribucion a posteriori de i es

079x1°+0x {5 1
1 Y
SRUVA RS

6.7 Intervalos de confianza bayesianos

= N(0,71,0,3015).

Un tercer método para obtener intervalos de confianza esta basado en el andlisis bayesiano,
en el que tenemos en cuenta el conocimiento a priori que el experimentador tiene sobre 6.
Como se ha dicho, esto se refleja en la especificacion de la distribucion a priori p(0) sobre ©.
En este escenario, la probabilidad de cobertura del pardmetro no se basa en la distribucion de
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X (poblacién), sino en la distribucién condicional (6 |xy,...,x,), distribucion a posteriori de
6.

Definicion:

Un intervalo (U,V), donde U y V son estimadores de 0, tal que la p(U < 6 <V) =1 — & recibe
el nombre de intervalo bayesiano para 0. Notemos que en el escenario bayesiano podemos hablar
con pleno sentido de la probabilidad de que p(U < 8 <V) =1 — a, ya que esa probabilidad se
calcula utilizando la distribucion a posteriori.

Para enfatizar esta distincion entre el andlisis bayesiano y el cldsico, algunos autores prefieren el
término “conjuntos de credibilidad” para los intervalos de confianza bayesianos.

Ejemplo 6.18:

Sea Xi,...,X, una m.a.s. de X ~ N(u,1) con u € R, y supongamos que la distribucién a
priori de p es N(0, 1). Entonces, haciendo uso de la familia conjugada normal, sabemos que la
distribucién a posteriori A(gL|xy,...,x,) €s

Entonces, el intervalo bayesiano de nivel (1 — &) es

nx g nx n zg
n+1 vn+1 n+1 Vn+l)’

ya que cubre con probabilidad (1 — ), (calculada con la distribucion a posteriori), al verdadero
valor de u.

Ejemplo 6.19:

Sea Xi,...,X, una m.a.s. de X ~ B(1,p), y sea la distribucion a priori sobre p una U(0,1).
Sabemos, ya que la familia Beta es conjugada para el pardmetro p, que la distribucién a posteriori
h(p|x1,...,x,) es Beta(Y,x;+ 1,n—Y x;+ 1). Por tanto, si

B(Xxi+1l,n—Yxi+ 1)% y B(Xxi+1,n—Yxi+1); ¢ dejan a su derecha e izquierda, res-
pectivamente, en la distribucién a posteriori, una masa de %, el intervalo bayesiano para p
serd

<B(Zx,~+l,n—2x,~—|—l)1_%, B(in—i—l,n—Zx,-—i—l)%).
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Tema 7

Estimacion por intervalos I1. Métodos para evaluar estimadores de interva-
los: tamafio y probabilidad de cobertura, optimalidad relacionada con los
tests, optimalidad bayesiana, optimalidad de la funcion de pérdida

7.1 Introduccion

Como se ha visto, uno de los problemas estadisticos clave desconocidos asociados a una variable
o poblacién. Al obtener un intervalo de confianza para un parametro, se dispone de un rango de
valores en el que existe una confianza alta, y predeterminada por el investigador, de encontrar
el valor del parametro desconocido. Se debe tener en cuenta que todo intervalo de confianza
depende de la estimacion hecha del pardmetro de interés a partir de una realizacion muestral.
Por tanto, la calidad y precision de un intervalo de confianza estdn totalmente relacionadas con
elementos como el tamafio muestral o el nivel de confianza requerido.

7.2 Métodos para evaluar estimadores de intervalos: tamaiio y probabilidad de
cobertura

Asumiremos, como hasta ahora, que se dispone de una muestra aleatoria simple (m.a.s.),
X1,...,X, de una poblacién X ~ f(x,0), 6 desconocido, 8 € @, siendo ® el espacio para-
meétrico.

En la evaluacién de los intervalos de confianza, hay dos conceptos esenciales que permiten
determinar qué soluciones son las mds apropiadas: la longitud o tamaio del intervalo, que indica
su precision, y la probabilidad de cobertura, que se define teéricamente como p(U < p < V),
donde U y V son dos estimadores, uno por defecto y otro por exceso de 0, que representan el
limite superior y el inferior del intervalo, respectivamente.

Desafortunadamente, una de las leyes perversas que inunda la ciencia, hace que ambas, precision
y probabilidad de cobertura, no puedan ser controladas simultdneamente. Si se aumenta el nivel
de confianza, entonces se reduce la precision, ya que se incrementa la longitud del intervalo.
Esto es claro si se llevan las cosas a los extremos. ;Por qué no elegir como nivel de confianza
la unidad? ;Por qué conformarse con niveles del 95 % 6 99 %? Pues porque si el nivel se hace
unitario, el intervalo de confianza se convierte en el espacio paramétrico. Para tener certeza total
de encontrar el pardmetro en un intervalo, acabaremos diciendo una obviedad, a saber, que el
parametro se encuentra en el espacio paramétrico. Pero ese es precisamente el punto de partida,
y lo que se desea es reducir esa incertidumbre determinando un intervalo dentro del espacio
paramétrico en el que exista una confianza alta (pero no total) de encontrar el pardmetro.

Ejemplo 7.1:
Como sabemos, si X1, ...,X, es una muestra aleatoria simple de una N (i, 0p), u desconocida y
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0p conocida, el intervalo de confianza para u de nivel 1 — o es

<Xiza%).

En dicha expresmn se hacen patentes los comentarios anteriores. Si 1 —o > 1—a/, 6 a < o',y
entonces § < 2 , se tiene que zg > 2g/s y el intervalo de nivel 1 — o tiene mayor longitud que el

de nivel 1 —

—

Como se puede sospechar, el incremento de informacion, - el aumento del tamafio muestral -,
debe reducir la incertidumbre sobre el pardmetro. Y esto es asi, efectivamente. Al incrementar
el tamafio muestral se reduce la longitud del intervalo. Una manera de compensar el incremen-
to de longitud al aumentar el nivel de confianza es incorporar mas observaciones, si ello es
posible.

Ejemplo 7.2:
El intervalo de confianza para ( en una poblacion X tal que X ~ N(U, o) a partir de una m.a.s.
X1,...,X,, viene dado por

o~

_ S
X1, | a—

' \/ﬁ

Si se incrementa el tamafio n, el denominador \/n crece, y ¢,_; « disminuye.
2
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Distribucion t de Student
a/2=0,025 A-ce) /20,025
Contiene los valares de tales que § = P(t, > t), donde v son los Grados de Libertad
——
a2
0,0005 | 0,001 | 0,005 0,1 02 | 025 | 03 04 | 045 | 0475
1| 636.619 | 318,309 | 63,657 3078| 1376 1.000| 0727 0325| 0.158] 0,079
2] 31599 | 22327 9925 1886 1.061| O0B16| 0617 0.289] 0142] 0,071
3| 12824| 10215 5,841 4,541 3,182 2,353 1,638 0,978 0,765 0,584 0,277 0,137 0,068
4| BEI0| 7173| 4604 | 3747l 2776 § 2132 | 1533| 0941 0741 | 0569 0271 | 0134| 0,067
5| 65869| 65893 4,032| 3369 2571 |f 2015| 1476| 0920 0.727| 0559 0267 | 0.132| 0,066
6| 5059| 5208 3707 3.4 2447 [0 1,943 1440 0806 0.71 0553 | 0265| 0.131] 0,065
7| 5408| 4785 3499 298 2365 | ) 1895| 1415| 0896 0711 | 0549 0263 ] 0,130] 0,085
8| 5041 4501 | 3355 289 2306 | § 1,860 | 1397 | 0889 0706| 0546 | 0262 0130| 0,065
9| 4781 a207| 3250 28af | 2262 f1.833| 1383| 0883 0.703| 0543 0261 | 0.129| 0.064
10| 4587 4144 3169 | 2768 | =2228| Wi812| 1,372 08/9] 0700| 0542 0260 0129 0,064
1 4437 | 4025 | 3106| 27 2201 | §1.796| 1363 0876| 0697 0540 0260 0129 0064
1 4.318 3,930 3,055 2, 2179 1,782 1,356 0.873 0.695 0,539 0,259 0.128 0.064
1 4221 | 3852| 3012| 26% | =2160| §i771] 1.350| 0870 0694| 0538 | 0259| 0.128| 0064
1 4140 | 3787 | 2977 | 264 | 2145] W1,761| 1345| 0868| 0692 0537 0258 0,128 0,064
§ 15| 4073| 3733| 2847 z,gﬁ 2131 | §1753| 1341| 0866| 0681 0536 0258 0.128] 0,064
16| 4.015| 3686 | 2921 | 2 2120 | §1.746| 1,337 0865| 0.690| 0535| 0258 0.128| 0064
17| 3965| 3646 | 2898| 2587| 2110 W1740| 1,333| 0863 0689 0534 0257 0.128| 0064
g [ 18| ob9e2| 3610 2878 2s5f| 2101 §1734] 1330] o0862] 0688[ 0534 0257 0,127 0,064
19 3.883 3579 2,861 2,:& 2,093 1,729 1328 0.861 0.688 0,533 0,257 0.127 0.064
20| 3850 3552 2845] 2 2086 | J1.725| 1325 0.860| 0687 | 0533 0257 | 0427 | 0063
21| 23819| 3527 2831 25| 2080 f1721| 1323 0859| 0686| 0532| 0257 04127| 0063
o | 22| Ba792| 3505| 2819| 2588| 2074| §i7i7| 1321 0858 0685 0532 0256| 0427 0,063
23| 3768 | 3485| 2807 2 2069 | §1.714| 1319 0858 | 0685| 0532| 025 | 0127| 0063
24| 3745| 3467 | 2797 | 24 2064 | 1711 | 1318 0857 | 0685 0531 | 0256 0127 0063
3.725| 38450 | 2787 | 2485 | 2060 §1708| 1.316| 0856 0.684| 0531 | 0256 | 0127 | 0,063
26 3,707 3,435 2,779 24 2,056 1,706 1315 0.856 0.684 0,531 0,256 0,127 0,063
27| 3690 3421 | 2771 | 247 2052 [ 1703 | 1314 0855| 0684 0531 | 0256 0427 | 0063
28| 23674| 3408 2763 248 2048 W 1701 | 1313 0855| 0683| 0530 | 0256 0127| 0063
% 3659 | 3396| 2,756| 2464 2045 16998 1311| 0854| 0683| 0530 0256 0,127 0,063
3,646 3,385 2,750 2,45 2,042 1,697 1310 0,854 0.683 0,530 0,256 0.127 0,063
31| 3633| 2375 2744| 24530 2040 f 1696| 1,909 0853| 0682| 0530 | 0256 0127 0063
92| 3622| 3365| 2738 24490 2037 § 1694| 1.309| 0853 0682 0530 | 0.255| 0127 | 0063
3611 3356 | 2733| 2445% 2035F 1692 1308| 0853| 0682 0530 0255] 0,127 0,063
34| 3601 3348| 2728 24410 203 1691 | 1307| 0852 0682| 0529 0255| 0.127| 0063
35 3,591 3,340 2,724 2438 |§ 2.03 1,690 1,306 0.852 0.682 0,529 0,255 0.127 0,063
o[ 0,001 | 0002 | 001 002 | 54 1 0.1 0.2 04 05 0.6 0.8 0.9
fizd 1

00005 | 0001 | 0005 | 001 | 0.05 0.1 0.2 0.25 03 04 045 | 0475
36 3,582 3,333 2,719 2,434 2,02 1,688 1,308 0,852 0,681 0,528 0,255 0,127 0,063
37| 3574 30326 2715| 2431 2, 1687 | 1.305| 0851 | 0681| 0529 0255| 0127 0.063
38| 03566| 30319 2712| 2429§ 2024f 1686 1.304| 0851 0681 0529| 0255| 0127| 0.083
39| 3558| 3,313 2708| 2426f 2023§ 1685| 1304| 0851 | 0681 0528| 0255| 0,126] 0,063
40 3,551 3,307 2,704 2, 2,021 1,684 1,303 0,851 0,681 0,528 0.255 0,126 0,063
41| 3544 3301| 2701 2421f 2020 N 1683 | 1303 0850 0681] 0529 0255| 0126| 0.063
42| 03538 a3.296] 2698 241 2018 | 1682 1302| 0850 0680 0.528| 0255 0.126] 0.083
43 3,532 3,291 2,695 241 2017 1,681 1,302 0,850 0,680 0.528 0,255 0,126 0,083
44| 3526 3286 2692 241 2015 || 1680 | 1.301| 0850 | 0680 | 0.528| 0255 0.126| 0.083
45| 3520 3281 2690 241 2014 | 1679 1.301| 0B850 0680 0.528| 0255 0.126] 0.063
46| 3515| 3277 2687 241 2013 || 1679 1300| 0B50| 0680 0528| 0255| 0,126] 0,063
47 3,510 3,273 2,685 ; 2012 1,678 1,300 0,849 0,680 0.528 0,255 0,126 0,063
8 | a8| 3505| 3269 2682 240§ | 2011 [ 1677 | 1.209| 0849 0680 0528| 0255| 0.126| 0.063
8 3500 3.265| 2680 2408 | 2010 | 1677 1299 0B849] 0680| 0528 0.255] 0.26] 0.063
50 3,496 3,261 2,678 2,408 2009 1,676 1,298 0,849 0,679 0,528 0,255 0,126 0,083
i 51| 03492| 3258 2676| 2 2008 | 1675 1.298| 0B49| 0679 0528| 0255| 0126 0.063
52| 3488 3.255| 2674 240 2007 || 1675 1.298| 0B49| 0679 0.528| 0255 0.126] 0.063
> | 53| 3484 3251 2672 239 2006 )] 1674 1,208| 0B4B| 0679 0528| 0255| 0,126] 0,063
54 3,480 3,248 2670 2,39 2005 1,674 1,297 0,848 0,679 0,528 0,255 0,126 0.063
65| 3476 3245| 2668 2 2004 | 1673 1207| 0B4B| 0679 0527| 0255| 0.126] 0.063
3473 | 3242 | 2667 | 2398 2003 [§ 1673| 1297 | 0B848| 0679| 0527 | 0.255| 0.26] 0.063
§7T| 3470 3,239 2665| 2, 2002 ) 1672| 1,207| 0B4B| 0679 0527| 0255| 0,126] 0,063
58| 3466 2237 | 2863 | 2 20028 1672 | 1,296| 0BAB| 0679 0527 | 0255| 0126 0.063
59| 3463 3234 | 2662 | 2391 20014 1671 | 1.296| 0848 0679 0527 | 0254 | 0,126 0.063
60| 3460 3232 2660 23908 2000§ 1671 | 1,296| 0B48B| 0679| 0527| 0254 0,126| 0,063
3373| 3160 2817 | 2358 % 1, 1658 | 1,289| 0B45| 0677 0526| 0254| 0126| 0,063
= 3300 | 3098 2581 | 2330 |} 1, 1646 | 1282| 0B42| 0675| 0525| 0253| 0.126] 0,063

al 0001 | 0002 [ 001 " 0.1 0.2 04 0.5 06 0.8 0.9 0,95
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En la tabla podemos observar como para cualquier cola de probabilidad (se ha resaltado la
correspondiente a 0,025), el incremento del tamafio muestral que lleva asociado el aumento
de los grados de libertad, supone una disminucién del valor critico. Para valores grandes de n
(n > 120), la tabla recoge los valores criticos de la distribucién normal. Es una consecuencia de
que la distribucion #, de Student converge en ley a la distribucién Normal cuando n — . En
algunos textos se lee que el intervalo o el test de la ¢ vale para muestras pequeiias. Lo que se
quiere afirmar es que cuando el tamafio muestral es muy grande, entonces el valor critico es muy
aproximado al de la N(0, 1).

7.3 Intervalo de confianza de longitud mas corta

Ya se ha comentado que se puede incrementar el nivel de confianza simplemente considerando
intervalos de confianza de mayor longitud. Ademas, el intervalo trivial 8 € ©, que Unicamente
especifica que 0 es cualquier valor posible, tiene nivel de confianza 1. En la prictica, uno querria
establecer como nivel de confianza un nimero fijo (1 — @), siendo 0 < o < 1y, si fuera posible,
encontrar un intervalo lo més corto posible de entre todos los intervalos de confianza del mismo
nivel, ya que dicho intervalo proporciona mds informacién que el resto. En esta seccion se estudia
la posibilidad de construir intervalos de confianza de longitud minima.

Sea Xi,...,X, una m.a.s. de X ~ f(x,0), y sea T(X,...,X,,0) = Ty un pivote para 6. Sea
A=A (a); A = (@), escogidos de manera que

P()Ll <T9<12):1—OC
lo que se puede reescribir como

P(O(X1,.... X)) <0 <0(Xy,.... X)) =1—0

Para cada Ty, A1 y A, se pueden escoger de muchas formas distintas; seria deseable escogerlos
de manera que 6 — 6 toma un valor minimo. Dicho intervalo es un intervalo de confianza (1 — )
de longitud minima basado en Ty. Sin embargo, seria posible encontrar otra variable aleatoria

5 que pudiera producir un intervalo atin mds corto. Por tanto, no se puede afirmar que este
procedimiento proporcione un intervalo de confianza (1 — &) de longitud minima de entre todos
los intervalos de dicho nivel de confianza. Para Ty, se utilizan las variables aleatorias mds simples
que sean una funcién de un estadistico suficiente para 6.

Nota:

Una alternativa para minimizar la longitud de los intervalos de confianza es minimizar la
longitud esperada, Eg (6(X1,...,X,) — 0(X,...,X,)). Desafortunadamente, en general no existe
un elemento de la clase de todos los intervalos de confianza de nivel (1 — &) que minimice
Ey (§(X1, o Xy) —0(Xy,. ,Xn)) para todo 0. El procedimiento aplicado para encontrar el
intervalo de confianza mas corto basado en un pivote, también se puede utilizar para encontrar
intervalos que minimicen la longitud esperada. Es importante tener en cuenta que la restriccion
de insesgadez es natural si se quiere minimizar Eg (6 (X, ...,X,) — 0(X1,....Xn)).
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Ejemplo 7.3:
Sea Xj,...,X, una m.a.s. de X ~ N(u, o), siendo ¢ conocida. Entonces, X es suficiente para [,
y _
X—p
N

es un pivote para estimar U.

1—oc:P(a< ):P()_(—b%<u<)_(—a%).

La longitud de este intervalo de confianza es L = \% (b—a), valor que se quiere minimizar de
manera que:

Por tanto,

b, b
@(b)—db(a):\/%_n/ e"zdx:/ 0 (x)dx =

siendo ¢ y @ las funciones de densidad y distribucion de N(0, 1), respectivamente. Por tan-

to,
dL o (db
da +/n\da
g db
b)) _pa)=0
0%~ p(a) =0,
obteniéndose
dL o |¢(a) !
da — n|e®) |
El minimo se obtiene cuando ¢(a) = ¢(b), esto es, cuando a = b 6 a = —b. Como la igualdad

a = b no satisface

[ oty =

se escoge a = —b. Por tanto, el intervalo de confianza mds corto basado en 7}, es el intervalo de
colas iguales,

N\Q
N\Q

(Fras G Free )

()_(—z

X+z

)

IR

(0
\/,717

IR
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La longitud de este intervalo es
o
270 —.
2 \/ﬁ
En este caso, se puede puede plantear el experimento para proporcionar un nivel de confianza
prefijado, con un tamafio establecido. Para tener un nivel de confianza de 1 — & y una longitud
< 2d, se toma el valor més pequefio de n tal que

d>z

4
2

Sl

[@N
[\S)

nzz

|2
%9

Otra interpretacién que se puede dar es que, si se estima 4 mediante X, tomando una muestra
» 2 . . p
de tamafio n > zzg %, al 100(1 — a) % de confianza, el error de estimacion serd como mucho de
2
d.

Ejemplo 7.4:

En el ejemplo anterior, supongase que o es desconocida. En este caso, se utiliza como pivo-

te B
X —

U
= n.
S Vi

T” —

T;, sigue una distribucion ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. Por tanto,

X—pu _ 5 _ 5
l-a=Pla<—= \/ﬁ<b>:P X—-b—<pu<X—-a—
( S vn vn

Se quiere minimizar
S
L=(b—-a)—
( ) \/71’
sujeto a la condicién

b
/ fnfl(t)dt =1l-a,

donde f,_; es la funcion de densidad de 7},. Se tiene
dL _ (db _\ _ S
da \da Vn

db
fnfl(b)% _fnfl(a) = Oa

obteniéndose

dL _ | fur(@) | S
da fn—l(b) \/ﬁ
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El minimo se obtiene cuando a = —b (la otra solucién, a = b, no es admisible). El intervalo de
confianza mas corto basado en T, es el intervalo de colas iguales,

_ S _ S
(X 7 X n 1,%%).

La longitud de este intervalo es 2tn,17% \%, valor que podria ser arbitrariamente alto. El mismo
intervalo de confianza minimiza la longitud esperada: EL = (b— a)cn\%, siendo ¢, una constante
determinada para que ES = ¢, 0, y la longitud minima esperada es 2tn_17%cn\%l.

Ejemplo 7.5:
Sea Xj,...,X, unam.a.s. de X ~ N(u, o). Se supone que 1 es desconocida, y se quiere encontrar
un intervalo de confianza para 2. La eleccién obvia para un pivote T5> viene dada por

T, — (X —p)?
c G2 )

que tiene una distribucién x? con n grados de libertad. Ahora,

n L 2
P(a<M<b>:1—a

02
de manera que
P(—i—l(Xi_“) <o’ <—<X H )zl—oc
b a

Se quiere minimizar

1 1) )
=\~ =z (Xl_u“)v
(a b z:zl
sujeto a
b
fn(t)dtzl_aa

dL (1 1db\ ¢ )
= (@ m) Lo

de manera que

dL 1 1 fu(a) | &
%—[7— b]Z
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que se anula si
11 fu(a)
@ b fu(b)
Numéricamente, se han obtenido resultados para a y b con 4 decimales, como se puede consultar
en la literatura. En la préctica, el intervalo de colas iguales, mds simple,

(?:uxi—u)z ;;mxi—u)Z)

2 ? 2
%n,l—%

deberia usarse, pero no es el mas corto.

Si u es desconocido, se utiliza

LXi—-X)?2 52

T,=
c o2

como pivote. T, tiene una distribucion )(3_1. Se puede demostrar que el intervalo de confianza
de longitud minima basado en 75> es

donde a y b son las soluciones de
Pla<ys,<b)=1-a

y
a*fo1(a) = b*f1(b),

siendo f,_; la funcién de densidad de x,f_l. En la practica, se utiliza el intervalo de colas

iguales

((n— S (n— 1)§2>

2 ) :
n-1e  Xn-11-¢
Ejemplo 7.6:
Sea X,...,X, unam.a.s. de X ~ U(0, 1). Entonces, X(n) es suficiente para 6, con densidad
yn—l
fn(y) = ”770 <y<®6.

La variable aleatoria Ty = X(,,)/6 tiene como funcién de densidad

ho(t) =nt"10<r < 1.

Utilizando Ty como pivote, se puede observar que el intervalo de confianza obtenido es

Xy Xiw)
b’ a )’

Tema 7. Estimacion por intervalos II
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I 1

b
/ " ldt=bp"—d"=1-q.
a

que tiene longitud

Se minimiza L atendiendo a

Ahora,
1
(I—a)n<b<1,

dL lda 1 a™t! —prtl
ab W\ @yt pr) T Tz ) <0

de manera que el minimo se alcanza cuando b = 1. El intervalo mds corto es, por tanto,

X
(n)

(X(nw T ) :
Oln

EL— 1_1 X, — no 1_1
~\a b (")_n+1 a b))’

expresion que se minimiza atendiendo a

Noétese que

V'—d'=1-a,
dondeb=1ya= ar. La longitud esperada del intervalo que minimiza EL es

() G

que es, asi mismo, la longitud esperada del intervalo de confianza més corto basado en Ty. Es
importante tener en cuenta que la longitud del intervalo

(Xw “%Xm)

tiene a 0 cuando n — oo.

7.4 Intervalos de confianza insesgados y equivariantes

Los tests de inversién son uno de los métodos existentes para el cdlculo de intervalos de confianza.
En el tema anterior, se ha demostrado que los test UMP conducen a intervalos de confianza
UMA. Sin embargo, los tests UMP generalmente no existen. En tales situaciones, se restringe la
consideracion a subclases mas pequefias de tests, debido al requerimiento de que las funciones
de test tengan algunas propiedades deseables, o se restringe la clase de alternativas a aquellas que
son proximas a pardmetros de valor nulo. En esta seccion se sigue una enfoque similar para la
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construccion de intervalos de confianza. Supongamos que X; = x1,...,X,, = x,, es una realizacién
muestral de una muestra X, ..., X, de una poblacién X ~ f(x,0), con 6 desconocido.

Definicion 1:
Una familia S(x) de conjuntos de confianza para un parametro 6 se dice que es insesgada a nivel
1 — « si se cumple:

(1) Po(S(X1,.... X)) 2 0)>1—at.
) Po(S(X1,....X) 20 <1—a, V0,00 €O, 6+£6.

Si el intervalo S(Xj,...,X,) satisface los puntos (1) y (2) anteriores, se dice que es un intervalo de
confianza insesgado de nivel (1 — ). Si una familia de conjuntos de confianza de nivel (1 — o)
es UMA en la clase de todos los conjuntos de confianza insesgados de nivel (1 — o), se dice que
es una familia de conjuntos de confianza de nivel (1 — a) UMA insesgada (UMAU). En otras
palabras, si §*(x) satisface los puntos (1) y (2) y minimiza la expresion

Py (S(Xy,...,X,) 2 0"), V0,60’ c©, 6+#6

entre todas las familias de conjuntos de confianza S(Xj,...,X,) de nivel (1 — &), entonces
S*(X1,...,Xy,) es una familia de conjuntos de confianza de nivel (1 — o) UMAU.

Nota:

La Definicién 1 dice que la familia de conjuntos de confianza S(Xj,...,X,) para el pardmetro
6 es insesgada a nivel (1 — &) si la probabilidad de cobertura real es de al menos (1 — ), y la
probabilidad de cobertura falsa es de (1 — o) a lo sumo. En otras palabras, S(X,...,X,) incluye
un valor real del pardmetro mds a menudo de lo que incluye un valor falso del mismo.

Teorema 1:

Sea A(6p) la region de aceptacion de un test UMP insesgado de tamafio o para Hy : 6 = 6
frente a H; : 6 # 6y, para cada 6y. Entonces, S(x) = {6|x € A(0)} es una familia de conjuntos
de confianza insesgada de nivel 1 — oo (UMA).

Ejemplo 7.7:
Sea Xj,...,X, unam.a.s. de X ~ N(u, o), siendo  y o desconocidas. Para contrastar Hy : 4 =
Uo frente a Hy : 1 # Lo, se sabe que el ¢-test

Nze=m)]
QD(X) — { (1)7 3 >c

€n otro caso.

siendoX =Y 7ty 2= (n—1)7'Y (x; — x)? es UMP insesgado. Se escoge c a partir del requisito

de tamaifo
X —
. (‘M >c> |
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<
= tn—l,g‘}

es la region de aceptacion de un test insesgado UMP de tamaifio o para Hy : 4 = U frente a
Hj : 1 # Up. Por el Teorema 1 se cumple que

de manera que ¢ =t,_; «. Por tanto,
’2

V(X — o)

Au) = {x tal que

~

S() = {ulr € A()} = (F— -t g SHT

i

)

IR

S
+ %tn—l,

es una familia de conjuntos de confianza UMA insesgados de nivel 1 — .

Si la medida de precision de un intervalo de confianza fuera su longitud esperada, de manera
natural se puede pensar en la consideracion de intervalos de confianza insesgados. Pratt (J.W.
Pratt, 1931) demostré que la longitud esperada de un intervalo de confianza es la medida de las
probabilidades de falsa cobertura.

Teorema 2:
Sea @ un intervalo de la recta real, y sea X ~ f(x,0). Sea S(X{,...,X,) una familia de intervalos
de confianza de nivel (1 — &) de longitud finita, esto es,

SXi,.. .. Xn) = (0(X1,...,X,),0(X1,....Xn)),

y supéngase que 0 (Xi,...,X,) — 0(Xi,...,X,) es un valor finito (aleatorio). Entonces,

/ (E(xl,...,xn) —Q(xl,...,xn)) flx1,...,x,,0)dx =
0'40

/ Py (S(X1,...,X,) >0')d6’, VOO (7.1)
0'+0

Nota:

SiS(Xj,...,X,) es una familia de intervalos de confianza UMAU de nivel (1 — a), la longitud
esperada de S(Xj,...,X,) es minima. Esto se cumple por el Teorema 2 debido a que, como la parte
izquierda de la ecuacién (7.1) representa el tamafio esperado, si 6 es el valor real de S(Xi, ..., X))
y Py (S(Xi,...,X,) 2 60') es minimo (por ser S(Xj,...,X,) UMAU) con respecto a todas las
familias de intervalos de confianza insesgados de nivel (1 — o) uniformes en 6(0 # 6’).

Un andlisis mds completo de los tests UMP insesgados queda fuera del marco de este tema;
por ello, el procedimiento que se propone a continuacion es una técnica verdaderamente util en
muchas situaciones para obtener intervalos de confianza insesgados.
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Sea Xj,...,X, una m.a.s. de una distribucién absolutamente continua con X ~ f(x,0). Se
pretende encontrar un intervalo de confianza para 6. Supdngase que
T(X1,...,X:,0) =T(X,0) =T,
es un pivote. Se supone que
P(A]((X) <Tyg < 12(06)) =1—-«
se puede convertir a
Py (0(X1,...,X) <0 <0(Xy,....X,)) =1—q.
Para que (6, 0) sea insesgado, se debe cumplir:
P(6,0') =Py (0(X1,...,X) <0 <0(Xi,....Xy)) =1—at, si 6’ £ 6. (7.2)
y
P(6,0")<1—a,si @ #6. (7.3)
Si P(6,6") sélo depende de una funcién y de 6 y ', se puede escribir
=(1-a), sif =0,
P 7.4
m{<(1—a), 5040, (74)
Se cumple que P(y) tiene un maximo en 6’ = 6.
Ejemplo 7.8:
Sea Xi,...,X, una m.a.s. de X ~ N(u,0). Se pretende encontrar un intervalo de confianza

insesgado para ¢. Entonces,

tiene una distribucién x,%_ 1> Y se cumple

§?
P 11<(n—1)g<2‘2 =1—-aqa,

)zl_a.

de manera que

=%

P<(n—l)g<62<(n—l)
A

Entonces,
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§? §? T, T,
P(c?,6”) =P, ((n— 1)1—2 <o6”?<(n— 1)/1_1> =P (}L—Z <y< f) :
siendo y = Z—f y Tg ~ )(3_]. Por tanto,

P(y)=P(My<Ts < Al2y).

Entonces,
P(l)=1—ayP(y)<l—a.

Por tanto, se necesitan A; y A, tales que

P(l)=1-«

=M fu—1(A2) = M fu—1 (A1) =0,

donde f,,_; es la funcién de densidad de 7. Algunos autores han resuelto numéricamente las
expresiones previas, obteniendo valores concretos para A; y A, de manera que se obtiene el
siguiente intervalo de confianza insesgado de nivel (1 — ):

R
((n—l) ,(n—l)%).

Se debe tener en cuenta que en este caso, el intervalo més corto, basado en T, es diferente a los
intervalos de confianza clasicos con colas iguales.

S

7.5 Optimalidad bayesiana. Optimalidad de funcion de pérdida

Sea X1,...,X, unam.a.s. de X ~ f(x,0), con 6 € @. En el problema de decisién general, una
vez que el investigador observa x = (xy,...,x,), obtiene un conjunto ¢ de opciones posibles.
El problema es encontrar un funcién de decision d que minimice el riesgo R(0,6) = EgL(6,0)
en alguin sentido. Entonces, una solucion minimax requiere la minimizacién de maxR(6,6),
mientras que una solucién de Bayes requiere la minimizacién de R(p,d) = ER(6,8), siendo p
la distribucion a priori de ®. En la teoria del contraste de hipétesis, el conjunto .o/ contiene dos
puntos. ag y ap; agp se corresponde con la aceptacién de Hy : 0 € ®; y a; se corresponde con el
rechazo de Hy. Se supone la existencia de una funcion de pérdida definida como

(6,ap) =a(0) siOe€®, a(d)>0
(0,a1)=b(0) siOe€®y b(O)>0
L(@,ao)zo si 0 € Qg
(6,a;) =0 si0 €0

(7.5)
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Teorema 3:

Sea Xj,...,X, una m.a.s. de tipo discreto (continuo), con X ~ f(x, ), siendo 8 € ® = {6, 0, }.
Sea p(6y) = po, p(61) = 1 — pg = p1 la probabilidad a priori de una funcién de densidad en @®.
Una solucion de Bayes para el contraste Hy : X ~ f(x, 6) frente a H; : X ~ f(x, 0;), utilizando
la funcién de pérdida definida en la ecuacién (7.5) consiste en rechazar Hy si

f(xl,...,xn,el) Z bp()

f(xlv"rxnae()) apl’

es decir, se rechazard Hy si la verosimilitud de los resultados obtenidos bajo la hip6tesis alternativa
es suficientemente grande respecto a la verosimilitud respecto a la hip6tesis nula.

Demostracion:
Se trata de encontrar un  que minimice la expresion

R(p,5) = bp()PQO (5(X1,. .. ,Xn) = Cll) +ap1P91 (6(X1,...,Xn) = ao).

Ahora,

R(p,8) = EgR(6,6) = E[Eg (L(6,6)|X)],
con lo que es suficiente con minimizar el valor
Eg (L(67 6)|X) )

ya que el operador esperanza es creciente.

La distribucién a posteriori de 8 viene dada por

p(0)f(x1,...,x,,0)

h(e’)q,...,xn) = Zef(xl,~-~,xn79)l9(9) =

_ p<9)f(xla'--7xn76)
pof(x1,...,%n,600) + p1f(x1,...,%n,01)

Pof(X1,---Xn,00) ‘0 _
— POf(xl7~~-7xn760)+l7|f(xl7~~-7xn791) St 9 o 90
plf(x17~'~7xn791) Sl 9 — 6
PoS(X1,e.%n,00)+P1f (x1,...%n,01) !

Entonces,

bh(00|x1,...,x,,), 0= 90,5(X1,...,Xn) =al,

Eg[L(Q,é(Xl,...,XnHXl:Xl,...,Xn:xn]:{ ah(@l\xl x) 9_91 5(X1 X)—ao
)9V )y - ) yrreAn) —

Se rechaza Hy, esto es, 0 (X1,...,X,) =aj si

bh(90|x1,... ,xn) < ah(91 \xl,.. .,xn),
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lo cual ocurre si y sélo si

bpof(xi,...,xn,00) <apif(xi,...,xn,01),

lo que completa la demostracion.

Nota:

La generalizacion del teorema anterior es sencilla para el caso en que haya multiples decisiones.
Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fy, siendo 6 un pardmetro que puede tomar
k valores, 61, 6,,..., 6. El problema es observar x y decidir qué valor 6; es el valor correcto de
0. Asi, se define H; : 0 = 6;,Vi=1,... k,y se asume que p(6;) = p;,Vi=1,...,ky Zlepi =1
es la distribucién a priori de ® = {0y, ...,6;}. Sea

1 sié escoge 0;, coni# j

L(6:0) = { 0 si 6 escoge ;. (7.6)

El problema es encontrar una regla § que minimice R(p,0). Se deja como ejercicio para el lector
probar que la regla 6ptima de Bayes consiste en aceptar H; : 6 = 6;,i = 1,...,k cuando

pife,(x) > pife,(x), Vj#i, j=1,....k,

donde cualquier punto puede caer en mds de una de las regiones asignadas a cada uno de
ellos.
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