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INTRODUCCION

La toma de decisiones en el ambito de las actividades econdémicas
y sociales, tanto del sector privado como del sector publico, asi como en
la investigacion cientifica de las mismas, se viene haciendo a partir de
informaciones de indole cuantitativa acerca de campos de estudio cada
vez mas variados y con mayor intensidad por lo que se refiere a las va-
riables en cuestion y a las relaciones entre ellas. Las consecuencias de
tales decisiones implican generalmente beneficios o costes econdmicos,
o sociales; en consecuencia, la demanda de datos suficientemente pre-
cisos y oportunos para en primer lugar, poder tomar alguna decisién
racional y en seglmdo lugar, para que tal decision no resulte desacertada,
ha venido incrementandose continuamente.

A menudo nos encontramos con necesidades de datos acerca de
colectivos finitos como son por ejemplo los habitantes, las familias, las
unidades productivas, pero cuyo nimero de unidades es muy elevado.
La realizacidon de investigaciones censales implica fuertes inversiones y
requiere plazos largos de tiempo para su preparacién y ejecucion, por lo
que su practica, reducida a unas pocas caracteristicas estructurales, ha
quedado a cargo de las Administraciones puablicas con periodicidad
decenal o quingquenal.

Las técnicas de muestreo para poblaciones finitas se han desarro-
llado para satisfacer estas demandas, permitiendo obtener. informacion
de forma mas rapida y mas barata, asi como, mediante encuestas suce-
sivas, suplir la falta de informacion que se tendria en los periodos inter-
censales. Por estas razones se incluye algin curso de muestreo en las
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especialidades de escuelas y facultades dedicadas a ciencias aplicadas y
se exige su conocimiento a quienes aspiran a ingresar en los cuerpos es-
peciales del Instituto Nacional de Estadistica. A ellos se dirige este libro
que pretende servir como instrumento de iniciacién; no se trata pues de
un manual de recetas ni presenta técnicas excesivamente sofisticadas o
nuevos campos de investigaciéon teérica. No obstante he procurado
mostrar con cierto rigor, de forma accesible a los no especialistas que
dispongan de algunos conocimientos previos acerca de calculo de proba-
bilidades y estimacién, los métodos bésicos para el muestreo de poblacio-
nes finitas.

La estadistica matematica ordinaria cuando trata el problema de
estimaciéon supone muestreo aleatorio simple de poblaciones infinitas,
en consecuencia la distribucién de una muestra de tamafio n es igual al
producto de n funciones de distribucién iguales a la poblacién base;
sin embargo en poblaciones finitas se practican técnicas como p.e. la
seleccion sin reposicién y la estratificacion, bajo las cuales no se cumple
la condicion de muestreo aleatorio simple (en el sentido de que cualquier
muestra es posible y esta constituida por n variables aleatorias indepen-

to se pretende entre otros

dientes e idénticamente distribuidas). Con e
objetivos, reducir o restringir el conjunto de posibles muestras de modo
que las consideradas menos deseables (menos representativas) no tengan
posibilidad de ser seleccionadas, o tengan menor probabilidad. Por otra
parte, el tipo de problemas que nos encontramos en poblaciones finitas
no se plantea bajo la forma de estimacion de un parametro 0 que de-
termina una unica distribucién dentro de una familia F (x ; 6 ) conocida;
lo usual es no hacer hipétesis acerca de la distribucién, en este sentido
paramétrico, sino que se desea la estimacion de caracteristicas descripti-
vas (como la media, total, varianza, etc.) o la distibucién de frecuencias
correspondiente a una particiéon en intervalos, o clases disjuntas, del
campo de valores de la variable.

Estas peculiaridades han dado lugar al desarrollo de una disciplina
estadistica dedicada especificamente al disefioc de procedimientos de
muestreo y estimacién para poblaciones finitas; no se trata de una teoria
de la estimacion diferente sino que contempla la finitud del colectivo
en estudio, la posibilidad de utilizar distintos procedimientos de se-
leccion de la muestra y la ausencia de hipétesis paramétricas acerca de
la distribucién base.
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Es obvio que como todo instrumento, la estimacién mediante
muestras tiene sus limitaciones. El hecho de que muestras diferentes
obtenidas por el mismo procedimiento, den lugar a estimaciones dife-
rentes cada una con una determinada probabilidad, nos conduce a un
cierto grado de incertidumbre que trata de reducirse mediante disefios
optimos y de cuantificarse con el conocimiento de la distribucion del
estimador, o al menos de su valor esperado y varianza. Por otra parte
una muestra disefiada para dar estimaciones de nivel nacional, puede
no ser aceptable para proporcionar estimaciones a nivel territorial infe-
rior; otra situacion se presenta cuando se desea estimar caracteristicas
relativas a un colectivo que es una pequefia subpoblacién ya que el nu-
mero de unidades muestrales puede ser tan pequefio que no permita
estimaciones fiables.

Para terminar esta breve introduccion, deseo expresar mis votos
en favor de quienes se inicien en la técnica del muestreo, muchas veces
considerada 4rida y tediosa por algunos estudiantes. Mi agradecimiento
al profesor D. Luis Ruiz-Maya, actualmente director del Instituto, sin
cuyo estimulo personal y benévola acogida a mi trabajo, este libro
permaneceria inédito.

Julio Miras
Madrid, 1985
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I. MUESTREO Y ESTIMACION EN POBLACIONES FINITAS,
CONCEPTOS GENERALES

I.1. CONCEPTO DE PROCEDIMIENTO DE MUESTREO ALEATORIO

Designamos por A4 = 3 ALA,, oy Ay AN'f al conjunto de
N unidades que constituyen la poblacion finita objeto de estudio; cada
entero i, de 1 a N, identifica a una tinica unidad de la poblacion.

Una sucesiéon ordenada de n--elementos de A :

jl, ]2, veey A]-r,...,Ajn i

donde A;, denota la unidad que ocupa el lugar r en la sucesion, se deno-
mina muestra de tamaiio n. El conjunto de todas las N” muestras
de tamafo n, que se pueden formar con los N elementos de s, se
denomina espacio muestral y lo designamos por §.

Un proceso mediante el que sc selecciona una de cstas muestras,
de modo que cada una tenga una dcterminada probabilidad de ser
elegida decimos que es un procedimiento de muestreo aleatorio (PMA).



El mecanismo aleatorio empleado por el investigador para seleccio-
- nar la muestra, debe definir en § una funcion de probabilidad §,
tal que:

T:  Pr(s)> 0% ; ES: Pr(s;) = I

En la practica, podemos imaginar el procedimiento constituido por
n extracciones aleatorias en s , de modo que el cdlculo de la probabi-
lidad de una determinada muestra es:

Pr(s;)) = Pr(A;)). Pr(A;, /A ) . PriAi /Asy  Ajy s Ay )

Con la notacién 3-7{ 8,7 ; expresamos que un PMA definido
en s , establece en el espacio muestral § la ley de probabilidad & .
Puedc ocurrir que aplicando un determinado PMA, no todas las muestras
sj € 8§ tengan posibilidad de ser seleccionadas; cuando sea necesario
precisar este hecho, denotaremos por § ¥ al subconjunto de § constitui-

do por todas las muestras posibles; esto es, aquéllas tales que Pr(s;) > 0.

No vamos a tomar en consideracién, dentro de la teoria elemental
para poblaciones finitas, los procedimientos de muestreo aleatorio en
los que ¢l tamafio de la muestra, n, no esta prefijado de antemano.
No obstante, hacemos notar que en la practica se presentan situaciones
donde es necesario considerar modelos con n variable.

I.2. CONCEPTO DE PROCEDIMIENTO DE ESTIMACION.

El problema de estimacion en poblaciones finitas, en esencia, puede
plantearse de la siguiente forma:

Esta definida una caracteristica & en 4 ,que toma el valor nu-
mérico X; en la unidad Ai’ y deseamos determinar el valor numérico, 0,
de una cierta funcién de los N valores X;, por ejemplo el total Z X;,
o la media 1/N X X;. Para este proposito seleccionamos una muestra,
s, y utilizando la informacion que nos proporciona la observacion de sus
unidades, atribuimos a @ un valor (s ).



La funcién @ que asocia a cada muestra, s , el valor numérico
0 (s) se denomina estimador y 0 (s) esla estimacion particular de
0 dada s.

Estando definido un procedimiento de muestreo aleatorio 3 #. 8 ,U:f
un estimador es una variable aleatoria, definida como una funcion 6,
de 8 en R cuya ley de probabilidad viene dada por

Pr(6=1) = > Pr(s;)
G

siendo G el subconjunto de S * constituido por todas las muestras
para las cuales 8 = t;estoes: B =3s]-/ 0 (s]-) = t‘ ,

El conjunto constituido por un procedimiento de muestreo alcato-
rio ;-A: ,8,7 i y un estimador § para 6 , que esta definido en toda
muestra tal que Pr/( sj) > 0, decimos que es un procedimicnto de esti-
macién y lo representamos por 3.&, S,7;0, 0% .

Para establccer un procedimiento de estimacion debemos de consi-
derar dos operaciones, que aun estando relacionadas, estin netamente
diferenciadas; una de ellas consiste en disefiar el procedimieno de mues-
treo y la otra consiste en formar el estimador. En cuanto al procedimien-
de muestreo se dice que es no restringido cuando todas las mues-
tras son posibles. En la practica se utilizan procedimientos restringidos
(en los que no todas las muestras son posibles) para facilitar la tarea de
seleccion, para conseguir muestras mas representativas, para reducir
costes, etc. y en definitiva para disefiar procedimientos mas eficientes,
en el scntido del equilibrio cntre coste y exactitud de la cstimacion.
Las técnicas de estratificacién, formacion de conglomerados, seleccion
sistcmatica, seleccion sin reposicion, etc. dan origen a procedimientos
de este tipo en los cuales las muestras consideradas no deseables, por
scr menos representativas o mads costosas, no tienen posibilidad de
scleccion. Cuando el procedimiento es no restringido y todas las muestras
son cquiprobables, suele decirse que se trata de un diseiio simple y ¢n
caso contrario que se trata de un disefio complejo, especialmente cuando
sc combinan varias de las técnicas citadas.

La scgunda opecracién consiste en disefiar el estimador; esto ecs, -
en cstablccer la funcidon 6 que para un procedimiento de muestreo



dado permita calcular una estimacion, ] (s) para 0 , cualquiera que sea
la muestra, s, seleccionada. Como veremos mas adelante, las propiedades
de 0 dependen de su distribucion de probabilidad, y ésta depende del
procedimiento de muestreo; por tanto, la formacion de estimadores,
en el conjunto del disefio, no es una operacion independiente del proce-
dimiento de muestreo que se adopte.

El uso de informacioén previa es imprescindible para realizar disefios
complejos y formar los estimadores, cuando se desea con los recursos
dados establecer un procedimiento de estimacion lo mas eficiente posible.

En la practica, generalmente, se desean estimaciones simultineas
relativas a diferentes caracteristicas b, Y, 3 , etc. definidas en las uni-
dades de la poblacion. Un disefio eficiente para una de ellas puede no
serlo para otras; por esta razon, se plantea en estos casos un problema -
de objetivos multiples para el que habra de buscarse una solucion de
_compromiso; en algin caso puede ocurrir que para algunas caracteristicas
las necesidades de un disefio optimo sean tan dispares, respecto de las
restantes, que habra de reducirse el objetivo prescindiendo de aquéllas
y estableciendo si es necesario un procedimiento por separado.

Para cada problema concreto, el disefio del procedimiento de
estimacion es un trabajo que requiere un cierto grado de experiencia e
imaginacion. La teoria sirve de guia para conducir el razonamiento
pero no puede ofrecer en un manual la amplia gama de soluciones que
puede aportar, para cada situacién particular, la imaginacién creadora
del investigador. '

Conviene hacer alguna observacion acerca del problema de estima-
cién en poblaciones finitas. La teoria clasica de estimacién en poblacio-
nes infinitas supone que la distribucién de &, en la poblacién base £ ,
pertenece a una familia conocida y queda totalmente determinada por
uno o varios parametros, cuya estimacion se hace mediante la observa-
cién de una muestra aleatoria simple y un estimador convenientemente
elegido. En la teoria de poblaciones finitas no se hacen hipotesis acerca
de la distribucion base; el problema generalmente consiste en estimar
la distribuciéon de frecuencias de X, o simplemente alguna caracteris-



tica particular como la media o el total (que no caracterizan totalmente
a la distribucion poblacional, excepto en el caso de poblaciones dico-
tomicas X; = 1 6 0). Es obvio que si se dispone de informaci6n a priori
acerca de la poblacion, podremos mejorar el procedimiento de selec-
cién de muestras y el disefio del estimador, para obtener estimaciones
mas acuradas; ejemplos son la estratificacion y la seleccion con probabili-
dades no iguales.

Si los valores X; constituyen un conjunto suficientemente denso
en un intervalo de R (para lo cual es necesario, aunque no suficiente,
que N sea grande) de modo que se les puede atribuir una distribucién
continua conocida, estamos en condiciones de comprobar si los estima-
dores gozan de propiedades deseables; asi por ejemplo, si es Normal,
también lo seran las distribuciones de sumas muestrales y en cualquier
otro caso de distribucion paramétrica conocida, sus momentos nos
permitiran caracterizar la distribuciéon del estimador con suficiente
aproximacion (media, varianza, coeficientes de asimetria y curtosis,
etc.).

Una diferencia a tener muy en cuenta es que la teoria de poblacio-
nes infinitas supone siempre muestreo aleatorio simple, de forma que la
funcién de densidad es el producto de » funciones de densidad, iguales
a la de la poblacion base y en consecuencia, la funcién caracteristica
de una suma de n observaciones es el producto de » funciones carac-
teristicas, iguales también a la de base. Este hecho facilita grandemente
el estudio cuando se parte de una familia paramétrica conocida. En
poblaciones finitas se muestrea sobre un conjunto de unidades fisicas;
esto puede hacerse de muchas formas y es en este punto donde el inves-
tigador hace uso de su ingenio y conocimiento a priori para disefiar un
procedimiento que origine un espacio muestral con propiedades desea-
bles; esto es, que esté constituido por muestras lo mas parecidas a la
poblacién base, para lo cual el disefio debe atribuir probabilidades
nulas o muy pequefias a las muestras no deseables y probabilidades
altas a las mas representativas. Esto produce complicaciones en el cilculo
de probabilidades de la distribucion del estimador, por lo que usualmente
nos conformamos con disponer del conocimiento de la esperanza y la
varianza y acaso de momentos de tercer y cuarto orden.



I.3. MUESTREO CON Y SIN REPOSICION.

Decimos que un procedimiento aleatorio de muestreo es sin re-
posicion cuando todas las muestras que ticnen algin elemento repe-
tido son sucesos imposibles; el procedimiento no concede posibilidad
de seleccidon a estas muestras, ello implica que su probabilidad es cero.

Asi pues, siendo 8 ¢ § el conjunto de muestras posibles, tales
que V¥ sj € $* es Pr(sj} > 0,y ’v‘s,- e 8" csPr(s]-)=0, cuando

. ° ° ° ° 2 * s
el procedimiento es sin reposicion toda muestras; € 8  estd formada

por n unidades distintas.

5i

Aunque en ocasiones es util para el razonamiento teérico tener en
cuenta la ordenacién de las unidades de la muestra, en la prictica no
suele utilizarse la informacién proporcionada por el orden en que han
sido scleccionadas; por esta razon cuando sea conveniente designaremos
por §2 al conjunto de las ( I,:'r ) combinaciones, cada una denotada por
w;, que resultan de considerar como una Unica muestra a cada clase de
n! muestras de 8§ formadas por los mismos clementos. Si queremos
considerar ¢l orden de extracciéon designamos por 2 al conjunto de
( f.v ) n! mucstras ordenadas y por (,o; a'cada una de ecllas.

Decimos que un procedimiento de muestreo alcatorio es con reposi-
cién cuando cxiste alguna muestras; € 8§ , esto es tal que Pr (s;) >0,
que licne entre sus n clementos alguno repetido. '

Pueden cxistir diferentes modclos, atendiendo a que todas las
unidades de #& pucdan repetirse en la muestra igual niimero de veces,
o quc unas pucdan repetirse mas veces que otras, o incluso que algunas
no puedan repetirse y si lus demas. En cualquier caso, de acuerdo con
la definicidn, si existe al menos una muestra con probabilidad no nula, que
tiene algin clemento repetido, decimos que el PMA es Con Reposicion.

I.4. DISTRIBUCIONES MARGINALES DE LAS COMPONENTLES
DE LA MUESTRA.

La distribucién conjunta de las componentes de la muestra, vienc
dada por laley de probabilidad &, que define la probabilidad de cada una
de las muestras posibles. La distribucién marginal de la componente r?



de la muestra, vendra dada por la probabilidad ‘que tiene cada unidad
A; € # de ocupar el lugar r.

C o # , .
Si designamos por A, la componente r* de la muestra genéri-
ca s, su distribucién marginal, J (r), viene dada por:

§(r): Pr(A,=A) =P, ;i=12,..., N

1

donde P; es la suma dé las probabilidades de todas las muestras, 5j
que contienen a A; en el lugar r:

R
Respecto de las distribuciones marginales, es interesante considerar
dos propiedades importantes:
1. Equidistribucién.

Todas las componentes de la muestra tienen la misma distribucion
de probabilidad. Esto es,

) )

1T
1f
5

Q=% =--- =9,

2. Independencia.

Las distribuciones marginales de las componeﬁtcs de la muestra
son indcpendientes. Esto es, paratodo r y todo i, P, esindepen-
diente de cuales sean las unidades de A que ocupan cualquier otro

lugar de la muestra.

Estas dos propiedades de equidistribucion e independencia de las
marginales, se exigen en la teoria ordinaria de poblaciones infinitas,
pero en poblaciones finitas se utilizan procedimientos que pueden no
cumplir alguna, o ninguna. En particular, los procedimientos Sin repo-
sicion no cumplen la independencia, puesto que P, depende de si A;
ocupa, o no, otro lugar distinto al r. Esta particularidad no es exclusiva
de los modelos Sin reposicion, puesto que también existen procedimien-
tos Con reposicion que no verifican la citada propiedad. En ambos casos,
con y sin reposicion, existen procedimientos que tampoco cumplen la
propiedad de equidistribucion.



1.5. MUESTRAS NO ORDENADAS. VECTOR ALEATORIO €(s).

Como ya se ha mencionado, la informaciéon proporcionada por el
orden de las unidades en la muestra, no suele utilizarse para obtener
estimaciones acerca de las caracteristicas globales de la poblacién; en
estos casos, para la formacion de estimadores y para el calculo de sus
momentos, es suficiente el conocimicnto de cuales unidades constituyen
la muestra y, en el muestreo con reposicién, cuantas veces se repiten en
élla. Esta informacion viene dada por el vector aleatorio N—dimensional:

N
E(s) = (€. €4.,... 84 .Ex) ) & =n
' 1

donde €; = N° de veces que A; estd en la muestra s.

~ Si el procedimiento de muestreo es Con reposicién; en general,
€ ; puede tomar un valor del conjunto 3 0,1,2,...,n f , con la condi-

N
cidén Z €; = n,dada por el tamafio dc la muestra. Si el procedimiento
1

es Sin reposicion, cada €; toma uno de los valores ? 1,0 2', segun que
A, esté presente o no, en la muestra.

El vector €(s) es un instrumento muy util para dar forma expli-
cita a los estimadores lineales que dependen de la identificaciéon de las
unidades muestrales; esto es, aquéllos constituidos por tantos sumandos
como unidades distintas hay en la muestra, en los que intervienen coe-
ficientes, K;, definidos para cada unidad en particular. Esta clase de
estimadores puede escribirse en la forma:

N-
o= > K X; g
i=1 :

El problema del cilculo de los momentos del estimador 6,ecn
particular la esperanza y la varianza, se reduce al calculo previo de
‘los momentos E ( €; ) E( 8? ). E(&; €; ), i #j;del vector N—dimen-
sional € (s). Para ello, establecido el procedimiento de muestreo, debe-



mos determinar el modelo probabilistico que le corresponde; esto
es, determinar la distribucion de € (s ), mediante la cual obtendremos
los momentos necesarios. Operando de esta forma:

N N
E(6)=E(Zl:Kin. €)= > K; X; E(E;)
1
~ N N 2 2
V)=V (Y K X €)= K X V(E)+
1 1

N
+Z KlI(]XIXJ COV(ei,'Ej)
i#
donde

V(E;) = E(g])-E(g;)*
Cov(E,€;) = B(E;€,) ~E(€;) B (€ )i #

I.6. SELECCION DE MUESTRAS CON REPOSICION. MODELO
POLINOMIAL.

El modelo probabilistico que responde a la seleccion de muestras
con reposicién, mediante n extracciones independientes y con ley de
probabilidad constante, es el polinomial. Veamos la forma de practicarlo:

Sea M; un entero positivo asociado a la unidad A; que denomina-
mos tamafio de A;. Enlaprictica M; representa el namero de unida-
des menores que contiene (p.e. cuando los A; son conglomerados) o
bien es una media del peso o importancia que concedemos a la probabi-
lidad de seleccion de A; . Siendo:

N N
M=ZI:.MI.; P, =M/M; () P=1)
: 1

el siguiente método permite seleccionar muestras con reposiciéon de
modo que en cada extraccion, las unidades de la poblacién tienen una

probabilidad P; proporcional a su tamafio. El intervalo de los nimeros



enteros 3 1, M i se divide en N intervalos L conteniendo Mi enteros
consecutivos:

1«1=31,M1$~;12=3-‘1+MI},M1 +M L g P Iy =

N-1

=l1+Y M, , M
. ).

a continuacion se elige un entero § € j1, Mz , con probabilidades
iguales (utilizando p.e. una tabla de niimeros aleatorios) y seleccionamos
como primera unidad de la muestra aquella A; tal que & e I;. Repi-
tiendo este proceso n veces obtenemos una muestra de tamafio n ,
de modo que para cualquiera de las n extracciones se cumple

Pr(A;)=Pr(éel;)=M;/M =P,

El método de Lahiri puede abreviar este proceso; consiste en lo
siguiente: siendo M, un entero mayor o igual que todos los M; , se
elige un par de nimeros aleatorios (i, j ) tales que

1<i < .Nj l1<jsM

si j < M; launidad seleccionada es A;, en caso contrario se repite la
seleccion del par (i, j ) tantas veces como sea necesario. La probabi-

lidad de A, es proporcional a M; ; en efecto:

Sea B la probabilidad de que el par (7, ) no dé lugar a la seleccién
de una unidad:

Pr (j>M;) =§

entonces la probabilidad de seleccionar A; exactamente en el r° in-
- tento es:

6 r-1 1 . M
N M

10—



por tanto la probabilidad de seleccionar A; es:

M; M; M, 1
L+ +p2+...)=— ——
NM, NM NM, 1-8

Pr(A;)= Z ﬁr-J
r=1

* resultando proporcional a M;. Repitiendo n veces seleccionamos una
muestra de tamafio n.

Puesto que las n cxtracciones son independientes y se realizan con
la misma ley de probabilidad en # , cualquiera de los dos procedimien-
tos descritos responde al modelo Polinomial cuya funcién de proba-
bilidad es:

Pr(€; =r,,...,&, =15 ,...,Ey =1y ) =

con las condiciones

N N -
Z P,=1; Z ri =n
1 1
Su funciodn caracteristica,
, N
‘ . — S ith ?
@ty s oty ty) = (D Py e''n)
1

permite calcular ficilmente esperanzas, varianzas y covarianzas. En
particular,

E(E;)=nP;; E(€*)=n(s-1)P*+ nP; EE; &)=n(n-1)P;P;

—11—



Si el muestreo es con probabilidades iguales, esto es P; = 1/N,
resulta:

E(€;)=n/N; V(E;) = n/N (1 —1/N); Cov (€; ,87)_-: — /N2

1.7. SELECCION SIN REPOSICION.

Consideremos en primer lugar el procedimiento basico que consiste
en la seleccion irrestricta de muestras en ', . con probabilidades
iguales. Cualquier procedimiento en el que todas las muestras, w; e ',

-(ordenadas y formadas por n unidades distintas) tengan la misma pro-
babilidad de scleccion responde a este modelo.

Una técnica practica consiste en efectuar n extracciones sucesivas
en #, atribuyendo en cada una de ecllas, probabilidades iguales a las
unidades no seleccionadas en las anteriores:

1 ; . .
— Si Ai no ha sido seleccionada en
N —(r-1)
Pr ( Af = Ai) = las (r-1) extracciones anteriores.
0 En el caso contrario.

Otra técnica equivalente a la anterior consiste en efectuar extrac-
ciones en A, con probabilidades iguales para todas las unidades, recha-
zando las unidades repetidas, hasta obtener una muestra de n° unidades
distintas. También es equivalente a extraer tantas muestras con reposi-
ciéon y probabilidades iguales, como sea necesario, hasta obtener una
que no tenga unidades repetidas (rechazando las anteriores).

La probabilidad de una determinada muestraen Q' es:

Pr(w)=IN.1/N-1, ..., 1/N=(-1), ...1/N- (- =

B (N-n)! 3 1 1

N! (N)n! 'N° de muestras en §2’
n

—12 —



La probabilidad de una determinada muestra w; € £ ; esto es,
. - . .
de una cualquiera de las n! muestras w; € Q' ,formadas por las mismas
unidades que w; , por ser equiprobables, es:

n! 1

RIS

La probabilidad de que una determinada unidad A; e #, aparezca
en el lugar ro de la muestra, utilizando la equiprobabilidad de las mues-
tras, es: -

N° muestras con (At =A)) (1:1{ > (n-1)! 1
Py = N° total de muestras w j' - (N) 0l "N
n) n!

por tanto para todo i y todo r es P;, = 1/N ; en consecuencia del pro-
cedimiento cumple la propicdad de equidistribucién de las marginales.

La probabilidad de que una determinada unidad, A; , aparezca
en la muestra (en cualquier lugar), se denota por 7; y es:

N° muestras con A; € wj (1’\1: {) n
- = = =
l
N° total de muestras w; (13) : N

esta probabilidad también puede obtenerse como

n
;= Z Poo=mn . 1/N = n/N.
r=1

La probabilidad de que un determinado par de unidades distintas
(A;,A;) aparezca cn la muestra, se denota por 7;; y es:

N-2
N° muestras con (A;, Aj)e w;j <n -2) n (n-1)
v N° total de muestras w; (I,\f) N(N-1)

— 13 —



Iistas probabilidades nos permiten obtener los momentos del vector

aleatorio(81,€2, e, Gi, SN).

Teniendo en cuenta que cada € ; toma el valor uno o cero, segiin
que A; csté presente, o no, en la muestra:

E(g,) =1.Pr(g;=1)+0 .Pr(E; =0) =1.7, =m
E(e®) =1* . Pr(E; =1) =m,

: P . 2 _ 2
V(g; ) =E(e*)-E(&)" =m -7 =m (1-m)

Teniendo en cuenta que el producto €; . € j» parai#j, toma
el valor 1si A; y Aj estan presentes en la muestra y el valor cero en los
demads casos,

Cov (§;,€)) = E(g; - €)—E(E)E(E;) =

Sustituyendo w; y m;; por sus valores en el caso estudiado de
muestreo con probabilidades iguales, sc obtiene:

E(g;) = a/N, E(E]) = n/N

V(g;) = n/N (1 -=n/N)

i (n-1) (N-n)n

— 14 —



PROPIEDADES GENERALES DE LAS PROBABILIDADES DE
SELECCION EN MUESTREO SIN REPOSICION.

Cualquiera que sea cl procedimiento de muestreo sin reposicion,
las probabilidades #; = Pr (A; € muestra); Ty = Pr (4, AJ,- €
muestra), verifican las siguientes propiedades:

N
1. Z”i—;n'

i=1

N N .
Puesoque . m =E( ) € ) =E(n)=n
1 1

N
- 2. Z Ty = (n-1)m;
iG#i)
N N \
Puesto que Z LT E( Z €, 8']-> =

i(i#i) 7G=)

N
=E e,,.(; € - e,-)>= E( §(n-g;) ) =(n-1) m

3. Z (m; - 111-]-) = m (1 —m)

iG#0)

. N .

Puesto que Z mmo= Z m; — m;) =m; (n-m)
J(7#i) 1

y teniendo en cuenta 2.

—15—



ALGUNOS PROCEDIMIENTOS DE SELECCION SIN REPOSICION
Y PROBABILIDADES DESIGUALES

Hemos visto el procedimiento basico de seleccion sin reposicion,
en el que todas las muestras son equiprobables y cada uno de los N
elementos de la poblacion tiene igual probabilidad de estar presente
en la muestra. En ciertas situacioncs puedc ser conveniente el uso de
procedimientos de muestreo que concedan diferentes probabilidades de
inclusién en la muestra a las unidades de la poblacion. En particular
interesan aquellos segin los cuales la probabilidad =; es proporcional
al tamano, M; de la unidad A; .

En primer lugar, veamos qué ocurre en el modelo polinomial si
no se repone la unidad seleccionada en cada extraccion; esto equivale
en el esquema de urna a eliminar las M; bolas de color i que represen-
tan a la unidad Ai’ cuando ésta ha sido cxtraida. Consideremos para
simplificar, ¢l caso n = 2

M;
Py = M P,
M. P,
i i
Pa = D B.PriAn /A = L = Z.Pi—
jFi j M - M]- jFi 1 -Pj
y siendo
N
Pi
A = Z — , resulta
1 1-P;
Pi
fa R A Ty

—16 —



Las probabilidades de inclusién en la muestra, son

P.
]
”i=Pi,l +Pj2~=Pi (1+A-— ); (1)
1—~Pi
1 1
T = Pr (Ail . Aj2) + Pr(Al‘la Az‘z) —Pin (I_Pi-?- l-Pj)

Yates y Grundy (1953) estudian este modelo y presentan un
ejemplo, para el caso N =4 y n = 2, con los siguientes datos:

2; P. =

; 01; 02; 03; 04

Aplicando las férmulas P;; y P;, para i=1,2,3, 4 se obtienen
las distribuciones marginales que se muestran en el siguiente cuadro

PROBABILIDADES P;, y P

i2
Componentes A, A, A, A,
Primera 0,1 0,2 0,3 0,4
Segunda 0,13452 | 0,24127 | 0,30833 | 0,31587

donde se observa que las distribuciones marginales de la primera y segun-
da componentes no son iguales. En el siguiente cuadro aparecen las

probabilidades de inclusién en la muestra de cada una de las cuatro
unidades:

A; i nP;
A, 0,23452 0,2
A, 0,44127 0,4
A, 0,60833 0,6
A, | 071587 0.8

— 17 —



sc obscrva que no son proporcionales al tamafio de la unidad, en cuyo
caso serian las dadas en la columna n P; -

A primera vista, la forma mas inmediata de resolver el problema
de conseguir m; proporcionales a unos valores dados, consiste en de-
terminar el vector P; (i =1, 2, ..., N) a partir de las ecuaciones (1)
igualando m; a los valores deseados.

Yates y Grundy y Narain (1951) dan métodos para despejar los
P, , pero originan pesados cilculos para valores del tamafio muestral
superiores a 2 y resultan poco utiles para valores incluso moderados de
dicho tamarfio. Fellegi (1963), Van Beek y Vermetten (1967) y Brewer
(1967) han estudiado este problema mediante el uso de procedimientos
iterativos, si bien el proceso de célculo se complica a medida que crece
el tamafio n.

Un procedimiento propuesto por Ikeda, consigue probabilidades
m; proporcionales a unas M; , 6 P, , dadas; consiste en efectuar la pri-
mera extraccién con probabilidades P; y sin reposicion, efectuar todas
las demds, hasta la n-ésima, con probabilidades iguales. Con este proce-

dimiento resulta:

m; = P, (A; en la primera extracciéon) + P, (A; cn una de las (n-1)

siguientes y no en la primera) =

-1
=P +(1-P) - ; de donde resulta
N-1
N-n)P; + (n-1) o N-1 n-1
. = ; P, = T —
i N-1 ! N-n ! N-n

En esta ultima férmula se observa que el procedimiento tiene
alguna restriccién ya que las P; deben ser todas positivas. En la prdc-
tica esto hace que el procedimiento no es aplicable cuando existe gran
diferencia entre el mayor y el menor M;. Asi por ejemplo, no podria
aplicarse al caso estudiado antes (N =4,n = 2,M; =1, 2, 3, 4) ya que
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para A, resultaria:

Pp=—.2 , —= 0 = — ——2-Vnegativa.

La probablidad de inclusién en la muestra, de un par de unidades

(Ajs Ay) es:

n-1 n-1 (n-1) (n -2)

7, =P —— + P + (1-P,—P,
" "N-1 ' N-1 (1=F=F) (N-1) (N-2)

simplificando resulta:

' n-l(N-—n P, 4 P+ 11-—2)
T, = . , ..
i T N1 \n-z TNz

Una importante propiedad de este procedimiento es que la proba-
bilidad de seleccién de cada una de las (Y ) muestras distintas no orde-

nadas, cs proporcional a la suma de los tamafios de las »n unidades que
la componen. Consecuencia de esto es que la razon muestral R = x/y
resulta insesgado para la razén poblacional cuando se toman las P;
porporcionales a los valores Y; de la variable auxiliar. Sirva como ejer-
cicio la prueba de estas dos afirmaciones. '

Una generalizacién de este procedimiento ha sido propuesta por
Midzuno (1952). Consiste en efectuar m extracciones sin reposicion

y con probabilidades iguales; en la extracciéon (m + 1) se asignan proba-
bilidades

P+ 2 —

! r—1 N —m

donde P, correspondc a la unidad extraida en r-ésimo lugar (1 <r <m)
y por ultimo lasn — (m + 1) restantes extracciones se efectiian también
sin reposicion y probabilidades iguales. Para m = 0, coincide con el
estudiado antes. '
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Otros procedimientos han sido propuestos y estudiados por diver-
sos autores. Brewer (1963) para n = 2 presenta el siguiente:

Siendo P; = M;/M, talesque 0 <P;<1/2 laprimera extrac-
cion se realiza asignando probabilidades proporcionales a:

P, 1-P)

para la unidad A;

(1-2P)
y la segunda, asignando probabilidades proporcionales (2 P;) a las
(N — 1) unidades no extraidas en la primera; esto es:

P,
1—]'1—}- para la unidad A;,siendo A; la primera extraida.

i

Siendo C la constante de proporcionalidad para las probabili-
dades de la primera extraccion, las distribuciones marginales son:

CP;(1-P;)
P.. = — 1° Componente
i 1-2P,
3 | P
P, = CP, I ; 22 Componente
7 : ; 1-2p, d

de donde resulta que no son idénticamente distribuidas y que w; es
proporcional a P; ; en efecto:

m =P + P, =C(A+ 1)P
= b
siendo A = Z ! , de donde resulta
i=f 1— 2P]-

C(A + 1) = CTE. para unas P; dadas.
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La probabilidad ™ para j#1i, que en este modelo por sern =2,
coincide con la probabilidad de la muestra formada por las unidades
A;> A; en cualquier orden es:

. CP, (1-P;) P; CP; (1-P) P;
ij . + .
1-2P, 1-P, 1-2P; 1-2F;

de donde simplificando se obtiene,

ompy (¢ 1)
e = P —
Y "I\1-2p 1-2p

La probabilidad ; , también puede obtenerse en este caso como:

S

Otro modelo de esta clase ha sido propuesto y estudiado por
Durbin. Cumpliendo P; las mismas condiciones que en el anterior se
extrae la primera unidad de la muestra con probabilidad P; y la segunda,
sin reposicion de la extraida en primer lugar, con probabilidad propor-

cional a:
( 1 1
P, + )
I 1-2P, 1-2P;

Con este procedimiento se obtienen probabilidades de inclusién
en la muestra, proporcionales a P; . A diferencia del procedimiento de
Brewer en éste, las distribuciones marginales de las dos componenetes
de la muestra son iguales. Es obvio, por otra parte, que en todos estos
modelos sin reposicion las distribuciones de las componentes de la mues-
tra no son independientes puesto que las probabilidades de la segunda
componente dependen del resultado de la primera extraccion.

El procedimiento que describimos a continuacién proporciona
muestras de tamafio n, sin reposicién, de modo que las probabilidades
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de inclusién, ;, resultan proporcionales al tamafio M; de la correspon-
diente unidad. Siendo M = Z M; , debe cumplirse la condicién (M;/M)
< 1/n paratodo i =1,2,..., N.Senumeran aleatoriamente las uni-
dades de la poblacion A,, A, , ... A,, ..., Ay ;elintervalo de los
numeros enteros gl, 2,....,M¢ sedivide en N intervalos I; de longi-
tud M;, tal como se hizo en el modelo polinomial, y se elige aleatoria-
mente un entero K comprendido en % 1,2,...,M/n % , supuesto M/n
entero. La muestra seleccionada esta formada por las unidades cuyo
intervalo I; contenga a uno de los niimeros:

K; K+ M/m; K+2M/n;....;K +®m-1)M/n

Es claro que la condicién (M;/M) < 1/n asegura que ninguna uni-
dad puede aparecer dos veces (muestreo sin reposicion) ya que la suce-
sion de aleatorios ‘“‘salta” mas que la longitud de cualquier intervalo;
esto es M/n > M; . La probabilidad ; es obvio que resulta proporcio-
nal a M;, pero el célculo de M es practicamente inabordable; Hartley
y Rao (1962) han obtenido una férmula aproximada. Un ejemplo apa-
rece en el siguiente cuadro:

Unidad Tamafo Tamafio Intervalos
ncades Mi Acumulado Ii
A, 20 20 (1-20)
A, 8 28 (21 — 28)
A, 15 43 (29 — 43)
A, 10 53 (44 — 53)
A5 25 78 (54 — 78)
A 12 90 (79 — 90)

Si para scleccionar una muestra de tamafio n = 3, por ser M/n =
30, el K elegido entre 1 y 30 resulta ser K = 18, la sucesion aleatoria

es: 18, 48, 78 por tanto los intervalos son el 1, el 4 y el 5; la muestra
serd (A, Ay, Ag).
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I.8. FORMACION DE ESTIMADORES.

La formacién de un estimador es una operacién que debe conside-
rarse conjuntamente con la de establecer el Procedimiento de muestreo
aleatorio, en el contexto del problema de disefiar un Procedimiento de
estimacion. Hemos dicho que dada una muestra, s, el estimador 0 re-
coge una informacion obtenida de aquélla, mediante la que se obtiene
una estimacion particular 6 (s); esta informacion puede estar consti-
tuida por:

1. Los n valores X;, o los n pares (X;, Y;) si se trata de obser-
vaciones bidimensionales, correspondientes a las unidades
de la muestra, que la teoria ordinaria supone son observados
sin error.

2. Informaciones relativas a cada una de las unidades muestra-
les, como son:

a) Cual es la unidad; esto es, su identificacion en la poblacion.
b) El lugar que ocupa en la muestra seleccionada.

¢) Cudl es la muestra particular en que aparece la unidad.

Por otra parte, puede ocurrir que antes de efectuar el muestreo
se dispone de otras informaciones, como son:

3.a) Informaciéon acerca de caracteristicas de la poblacion
P
(totales, varianzas, etc) relativas a variables Y , 3, etc.
distintas de las I que se desea estimar.

3.b)  Informacién relativa a las N unidades A; € A, como puede
ser el conocimiento de sus tamafios, usualmente denotados
por M; y que representan la importancia o peso que cada
A; tiene en A , con respecto al problema de estimacion
plantecada.
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El tipo mas simple de estimador solamente utiliza la informacién
del grupo 1, como por ejemplo cuando se toma la media de los n valores
muestrales para estimar X en muestreo con probabilidades iguales; para
formar el estimador no es necesario en estos casos, disponer de informa-
ciones de los grupos 2 y 3. Generalmente el procedimiento consiste en
actuar por analogia; asi para estimar la media X, la varianza 02,0 la
razén R = X/Y se forman con las observaciones la media, la varianza o
la razén muestral, respectivamente. No siempre este método da lugar a
estimadores insesgados; s2l y R = x/y por ejemplo, no lo son, aunque
seran consistentes y en algunos casos puede corregirse su sesgo multipli-
candolos por una constante convenientemente elegida, como ocurre
con (n/n — 1) s que es insesgado para o?.

Otro tipo de estimador se construye utilizando informacién del
grupo 1 y alguna otra informacion previa al proceso de muestreo del
grupo 3. Asi por ejemplo, si se dispone del total, Y, de una caracteris-
tica Y correlacionada con J el estimador de razén para el total X:

=

in =RY = — Y; x ‘e y son medias muestrales.

“

puede ser mas acurado que el estimador usual
X = (N/n) x s x = total muestral.

que utiliza solamente informacién del grupo 1.
El estimador “de regresién lineal” para X:
3-(RL = x + B(Y -7)
que utiliza ‘él conocimiento previo de Y es insesgado para X, cuando
x ey lo son paraXe Y, siendo B una constante que cuanto mas préxima

esté del coeficiente de regresion lincal de ¢ sobre Y , mayor precision
proporcionara al estimador.
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Un tipo mis complejo y de especial importancia en la prictica de
poblaciones finitas, estd constituido por estimadores que ademas de la
informcién del grupo 1, utilizan la del grupo 2 (a); se trata de estimado-
res lineales de la forma:

B
n

6 = ZC,.X,.

i=1

donde la suma se extiende a las n* unidades distintas de la muestra
(" < n,cn caso de muestreo con reposicién) y C; depende de cual es
la unidad A; a que corresponde el i° sumando de 6. La utilidad de esta
clase de estimadores reside en el hecho de que, si se pueden identificar
las unidades muestrales, puede introducirse en 0, a través de Ci , alguna
informacion previa disponible acerca de ellas; en particular, puede con-
seguirse que @ sea insesgado para procedimientos de muestreo en A&
con probabilidades desiguales. La prescntacion de una teoria para esta
clase de estimadores, en muestreo sin reposicién y probabilidades de-
siguales, se debe a Horvitz y Thompson (1952).

Si junto con la informacién del grupo 1, sc utiliza la del grupo
2(b), tenemos un tipo dc estimador que puede expresarse de la forma,

b= 2K X

donde el coeficiente K: que se aplica al valor observado, X;, en la unidad
muestral A;, depende del lugar del orden j, de 1 a n, que dicha unidad
ocupa en la muestra. Iisto implica la necesidad de conocer el orden de
extraccion de las unidades muestrales.

Mencionemos, por tltimo, otro tipo de estimador que utiliza la
informacion del grupo 2(c). Puede expresarse de la forma,

6 (s) = K () .‘; X,

donde K (s) es un coeficiente que se aplica a la muestra particular que se
ha seleccionado. Esto implica que para cada posible muestra, se define
un K(s) distinto y por tanto, es preciso conocer cual ha sido la muestra
observada.
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Es obvio quc pueden formarse tipos de estimadores mas compli-
cados combinando informaciones de varios grupos; asi cuando los coefi’
cientes dependen de cual es la undiad i* y del lugar de orden que ocupa
en la muestra.

Excepto la razén muestral, todos los estimadores mencionados
pertenecen a la clase de estimadores lineales; esto es, formados por n
sumandos, tantos como unidades muestrales, cada uno de los cuales es el
producto de un coeficiente dado, por un valor observado en la corres-
pondientc unidad muestral.

A modo de curiosidad, mencionemos que para R también puede
darse un cstimador linezl de la forma:

R"=_l- i.ﬁ.

noi=1 Y;

que equivale a la media de las razones individuales en los n clementos de
la muestra.

Conviene hacer notar que tanto R como R’ si son lineales para
un conjunto dado de (Y,, Y, ,... Y ,... Y,).

1.9 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES.

Hemos visto que un estimador § es una variable aleatoria uni-
dimensional, por tanto sus propiedades vendran dadas por su distribucion
de probabilidad en el cuerpo de los niimeros reales. Particularmentc nos
interesan su csperanza matematica y su varianza, cuyo cilculo puede
efectuarse de la siguicnte forma:

E(é) = %: 0 (si).Pr(sj);obicn

E(6) = 2. r. Pr(0=1)
R
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y designando por 9 alal ( 0 ), la varianza y la desviacién tipica vie-
nen dadas por

V(6)=E@ —0)° = E(82)—E(8)>

0 (0) = V V(6)
Si § esun estimador para 6, se denomina sesgo a la diferencia:
B(6) = E(6) -6

_ El estimador se dice que es insesgado cuando B (8) = 0, o bien
E(8)=9. ~

En todo estimador es descable la propiedad de ser insesgado que
cumple cuando su esperanza matcmatica coincide con el valor a estimar,
pero también es deseable que su dispersion alrededor de 6 sea pequeiia.
Se dice que un estimador es mas preciso que otro cuando tiene menor
varianza (menor desviacion tipica). Estas dos propiedades, precision y
ausencia de sesgo, son independientes cn el sentido de que un estimador
insesgado puede ser mis o mcnos preciso que otro sesgado. Para com-
parar dos estimadores insesgados se utiliza su desviacién tipica, que
también se denomina error de muestreo, y se dice que es mas eficiente el
mas preciso. Para comparar cstimadores, alguno de los cuales es sesgado,
sc utiliza una media conjunta de sesgo y la precisién; se trata del error
cuadrdtico medio, que se define como la esperanza matematica del
cuadrado de la diferencia entre la estimacion y el valor a cstimar, esto es:

ECM(8) =E(6—0)>

El ECM puede descomponerse, como sigue, en dos sumandos;
uno es la varianza y otro el cuadrado del sesgo:

ECM(§)=E(0 -0 =E@—-E(8) +B(0)) =

" =E(6-0) +EMB(0)) +2EMB(9)(6-6)) = V(§) +B(H)
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por ser
E(B(6) (6 -06) =B(6) .E(@ —8)=B(6). 0.=0
Si 6 es insesgado su ECM coincide con la varianza.

Se habla de acuracidad para expresar la propiedad de un esti-
mador cuyo ECM es pequefio; en otras palabras, un estimador se
dice que es mas acurado que otro cuando su ECM es menor.

Podemos representar grificamente la  V ECM (6) por la hipote-
nusa de un_tridngulo rectingulo cuyos catetos son la desviacion tipica
o (6)= V'V (0) yelsesgo B (8).

_<®

J

La contribucién del sesgo a la \/‘ECM(é) puede medirse por
la relacion B /o, que representa la tg. trigonométrica del angulo « ;
cuanto mcnor sea ésta, mayor tiende a ser la contribucién de 0(6) a la

ECM(0). Como elemento de¢ referencia, observemos que para un
sesgo del orden del 10 por ciento de la desviacion tipica, ésta es del

orden del 99,5 por ciento de la VvV ECM (é) .

La presencia de un sesgo pequeiio, o nulo, es obviamente una
propicdad deseable para un estimador; no obstante, si la reduccion del
sesgo va acompaiiada de un aumento de la desviacion tipica, puede re-
sultar que en conjunto el estimador tiene mayor ECM; o lo que es lo
mismo, es menos acurado.

Convicne aclarar.una cuestion terminologica; la denominacion
de “error de muestreo” a la desviacién tipica de un estimador, o (0),
no debe inducir a confusion entre cl error puntual:
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diferencia entre una cstimacién particular y el valor que se desea estimar
y el error de muestreo, que es la esperanza matematica de e (0). El
error de muestreo nos informa de la precisién del estimador pero no del
error puntual presente en una estimacién particular; aquél puede, en
general, calcularse pero éste sera siempre desconocido.

Otra propiedad deseable de los estimadores, cuando no son in-
sesgados, en la consistencia que se cumple cuando el sesgo B (0)
tiende a cero al aumentar el tamafio de la muestra. Si es posible obtener
de forma explicita, exacta o aproximada, las relaciones que ligan B ( 0 )Yy
o (8) con el tamafio muestral, cabe la posibilidad de comprobar facil-
mente la consistencia de 6 y a continuacién obtener el tamaiio muestral
que garantice una relacion B (é)/o (5) suficientemente pequeiia, para
cumplir los requisitos de acuracidad.

INTERVALO DE CONFIANZA CUANDO EL ESTIMADOR ES
INSESGADO.

Admitiendo que la distribucién del estimador 6 es Normal, con
media E(6) = 0 y varianza 0® (), para un « dado (0 < x <1)se
determina cn las tablas de la distribucion N(0,1) el valor ¢, tal que

Pri—te <N(OL)<.tgl=1-c

y con cste valor 7, cl intervalo para 6 correspondiente a un coeficicnte
de confianza (1 — <), es:

(0 =t 0(0),0 +t 0(0))

En efecto: (0 —0)/0 (6)es - N(0,1), por tanto

)

de donde se obtiene que el intervalo aleatorio CER P (8)) cubre
a 0 con probabilidad (1 — ).

6—0

= ] -«

,<taf_

o (0)
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Si no se dispone del conocimiento previo de o ( 0 ) sc utiliza
una estimacién insesgada o ( !5 ) procedente de la misma muestra que nos
proporciona la estimacion 6 para 6; en este caso no podemos asegu-
rar que el intervalo cumpla exactamente los requisitos probabilisticos
enunciados; no obstante, en la mayoria de las situaciones 6 tomara
la forma de una suma de variables normales (estamos en la hipotesis de
normalidad) y analizando el caso particular podremos recurrir a la dis-
tribucion t-Student que nos darad una solucion exacta o, al menos sufi-
cientemente aproximada.

Si la hipoétesis de normalidad es muy arriesgada, y ni siquiera
puede admitirse a titulo aproximado, puede hacerse uso de la siguiente
desigualdad estudiada en Célculo dc Probabilidades. vilida para toda
variable aleatoria con media y varianza finitas:

o (0)
K2

Pr2.|§—0|<K; >1-

que nos permite construir, en cualquicr caso, el intervalo:
. o) . o(d)
f—- — ,0 + ——
V o ’ vV o
obtenido haciendo 02 (§)/K? = « ; csto es, cumpliendo:

o (8) . 6(0)
<0 <0 +

Vo Ve

a

Pr)6 — >] -«

Como es sabido, los intervalos asi construidos, para un mismo
valor de o« , son mis amplios que los obtenidos bajo la hipétesis de
normalidad, o bajo cualquier otra que suponga el conocimiento de la
distribucién de @ ; por esta razén, cabe pensar que aiin utilizando una
estimacion de o2 (0) en vez de o2 (9) , seguirdn conservando la validez
de sus afirmaciones probabilisticas.
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INTERVALO DE CONFIANZA CUANDO EL ESTIMADOR ES
SESGADO.

A

Si 6 tiene un sesgo B = E(é) — 0, la probabilidad de confianza
sufre una perturbacién de modo que para un ¢ dado por la distribucién
N(0,1), la probabilidad de confianza no es (1 — «) sino menor. Su-
pongamos fo = 1,96 y que 0 tiene sesgo positivo; entonces la distribu-
cion de 0 sufre una traslacion hacia la derecha de magnitud B, por
tanto, como se indica en la figura, Pr z (0 6)>196 0 (6) % no cs
«/2 sino mayor y Pr 3 (60-0)<196¢ (6)$ tampoco es «/2 sino
menor. Como por otra parte, de todos los intervalos de igual amplitud,
el centrado cs el que recoge mayor probabilidad resulta que cn conjunto,
por no scr centrado el intervalo cuando B#0, resulta que Pr § p10-01<
196 o (0 ) i disminuye. Si el sesgo es negativo ocurre lo mismo, si bien
seria mayor que /2 la probabilidad en la cola izquierda y menor que
«/2 cn la derccha. La disminucién de la probabilidad de confianza
depende de la relacion |B|/0(0) ;en cfecto, llevando cl origen a
E(6) para calcular las probabilidades tenemos, en la cola derecha:

co [ee) [=e]
N(0,0(0))= N(0,1) en vez de | N(0.1)
-1,960(5)-3 1,96~ o®) 1,96

y, analogamente en la cola izquierda. Por tanto, resulta que la alteracién

i/ i7s7,

777N, : 1960 ( 0 )
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de la probabilidad de confianza depende de | B |/o (0), de modo que
cuanto mayor es esta razon mas se reduce aquella probabilidad. La tabla
adjunta muestra para o = 1,96 la probabilidad de confianza que corres-
ponde a diversos valores de | B |/ (6 ) con B positivo. Se observa que
cuando la relacion del sesgo al error de muestreo es del 10 por ciento,
o menor, la disminucion de la probabilidad de confianza no es impor-
tante. Esto nos da una regla practica para admitir el uso de un estimador
sesgado si tenemos acotado su sesgo respecto al error de muestreo.
Debe tenerse en cuenta que la probabilidad de error por exceso aumenta
si B es positivo y disminuye la probabilidad de error por defecto; si
B es negativo, ocurre lo contrario. Asi p.e. en la tabla observamos que
con B> 0,

Pri(6—-0)>1,960(8) | = 00314 para B/o (§) = 0,1

en vez de 0,025 si 0 fuera insesgado.

PROBABILIDAD DE CONFIANZA Y PROBABILIDAD DE ERROR
PARA t, = 1,96, EN FUNCION DE [B|/ 0o (0)

| B | Probabilidad Probabilidad Probabilidad
R de confianza de error _ de error
a’(0) >1,96 ¢ (0) <11,96 o (8)
0,02 0,9500 0,0262 0,0238
0,04 0,9498 0,0274 0,0228
0,06 0,9496 0,0287 0,0217
0,08 0,9492 0,0301 0,0207
0,10 0,9489 0,0314 0,0197
0,20 0,0454 0,0392 0,0154
0,40 0,9315 0,0594 0,0091
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HIPOTESIS DE NORMALIDAD.

En poblaciones finitas no cabe hablar, en rigor, de que tengan
distribucion normal, yva que ésta es continua; no obstante admitimos
este supuesto cuando la distribucion de frecuencias se ajusta a las corresy
pondientes frecuencias obtenidas de la distribucién normal.

Si el estimador estd formado por una suma, o combinacién lineal,
de variables cuya poblacion base es normal, sabemos que también el
estimador tiene distribucién normal en el muestreo.

Si la distribucion de la poblacion base no es normal, se ha demos-
trado que en condiciones muy generales, la distribucién de estimadores
del tipo citado converge a la normal cuando tiende a infinito el tamafio
de la muestra. Por esta razon, en estos casos, puede admitirse que el esti-
mador se distribuye normalmente aunque proceda de observaciones
efectuadas en una poblacién base no normal. Sin embargo para admitir
la proximidad de la distribucién del estimador a la normal, debe tenerse
en cuenta que cuanto mas alejada esté la poblacion base de dicha distri-
bucién, mayor sera el tamafio de muestra requerido; en otras palabras,
si la convergencia es “lenta” podemos correr el riesgo de estar trabajan-
do con un tamano de muestra menor del que es necesario para aceptar
razonablemente la hipotesis de normalidad del estimador.

En la practica de poblaciones finitas es habitual encontrarse con
poblaciones normales o, al menos con . simetria en su distribucion de
frecuencias por lo que la hipétesis de normalidad de los estimadores del
tipo citado, sera razonable incluso para tamafios de muestra moderados.
Pero también son muy abundantes las poblaciones muy asimétricas, con
una fuerte concentracion de la frecuencia en valores pequefios y mode-
rados de la variable y una marcada cola hacia la derecha que corresponde
a frecuencias bajas de valores altos y muy altos. Asi, por ejemplo, la dis-
tribucion de las explotaciones agrarias segtn la variable: superficie de
las tierras; o las empresas de construccion respecto de la variable: name-
ro de empleados; o la distribucion de los municipios respecto de la varia-
ble: namero de habitantes; etc.

Por estas razones la hipotesis de normalidad de los estimadores,

debe analizarse antes de construir intervalos de confianza tomando ¢
de las tablas N (0,1).

_ 33 _



Cochran de la siguiente regla prictica para poblaciones base con
asimetria marcadamente positiva (cola hacia la derecha); consiste en
tomar: ' ‘ C
n > 25 G2
donde G, = p,/ 0% es el coeficiente de asimetria de Fisher de la pobla-
cioén base. '

En poblaciones infinitas o0 muestreo con reposiciéon, se demuestra
(véase Cramer) que los momentos centrales de orden 3 y 4 de la distribu-
ciéon de la media muestral, son:

i H, + 3(n-1)0*

BE) = — 5 () =
n n

3

siendo p, , u, los de la poblacién base. Entonces, siendo:

Ky Ky
G, =— y G, =— -3
g o?

los coeficientes de asimetria y curtosis de la poblacién base, para la
media muestral de tamafio n resulta:

- Ky (%) G,
G, (x) = — =
03 (x) ) N n
p, (%) G
G, (x) = ';t;‘a = n2

por tanto se observa que G, (x) tiende a cero al ritmo que aumenta
vy G, (¥) lo hace segiin aumenta n. Para la distribucién normal,
por cumplir u, =0, p, = 3 0% se verifica que G, vy G, son cero;
por tanto una medida empirica de proximidad a la normal de la distri-
bucién de la media muestral viene dada por G, (x) y G, (¥ ) que deberin
ser proximos a cero. Es claro que cuanto mayor sean G, y G, (poblacion
base) mayor tamafio de muestra es necesario para que G, (x) y G, (x)
se acerquen al valor cero.
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1.10. EJEMPLOS.
Ejemplo I1..

Para la poblacién £ = 3Al s A, LA, g consideremos dos Procedi-
mientos de seleccién de muestras de tamafio 2: Se extraen al azar dos
bolas ( (a) Con reposicién (b) Sin reposicién) de una urna que contiene
sesis bolas, tres con el n° 1, dos con el n® 2 y una con el n® 1.

El espacio muestral 8§ estd constituido por 32 = 9, muestras
cuyas probabilidades de seleccion $(a) y §7b) aparecen en el siguiente
cuadro: '

Probabilidad
Espacio muestral

S ' J(a) F(b)
(A, ,A)) 9/36 6/30
(A,A) 6/36 6/30
A, A)) 3/36 3/30
(A,,A)) ‘ 6/36 6/30
(A,,A) 4/36 2/30
(A,,A) 2/36 2/30
(A;,A) 3/36 3/30
(A, A,) 2/36 2/30
(A, A)) 1/36 cero

Ambos procedimientos de muestreo en 4, son Con reposicion
puesto que existen muestras con clementos repetidos que tienen proba-
bilidad no nula. En ¢l procedimiento (b) una mucstra de 8 es imposible,

por tanto su probabilidad es cero.
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Ejemplo I.2.

Determine el alumno, la distribucion de probabilidad de la varia-
ble aleatoria

T (s) = N° de unidades distintas en s.

en los dos casos (a) y (b) ejemplo 1.1 y calcule su esperanza y varianza.

Ejemplo I.3.

Para la poblacién s = ; A, A2 AL AL A i consideremos el
siguiente procedimiento de seleccion de muestras de tamafio 3: De una
urna con tres bolas numeradas del 1 al 3 se extraen al azar, sin reposi-
cion, dos bolas; a continuaciéon, de otra urna con dos bolas numeradas
con el 4 y el 5, se extrae una de éstas.

El conjunto 8" de muestras posibles se muestra en el cuadro
adjunto. Todas tienen la misma probabilidad de seleccién, que es 1/12.
Puede observarsc inmediatamente que sc trata de un procedimiento Sin
rcposicion puesto que ninguna muestra con unidades repetidas es posible.
Por otra parte, de las 53 = 75 mucstras de § solamente son posibles
12; asi por cjemplo, (A;, A,, A, ) no es posible pucs dcl subconjunto
3A4, A, $ solamente se selecciona una unidad; tampoco es posible

Espacio § de mucstras posibles
(A, A, A,) A,, A,, A,)
A, A, A) @A,, A, A)
A, Ay, A,) A,, A, A,)
(A, A, A,) A, A, A,)
(A, A, A,) @A,, Ay, A,)
A, A, A) (A, A, A,)
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(A,, A, A, ) puesto que la primera extraccion se realiza en el sub-
conjunto 3A1 A A3Z'

Ejemplo 14.

Determine el alumno, el conjunto de muestras no ordenadas que
constituyen el espacio £ en el ejemplo 1.3.; asi como la distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria:

T (s) = Suma de los subindices de las unidades de s.

Ejemplo I.5.

Para una poblacién constituida por 12 unidades A;, numeradas
de 1 a 12, sc considera el siguiente procedimiento de muestreo: Se
sclecciona un entero, al azar, en ¢l conjunto 3 1, 2, 3, 4; y siendo § es-

~tc nimero, se forma la muestra ( Ag, Ag, 4, A5+8 ). Siendo X; =i, se

pide la distribucién, esperanza y varianza del estimador.

0 (w) = Miximo valorde x; en w

Muestras posibles Pr () b () 0% ()
en £
(A, Ay, Ay) 1/4 9 81
(A,, Ag, ALy 1/4 10 100
(Ay, Ay, AL) 1/4 11 121
(A, Ay AL 1/4 12 ‘ 144
TOTAL... 1 42 446
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La distribucién de 6 (w) y los cialculos necesarios se presentan
en el cuadro adjunto. El procedimiento es restringido puesto que de las

( 1% ) = 220 muestras de {2 , solamente son posibles 4. La esperanza y

varianza de 0 (w) son:
E(6) =% 0 (w) Pr(w) = 42/4 = 21/2

12

V(0) = 2 6% (W) Pr(w)—FE (0)? =446/4 — 7

=5/4

Ejemplo I.6.

Con respecto al ejercicio anterior, determine el alumno, ¢l ECM

de 0 (w) como estimador de 6 = Maximo valor de i en la poblacién.
Calcule el ECM del estimador

23X,

) o po . . Y
0 (w) = - — 1, y verifique si, para estimar 0, cs mas acurado

Ejemplo I.7.

Siendo M; los tamafios de las unidades de una poblacién finita,
considercmos el siguiente procedimiento de mucstreo: Se extrac la pri-
mera unidad con probabilidad proporcional al tamafio y las (n-1)
siguicntes, sin  reposicion, con probabilidades iguales. Probar que la
probabilidad de cada muestra w € £, es proporcional a la suma de los
tamaiios de sus unidades.

La probabilidad de una determinada muestra formada por # uni-
dades distintas w = (A, A2 e e An ) es:

a .

tes unidad
Pr (w)= Z Pr(A; la 1°) n(RCSt‘m cs umcades en /A]- en la 1a>=

oy (n-1) extraccioncs
J =
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R
S . 1
- 1 N-1, g (N-1
J ! (n-l) M(ll—l)
Ejemplo I.8.

Compruebe que la suma en £ , de las probabilidades Pr (w) del

ejemplo anterior, es 1.

Ejemplo 1.9.

En una poblacién de N = 10 unidades, se encuentran éstas for-
mando 4 subconjuntos, siendo los valores de una caracteristica I0, en

cada unidad, dados por la tabla adjunta:

A(l)

A(2)

A(3)

A(4)

1; 2, 3

4; 6

9; 11

2, 2; 5

Sc considera un procedimiento de muestreo que consiste en elegir
con probabilidades iguales un subconjunto A (i) Calculese sobre todas
las posibles muestras, la varianza de la media muestral y compruebe que

es igual a:

VE =E(V(F In) +V(EFIn))

siendo n el tamafio dc la muestra. Calcule el sesgo y la varianza de x

como estimador de X.

Solucidn:

X=45; E()=5

;i B(x)=05;
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Ejemplo 1.10.

Por experiencias anteriores se sabe que un estimador insesgado de
6 , tiene un error de muestreo del 1,8 % . Si una muestra proporciona
la estimacién 6 = 12.508, determinese el intervalo de confianza para 0,
con « = 0,05, admitiendo la hipétesis de normalidad.

Solucién:

112,508 = 1,95 . 0,018, 12.508{ = {12.067, 12.949}

Ejemplo I.11.

Para el procedimiento de muestreo del ejemplo I.7., calcule la
probabilidad ; de que A; aparezca en la muestra.

Solucion:
m; = Pr(A; en 1* extracc.) + Pr(A; en extraccion # de la 1)

Entonces, si es P, =M, / M:

n-1 P;(N-n) + (n-1)
m, =P, +(1-P) - = N_D)

Ejemplo 1.12.

Para el procedimiento de muestreo del ejemplo 1.7., calcule la
probabilidad i de que el par de unidades (A;, A]-) aparezca en la
muestra.

Solucioén:

P, + P]:) (N-n)(n-1) + (n-1) (n-2)
Ty (N-1) N-2)
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Ejemplo 1.13.

En los siguientes casos se desea seleccionar un niimero aleatorio,
Z, con probabilidades iguales para todos los del conjunto de referencia.
Compruébese si se consigne o no este propdsito.

A.  Un numero Z del conjunto de enteros [1—200]. Método: Se
selecciona un namero aleatorio, &, en el conjunto [1-100]
y otro ntmero aleatorio, i, en el conjunto [1;2];sii=1se
tomaZ=086ysii=2, Z=100 + §.

B. Un ntmero Z del conjunto de enteros [1—120]. Método: Se
selecciona un namero aleatorio, i, en el conjunto [1;2]; si
i = 1 se elige Z al azar en el conjunto [1—-100]ysi i = 2 en
el conjunto [ 101 — 120].

C. Un nimero Z del conjunto de enteros [1 — 17]. Método: Se
selecciona un nimero aleatorio, &, del conjunto [1 — 100 ] ;
se toma Z = resto de & (mébdulo 20) si pertenece al conjunto
pedido, en otro caso se repite la operacién tantas veces como
sea necesario.

D. Un ntmero Z del conjunto de enteros [1 — 46]. Método: Se
selecciona un nimero aleatorio, §, del conjunto [0; 1; 2; 3; 4]
y otro, v, del conjunto [0; 1; ...; 9] sié#4 y del conjunto
[0; 1; ...; 6]si6 = 4; por ultimo se toma § = decenasy
v = unidades de Z.

Solucién:

A:Si B:No C:Si ; D : No

Ejemplo I.14.

Consideremos el siguiente procedimiento de muestreo aleatorio
sobre una poblacion con tres unidades: gAl s Ay, Boo
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En una primera extraccion se asignan probabilidades iguales a
las tres unidades; si se extrae una A no se repone y se efectiia una
segunda extraccion con probabilidades iguales para las otras dos, y si la
extraida es B se repone, asigniandole en la segunda extraccion doble
probabilidad que a cada una de las otras dos.

Férmese la distribucion de probabilidad en el espacio muestral.
Calctlense las distribuciones merginales y las condicionadas.

Solucién:

Distribuciones marginales:

1* Componente | 2* Componente

Pr(A;) =1/3 Pr(A) = 1/4
Pr(A,) = 1/3 | Pr(A,) = 1/4
Pr (B)

1/3 | Pr(B) = 1/2

Probabilidad condicional (22 /1?)

A 1 A 2 B
A, 0 1/2 1/2
A, 1/2 0 1/2

1/4 1/4 1/2

Las distribuciones marginales no son independientes, ni estan
igualmente distribuidas.

Ejemplo 1.15.

Calculese la esperanza matematica de € para cada una de las
tres unidades del ejemplo 1.14.

Solucion:  E(€) = (7/12, 7/12, 10/12)
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Ejemplo I.16.
Para la situacién del cjemplo 1.14, se define en la poblacién:

X(A,)=X(A,)=1L X(@B)=0
N=3

Siendo T = Z X; - el nimero de unidades de tipo A en la
1

n=2
poblacién, consideremos el estimador T =K - Z X; . Calcilese cl
i=1

Cal
sesgo, la varianza de T, y el valor de K para que sea insesgado.

Solucién:
- 7K - 12 - 17 -
B(T) = —¢— ; V(T) = 35~ K* ; T csinses

gado para T, con K = 12/7.

Ejemplo 1.17.

Consideremos en una poblacién de cuatro unidades £ = %Al ,
A,, A, A, f definida L de la siguiente forma: X; = 2i. Supongamos
que se rcaliza un muestreo aleatorio de tamafio n = 2, tal que la proba-
bilidad de cada muestra vicne dada por:

Pr (A;, .Aj) =0: para i=j
ity

Pr(Aj‘, Ay = " ; para i¥j

Pr (A, A)

Calcule las distribuciones marginales de las dos componentes
de la muestra; el scsgo y la varianza de la clase de estimadores X =
K, X, + K, X, para X. Determine K, y K, de modo que X sea
insesgado y de minima varianza.
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Solucién:

Por ser Pr (A, Aj- )y = Pr (Al" A;); parai #j, las dos componen-
tes tienen la misma distribucion:

10 + 2i

Pr(4,) = =

; pra i=1, 2, 3, 4.
Calculemos ‘E(X, ); E(Xi); E(X, X, ). Por ser igualmente dis-
tribuidas las dos componentes:

5“: 10 + 2i 16
E(X) = B(X,) = 2 2i (——)

60 3
a
: 10 + 2i 100
B(X?) = EX?) = X 42 (———) = —
(K2) = BQG) = L 47 (——) = —
i+j 80
E(X, . X,)=) (2i.25) ( P ) = 5
i+j
4
Z 2i
—_ | R .
. Puesto que la media poblacional es X = = 5, el sesgo
de X es: 4

16(K, +K,)—15

B(X) = EK, X, +K, X,)-5 = 3

&~

La varianza de X es:
V(X) = V(K, X,+K, X,) = (K2 + K2) V(X,)+ 2K, K, Cov (X,,X)=

44, ., 32
= W€ FK) - K K,

La condicién necesaria de varianza minima, derivando respecto de

K, yK,,es: K, =K, y para que sea insesgado la condicién es K, +K,=
15/16; por tanto: K, =K, = 15/32.
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Ejemplo I.18.

Sean # y 3B dos conjuntos finitos con N y N'. unidades cada
uno, tales que Ac P ; N <N". Supongamos que § es un procedimiento
de seleccion tal que todas las unidades de B ticnen la“misma probabili-
dad; consideremos ahora el siguiente procedimicento para scleccionar una
unidad de /. Sc aplica §* a B, si la unidad seleccionada pertenece a o
s¢ acepta, en caso contrario sc rcpite ¢l intento tantas veces como sea
nccesario hasta obtener una unidad de #.

Calctlese el numero esperado de intentos necesario y pruéhese
que todas las unidades de A ticnen igual probabilidad.

Solucién:

Sca f la probabilidad de que en un intento sc obtenga una unidad
no pertenccicnte a #t, entonces la probabilidad de obtener una unidad
de A cnelr intento cs:

t, = gt (1— B). Se comprueba inmediatamente que por ser

N' =

B = N <1, el proceso termina con la seleccion de una unidad de A:
) 1.8
be(h)= D, 1 =(1-p) 14 p+p% + ...} =— =1
et oo1-8
El ndmero esperado de intentos es:
o

rr, = (1—B) 11 + 26+ 36> + ... )=

)
~

1]
—

=Q-p B AP =
a6
d B 1 N’

S0=h oy (T )T T

La probabilidad de obtencr una unidad de #4, sea Ai’ es:

(e e)

Z Pr (Sea obtenida A; en el r° intento) = Z g1, _
r=1

r=1

1 1 1 _ 1
N N T (1-g N

1
N
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II. MUESTREO ALEATORIO CON PROBABILIDADES
IGUALES

Suponemos en este capitulo que todas las muestras formadas por
cualesquiera n clementos de la poblacién son posibles y todas tienen la
misma probabilidad. Si el procedimiento es sin reposicion solamente
son posibles las muestras formadas por n elementos distintos entre si;
en consecuencia las distribuciones marginales son iguales pero no inde-
pendientes; por ello suele denominarse Irrestrictamente Aleatorio. Si el
procedimiento es con reposiciéon cualquier sucesion de n elementos
de la poblacidn, todos distintos o no, es una muestra posible y se deno-
mina Aleatorio Simple; las distribuciones marginales son iguales e inde-
pendientes. En cualquier caso puede emplearse la denominaciéon de
muestreo aleatorio simple, haciendo mencion de si es con o sin reposi-
cion para que no haya lugar a duda.

II.1. ESTIMADORES INSESGADOS DE LA MEDIA )—(
Y EL TOTAL X.

En muestreo aleatorio con probabilidades iguales, sea con o sin
reposicion, la media muestral:

¥ = Z X;

h 1

Es un estimador insesgado para la media X; en efecto: teniendo en
cuenta que E(€; ) = n/N para todo i ; cap.L.7.

X

=— —=X

n 1 n n N

_ 1 <& 1 &
Ex)=E{— > X g, =g—— X, E ()
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Para el total, X = NX, el estimador insesgado es,
X=Nx=—x, x = total muestral

porser E(X) = NE(X)=NX = X.
__Aunque sea redundante vamos a dar otras dos formas de obtener
E(x), para ilustrar otros métodos de calculo de esperanzas. El primero

de ellos se basa en que, como hemos visto (Cap. 1.7), las n componentes
marginales de la muestra tienen la misma distribucion y ésta es:

Pr (A*r = A)= 1/N ; paratodo i, r

por tanto:

E(x) = E(l/n 2 X].> = Un ), E(X)=1n .nEX)=

= Z X, . UN = X

El segundo procedimiento consiste en efectuar el razonamiento en
el espacio muestral 2 , donde todas las muestras son equiprobables.

E(x(w))= 2. % (@)Pr(w)=1n Y. x (w)Pr(w) =

(.)GQ (_.,)GQ

| N-1
= 1/n Pr(w) Z x(w) y sicndo( 1 el nimero de muestras en

wesd

que una determinada unidad esta presente, resulta:

_ N\ <& N-1 (1,\1111) - —
EQx)=1/n . 1/(n> Z Xl.(n_l-): (N> Z X, = (L/N)X=X
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VARIANZA DE x Y DE X.

Teniendo en cuenta los valores de V (g; ) y Cov (€; , € ) calculados
en 1.6., en muestreo con reposicion es:

2
o

V(x)=—
En efecto:

VE)=V(Un 3 X; €)= Ln?

Z X V(g) + Z, X; X; Cov (g;,€;) ]

o n n (N=1) <
= 1/ <Z xl_) = Z/ Xx) e
= 1/nN’ (Z x’j)(N-l)_ z XiX].]

utilizando ahora la identidad,

se obtiene:

n N

(}N:x2>N_x§.] =—1—(}N: X? /N_i2)=(1/n)oz.

Teniendo en cuenta los valores de V( 8 ) y Cov (E;, g ) obte-
nidos en 1.7, para muestreo sin reposicion se obtlene

2
N—n o

N-1 n

V(x) =

2 .
, que denotando por S” la cuasivarianza,
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= (N/N-1) ¢, admite la forma usual,

_ N—n S s*

V(x) = — ,0 bien (1-f) —
N n n

donde f =n / N, se denomina fraccién de muestreo.

En efecto:

V) =V(Ql/in ), X;€)=1/n? [ 2 X2 V(E) + ), XX, Cov(, sj)]=
1 1 i#j

Ll (N—n) n (N—n)

xz | 2 ( X; X)

(Z ') N2 Z, N?(N— 1)]

= 21\??(—1:)1) [(N _Xj)n(Nf_l)_(Z X, X) ] =
N— N N

= —2'—(1\12—(;—)-1—)[<Z X?) n (N-1) +<Z X?)n—anl =

N—n N '
= X )nN-nX*]| =
n® N* (N-1) [(Z ’> ]

_Nen _, N-n o N-n §°
<Z X}/IN - X} =
W (N-1)

1

N-1 n N n

Para el estimador del total, teniendo en cuenta que V ( X ) =

=V (Nx)=N?V(x),se obtiene:
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2 2
- o N S
V(X) =N — V(X) = N(N-n) = sen muestreo con o

sin reposicion, respectivamente.

II.2. EFICIENCIA DEL MUESTREO SIN REPOSICION

El muestreo sin reposicion restringe la seleccion a muestras forma-
das por elementos distintos; intuitivamente se deduce que serd siempre
mas eficiente que el muestreo con reposicién ya que en este caso existen
muestras que teniendo el mismo tamafio presentan informacién redun-
dante producida por las unidades repetidas. La eficiencia puede medirse
comparando la varianza de uno cualquiera de los estimadores x 6 X;
de acuerdo con los resultados anteriores, podemos escribir:

N—n
VsR =y _7 Ver

por tanto, siempre que n = 2, la varianza en muestreo sin reposicion
es menor que en muestreo con reposicion. En la practica, si puede ad-
mitirse la aproximacion N — 1 = N, escribimos:

Vsgp = (1=f) Ver

donde (1 — f) recibe el nombre de Factor de correccién para poblacio-
nes finitas. Obviamente la reduccion de la varianza es tanto mayor cuan-
to mayor es la fraccion de muestreo f = n/N. Mas adelante, al hablar
del tamafio muestral, insistiremos sobre esta cuestion. ‘

I1.3. ESTIMACION DE LAS VARIANZAS

~  Para establecer un estimador insesgado de las varianzas de x y de

. . . 2 Q2

X, es suficiente con encontrar un estimador insesgado para 0° 6 S°.
) ) . 2

Si razonamos por analogia y tomamos la varianza muestral s, »en

muestreo con reposicion se obtiene:

1 ‘n _ 2 n
E(s%) =E{— Z X;—x) ¢ = o

n

~51—



y en muestreo sin reposicion:

n—1 n—1

n—1 '
2 2
E(s}) = S
por tanto, la cuasivarianza muestral
1 n -
n —2
2 _ 2 _ E :
s° = s, = X;—x)
i=1

. . 2 . e,

es un estimador insesgado para 0° en muestreo con reposicion y para
2 : .

S® en muestreo sin reposicion. En efecto:

V1 z —2 1 n — — — )2
E(s21)=E§—n— > (X—x) % - g}: {(X,.-X)—(x—X)]

% E g > (x-X%) + Z 6%’ —26-%) 3 X %=

1 e — 2 1 — — 2 2n —_ — 2
=— . nEX, -X) +—. nE@x—-X) — — E(x — X) ;porser

n n

S

Z (X; — i) =n (;— X); continuemos:
1

2

= o> + V() - 2V(x) = ¢> —=V(x), en muestreo con reposicion:
2
-1
E(s2)= 0" = — = = o’
n n
y en muestreo sin reposicion:
N—n §° N-1 N—
E(s2) = ¢° — — 2~ = < - ”)s’=
N n N Nn
(N=1)n — N +n $ (N-1)N n—1 :?
- Nn . Nn n
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Estos resultados nos permiten dar:

n

—.2

= s =, (X; —x) (Cuasivarianza muestral)
n-1 n-1 =

. . 2 < es
como estimador insesgado de ¢ , en muestreo con reposicion y de
2 . .

S® en muestreo sin reposicién; por tanto:
2 2

- _ N—n s
s Vep(x) = —_
9 9

SR N "

~ _ s
Ver (x) = "

son estimadores insesgados de

" _ R R ’ 2 R R 2
V(x). Anilog=mente, Vg (X) = N> — ; Vgp (X) = N(N—n) — ,
n n

-~

son estimadores insesgados de V(X).

I1.4. ESTIMACION DE LA PROPORCION P, Y EL TOTAL DE

CLASE C. VARIANZA DE LOS ESTIMADORES. ESTIMA-
CION DE LAS VARIANZAS.

Si es C el nimero de unidades de A& que poseen un cierto atributo;
esto es, pertenecen a una determinada clase Cy los (N—C) restantes
no poseen el atributo, C se denomina total de clase y P=C/N, proporcion.
Denotando por Q = (1—P) la proporcion complementaria y teniendo en
cuenta que P es la media de los valores

1. si A e C

1

0 si A, ¢ C

N
y C es el total; C = Z X, , resulta que la Varianza es o’ =PQ ;en
efecto: i=1

1 & 2 - 1 &
o = — P X X =— X P =P—P =P1-P)=PQ.
N N
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2
por ser X; = X, para todo i. La Cuasivarianza es s? = — PQ.

N-1

Si en la muestra, denotamos por p la proporcion y por ¢ el total
de clase, la varianza y cuasivarianza muestrales seran,

Teniendo en cuenta estas notaciones y de acuerdo con los resulta-
dos obtenidos en 11.2., para la estimacion de X y X, ahora identificados
con Py C respectivamente, podemos afirmar:

1) pyC=Np = N ¢, son estimadores insesgados para Py C,
n

respectivamente.

PQ N—n  PQ
2) Vep(p) = s Vop) = ~1 .
. N? PQ - N? (N—n) PQ
3 Ver©) = —— s Vep(©) ==~
2 " . ..
4) & = [ e insesgado para PQ en muestreo con reposicion
-
N
y para PQ ¢n muestreo sin reposicion; por tanto los esti-

N-1
madores insesgados de V(p) y V(C) son:

\*/ pq V N—n pq
cr (P) = SR(P) =~ ——3
on) =L o (6= Neam)
(“R( ) = n—1 SR( )= N(N=n) n—1

Una forma alternativa de obtener los mismos resultados, en mues-
trco sin reposicion, consiste en utilizar la distribucion Hipergeométrica:
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Pr(c=r) =

Cuya esperanzay varianza son:

E(c) =nP; V() = n PQ

En muestreo con reposicion el problema corresponde al modelo
Binomial:

n -
Pr(c=r) =( ) PP Q"7 r=0,1,2,... 2

r

cuya esperanza y varianza son:
E(c) = nP ; V(c) = nPQ

de donde, teniendo en cuenta que p = ¢/n y C = Np, se obtienen los
mismos resultados anteriores.

I1.5. INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS Y TOTALES

Si admitimos la hipotesis de normalidad para la distribucion de
x; (x — X) /o (x) se distribuye segun la N(0, 1), por tanto para un
x, 0 < « <1 prefijado, el intervalo correspondiente a la probabilidad de
confianza (1 — «) viene dado por los limites:

(f——to: o(x); x +i, 0(55))
donde ¢ se dctermina en las tablas de la N(0, 1) de modo que:
Pr JIN@OD)I<t )= 1- «

Algunos valores aparccen en el siguicnte cuadro:

-« 0,50 | 0,682 | 095 | 0,954 | 0,99 | 0,997 | 0,999

o 0,68 | 1,00 1,96 | 2,00 2,58 | 3,00 | 3,29
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Esto nos asegura que el 100 ( 1 — < )% de los intervalos aleatorios
que pueden construirse, uno de cada muestra, cubren el valor X de la
media poblacional que se desea estimar. Después de obtenida una mues-
tra particular, no cabe hablar de probabilidad de que el intervalo cons-
truido cubra el valor X, por esta razén a (1 — =) en vez de probabilidad
de confianza, se le denomina coeficiente de confianza.

Para el total X, por ser X = N x y 0 (X)=No (_);), el intervalo
se calcula de la misma forma multiplicando por N los limites del obteni-
do para x .

En cualquier caso ha de tenerse en cuenta el factor de finitud
(1 — f) si el muestreo es sin reposicion (supuesto que f no sea practica-
mente cero).

Si la varianza poblacional 02;6 no es conocida y admitimos la hipéte-
sis de normalidad de la poblacion base, puede sustituirse para el calculo
de los limites del intervalo de confianza, ¢, por s, (cuasivarianza mues-
tral) a condicién de tomar ¢ en las tablas de la t—Student con (n — 1)
grados de libertad. Este procedimiento se justifica inmediatamente

ya que:
(x — X)
s/\/n

se distribuye segin la t/,_ 1) por tanto se puede escribir:

Pr 3 x-X| < el )ocx a(?)% =]-«

En cualquier caso, si la distribucion de la poblacién base no es
normal, la distribuciéon de x tenderi a la normal pero debe estudiarse
su estado de convergencia segin el tamafio de la muestra y la discre-
pancia de la poblacion base a la normal (En el capitulo I se han hecho
algunas consideraciones sobre este particular y mas adelante (I1.7)

se hacen acerca de la estimacion de S, )-

I1.6. TAMANO DE LA MUESTRA PARA UNA PRECISION DADA

Si se fija el error de muestreo, sea E, que se desea para el estimador,
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. ., n 2
despejamos n de la ecuacion V(0) = E”. Operando de esta forma, para
estimacion de la media se obtiene:
2 2
o S
n= n=
E E° + S°/N
en muestreo con o sin reposicion, respectivamente. Para estimacion
del total:
2 2 2 Q2
N° o N® §
n = — ;o on =

E2 E? + N§?

Para estimar una proporcion P o el total de clase C = NP, se obtie-
ne n de las formulas anteriores teniendo en cuenta que:

N
2 2
o> = PQ; s = —— PQ
N-1

Si se fija el error de muestreo relativo, sea e, denotando por

» =0/X, opor C . =85/X, al coeficiente de variacion poblacional,
se obtiene de las formulas anteriores:
2 2
Cy Cix
n = 2 H n = 2
e e” + Clx/ N

en muestreo con o sin reposiciéon respectivamente, siendo validas estas
formulas para estimacion de la media y del total; teniendo en cuenta
que serd.e = a (-)/X enuncasoy e = o(X)/X en el otro.

Para estimacion de P 6 de C, se sustituye C; y C12x por:

e 2_=r N e _TNdh

oo P 12X  N-1 P (N-1)P

Si se fija un coeficiente de confianza (1 — <) para un error abso-
luto no superior a un valor dado K; esto es, se fija que:
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el tamafio de la muestra se obtiene de la ecuacion ¢ 0(;) =K, o bien
de ti V(x) = K?, donde 74 es el coeficiente que en la distribucion de
& — X)/o(x), que sera N(0, 1) si x es Normal, corresponde al intervalo
centrado de probabilidad (1 — «); de esta forma al intervalo centrado
de semiamplitud K = ¢, 0(x) corresponde en la distribucion de x una
probabilidad (1 — «). Debe tenerse en cuenta lo dicho en el capitulo I
en cuanto a la validez de la hipotesis de normalidad. Operando de esta
forma, se obtiene para estimacion de la media:

2 2 2
S

n =——— ; n

K2 K?/t2 + S*/N

en muestreo con y sin reposicion respectivamente. Para estimacion del to-
tal:

N £, o N
n = '2 ; - h= 2 2 2
N K/t + S°/N

Aunque en los puntos anteriores hemos dado las formulas para
muestreo con y sin reposicion, la forma practica de actuar consiste en
detcrminar el tamaiio de muestra que corresponderia al muestreo con
reposicion y siendo éste n', el tamafio n para mucstrco sin reposi-
¢ion es:

’
n

1 + (n' —1)/N

obtenido igualando las formulas de las varianzas con y sin reposicion.
Si designamos f' =n" /N se obticne:

’
n

n

) (1 +f)—-1/N

donde se observa que para un N (tamafio de la poblacion) dado, la re-
duccion del tamafio muestral es tanto mayor, al emplear muestreo sin

reposicion, cuanto mayor es .o
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Desde otro punto de vista, recordando lo dicho en cap. 11.2, la
varianza en muestreo sin reposicién para un tamafio de muestra n,
esel

N({@-1)

100 —‘N__‘_‘l——b < 100 %

de la varianza en muestreo con reposicion.

IL7. ESPERANZA Y VARIANZA DE s

Hemos visto en II.1 que s> es un estimador insesgado de o” en
muestreo con reposicion y de S? en muestreo sin reposicién y por ello
se utiliza habitualmente s como estimacién de o 6 de S. Es pues conve-
niente tener alguna idea del comportamiento de s en el muestreo.

La varianza de s° en muestreo sin reposicion viene dada por una
formula complicada (puede verse en Sukhatme. 1953) que no resulta
manejable; por ello utilizaremos para V (s?)la que resulta en muestreo
con reposicion que viene dada por:

) B, — o* 2 ¢*
V(s )= ———™ + ——————
n " on(n—=1)

donde u . €8 el momento central de orden cuarto de la poblacion; si
ésta es Normal se cumple p, =3 0* y en este caso es:

4 .
V(s* )y = 20 ; blacié 1
N T (poblacién normal)

n__.

Si expresamos V (s* ) ‘en la forma:

204: n—1
V(s?) = 1+ G,

n—1 2n

donde G2 = (u, / o* ) — 3, es el coeficiente de curtosis de Fisher,

n—1
P G, esel factor que multiplica la varian-

se observa que el término
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za de s> cuando la poblacién no es normal ya que en este caso G, = 0.
Si la distribucién de la poblacién no es normal V(s ) aumenta o dismi-
nuye segiin que G, sea positivo o negativo; esto es, que sea mas o menos

dispersa que la normal. Conviene tener en cuenta que si bien V(s? )y

disminuye con el tamafio de.la muestra, el factor que representa el
efecto de no normalidad es practicamente constante, de modo que si
G, > 0 el incremento porcentual de V(s*) es independiente del tamafio
de la muestra.

La esperanza matematica de s puede obtenerse de la siguiente
forma:

Para muestras de tamafio n , por ser E(s*) = 0 , podemos escribir,
s2=0% + e ; E(e)=0; V(e)=V(s?)

y de aqui:

s=0\/l-+e/02

donde desarrollando en serie de Mc—Laurin el factor / 1 + e/ 0%

como funcién de e/o?, y despreciando potencias de orden superior a
e¢?, dado que cuando n aumenta, e disminuye con respecto a o> en
términos de probabilidad por ser s®> estimador insesgado de ¢, se

obtiene:
( 1 e 1 7 e \2 _
R B G
2 g? 8 0

y tomando esperanza matematica:
V(s?) )

4

E¢s)= o ( -

8¢

Sustituyendo V(s?) en E(s), se obtiene que el sesgo relativo de s como
estimador de o es:

B (s) _ 1 (1+ n—1 G )
0 4(n-1) 2
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Si la poblacién es normal, G, = 0, resulta que (B (s)/0) = 1/4 (n—1),
por tanto disminuye con el tamaifio de la muestra y no sera importante
para valores incluso moderados de n. Si la poblacion no es normal,
también tiende a cero cuando n crece pero debe tenerse en cuenta el
valor de G, ya que para reducir B(s)/0 al mismo nivel, hara falta un
tamafio de muestra al menos 1/2 G, veces mayor.

La varianza de s puede obtenerse de la siguiente forma, utilizando
la formula obtenida para E(s):

V(s?) )2
— 2y 2 — 2 _ 2 _ —
V(s) = E(s*)—E(s) o o’ ( 8 o0
242 2
=o.?_02(1 +V(s3 _ %_)_)=
64 o 8o

2V (s?) V(s?)®
— ; de donde tomando el
8 o? 64 0*

primer término del paréntesis, por ser el segundo del orden de 1/17 del
cuadrado del primero, resulta:

2
V(T . )
V(s) = r o? , 'y sustituyendo V(s°):
: o? n—1
Vi) = @ ——— (1 + Gz); donde:
2(n-1) 2n
o2
Vis)y = -2—(—-——1—) es la varianza de s, en caso de
n —_—

poblacion normal.

El incremento que experimenta debido al efecto de no normalidad
es andlogo al estudiado para el sesgo.

El tamafio de muestra necesario para estimar ¢ mediante s, puede
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determinarse utilizando las férmulas obtenidas, segiin los requerimientos
de exactitud. Bajo hipétesis de normalidad, se ha construido la tabla
adjunta en la que observa que el sesgo puede olvidarse ya que solamente
se aprecia su influencia en las milésimas del E.C.M.; sin embargo el error
de muestreo relativo de s, no desciende al 10% hasta un tamaifio de
muestra n = 50, si bien n = 40 puede ser una buena solucién practica
ya que el incremento de precisién, al pasar de » = 40 a 50, puede no
compensar los costes.

ERROR CUADRATICO MEDIO RELATIVO DE s COMO
ESTIMADOR DE o , BAJO HIPOTESIS DE NORMALIDAD

Tamafio B (s) Vv V() v E.C.M.
de la - - —_—

muestra 0. o o

10 0,0278 0,2357 0,2373

20 0,0132 0,1622 0,1627

30 0,0086 00,1313 0,1316

40 0,0064 0,1132 0,1134

50 0,0051 0,1010 0,1011

Si la poblaciéon base no es normal, debera tenerse una estimacion
de G, para introducir las correcciones en los célculos dadas por las for-
mulas estudiadas. Debe tenerse en cuenta el efecto de no normalidad
ya que por ejemplo, para un valor moderado de G,, G, =4, el error de
muestreo relativo de s, con n = 40, pasa a ser 13, 11% que equivale
al que se obtiene con n = 30 para una distribucién normal.

I1.8. ESTIMADOR DE LA RAZON. SESGO

Supongamos que estan definidas en todas las unidades de # dos
caracteristicas 0 e Y que toman el par de valores (X;, Y;) en la unidad
A;. Se denomina razon al cociente entre las medias o los totales:

X X
R: =

Y Y
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En este punto vamos a estudiar el comportamiento de la razon
muestral
- x x
R=— = —
y y
como estimador de R, formado por analogia. En primer lugar observe-
mos que se trata de un estimador no lineal, formado por la razén de dos

variables aleatorias. En general R es un estimador sesgado para R; veamos
como se puede calcular su sesgo:

Calculemos Cov (R, y)
Cov (R,7) = E(Ry) — E(R) E(3) = X — E(R) Y
y dividiendo por ?, |
Cov (R, y)
— = R = E(R) , por tanto el sesgo es:
Y

. . — Cov (Ii,;)
B(R) = E(R)—R =

Y

Se deduce que el sesgo de R es cero si y solo si, R e y son variables
incorreladas en el muestreo; esto significa que la recta de regresion de
R sobrey es una horizontal de ordenada R; o bien que para cada valor
de ¥ fijo el valor esperado de R es igual a R mas una desviaciéon e ()
cuya esperanza (al variar y) es cero.

. Si denotamos por p (R,;) al coeficiente de correlacion lineal entre
R ey , podemos escribir:

A

Cov (R,y) =—p (R,») 0 (R) ¢ (v), de donde resulta, para el sesgo de R:
o (y)

B(R) = — p(R,7) o(R) —

y en consecuencia, el valor absoluto del sesgo en relacion a la desviacién
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tipica:

. |B(R) |
~ = IP(R,}’)I . C); 5 R < C)‘)'
o (R) o(R)

I B(R)|

/

y por ser | p | < 1, se obtiene que es menor o igual que el coeficiente de
variacion de y, por tanto

IB(R) | 1
—_— < Cy

o (R) Vn

de donde se deduce que el sesgo relativo de R sera tanto menor cuanto
menor sea el coeficiente de variacion de los valores poblacionales Y; y
cuanto mayor sea el tamaro de la muestra.

Veamos ahora un procedimiento para obtener una expresion expli-
cita del sesgo, con aproximacion hasta términos de orden 1/n, en funcién
de caracteristicas poblaciones. Se pretende con ello disponer de una foér-
mula que permite el analisis del sesgo en relacion con caracteristicas
de la poblacién que puedan ser estimadas con una muestra, puesto que
su expresion exacta depende de Cov (R, y) para cuya estimacion se
necesitarian varias muestras.

Sean u y v definidas como sigue:

x—X y =Y
u = ——— ; y = —— , entonces
X
x=X(1 + u); y=Y(1 + ) y el sesgo puede escribirse:

- - 1+ u (1+
B(R)=ER —R)=E{R{ ——-1)! =RE{—— —1
1+ 21+*v

si ahora desarrollamos en serie 1/1 + v, para lo cual es necesario que
[ v | <1 (esto es licito si para el tamafio de muestra, en valor absoluto
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y se diferencia de Y menos del 100% ), tenemos:

B(R)=RE(1+n) (1—v + V2...) —1)=RE(—v + p}+n—ny+ny’ )

y por ser E(u) = E(v) = 0, despreciando términos que resultarian en el
sesgo de orden 1/n* o superior:

BR) = R {E(?) ~E@n) | =R(CL-Cgy)

y de aqui, teniendo en cuenta la definicion de u y »:

RS R )
B(R) = -—n— (Cy - ny)
En muestreo sin reposicion tendriamos:
~ N—n R
BR) = — - ——(C},~C,)

-~

Esta formula aproximada del sesgo de R puede ponerse de la siguien-
te forma, en funcién del coeficiente de regresion lineal de L sobre Y:

. C?
BR) = -2~ (R-0b)

.n

En efecto: el coeficiente de regresion lineal, es

cC_ XY C

p= -2 = g2 5y B(f{) puede escribirse como:
c: Y c;
y Yy
. ¢ ( RC_ c
BR) = 2 ( - >= Y (R-b)
n C2 n
y
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Se obtiene de este resultado que atin no cumpliendose el modelo lineal
si la recta de regresion para por el origen, es R = b, en consecuencia
el sesgo de R resulta ser cero con la aproximacion dada.

LA
G/
_ ‘
7
// R
P X
Ve
(R Ve
/‘Q’/ {x ¥ ‘9
- —

En la figura observamos que por ser b = tg [, el sesgo puede ponerse
en funcion de la ordenada en el origen *“a” de la recta de regresion de
& sobre-Y de la siguiente forma:

5 c? Cc? X—a
BR) = — (R-b) =2 (R—- — )

n Y’

A c; a B(R) c; a
B(R) = — = —
®) n Y R n X

donde se observa como ya sabemos que el sesgo aproximado es cero
si a =o, pero también esta aproximaciéon nos da una informacion de
cobmo disminuye con la relacion /Y, o bien con la relaciéna/X en
términos de sesgo relativo.

En muestreo sin reposicion las formulas anteriores para B(R) ven-
drian multiplicadas por el factor de finitud (N—n)/(N-1).

Veamos ahora que si (X;, Y;) verifica el modelo de regresion lineal

y la recta pasa por el origen, R es insesgado.
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En efecto, en estas condiciones se tiene:

X; =bY; +a + €(Y;) donde “b” es el coeficiente de regresion, “a”
la ordenada en el origen y .€(Y;) es la diferencia entre el valor X; y el
dado por la regresiéon que cumple:

: _ 2
Si la recta de regresion pasa por el origen, a = 0, por tanto R = b;esto

es, la razén es igual a la pendiente de la recta de regresion; es inmediato
ver esto:

X

1l — —
—N-Z (b Y, + S(Yi))=b Y por tanto

<] |><|
i
(e}

y para ver que es insesgado caculemos la -esperanza matematica de:

- by +E X G

y

=

y.

E(Ii)=R+E<e(j))>=R +E %E <_f_ l 5’)

Y y

=R+ 0=R

puesto que por ser E( él-) = 0 para cada Y; ; también la media muestral
de €;, para cada conjunto muestral de n valores Y, fijos, es cero.

Ilustremos lo dicho con ejemplo sencillo. Si los valores poblacio-
nales vienen dados por la tabla:

Y,a) | 1| 2] 2]2]|3]|3/|4]|a4

;@4) | 2| 3| 4|5 | 4|8 /|79

— 67 —



se cumple el modelo lineal Xz' =2 Yi + € i las desviaciones € vienen

dadas por la tabla:
Y, 1 2 3 4
X; 0 -1;0;1 -2;2 -1:1

donde observamos que se cumple (Ei [Y)=0 paré todo Y; y lo mismo
ocurre para la media € de las muestras con n valores Yi fijos.

I1.9. ESTIMADOR DE LA RAZON. SU VARIANZA.

En rigor el calculo que vamos a efectuar es una aproximacion del

Error Cuadratico Medio de R; no obstante, si su sesgo es cero obtenemos
la varianza y por otra parte si acotado el sesgo resulta ser pequeilo,
practicamente la varianza coincidira con el ECM; asi por ejemplo si el

sesgo es un 10 % de la desviacion tipica de R, la varianza es 0,9901

del ECM. Con esta advertencia, escribimos:

- x 2 x-R¥\? 3
V(R) = E{+—— — R | = E\———] si ahora sustituimos y por
y Y

Y en el denominador, tenemos con u, v ya definidas (Pag. 64):

_ 1 _ __
—E(Xu-RY»)" = = EX W +R7Y*»” - 2RXVu») =
Y Y

=L (02 + R* 6>~ - 2Ro0 ); por tanto:
. - < ¥y ) por tanto:
Y
) 1 2 2 2
V(R) = — (6, + R 0,—2Ro,, ); o también
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V(R)

<2 (oi + R? a;—2Rpoxoy)
n

siendo p el coeficiente de correlaciéon lineal entre b e Y . La varianza
. « ooy 2
relativa, dividiendo por R”, resulta:

V(R)
R2

1 2 2
= — (> +C -2¢C )
n x y xy

La exactitud de la aproximacion obtenida puede estudiarse desarro-
llando en serie 1 /1 + v en la expresion:

. E-R5>2 [*-R7 \?
V(R)=’E<—-—_—_—-‘—— = E(—__——-—— =
] Y (1+)

1 T )
= = E 3(x—Ry) Q—v + »? )2 y quedandonos con
Y
el primer término, obtenemos la aproximacion calculada antes. Los tér-
minos que se desprecian son del orden de 1/n* o mayores. Sukhatme
(1954) ha estudiado el problema y obtiene los términos de orden 1/n?

en caso de distribucién normal bivariante para (X,Y).

Para muestreo sin reposicion, teniendo en cuenta el factor de finitud,
se obtiene inmediatamente:

> (I-1) 2 2 o2
VRR) = —nY_—z‘(SX + R Sy—ZRSxy)
5 a-n . 2 Q2
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ESTIMACION DE LA VARIANZA DE R

Si definimos para cada unidad A; de la poblacion: Z; = X; — RY,

se tiene que Z=X-RY=0, por tanto la varianza de Z; en la pobla-
cion es,

N

2
Z (X, ~RY,)’ = _i_ Z{(xi_i)_R(Yi_ﬁ]

2|H

obien ¢ = ¢> +R*> 0> — 2R o
z X y Xy

y en consecuencia se cumple que,para muestreo con reposicién, es:

V(R) =

2
%
72
nY
. .y . 2 . .
por lo tanto una estimacién insesgada de o, vendria dada por la cuasi-
varianza muestral de los valores Z;, por tanto
1 " 1°

- X. %) —R(Y. — -
n (1—1) Y ,Z_,[(’ =R =D

1 2 2A~2

= (S +RS
=2 X
nY

— 2 Rs, ), ) serfa una estimacion insesgada de

V(R) pero aparece el valor de R desconocido; en esta situacion la solu-
cion natural consiste en sustituir R por su estimacion, resultando:

.o - 2
V(R) = > (% -RY)
n(n— 1) Y:
Para el calculo practico pueden ser tutiles las formas de V(R):

2

(s,

~ ~y -
V(R) = + R sy—2Rsxy)
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A - 1 n R no’ R n
VQR) = ————— (Z X2 + R’ Z Y:-2R ), XZ.YZ.)

n(n—1) Y’ i !

En muestreo sin reposicién las anteriores formulas deberan multi-
plicarse por el factor de finitud (1—f) = (N—n)/N.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA R

Del sesgo de R hemos estudiado en qué condiciones es nulo. Ade-
més hemos visto que en cualquier caso es del orden de 1/n del coeficien-
te de variacion de y, respecto a su desviacion tipica, por lo que incluso
para valores moderados de n, su contribucién al Error cuadritico medio
puede ser despreciable si C es suficientemente pequefio. Se trata
pues de un estimador consistente del que no disponemos féormulas
exactas para su sesgo y varianza, sino aproximaciones validas cuando el
tamafio de la muestra proporcione coeficientes de variacion C;, Cj;
suficientemente pequefios.

En cuanto a la distribucion de R, bajo condidiones no muy exigen-
tes respecto de la poblacion base, tiende a la Normal; en muestras de
tamafio moderado suele presentar cierta asimetria hacia la derecha para
las poblaciones que usualmente son objeto de estudio. Una regla prac-
tica consiste en admitir la aproximacién normal.para R cuando es n =30
y Cx , C; ambos menores del 10 % . En este caso el intervalo de con-
fianza se obtiene de la forma explicada en Cap. 1.9.

Otro procedimiento consiste en suponer que x, ») sigue una
Normal bivariante de modo que:

Z =x — Ry
sigue una distribucion Normal de media cero y varianza:

V (Z) = 1 2 2 2
(Z) = — (o, + R oy—2Roxy),

n

- N—n 2 2 o2
V(@) = ——— (L + R*S,-2RS

n

xy)
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segin se trate de muestreo con o sin reposiciéon. Entonces:

- _ x—Ry
AT)

sigue una normal con media cero y desviacion tipica 1. Si sustituimos
2
S S; , S

X 9

2 2 7 *
seguira una t—Student. En estas condiciones, para un coeficiente de

confianza dado (1 — <), se obtienen los limites de confianza para R

por sus estimaciones muestrales s

despejando las dos raices de la ecuacion:

x — Ry

M_ 2 4 R? 2 2R
N1 s, sy—- Sxy

- 11.10. ESTIMADORES DE RAZON PARA LA MEDIA Y EL TOTAL

=+

I

Puesto que R = X/Y, la relacion X = RY sugiere que si Y es cono-
cida y en las n unidades de la muestra observamos x e y, podemos
formar para la media el estimador de razén:

a

Xp =RY ;5 R=x/y =x/
y para el total:

El comportamiento de estos estimadores se deduce inmediatamente
de las propiedades de R como estimador de R, estudiadas anteriormente.

Asi pues, para )—(R tendremos:
E(Xg) = Y E (R)

V(Xp) = Y? V(f{)

_79 _



A

y para Xg :

E()ZR) =YE(R)=NE (’fZR)

V(Xp) = Y2V (R?) = N V (Xp)

por lo tanto el estudio del sesgo, la varianza y la distribucion aproximada
de estos estimadores se reduce al estudio, ya efectuado, de R. Lo mismo

puede decirse de la construccién de intervalos de confianza para X 6 X
mediante Xp 6 Xgp.

N -~

. El sesgo y la varianza relativos de XR y XR coinciden con los
de R, ya que:

B(iR) ) YB(R) ) B(R)
X N X R
V(iR) ) Y2V (R) ) V(R)
x> b R’

y lo mismo ocurre con Xp .

CONDICIONES EN QUE ES MAS CONVENIENTE EL USO DE
ESTIMADORES DE RAZON

Veamos en primer lugar cuando el estimador de razéon para la
media es mejor que la media muestral de las X; observadas. Para que
sea

V ( iR ) < V(x), debe cumplirse:

1-1)

n

1=

I

S2

X

(S, + R*ST-2RS,8)) <
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de donde simplificando, se obtiene:

R®S* <2p S S, : estoes p>—1— &—
4 Y 2 G,

De este resultado se deduce que el estimador de razén, puede ser
mis o menos acurado que la media x dependiendo de los valores del
coeficiente de correlacion lineal p y de la relacion entre los coeficientes
de variaciéon de J; y de Y . No debemos olvidar que V (XR) es una

féormula aproximada y que X-R es sesgado, por tanto la aplicacion de

este resultado debe tener en cuenta lo dicho anteriormente acerca del
tamafio muestral y la recta de regresion, para garantizar que estamos
trabajando con una buena aproximacion del Error cuadratico medio de R.

Un resultado mas preciso es el siguiente (David y Neyman, 1938).
En muestreo con probabilidades iguales el estimador de razon de X,
es el mejor estimador lineal insesgado, para Y; dadas, si se cumplen las
condiciones siguientes:

1) La linea de regresiéon de J sobre Y es una recta pasando por el
origen.

X; = BY; + ¢; para cada Y; con E(ei)#O
2) La varianza de X; alrededor de esta linea es proporcional a Y;.

Vi) =N Y;

Es importante destacar la segunda condicion; exige que la varianza
de X; para Y; fijo, aumente proporcionalmente a medida que lo hace
Y;. Puede ocurrir que V (X;|Y;) = V(e;) no siga este comportamiento
aun cumpliéndose la primera condicion; en este caso se pierde la opti-
midad del estimador de razon. Asi por ejemplo si V (¢;) = A Yl? se
encuentra que el estimador 6ptimo es:

l"XZ‘)—
<n}Z,—Y;‘Y
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que toma como multiplicador de Y, la media de las razones en vez de la
razon muestral.

II.11. ESTIMACION DE MEDIAS Y TOTALES EN SUBPOBLA-
CIONES

En ocasiones se desea estimar la media de una caracteristica refe-
rida a una subpoblacion A’o c #A , constituida por N 0 < N unidades,
cuando se ha extraido una muestra aleatoria de tamafio n sobre toda la
poblacion #A. Para comodidad en las notaciones vamos a definir en cada
unidad A, las variables (X; , Y;) de la siguiente forma:

(X. s A e &# 1 si A e &,

1 4 o ]

1 i

0 si A ¢ #, 0 si A ¢ HA,

de manera que la media condicionada a A& , puede expresarse como
larazén de X e Y:

N

0 ] i
N

No Z Yi
1

teniendo en cuenta que los totales en .ﬁo y en # coinciden, ya que ha-
cemos cero X; para cada A; no perteneciente a #,. Denotaremos por
P la proporciéon de unidades en la poblacion que pertenecen a la subpo-
blacién que nos interesa y por Q, la proporciéon complementaria:

SE DESCONOCE N,

Si no es conocido el nimero N, de unidades en A:O, la media mues-

tral de las n o unidades que han caido en la subpoblacion:
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]
i

es el estimador de X, que nos proponemos. Presenta un primer problema
y es que para aquellas muestras en que sea n, = 0 (Todas las unidades
han caido fuera de A;O) no esta definido; supongamos entonces que el
procedimiento de muestreo es tal que todas las posibles muestras tienen
al menos un elemento de # . Esto puede conseguirse rechazando la
muestra si n, = 0 y extrayendo otra hasta obtener una en la cual

o

n, = 1. Sino es este el procedimiento empleado y se hace uso del

estimador cuando n, no es cero, en rigor no es éste un procedimiento de
estimacion ya que el estimador no estd definido para algunas muestras;
no obstante los resultados teoéricos que vamos a obtener se aplican con
suficiente aproximacion si para los tamafios N, N, y n la probabilidad

de que sca n, = 0 es muy pequena.

En resimen, el modelo supone la extracciéon de muestras de tamafio
n en # de modo que al menos una unidad pertenece a.f(:o ; por lo tanto
el estlmadolr deberia denotarse por (x, [ n, = 1), pero para simplifi-
car la notacion usaremos la habitual.

En estas condiciones x, es insesgado para X . En efecto, n,
puede tomar los valores 1, 2, ... , K; K = Min. (N, , n)y para cual-
quier n, fijo, la esperanza de x,, es X , ya que la media de una muestra
es insesgada para la media de la poblacion cualquiera que sea su tamafio,
y como por otra parte, la suma de las probabilidades Pr(n ) para n, =1
es 1 ya que hemos condicionado el procedimiento a que sea n, =1,

resulta:

E(%,)=E (E(fomo)) -E (X)) =X,

Vemos ahora el cilculo de la varianza de 3?0 :

V(x,) = E V(x,In,) + V E(%,In,)
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= E V(x,/n,) por ser cero el segund6 sumando ya que la es-

peranza de x,, condicionada por n, es constante (= X ). En muestreo

0
con reposicién para un n . dado, es:
0 9

2

o
_ ox 2 .
V(x,/n,) = P donde 0, representa la varianza de los
N, valores X; de la subpoblacion £,y es:
52
V(x,/n,) = (1-1,) nox en muestreo sin reposicion.
o

El procedimiento de estimaciéon recomendado consiste en despre-
ciar la variabilidad de n o Y actuar como si se hubiese tomado una mues-
tra de tamafio n_, en A:O. Entonces se admite:

o
2 2
— OOX — SOX
Vixo)er =75— 5 Vlosp = 1=H—-

y como estimadores de la varianza:

2

- Sox 1 ° 2
X = = X. —x
V&o)cr n, n,n,—1) Zl i =%o)
s (=1,
- ox “Jo ’ — 2
VG,)gr = -1, == = 2. (% =%,)
n, n,(n,—1)

poniendo en esta ultima f n/N como estimacién insesgada de

fé = "o/NO'

Esta soluciéon puede estar lejos de la realidad si el tamafio de la
muestra n y la proporcion de unidades de A, en la poblacién, son pe-
quefias. El estimador es insesgado pero su varianza es mayor que la admi-
tida antes, si nP es pequefio. Vemos entonces en qué condiciones puede
aceptarse el procedimiento recomendado.
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Si definimos:

n,—n, B B
v =————, siendo n, =E(n,) el valor esperado de unidades
"o
de A, en la muestra, podemos escribir la varianza de X, de la siguiente
forma:
— 2 1 2 .
V(xO)CR = Oox E<—)= Oox E (————_ )‘—'
. n, n, (1+v)
2
Tox 2 3
=—EQ1-v+v —v +...) ydado que
o
1
E() =0; Ep*) = g V (n,) despreciando términos a partir de
n
0
E(v3 ), tenemos:
2
o V(n,)
ox 0
V(x,)cRr = (1 + — >

Veamos ahora como se puede calcular el segundo término entre parénte-
sis: Siendo P =N, / N la proporcién de unidades de la subpoblaciéon #£,
se tiene:

Pr(n, =0) = Q" ; Pr(n,>1)=1- Q", siendoQ=1-P.

nP—0.Pr (n, =0) nP
n, = E(n,/n, 2 1) = =

1__Qn 1__Qn

nPQ-7n*Q" B
=1) = o sustituyendoen V(x,)cR

— 78 —



se obtiene:
n

_ O Q(1-0Q" Q
Yeder =5 )M T T

o

Para valores altos de n y no excesivamente pequefios de P, resulta
que Q" (probabilidad de n, = 0) es practicamente cero, y queda:

o

_ ozx _ U?)x 1-)Q
V(X)CR= — <1 + QP ) ;V(x )SR z(l—f) _n_ (1 +(-—_>

n, n 0 n P

En resumen, el incremento porcentual de la varianza debido a la
variabilidad del ntimero de unidades de la subpoblacion que caen en la
muestra, decrece con relativa rapidez con nP. Las férmulas obtenidas
permiten en cada caso particular, tomar una decision en cuanto a la

validez de la aproximacion o, /n ; como ilustracion mencionemos que
paranP =20, con P =0, 1, el incremento de la varianza de x, es un
4,5% . Asi pues, el procedimiento y la formula condicional de la varianza

requieren un valor n P no pequefio.

Para estimar el total X, en la subpoblacion el estimador usual:

N N

X = x = — x
0 n © n

no presenta el problema de x, en cuanto a que siempre esta definido
ya que no interviene n, en su denominador y sin, = 0, esx, =0

y por tanto X, toma el valor definido cero. Es también un estimador
insesgado, como se comprueba inmediatamente:

E(i0)=-—1:—13(‘2 x,.) _ X E(ZN:X,. ei>=
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dando, como ya dijimos, el valor X; = 0 a las unidades no pertenecientes

a Ak,

Su varianza se obtiene también de forma inmediata, basindose en
teoria ya conocida,

2

. , ~ N@a-p
V@er =— o, 5 CX) = ————

n

S2

X
donde es conveniente observar, a diferencia del estimador condicional
de la media, que interviene la varianza o cuasivarianza de las N unidades

de la poblacion (con X; =0 si A; ¢ A, ).

Estimadores insesgados de la varianza, son:

R | N2 n x, 2 N2 n x>
VX e = - = D Gp—
( O)CR nn —1) 1Z ( 'oon > nn=1) (= ¥ n
- - N () < ) N (- (&,
V(X )ep =—— X o — = —— "% E x:_ 2
o/SR n(n-1) Z ' n n(n-1) (= ! n

donde debemos observar que la suma se extiende a las n unidades de la
muestra completa y las diferencias cuadraticas lo son respecto de xo/n
y no de x —xo/no.

En resumen el estimador del total X, es insesgado y su varianza
viene dada de forma exacta por las formulas anteriores. Esto no significa
que el procedimiento sea equivalente, en precision, a extraer nP unida-
des muestrales en A, ; en efecto, si es V, la varianza de X segln el
procedimiento estudiado y Vl la varianza si se hubiera efectuado direc-

tamente el muestreo en A, (con n, = nP), se tiene:

o
N? N? —
—— e 2 - : am———— 2 2
v, = - Po’ v, - (Po’ + PQ X)
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Si comparamos por cociente estas varianzas, se obtiene:

o
Vz = Vl (1 + C2 ) donde C;x =——£—x— es el coeficiente de

ox 0

variacion de & dentro de la subpoblacion; por tanto la pérdida de pre-
cision serd tanto mayor cuanto menor sea el tamafio relativo de la sub-
poblacion (P =1 — Q) y cuanto menor sea CZ X Otra forma de efec-
tuar la comparacion, quiza mas préctica es por diferencia:

Q X]
porser V, =V, + , en términos de varianza relativa, resulta:
n
v, v, Q
= +
2 2
X, X, n P

donde se observa que el incremento de varianza relativa sera pequefio si
es nP suficientemente grande; por el contrario si P es pequefia y n no
es lo suficientemente grande, puede notarse el incremento, asi por ejem-
plo para P = 0,1 y n =100, la varianza relativa del estimador aumenta
en la cantidad 0,09. El analisis ha sido efectuado mediante la siguiente
descomposicion ai :

1 No - 1 N — 2
of =— Y. X=X+ — 5 (0-X) =
N 5 N &
1 No — 4 ]_ No _ — 2 —
=— 5 (X-%X) + — ) (X,-X) —QXx’
N 1 N 1

y teniendo en cuenta que X, P = X, resulta:

2 v2
o, =Po F PQ X
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SE CONOCE N,

Si N, es conocido el estimador estudiado para la media en £,
X, ; puede formarse evitando su indefinicién cuando n, = 0 y obte-
- N )
nerse su varianza exacta. En efecto, por ser X, = —— x  estimador
. " _

insesgado de X, al conocer N, aunque el muestreo se efectiie sobre

#, resulta que:

es insesgado para la media condicional X ,. Su varianza viene dada por:

. 1 . a2
vt _ _ X
V(Xo)cr = —— V(X,)cR =
N2 n P?
0]
- (l—f) 2
TR T T

cuyo estimador insesgado, segiin sea el muestreo con o sin reposicién,
€8:

PN 1 n x 2
V(X)cp = ———— ), (Xi_- _">

P’ n (n—1) n
-~ (1 -f) n x, \ 2
V®sr = P n(n-1) Z < n >

I1.12. ESTIMACION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS

Si en cada unidad de la poblacion esta definido el par de valores
(X;, Y;) correspondientes a dos caracteristicas J. e Y, la diferencia de
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medias viene dada por:

1w
D=X-Y = — Z (X; — Y;); entonces si denotamos por
N 1

Z; = X; — Y;, la diferencia en cada unidad, la varianza de Z; viene dada

por:
| §N Z D : 2 2 2 Xy
g = — l ( i ) =g + 0" —-20

Utilizando, como siempre, letras mintsculas para las caracteris-
ticas muestrales, se obtiene que la diferencia de medias en la muestra:

_ -1 1
,d=x—y=—n—z X -Y)=— ), Z

n 1

es un estimador insesgado de D. Es consecuencia inmedi_ata de que
EG)=X y E(y) = Y.

La varianza de “‘d > se obtiene también de forma inmediata:

— 1 n 1 . o’
V(d)cr = V('— 2. Zi>= = V@) = —
n 1 n n
en muestreo con reposicion y:
g2
V(d—)SR = (1—9 —2 en muestreo sin reposicion.
n .

) .. 2
Teniendo en cuenta la descomposicion de o, resulta:

V@)oo = _1_ 2 2
(d)CR = (Ox + oy—2ox

n y)

- (1—1)
Vid)gp = (8% + s;—zsxy)

n
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Se observa que si L e Y estan incorrelacionadas, Oyy = 0,
quedando la varianza de “d” como 1/n de la suma de las varianzas de
X e Y. Sila correlacion es positiva, la varianza de ““d’’ es menor y si

la correlacion es negativa la varianza es mayor.

La varianza de “d ” se estima de la forma habitual:

s 1 ) . a-n ,

V(d)CR = Thn S V(d)SR - n 5z
son insesgados para V (d), siendo:

e —— Y G- =i 4s 2

5, 1 2 ; e Ty, =28,

El problema de la estimacién de la diferencia de totales (X — Y),
se resuelve inmediatamente multiplicando el estimador de la diferencia
de medias por N y su varianza por N,

Un caso muy interesante y que tiene diversas aplicaciones consiste
en la estimacion de la diferencia de dos proporciones. Conviene conside-
rar la situacion general en que las clases no sean disjuntas. Sean puesC,
yCy dos clases de unidades en la poblacién, con proporciones P, y Py
que tienen N, elementos comunes.

Si definimos las variables:

1s A e C, 1si A e Cy
0si A ¢ C, 0si A ¢ Cy

la diferencia de proporciones es la diferencia de medias X—-Y:

N N
Z X, Z Y,
Bx=Fy = N N
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2 _ R .

por lo tanto 0}, . = P?c Qs oy, Py Qy .Veamos ahora el calculo de la
covarianza 0, ), : Teniendo en cuenta que el producto X; Y; es 1 en la
parte comin a las dos clases y cero en el resto, resulta:

1 & N

> < o
= — X, Y,-XY =
v TN Z P N

~P.P, =P, —P P

siendo P la proporcion en la poblacion de elementos comunes a las dos
clases.

De acuerdo con los resultados obtenidos para la estimacién de la
diferencia de medias, podemos afirmar, que:

Px — P, esun estimador insesgado de Px - Py , CUya varianza es:

- 1 |
Wm@x—%)=——ggox+I}gpaa;_gp)g

n

N—n
m4w3%%*fﬂb‘“%’“%*

Vop (x—p,) =

segiin sea con o sin reposicién el el procedimiento de muestreo. En este
segundo caso también se puede escribir:

(I-f) N -
- nggg+gqfa@rg%ﬁ

Vop(px—p)) =

La estimacion insesgada de estas varianzas viene dada por:

a

Verp @, - p)) =

~

Vop (px —py) =——
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donde, si P, no es conocido puede sustituirse por la proporciéon mues-
tral p,, unidades comunes a ambas clases.

El caso mas corriente en la practica corresponde a clases ex’cy‘
disjuntas; por ejemplo, votantes a dos alternativas distintas en unas

elecciones. En esta situacion N, es cero y por tanto también Po =0,
y en consecuencia

de donde resulta para la varianza:
1

(1-7) N
n (N-1)

y su estimacion insesgada:

- 1

VepPx —p)) = —(_:T). (Pxax * pya, +2p,p))
g ),

Vop (ox —py) = P (poa, +p, 4, *2p 1)
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I1.13. EJEMPLOS

Ejemplo II.1

De una poblacion con N = 100 unidades se ha extraido una mues-
tra sin reposicion, de tamafio n = 8. Con los siguientes datos muestra-
les; estimar el total y su error de muestreo. Datos: 25, 32, 28, 35, 26,
34, 30, 28.

Solucion:

a

X = 2975 ; o (X) = 124

Ejemplo II.2.

Basiandose en la muestra del ejemplo II.1, determinese el tamafio
de muestra necesario para que el error de muestreo sea 50.

Solucidn:

Tomando s’ = 13,3568 como estimacion de S?, se obtiene,
n = 35. '

Ejemplo II.3.

Determinese el tamafio de muestra, en funcién de N y P, para
estimar el total de clase con un error de muestreo relativo del 5% .
Aplicaciéon al caso P = 0,26; N = 2000. (Supongase N — 1 = Ny
muestreo sin reposicion).

Solucion:

NQ
n = ; aplicaciéon: n = 726
0,0025 NP + Q
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Ejemplo II.4.

Determinese el tamafio de la muestra necesario para estimar el
total X, con un error de muestreo relativo del 5% , en caso de muestreo
con y sin reposiciéon. Datos N = 500 ; C, = 0,60.

Solucién:

Con reposicion n' = 144 ; Sin reposicién n = 112

Ejemplo II.5.

Una muestra sin reposiciéon de tamafio n = 100, procedente de una
poblacion de N = 2000 unidades presenta los siguientes datos:

100 100

) 2
Y. X,=273000 ; » X = 7532500

1 1
Foérmese el intervalo de confianza para el total X, con « = 0,05,

admitiendo normalidad para la distribucion del estimador.

Solucion:

X : 3543.532 ; 548.511;

Ejemplo II.6.

Una muestra aleatoria sin reposicion, de tamaifio n = 50, proceden-
te de una poblacion # de N = 750 unidades, presenta los siguientes
datos:

50 50

2 X, =454 ;. X' = 4306

1 1

de esta muestra, n, = 20 unidades pertenecen a una subpoblacion #£,
y sus datos son:
i

20 20
> X =172 ; S X = 1.536
1 1
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Estimese la media y el total de la poblaciéon Ay de la subpobla-
cion .fto, asi como el error de muestreo.

Solucién:

Para la poblacion:

X = 9,08 g (X) = 0,193 |
) _ ~ 2.1%
X = 6.810: o (X) = 145
Para la subpoblacié;l £

o
X, = 8,60 ; o (Xo)= 0,374 ; =~ 4,3%
X = 2.580; o (X)) =450; =~ 17,4%

Ejemplo II.7.

Sabemos que la varianza de una variable X; = 1 con Pr (1) =Py
X; =0con Pr (0) =1—-P, es o’ = P(1 — P). Si P es un estimador
insesgado de P, pruébese que 0> = P(1 — P) es un estimador sesgado

2 .
de ¢° con sesgo negativo.
Solucion:

B((;Z) = — V(l;)

Ejemplo II.8.

En una poblaciéon de N = 500 unidades esta definida una caracte-
ristica bidimensional (X;, Y;). Una muestra aleatoria, sin reposicion,
de tamafio n = 80 presenta los datos del cuadro adjunto.
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X, | Y, | ZzXY, | 2% |2y,

1 I 1 71

190 420 1045 512 2284

A

Estime el sesgo y el error de muestreo de R.

Solucién:

2 = 0,76899; s> =1; s.. = 060127; R = 045238
x ¥y xy
B(R) = —567.10 . Un 1,3% deR.

a

o(R) = 0,0128. Un 2,8% de R.

Ejemplo 1I1.9.

De una caracteristica bidimensional (X;, Y;) definida en una pobla-
cion de N = 750 unidades, se conocen los siguientes datos:

X=8; Y =10; 0 = 2500; b=06
Determine, en muestreo sin reposicion, a partir de qué tamafio
de la muestra el sesgo relativo de R es menor del 10%
Solucion:
n = 58

Ejemplo II.10.

De una poblacién con N = 1000 unidades, una muestra aleatoria
de tamafio n = 200 presenta n = 110 unidades pertenecientes a una
clase C, y n, = 80 pertenecientes a otra clase C , que es disjuntadeC, .
Estime el error de muestreo relativo de la diferencia de proporciones, en
muestreo sin reposicion.

Solucion: 28.8%
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Ejemplo II.11.

Determine el tamafio de la muestra necesario para estimar el total,
de modo que el error maximo admisible sea del 1% con un coeficiente
de confianza del 68% . Datos: N =1800; S*> =16 ; X = 42.

Solucién:

Suponiendo distribucion normal para el estimador, al coeficiente
(1 — «) = 0,68 corresponde A = 1, por tanto o (X) = 0,01 X ; se
obtiene n = 87.

Ejemplo II.12.

En una ciudad que tiene N = 15000 viviendas, se ha tomado una
muestra aleatoria, sin reposiciéon y probabilidades iguales, de tamafio
n = 600. En cada vivienda se han observado dos variables, X; = N°
de personas e Y; = N° de habitaciones, obteniendo los siguientes datos

muestrales:

2046 ; T X2

1

18694

™4
p<
]

Y, =2150; T Y, =1097; I X Y,=12800

1°) Estime el ntimero medio de personas por vivienda, dando un inter-
valo de confianza. 2°) Sabiendo que el niimero total de personas en la
ciudad es 74000, estime el nimero total de habitaciones en la ciudad
mediante un estimador de razén. 3°) Obtenga un intervalo de confianza
para la razén N° total de habitaciones / N° total de personas.

Solucién:

N° medio de personas por vivienda = 4,91.
Intervalo de confianza (4,71— 5,11) para A = 2.
Y = 0,730. 74000 = 53280 habitaciones.

R = 0,730 habitaciones por persona.
Intervalo de confianza (0,707 — 0,753) para A = 2.
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Ejemplo I1.13.

Se ha seleccionado una muestra aleatoria de 1000 nifios en edad
escolar de una poblacion total de 100.000 nifios en dicha situacién.
En una entrevista con sus padres se les pregunt6: 1°) Chantos nifios
tenian en edad escolar y 2°) Si la familia habia salido de vacaciones
con los hijos. Los datos obtenidos son:

N° de nifios N° de nifios Proporcion de
en edad es- en la respuestas si a.
colar en la. muestra las vacaciones
familia

1 210 0,80

2 280 0,60

3 270 0,40

4 240 0,20

o s .. <~ .
1") Estime la proporciéon de nifios en edad escolar que salieron de
. g o .. °ge .~
vacaciones con su familia. 2°) La proporcion de familias con nifios en

edad escolar que salieron de vacaciones.

Solucion:
1°) 0,492 ; 20) 0,60

Ejemplo I1.14

Una muestra piloto de tamafio n = 32, presenta la siguiente tabla

de frecuencias:

Y, 1 o2 o3 o5 100 102 103
1,80 1 2 1 ~ ~ -
2,10 -~ 2 1 2 1 -
2,20 —~ -2 3 -~ -
2,25 - - 1 2 4 -
2,40 -~ - - 2 2 1
2,42 - - - - 3 2
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s

Admitiendo que el total Y es conocido, caal de ios estimadores XR , X
parece ser mas preciso para estimar X.

Solucién: x.

Ejemplo I1.15

Una poblacion finita consta de N elementos y se extrae una muestra
aleatoria de tamafio n, supuesto que ambos N y n son nimeros pares,
para estimar X. Supongamos ahora que los N elementos se agrupan
formando N/2 pares y se extrae una muestra aleatoria de n/2 pares.
1°) Dar un estimador insesgado de X y la formula general de su varianza.
2°) Dar una regla practica para formar los pares de modo que produzca
la menor varianza; aplicar al caso en que los valores poblacionales X;
son: 2,4,4,5,6,6,6,8,10,10,12,15,18,20, comparando el resultado con
el muestreo sin la formacion de pares.

Solucion:
Designemos N/2 =My n/2 =m ; sea también X; =X, + X;,
parai = 1,2 ,..., M la suma de los valores de i’ par fermado en la pobla-

— 1 -
cion y su media Xp; = -E/I- Z XT . El estimador insesgado de X es

m

s _ L + _ 1 < *
B ZX_2m21_"xi

n 1

oLk

. 2 v 22 .
y siendo ¢’ = UM Z(X* — Xpp) , su varianza en muestreo con

reposicion es:

V(X% =
(X% = —

y ahora teniendo en cuenta que iM = (I/M) X = 2/N) X = 2X,
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resulta:

M
., O FUN Y (X=X (X, - X)
V(X)) = '2
M pr— —
= V&) + 2 (X=X (X, — X)

n

en consecuencia el muestreo por pares serd tanto mas preciso, que el
muestreo por unidades, cuanto mas negativo sea el término suma de
productos cruzados. Para ello los pares deben formarse con unidades
cuya correlacion lineal sea lo mas grande posible en valor y en signo
negativo. Una regla prictica consiste en, ordenados los X: de menor a
mayor, emparejar el primero con el Gltimo, el segundo con el peniiltimo
y asi sucesivamente. Esto hace que los X* se concentren cerca de Xy
haciendo ¢ > pequefia. En el ejemplo numérico propuesto, para los

pares: (2,20); (4,18); (4,15); (5,12); (6,10); (6,10); (6,8)
se obtiene V(X*) = V(x) — (900/n N); V(x) = 108,4/n ; V(X") =
44,1/n por tanto la segunda es un 40,68 % de la primera.

Ejemplo 1II.16.

Estimador de regresion lineal. En la situacién del ejemplo II.14,
supongamos que es conocida §= 2,15 y que la poblacién es de tamafio
grande de modo que se puede suponer que el muestreo es con reposicion.
Calcule la estimacion

)_(RL =% + K(Y-7) con K = 0,065

y compruebe que es mas preciso este estimador que los estudiados en
el citado ejemplo.
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Solucidn:

)—(RL es insesgado puesto que
E (_XRL) =E(x) + KE(Y—y) = E(x), porser E(y) = Y.

Su varianza es:

g ! 2 2 2
V(XgL) = — (o + Kyo - 2K Oxy)

n

resultado que se obtiene inmediatamente considerando la cantidad
Z; = X; + K(Y —Y,;) definida en cada unidad de la poblacion, de
modo que su media muestral es precisamente Xpy. Su estimaci6n

insesgada es:

P PN

V(Xnr) = — (24 K 5% _ 2K
(XRL) = == (s y Sy —2Ksy)

La aplicaciéon numérica da:

~

Xpp = 98962 ; V(Xpp) = 04218
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III. MUESTREO UNIETAPICO DE CONGLOMERADOS

III.1. CONCEPTO Y NOTACIONES

Consideremos una poblacién finita £, constituida por M unidades
elementales que, de alguna forma natural o artificial, estan agrupadas en

N unidades mayores, U;, que se denominan conglomerados o Unidades
Primarias (UP).

El muestreo por conglomerados sin submuestreo, consiste en la
seleccion de muestras constituidas por todas las unidades elementales
de n unidades primarias elegidas aleatoriamente.

Esta técnica es menos eficiente que la seleccion irrestricta de
unidades elementales; esto es debido a que, en la mayoria de las pobla-
ciones, las unidades de un mismo conglomerado presentan cierto grado
de similitud u homogeneidad y en consecuencia, las unidades elementales
de la muestra se reparten menos uniformemente sobre la poblacion.
Normalmente la eficiencia disminuye al aumentar el tamafio de los con-
glomerados; asi, por ejemplo, una muestra de 1.000 unidades pertene-
cientes a 10 conglomerados de 100 unidades cada uno, se reparte menos
uniformemente que si se toman 100 conglomerados de 10 unidades cada
uno. A pesar de este inconveniente, es tGtil en poblaciones muy numero-
sas y tiene la ventaja de que reduce los costes de observacion, especial-
mente si deben efectuarse visitas a las unidades seleccionadas. Por otra
parte, cuando la informacién-marco no permite individualizar las unida-
des elementales, se recurre a unidades mayores donde aquellas estin
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ubicadas; este es el caso de las divisiones territoriales creadas por necesi-
dades administrativas, o areas geogrificas creadas por el investigador.
De esta forma solamente es necesario formar listados de las unidades
pertenecientes a los conglomerados de la muestra, lo cual es otro factor
que reduce costes y tiempo de preparacién de los trabajos.

Suponemos que todos los conglomerados son de igual tamafio,
M, de modo que M = NM. s el namero total de unidades. Siendo Xl-]- el
valor numérico definido en la j? unidad del i° conglomerado utilizaremos
las siguientes notaciones:

X;= Z X;i; Total deli® conglomerado

X =2 % =2,2 X;; Total general
G ™

5(-, -)-(-l-, i : Media general, Media del i° conglomerado y Media
entre totales de conglomerados, respectivamente.

1 =
0? = — X.. — X)? ; Varianza
NM ZZ Gy = %) “
1 «— -~
0} = — Z (Xﬁ — X;)*; Varianza dentro deli® conglomerado
M 7
j

1 S
0> = — Z (X; — X)?; Varianza entre totales de conglomerados
i

Las correspondientes cuasivarianzas se definen de la forma usual,
con las notaciones S?, S? , Sz.

Il1.2 MEDIDA DE LA HOMOGENEIDAD DE.LOS
CONGLOMERADOS

2 2 + ¢

)

SN

La varianza ¢® admite la descomposicién: o
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donde:

1 - = 1
= — Z -X)? = — 0% ;se denomina Varianza
N i=1 M ¢

“entre” conglomerados y

N

i=1

s 2 LS Y xwpo L
o“’ B NM i=1 j=1 ( U_ - N

se denomina Varianza “dentro” de conglomerados. En efecto:
N

NM
1 LI _ 1 N [N
= — X; - X)) + —=
Z/Z(" RN Z Er_‘
por ser nulo el tercer sumando; operando resulta:

1
w NM

M Z ()_(i—)z()z = 'oi + o:

Cuanto mas homogéneas sean las unidades dentro de los conglo-
merados, menor sera la componente “dentro”, o?a , y mayor la compo-
nente “entre” o}

Para medir la homogeneidad de los conglomerados, con respecto
a una caracteristica J que toma valores X; en las unidades de la
poblacién, se define el siguiente coeficiente de homogeneidad de con-
glomerados:

Z —X) (X —X)

NM (M — 1) 0?

i=1
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donde la suma del numerador se extiende a los NM (1\_{[ — 1) pares de
unidades distintas dentro de los N conglomerados. Teniendo en cuenta

que
NM-1
g = -W S, admite la forma:
N ﬁ = p——rid
22, (X =X) (X —X)
i=1 j¥Fk
5 =

(M—1) (NM —1) S

El coeficiente 6 es tanto mayor cuanto mas homogéneos son .
los conglomerados, y es tanto menor cuanto mas heterogéneos, pudiendo
tomar valores negativos en situaciones de gran heterogeneidad. Veamos
como ejemplo dos situaciones extremas en una poblacién con N = 3,
M = 3, cuyos valores Xl.]- en el caso (a) son:

U sty U, s f222) s U, c §333)

y en el caso (b):

U $123f; U, s $1230 5 U, : §1,2.3

Haciendo los calculos necesarios se obtiene § (a)= 1; 6 (b)= — 0,5,
lo cual expresa que para una misma poblacion de unidades elementales,
la distribuciéon de éstas en conglomerados homogéneos o heterogéneos
da lugar a un valor de 8 mucho mayor en el primer caso (habida cuenta
de la diferencia de signo), pudiendo ser, como en este ejemplo, negativo
en el segundo caso. Es inmediato ver que en esta tltima situacion,
bastaria una muestra de tamafio n = 1, para tener representada a toda
la poblacion de unidades elementales.
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En poblaciones reales § suele tomar valores positivos, en cuyo caso
el muestreo por conglomerados produce un incremento de la varianza de
los estimadores, respecto al muestreo irrestricto de unidades elementales,
que como veremos mas adelante puede expresarse en funcion de My 6 .

Veamos como puede obtenerse la relacién que existe entre 02,
o 0 :
bV

1
i=1 N i=1 M i=1

]. X i, ::2 L = ) = '
T v [Z X=X + 3, (X=X (Xik—x)]=

= .NM02+-T2-.NM(M—1)02.5=

0> M—-1)0% 8
+ — ; tenemos por tanto:

M M
a? _

oi = — 1 + M-1) %)
M

Otra relacion interesante resulta de la anterior teniendo en cuenta
que 02 = a: + g% ;tal relacion es:
w

oz — o2w/(l_\—/l—l)

0.2

y nos dice lo siguiente:
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9

1. El valor maximo para  es 1 y se obtiene cuandola varianza “dentro’
es cero (homogeneidad total), en cuyo caso 07 = o . Asi ocurre
en el caso (a) del ejemplo visto anteriormente.

2. El valor minimo para § es —1 / M—1 y se obtiene cuando la va-
rianza ‘‘entre” es cero (heterogeneidad dentro de conglomerados),
en cuyo caso 0> = 0> . Asi ocurre en el caso (b) del ejemplo

mencionado.

Estos extremos se obtienen, el maximo cuando todos los conglo-
merados _estin formados por unidades con valores X;; iguales entre si;
Xz'j = X, para todo j ;y el minimo cuando todos los conglomerados
tienen la misma composicion.

II1.3. ESTIMACION DE LA MEDIA X Y DEL TOTAL X.

En muestreo unietipico de conglomerados con probabilidades
iguales, sea con o sin reposicién, la media de las » M unidades simples
de la muestra es un estimador insesgado para X. En efecto,

l n
— Z X, puede escribirse como,
nM =

ol
|

= 1 _ _
X = x, siendo x la media muestral de los totales

M
de conglomerados, y de acuerdo con la teoria vista en el Cap. II,

= 1 1 - =
ER) =— E®) = — X = X.
M M
La varianza de x es:
02 N-n S
\% x) = ; Vv X) = —
cR(®) =— sR(X) =
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por tanto la varianza de x , es:

- 0: B N-n S
Ver(x) = i i Vepr(x) = i~

segun se trate de muestreo con o sin reposicion.

. 2 2 .
Teniendo en cuenta que o, = M" o] ,en muestreo con reposi-
cion, se obtiene:

2
Oy,

Ver (x) =

n

. 2 _ 2 Q2 : -
y teniendo en cuenta que S| = M" S/, en muestreo sin reposicion:

2 s?
- N-n Sy = (1-1) b
sk (*) = N n n
Parael total X = NM i,\se obtiene inmediatamente que

a

X =NMx = (N/n). x ,siendo x = total muestral, es un estimador

insesgado cuya varianza efé/V (5() =N* M V(;) .

\

Ill.4. ESTIMACION DE LA PROPORCION P Y DEL TOTAL DE
CLASE C.

Teniendo en cuenta las siguientes notaciones:

>,
i
c i=
p = — = —— , es la proporcién muestral siendo C; el total
nM nM
de clase del i° conglomerado y ¢ el total de clase en la muestra; P =C/ NM
es la proporcion en la poblaciéon y P, = C;/M es la proporcion dentro

del i° conglomerado, se tiene:
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Q
[
Il
~
@)
Q
N
I
S
©
el
I
a=)
>l
]
w

z

Z % =—}I;I_§i P? _NP"'%

1
N i=

De acuerdo con los resultados obtenidos para la estimacién de X,
que se identifica con P definiendo X;; jj COMO uno o cero segun que la
unidad All pertenezca o no a la clase; podemos afirmar que p es un
estimador insesgado de P cuya varianza, en muestreo con reposicion,
viene dada por:

gy 1

n nN i=1

]
M=
—~

=

I

=

Ver (p) =

y en muestreo sin reposicion:

St a-r) N

= -, ;=P

n (N —_ 1) i=r

Para el total de clase C, C = N M P, se tlene C=N Mp es un
estimador insesgado, cuya varianza es V ( C) =N"M*V (p)-

III.5 EFICIENCIA DEL MUESTREO POR CONGLOMERADOS

De los resultados obtenidos anteriormente para muestreo con
reposicion, tenemos:

_ o , 9 _
Ver(x) =—; =—= 1+ M=1)5
cR(x) , oy o ( ) 8)
por tanto: 2
— g

Ver(x) = — A+ (M—-1)8)
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y para muestreo sin reposicion, por ser

2

—— S =——— $* (1 +(M=1) §)
N-1 NM

N ~ (NM —1)

podemos escribir:

. .= (N-1)(NM-1) N-n §° _
Vep(x) = T . nM,(1+(M—1)6)

de donde, admitiendo la aproximacion N-1 =~ N, NM — 1 = Nl\_’l,
el primer factor es proximo a la unidad, resulta:

2

Ver(®) = - — (1 + (M—-1) 5 )

n

En consecuencia la varianza en muestreo por conglomerados, Vyc,
puede escribirse en relacién con la varianza, Vy1, en muestreo irres-
tricto del mismo nimero n M de unidades elementales, de la siguiente
forma (independiente de que se trate de muestreo con o sin reposicion
y de que se trate del estimador de la media o del total):

Vye = Vyp 1+ M—1) 8)

En esta formula se observa que si el coeficiente de homogeneidad es
8 = 0, el muestreo por conglomerados es igualmente eficiente que el
muestreo por unidades; es mas eficiente si 6 < 0 y es menos eficiente
si & > 0. El incremento de la varianza, respecto al muestreo por unida-
des, viene dado por:

Ymc-Vmr _

—— = M-1)6
VI

y expresando Vi~ como porcentaje de Vyy:

1001 + (M—=1) 8§ )%
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En la practica la pérdida de eficiencia puede ser relativamente elevada
incluso para valores moderados de My & ; asi por ejemplo, para M =101
y 6 = 0,02, la varianza se triplica, lo que significa que el error de mues-
:treo se multiplica por v/'3 ; esto es, aumenta en un 73,2 %.

La eficiencia del muestreo por conglomerados puede estudiarse
directamente, mediante la relacién entre las varianzas Vo (muestreo
por conglomerados) y Vi (muestreo por unidades) con igual tamafio
de muestra n M ; en muestreo con reposicién, resulta:

= ;  (Con reposicion)

donde se observa que s_l M 0?, =0 es igualmente eficiente, si M o,f <d®

es mas eficiente y si M 07 > 0? es menos eficiente. En muestreo sin
reposicion la eficiencia viene dada por:

: AE o2 ~
(VMC) _ MSb B NM-1 (VMC>
Vmi /sr §? M(N-1) \ VYmi/ cr

II1.6 ESTIMACION DE LAS VARIANZAS, DE LA EFICIENCIA,
Y DEL COEFICIENTE &

El problema de la estimaciéon de la varianza de los estimadores,
en muestreo unietapico de conglomerados, se reduce al de estimar la
varianza o cuasivarianza “entre”, oz , 0 sz . Teniendo en cuenta los

resultados obtenidos en I1.3, se deduce inmediatamente que:

2 - 1 $ — = l z —
B 2 (K-x) = ——— Y (%-%)
" =1 M2 (n-1) =

es un estimador insesgado de 0% en muestreo con reposicion y de S}

en muestreo sin reposicion; por tanto:
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2
S

Ver®) =—— 5 Ver(®) =(-9

2
&

n

‘son estimadores insesgados de V(X ) en uno y otro caso respectivamente.
Estimadores insesgados de V(X) se obtienen de los anteriores multipli-

cando por N* M? , por ser X =NMx.

Si se trata de la estimacién de una proporcién P, se tiene:

s2 = Y (P,-—p)2=—1—%(i Pf)—npzé

n—-—1 = n—1

por tanto:

Ver () = . 1)3 (Z > —n ng
e (e )
Vsr (p) = Z P, ) -np

n (n-— 1)?

son estimadores insesgados de V(p) en muestreo con y sin reposiciéon
respectivamente. Estimadores 1nsesgad0 de V(C) se obtienen de los
anteriores multiplicando por N M?, por ser C=NM p.

También se deduce inmediatamente de los resultados obtenidos
en IL.1, que por ser 0., la media de las varianzas “dentro” de los conglo-
merados:

n
i=1

. . . 2 . o oy :
es un estimador insesgado de ¢° , sea con o sin reposicion el procedi-
w
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2
b

2 . .,
o b en muestreo con reposicion, por tanto:

miento de muestreo. Por otra parte s es un estimador insesgado para

02=32 + s
! b 1w

. . 2
es un estimador insesgado para o .

2 NM 2 2
En muestreo sin reposicion por ser, S = ————— 0 y s,
NM-1
2 N 2
insesgado para S; = N1 0, resulta que
A M(N-1) s + NMs?,
2 = — , 0 bien
NM -1
o M(N-1)s; + NM—1)s,

NM-1
es un estimador insesgado para S’

Si se trata del problema de estimacién de una proporciéon P, sfw

puede ponerse en la forma:
n n

1 1
s, = Z. PiQ = — 2 P(1-Q)

i=1

por tanto, en muestreo con reposicion:

. 1 n l n
o = B = <Z P§>-np2 +— 2, P, (A-P),
' n

n — ]. i=1 i=1
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es un estimador insesgado de o> = PQ; simp]iﬁdando;

2
~ A £ P npq—p
¢ =PQ = +
n(n-1) (n—-1)

n

(n-1)

treo irrestricto por unidades, pero en muestreo por conglomerados

Observemos que pq es un estimador insesgado de PQ en mues-

n

(n-1)

pq como estimador de PQ, tiene un sesgo positivo de cuantia:

En efecto:

n 2
E("pq) E<p>+E<‘Z“Pi )—p.
; _ —— )= PQ;
n—1 n-1 n(n—1)

entonces el sesgo es,

p2
npq p i=1 i
-PQ=E{ —— |- E{—— | =
E(n—l) © (n—l) (n(n—l))

N

w3 P 2. ®-F)  LP(-P)

1 1

n—1 Nn (n—1) N@n-1) N@®-1)

N

PQ,
N-1 <

. L . . 2
En muestreo sin reposicion el estimador insesgado de S™ =
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teniendo en cuenta los resultados ya obtenidos para S?, resulta ser:

: =<NPQ)= M(N-1) 1 gz b |

N-1 NM—-1 (n-1) /=

NM 1
+——— . — 3 P,(1-P)
NM-1 n =

La eficiencia del muestreo por conglomerados puede estimarse
mediante la razén:

lw . e,
2 2 , €Nn muestreo con I'CPOSICIOI'I.
R K
b 1w
- XA 2
M (NM —1) %

p— — ; en muestreo sin reposicion,
M (N —1) sz + NM-1) s>

NM —1 M s

. 1w
o bien —
M(N — 1) s, +osh

Para el coeficiente de homogeneidad de conglomerados puede
formarse el siguiente estimador de razén, formado por estimaciones
insesgadas del numerador y denominador:

o sz—szlw / (M-1)

, €n muestreo con reposicion
2 + 2
s s

b 1w
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s2—s2 [/ (M-1)

- N
6 = (N-1) , en muestreo sin reposicion.
s2 + s?
N b 1w
ngl s2—Ms2 /(M 1)’
o bien § =

N-1 2 NA 2
— gt M /M-

IlI.7 TAMANO OPTIMO DE LA MUESTRA Y DE LOS CON-
' GLOMERADOS

Si la composicion y el tamafio de los conglomerados estan pre-
fijados, el calculo del tamafio de muestra, n, necesario para una pre-
cision dada es inmediato. Si para estimar la media se fija una varianza
Vb, tenemos:

— 0,2, ; oz
V(x) = — =V _. ; dedonderesulta n =

n ° \

0

en muestreo con reposicion, y

2
N—-n o n'

V(x) = — =V_: n-=
N-1 ° 1 + (n'=1)/N

en muestreo sin reposiciéon (siendo n' €l tamafio que corresponde a la
misma precisién en el caso con reposicién).

Si no esta prefijado el tamafio de los conglomerados, se plantea
un problema en el que interviene n y M pero este ultimo (el tama-

fio de los conglomerados) no aparece explicitamente en V(x). Real-
!
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. — ., ., 2 2
mente debe esperarse que al variar M, también variaran o, y 0,man-
) ., 2 _ .2 2 : .
teniendo la relacion constante: ¢ = ot o . En los puntos limites

. w
se tiene:

: v 2 : 2 2
Para M =1 ; ow———O; o, =0
— 2 2 2
Para M= M; o, =03 0, =0

siendo M el ntmero total de unidades elementales en la poblacion.
Entre estos limites, al aumentar M debe esperarse que oi disminuya.
por tanto el problema consiste en determinar una relacién de 0®> como
funcién monoétona decreciente de M. Para ello debemos recurrir a
la experiencia sobre la poblacion objeto de estudio efectuando esti-
rﬂaciones para diversos tamafios, por ejemplo 1/4 Mo’ 1/2 Mo’

M,, etc. A continuaciéon debemos de proponer una funcion de ajuste

UZ ‘= 02b . (M) Los dos tipos usualmente propuestos son del tipo:
o> =¢> M ; —1<x< 0. (F.Smith, 1938)
ofv = AM® ; g > 0. (Jessen 1942)

esta ultima implica GZ = ¢ —AM®.

La primera de ellas puede justificarse mediante el siguiente razona-
miento: si tomamos muestra de M unidades, la varianza de la media
sera 0> M y dado que la varianza entre las medias de conglomerados
(0:;)) de tamaflo M, serd mayor, es razonable afectar a M de un expo-
nente & mayor que —1.

La segunda funcién se estudi6 como una mejora de la primera;
necesita al menos dos experiencias para estimar sus dos parametros
A y g, aunque teniendo en cuenta que para M = M debe ser oi = o2,
introduciendo esta condicion bastaria con una sola experiencia.
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A pesar de que ambos tipos de funcién admiten algunas obje-
ciones, en la prictica nos movemos en un determinado campo de va-
riacion de M y por ello pueden dar resultados suficientemente ajus-
tados. -

Cualquiera que sea la funcién que se ha decidido ajustar, el pro-
blema se reduce a determinar n y M con alguna condicion de opti-
malidad. El criterio usual consiste én minimizar la varianza para un
coste dado y en este momento se plantea la forma de la funcién de
coste; las mas usuales son:

C=c, nM+c.n o bien C=clnl\7l+c2\'/n

la segunda de las cuales se justifica por consideraciones teérico—empi-
ricas que conducen a que el coste de viajar entre n puntos es propor-
cional a/ n. En cada caso debe estudiarse detenidamente qué funcidén
de coste refleja mejor la situacion.

El problema es por tanto:

o} (M) _
Minimode V.= —— con C(n, M) = C,
n

Una solucion consiste en utilizar las actuales posibilidades de cal-
culo automatico: se da un valor a M en la ecuacién de costo y con el
valor de n obtenido, junto con el M dado, se determina la varianza;
después de un cierto namero de repeticiones de este proceso de tanteo
se llega al par n, M que hace V minima para el Coste C,,.

Puede intentarse la solucién analitica mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange. Supongamos el problema:

o (M)

Ml’nimaV=—.—"—— con clnl\—’l+c2\/n=C

n o

Entonces, las derivadas de:

$ =V + N, nM+c¢, Vu-C,)
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respecto de n, M y A igualadas a cero, teniendo en cuenta que
oV

-V
= , nos dan el sistema de ecuaciones:
on n
) .
-V _ 1 1
+ AMe, M + c, =0
n v
oV
S ——= + Xé, n=20
oM
n'c1 M + ¢, vn =G,
Eliminando A entre las dos primeras:
—aV M 1
oM \% )
1 + —
2¢c, M/ n

y despejando la raiz positiva para 4/ n , de la ecuaciéon de condicién:

, _
-c, + %2 +4cl Co M

J =

y sustituyendo en la anterior:-
2¢, M
_ -c, +%2 +4¢ C, M
-0V M 2 !
oM v . \/cr+ 4¢c C M
2 1 o
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Para resolver esta ecuacion en M, debe sustituirse el primer miembro
., .y . 1 2 2 2 o<
segiin la funcién de ajuste utilizada para 0” . Sieso, = o, M ,se

obtiene:

de donde puede despejarse. explicitamente M y después obtener n de
la ecuacion de condicion:

_ 1=+ el 1+ =) 2C,
M = 3 n =

1+ 4¢cC 2+« ¢

1 70 2

Se observa que el tamafio optimo de los conglomerados disminuye si
aumenta ¢ , si aumenta C, o si disminuye cz. El nimero de conglome-

rados en la muestra aumenta si lo hace C, y disminuye si lo hace ¢, .

Si se utiliza la funcioén de ajuste:

02, = AM® + g2 = o> —AM’, seobtiene la ecuacion:

Ag Mé _ 1 1
o> — AM® 4¢,C, M
e
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que puede resolverse en M 'por tanteos y después calcular n en la ecua-
ci6on de condicidn.

Con la funcién de coste C, = ¢, n M + ¢, n,seobtiene para
M la ecuacion:

. —CC ’
or lo tanto si la ecuacion de ajuste es 02 = 6> M | la solucién optima
] b ’
viene dada por:

. — @ ’@2 C,
M = : ; n=(1+ «)
1+ « ¢, ¢,
y si la ecuacién de ajuste es 03 = ¢ — A M? | debe resolverse por

tanteos la ecuacion para M:

AglVlg 1
0> —A M c

y obteniendo después n =

Para este problema de tamafio 6ptimo de la muestra, debe tenerse
en cuenta que tanto la funcién de ajuste para oi como la funcién de
coste, deben estudiarse detenidamente de forma que se decida utilizar
aquellas que reflejen con suficiente aproximacion la situacion real de la
encuesta. Observemos que también pueden hacerse los mismos ajustes
para las cuasivarianzas, con el fin de estudiar el caso de muestreo sin
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reposicion, pero debe tenerse en cuenta que en el método de los multi-
plicadores se ha supuesto

—aV -V

= , lo cual implica aproximar S* de modo que
dn n b '

V sea inversamente proporcional a n (como ocurre en muestreo con
reposicion).

II1.8. MUESTREO CON REPOSICION DE CONGLOMERADOS
CON PROBABILIDADES DESIGUALES.

Supongamos ahora que de la poblacion de N unidades primarias
U,.,U,...,U;,..., Uy seextrae una muestra de tamafio n, con re-
posicion, de modo que en todas y cada una de las extracciones, U;
tiene una probabilidad P;. Siendo:

0<P<1 y » P=1

este procedimiento responde al modelo polinomial estudiado en cap. 1.6.
Vamos a considerar estimadores lineales de la forma:

X = Z C; X;
1

ya descritos en cap. 1.8, que son funciones lineales de los valores ob-
servados (totales de conglomerados) en las unidades de la muestra,
&L (U;) = X;. Los coeficientes C; estin definidos para cada una de las

N unidades primarias, si bien en X solamente intervienen los correspon-

dientes a las unidades muestrales. Una forma mas correcta de escribir

X es:

X = 5 CU) T

1

entendiendo que si una U; esta repetida r; veces en la muestra, tendremos
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r sumandos iguales. Otra forma mas conveniente es:
N

X = ) CXE,

1

donde C;, X; son constantes y €, es el vector aleatorio que expresa el
namero de veces que U; estd en la muestra. En Cap. 1.6 hemos calculado
sus momentos:

E(E;) = nP;;

i 9

E(€/) = n(—1)P} + nP,
E(Ei 8].) = n(.n’—l)Pin ;Cov(El,,Ej) =—nPl.P],; i#j

V(E;) =nP,(1-P)

Las férmulas generales de la esperanza y la varianza de X, son:

E(X) = ) CXinP, (1)
V) =nd > CIXIR - (LG X P Y @)

En efecto:

E(X) =E( 2, X&) = 2 GXEE) = ), CXnP,
para la varianza,

N

V(X) =V( ) CXE&)=

1

N

2 2 A _
= 2 CXV(g) + ZJ/ C; C; X; X; Cov (€, &)=

1

= S 2 g2 : -
= 2 G XinB (=B - 2, C;C; X, X nP, P, =

i#f
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i#]

Zc2x2 ZC2X2P2— 2, GG X, X PP,
y teniendo en cuenta que,

- 2 __ N' ; 2p2 : .
(Zc,. X B)? = D GEXIP 4 30 GGX X PP, ceobtic

i#j

ne el resultado propuesto.

Supongamos ahora que se desea estimar el total X = Z X;.

La condicion para que X sea insesgado es que los coeficientes C; tomen
el valor C; = l/nPi : en efecto:

N N

E(f() = Z C; X; nP; = Z X;, de donde C; nP; =1, para

1 1

todo i, por tanto C; = 1/nP;. Segin esto el estimador insesgado del
total X, toma la forma:

X= 3 — @)

y su varianza, teniendo en cuenta la formula general (2), sera:

(4)

1 s N 2
} i{ n (lz
i

que también puede escribirse como sigue:

. 1 X; 2
VX =— > P|l— -X (5)

S
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El estimador insesgado de V ( 5() es:

- 1 n Xi . 2
et A R

podemos escribir,
N

Ao- I
E(V(X)>=E%——(Z
nn-—1) \ 1

NNI"‘ [¥)

(3]

|

BN

ek

N
S——
<,

y ahora teniendo en cuenta que V ( 5() = E(f()’z - Xx? y la formula

(5) de V(f(), ge obtiene:

- 1 X2 . )
E(V) = > —-‘2- E(e,.)—n(V(X) +x)
n(n - l) i
2
1 & X 1 X} 1 1
= - + X -
n—-1 "+ P nn—-1) + P n(-—1) (n—1)

1

y simplificando, resulta:

. 1 N
E(V) =
e (n—-1) n(n—-l)z

L o
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La teoria general de muestreo con reposicion y probabilidades
desiguales fué presentada por Hansen y Hurwitz (1943); en su nombre
suelen denominarse a los estimadores aqui estudiados, estimadores H-H.

PROBABILIDADES PROPORCIONALES AL TAMANO

Si es M; el nimero de unidades que contiene el conglomerado U;,
es interesante el caso en que el procedimiento de muestreo origina pro-
babilidades P; proporcionales al tamafio M;; esto es P; = M;/M. En
esta situacion el estimador del total admite la forma:

- M & X
X= 2

con varianza:

M X X’ M
~ i - =2
VE) = —§2 — - —= —{2MX;-X) §(7)
n 1 Ml' M n 1

cuya estimacion insesgada es:

A A M2 g — =2

V&) =—— 2, &-%

nn—-1) T

donde —)_(l = X;/M; es la media del i° conglomerado y X es la media de

los n vaiores )—(i de la muestra. Esta formula se obtiene inmediatamente
de (6) haciendo P; = M;/M.

En la practica, la asignacion de probabilidades desiguales no siempre
se hace toméandolas proporcionales al tamafio de los conglomerados,
medido éste por el namero M; de unidades menores que contiene. En
ocasiones esta medida se hace en relacién a otra caracteristica (Y;)
conocida de las unidades primarias; por ejemplo si X; esla produccion
de una empresa, Y; puede ser el nimero de empleados; si X; es el valor
afiadido de una explotacion agraria, Y; puede ser la superficie de cultivo,

—-121 -



etc. En estas condiciones se recomienda tomar aquella caracteristica
Y tal que la relacién entre X; e Y; sea para todo i, lo mas préxima ala
proporcionalidad directa; esto se deduce del hecho de que si para todo
i es Y; = KX; la varianza del estimador se anula; de Y; = KXI resulta
P, = X;/X y por tanto:

N -~

R 1 XX12 > 1 N N
YR =2 % X s 7%(2 X) (0 %) % =0

El problema de estimacién de la media, X, de totales de conglome-
rados, se resuelve inmediatamente ya que por ser:

-~

- 1 . -
X == X, resulta X = X estimador insesgado para X y su varianza

1
N 77 N
sera:

o 1 -
V(X) = N V(X)

El problema de estimacion de la media generél, X, esto es, la media
por unidad elemental supuesto que M; es el numero de ellas en U,
también se resuelve inmediatamente; por ser

1
= Z X, —_
M
= 1 . —
resultaque X = ™M X esinsesgado para X y su varianza es
= 1 A
V(X)= &—2 V (X)

Para la estimacion de la proporci()n y el total de clase; X toma el
valor 1 6 0 seglin que la unidad j* del i°® conglomerado pertenezca, o
no, a la clase C, entonces podemos identificar:

C = (total de clase en la poblacién) = X
C; = (total de clase en U;) = X
P, = (proporcion en U;) = :_)g-
P = (proporcion en la poblacion) = X
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y obtenemos,

R M nCl M n
Rl e
n C. n
LI ol R l_zpz
n 1 M. n o

como estimadores insesgados de C y P respectivamente, cuyas varianzas
son:

A 1 i 2
(€) 25 — 2 M ®-P)
b 1 .
B = — V@©
y su estimador insesgado:
V(C) = Z ®-p) s VB = —VE)
n@m-1) p M?
= 1 &
donde p = x =-——Z P, .
n 1
CASOS PARTICULARES
Si todos los conglomerados son del mismo tamafio P; = M;/M =

CTE; P; = = M/M; estamos en el caso de muestreo con probablhdades
iguales y sustituyendo M; por M y M por NM en las formulas, se obtie-
nen los resultados estudiados anteriormente. Si ademas de ser de igual
tamafio, los conglomerados contienen una sola unidad, estamos en el
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caso de la teoria basica estudiada en el capitulo II. Sustituyendo M por
N y M por 1, se obtienen las formulas deducidas en el citado capitulo.
Sirvan estas particularizaciones como ejercicio.

I11.9. MUESTREO SIN REPOSICION DE CONGLOMERADOS
CON PROBABILIDADES DESIGUALES

Supongamos ahora que la muestra de » unidades primarias se selec-
ciona mediante algiin procedimiento aleatorio sin reposicion, tal que la
probabilidad de que U; aparezca en la muestra es m;, y la probabilidad
de que el par de unidades (U;, Uj) aparezcan en cualquier orden en la
muestra es ;. En el capitulo I se han estudiado las propiedades de
m; y ;j,asicomo los momentos del vector aleatorio (€, ,€, , ... ,Ep)
que nos indica chales unidades aparecen en la muestra, tomando el
correspondiente E; el valor 1, 6 0 en caso contrario; asi pues, sabemos
que: :

EE)=m; EE,E;)=m;

V(g;)) =m;(1—-m;); Cov(E,; 81-) = Wy =W

La teoria de estimadores lineales para muestreo sin reposicién
con probabilidades desiguales, fué presentada por Horvitz y Thompson
(1952), de aqui la denominacioén de estimadores H - T.

La condicién para que el estimador

n

X=X =75 (CX)g,

1

sea insesgado para el total X, es que C; = 1/7; para todo i. En efecto:

E(X) = Zcixi E(g;) = ), G X; my;
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N .
de donde igualando a X = z X;,se obtiene C; = 1/, . Por tanto la
1

forma del estimador lineal insesgado del total es:

esto significa que X es la suma de los valores observados en las unidades
de la muestra, divididos por la probabilidad que tiene la correspondiente
unidad de aparecer en la muestra. En el caso de muestreo con probabili-
dades iguales, sabemos que m; = n/ 1:1 y en consecuencia se obtiene el

estimador, ya conocido, X = (N/n) Z X;.
1

La varianza de X puede expresarse en la forma:

. N 1_”1' ) N My =W, W
V(X) = Z( )xi + Y. (__f___.’_)xl.x]. 1)

1 m; i#i ;W
En efecto:
. v X v X
V(X) = V(Z — a,->= ., — VE;) +
T T O
"X X xoXS
+ Z Cov(el,gl) = Z — m;(1-m) +
i m; i 1 2
i
+ z (nl.j—wi'rrj)
i#j T. 1[]
1

de donde simplificando se obtiene el resultado.
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Teniendo en cuenta que

N N N
X2 = (inf _ Z x* + Z, X; X; ,la formula (1) de

la varianza también puede expresarse como:

N N. X? N 771] )
V(X)=Z—+Z — XX -X @)
bom M

Segin hemos visto anteriormente, en muestreo con reposicion
si las probabilidades de seleccion de cada unidad, en cada extraccion,
P;, son exactamente proporcionales a los valores X;, la varianza del esti-
mador X se anula. En muestreo sin reposicion tamblen ocurre un hecho
andlogo; si las probabilidades ; son exactamente proporcionales a X,

Y_A X;
la varianza de X se anula. Si en la formula (2) hacemos w; = n : )
resulta: X
XX o X
V(X)y=) — + _x? =
1 i# n
X - . ;
= — Z m; ., ¥ teniendo en cuenta (véase cap. L7)
n e
que Z/ Z (n-1)m; = n(n-1) resulta, sustituyendo este

resultado, que V (X) 0. También puede deducirse inmediatamente

lo anterior, escribiendo la varianza de la forma:

- 1 N X,‘ X. \2
VR =— 2, (x vr,-—vr,-,»(— - —’—-) @)

j : .
2 m; mM;

ya que todos los términos cuadraticos son nulos cuando, para todo i

— 126 —



es m; proporcional a X;. Para obtener la formula (3) partimos de (1)
teniendo en cuenta la relacién, estudiada en Cap'. 1.7:

m, w —w;;) = m;(1 —m;); ahora despejamos (1 — ;)
== i pe]

y lo sustituimos en (1):

i=1 jEi i=1

V(X) = Z i(ﬂ“_‘ﬂ) Z Z( i';jﬂi’)xixj:

N N X? ij N N Xf X]
= Z Z (m; =i\ + — |- Z z 2(m; Mp-My) ——— =
=1 j>i m m i=1 j>i mom

i i

i ; m
1 N X; X] 2
= — Z (7rl 1T] Wl]) -_— - =

- ESTIMACION INSESGADA DE LA VARIANZA

Si nos detenemos en la formula (1) de la varianza, se deduce inme-
diatamente el estimador insesgado:

C - n 1-m. n T.. — . T
V&) =, L x4y, 1 X; X; (4)
1 ”;2 i#j 7rl]7rl 7r]

puesto que E (€; ) =m; ; E (81.]- ) = T donde €;; toma el valor
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1 6 0 seglin que el par (A; , A]-) esté presente, o no, en la muestra.

Otra expresion equivalente puede obtenerse de (2) razonando
de la siguiente forma:

V(X)=X*-B

donde B representa un estimador insesgado de X* y X? un estima-
dor insesgado de los dos primeros sumandos de (2). En efecto:

- D Y » X = X X
E(X2)=E(Z——> =E(ZT+Z ):

1 T 1 . i* . M.
i g

y por otra parte B es:

" X3 XX
i iy
B = Z — + Z , puesto que
1 i)
T s

N

N N 2
E(B)=, X: + ), XjX]-=(Z x,.) = X’

1 i+

por tanto el estimador insesgado de V (5() resulta también:

. X - XX
K =k -5 — - (5)
TR =% - -2

)
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Es obvio que también puede obtenerse (5) de (4) sin mas que un
breve desarrollo y conveniente agrupacion de los sumandos.

Una estimacion insesgada de la varianza distinta de la proporcio-

nada por (4) 6 (5), ha sido propuesta por Yates y Grundy (1953); si
nos fijamos en la formula (3) de V(X) se deduce inmediatamente que:

AR Y2 R A%
V (X) —-Z )< - —]->,obien
2 F Ty M m,

]

" R n 1!'1 ﬂ]—""ri] Xl X.] 2
VX)) = ), —— (—— - ©6)

es insesgado para V (5(); recordemos que E (€,€;) = m;;
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01.10. EJEMPLOS

Ejemplo III.1

Suponiendo que en una comunidad de 300.000 personas la propor-
cion de desempleados es 0,08 y la poblaciéon se-encuentra en N =600
conglomerados de M = 500 personas cada uno, determinese el tamafio
de una muestra de conglomerados, sin reposicion, que garantice la esti-
macion del total de desempleados con un error de muestreo del 5% .
Se dispone de la siguiente estimacién de ¢ = 0,0720.

Solucion:

n' = 100 (con reposiciébn) ; n =75 (sin reposicién).

Ejemplo III.2

Si una muestra del tamafio calculado en el ejercicio anterior, pro-
porciona la estimacion X = 265000, suponiendo distribucién normal
para X. ;Es admisible la hipotesis P = 0,08 con un coeficiente de con-
fianza del 95 % ?. :

Solucidén:

El intervalo de confianza de Iy g5 = (21458; 26542) bajo la hipo-
tesis P = 0,08; dado que 26500 € I 0,955¢ acepta.

Ejemplo II1.3

_ En una encuesta continua efectuada por conglomerados de tamafio
M = 200, se ha estimado que la relacién OZ /a* vale 0,02451. El tamafio
de la muestra que se viene utilizando es » = 80, con un:coste total, dado
por la funcion C =200 » M + 25000 », de 5.200.000 pts. ~ Se desea
reducir el coste a 5.000.000 pts. Determinense los tamafios .optimos y
el incremento del error de muestreo de la media por unidad.
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Solucion:

—QC
Admitiendo la funcion de ajuste 03 = 0> M , se obtiene n = 60;

M = 292 y un incremento del error de muestreo de ;, del 1,14 %

Ejemplo III.4

Determinese el coeficiente de homogeneidad de conglomerados,
en la situacion del ejercicio III.1., y el incremento relativo del error de
muestreo respecto al muestreo por unidades.

Solucién:

A

8 = 0,01978; el error de muestreo es 329 % del que se obtendria
en muestreo por unidades; es decir, 3,29 veces superior.

Ejemplo II1.5

Determinese, en la situacion del ejemplo IIL.3., el coeficiente de
homogeneidad de conglomerados en funcién de M, y calcilese para
M = 292 el incremento del error de muestreo por conglomerados, res-
pecto al muestreo por unidades.

Solucion:
_ MET
De 03 = 0> (1 + (M —1)§) resulta 6=T‘l‘—“‘.

El error de muestreo por conglomerados seria el 234, 3 % respecto a
muestreo por unidades.

Ejemplo III.6
_De una poblacién con 5000 unidades distribuidas en conglomerados

de M = 10 unidades cada uno, se conoce el dato 02b = 20000. Uno de
los conglomerados, sea Ag , presenta una media mayor que los demas
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del orden de ig =8 X, y se decide tomar una muestra aleatoria sin
reposicion de tamafio (n — 1) entre los restantes y afiadir fijo el grande.
Se pide: Formar el estimador insesgado para la media X, calcular su
varianza en funcion de n vy X y comprobar si existe mas precision
con este procedimiento que tomando una muestra del mismo tamafio
sobre toda la poblacion, en el caso X= '200, n = 60.

Solucion:

2 . .
Denotemos por o, la varianza “entre”, correspondiente a los
(2] = #

(N — 1) conglomerados después de eliminar Ag y por X el estimador
insesgado de X. Se tiene:

SRS SER L U SN
o’ = o7 — ; =— -1) x,
o0 "N TN ) v

e (N-1)' @®em)
V(X)

I

. -Para X = 200, n = 60
N? (N-2) (1-1)

_ =%
resulta: V(x) = 294; V(X ) = 240; por tanto si se toma 'Ag fijo
en la muestra, se reduce el error de muestreo al 90,4 % ; esto es, disminu-
yeun 9,6 % . '

Ejemplo III .7

De una poblacion que tiene 30.000 unidades en 200 conglomerados
de tamafio iguales, :se ha tomado una muestra aleatoria de n = 8 sin
reposicidén, que presenta las siguientes proporciones de unidades de una
clase:

P;:0,05;: 0,04; 0,05; 0,03; 0,03; 0,06; 0,05; 0,04
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Estimese el total C en la poblacién y el error de muestreo relativo.

Solucién:

A

C = 1313; error de muestreo 8,4 %

Ejemplo 1I1.8

Estimese el coeficiente & de homogeneidad de conglomerados y
la varianza por unidad, PQ, con los datos del ejercicio II1.7.

Solucién:

sfw = 0,0394875; s, = 0,0001125

A A
PQ = 0,0396; s = 0,0003865

Ejemplo II1.9
Teniendo en cuenta las formulas para 7; y m;; estudiadas en el
cap. 1.7, compruebe que la formula general de la varianza, aplicada al

caso de probabilidades iguales y muestreo sin reposicién coincide con la
obtenida en el capitulo II.

Ejemplo I1I1.10

Supongamos una poblacion de N = 5 unidades primarias, en la que
X; toma los valores:

3; 3; 4; 6; 8 parai = 1, 2,3, 4, 5 respectivamente.

Se toma una muestra de tamafio n = 2, asignando en la primera
extraccién probabilidades proporcionales a 10; 16; 16; 25; 33 y también
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en la segunda, prescindiendo de la unidad seleccionada en primer lugar.

5
1°.Calcule m;; para todo para i #j. 2°. Compruebe que Z m = 2.

i=]

3°. Obtenga la distribucion del estimador insesgado del total.

Solucién:

1°.

2°.

3° .

n_ = 0,03683 =« = 0,06095 Ty = 0,10095

12 23

m = 0,03683 «x = 0,10095 T, = 0,14166

13 24

w = 006111 = 0,14166 T, = 0,23313

14 25

m = 0,08592

7, = 0,22069

@, = 0,34039

7, = 0,34039 2. m, = 199998
7, = 09614

7, = 0,60237

Tenemos 10 posibles muestras de tamafio n = 2, con las
probabilidades calculadas en 1°. cuyas correspondientes
estimaciones son:

X, = 2241 X,, = 20,56 X,, = 23,84
X, = 2534 X,, = 20,91 X, = 25,03
X, = 2569 X, = 22,09 X, = 25,37
X . = 2687

15
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Ejemplo 1III.11

Si en la situacién del ejemplo II1.9, la muestra seleccionada es la
formada por el par (A, , A,), calcule la estimacién de V (X).

Solucién:

El estimador de Yates y Grundy, nos da:

\ (5() = 0,08115, por tanto el error de muestreo relativo, estimado por
la muestra dada es:

x 100 = 3,68%

<,
I EON

Ejemplo III1.12

Resuelva las cuestiones del ejercicio III.10, suponiendo que la
primera extraccion se hace con probabilidades proporcionales a los ni-
meros dados y la segunda, sin reposicién, con probabilidades iguales.

Solucion:

1°) @, = 0,065 m,, = 0,08 n,, = 0,025
T, = 0,065 T, = 01025 m, =01225
7, = 00875 @ =01225 7, = 0,145
7 = 0,1075

2°) @, =0325 ]
m, = 037
m, = 0,37 .>Z"i=2
m, = 04375
m, = 04975 3
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3°)  Tenemos también 10 posibles muestras de tamafio n = 2,
con las probabilidades calculadas en 17), cuyas correspon-
dientes estimaciones son:

X, = 17,34 X,, = 1892 X, = 2453
X, =2004 X, =218 X, = 2690
X, = 2295 X,, = 2419 X, = 2980
X, = 2531

Ejemplo III.13

Si en el ejemplo I1I.12, la muestra seleccionada es la formada por
el par (A, , A,), calcule la estimacion de V (X).

Solucién:
El estimador de Yates y Grundy, nos da:

\ (5() = 6,28185; por tanto el error de muestreo relativo, estimado por
la citada muestra es: 10,44 %.

Ejemplo III.14

Se extrae una muestra sin reposiciéon y con probabilidades iguales
de tamafio n = 2, de una poblacién que consta de tres unidades con
valores X1 » X,, X, . Para estimar la media X se considera el estimador
definido en cada muestra de la siguiente forma:

N

T (5,) ==X, + 7X,

T S, =8X, + vX, 8

T S,) =7vX,. + v X,
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1°) Determine los coeficientes <«, (, v con la condicién de
que T sea insesgado.

2°)  Compruebe que dentro de la clase de estimadores lineales
insesgados estudiada en el punto 1°), no existe uno de
varianza minima que sea independiente de los valores
poblacionales X; .

Ejemplo III.15

De una poblacion finita de tamafio N, se extrae una muestra, con
reposicion y probabilidades iguales, de tamafio n = 3.

10) ~Calcular la probabilidad de que la muestra esté formada por
tres elementos iguales (7, ), por dos iguales y uno distinto
(7, ) 0 por tres elementos distintos (7, ).

2') Sies x' la media muestral de los elementos distintos, probar
que su varianza es:

(2N-1) (N—1) @
6 N

V(x) =

3 ) Compruebe que si x es la media de todos los elementos de
la muestra, V (X") <V (x 2

Solucién:
1 3(N-1) N -1) (N-2)
Y. T Y, T s Y3 T
N? N? N

con estos datos es suficiente para completar el ejercicio.

Ejemplo III.16

De una poblacion con N = 20 unidades se ha extraido una muestra
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de tamafio n = 3. Los valores observados en los elementos de 1a muestra
son X7 = 30; X16 = 40; X23 = 35.

Estime la media de la poblacién y la varianza del estimador, en los
casos:

a) Muestreo con reposicion y probabilidades iguales

b) Muestreo sin reposicion y probabilidades iguales

c) Muestreo con reposicion y probabilidades desiguales, siendo:

P =004 P =006 P =005

7 16 23
Solucion:

a) X = 35, V(X) = 833

b) X = 35; V (X) = 7,08

¢) X = 3561; V(X) = 1,49

Ejemplo III.17

Una poblaciéon consta de M = 40.000 unidades distribuidas en
N = 400 conglomerados de M = 100 unidades cada uno. Una muestra
aleatoria con probabilidades iguales, sin reposicion, de tamafio n = 25
conglomerados presenta los siguientes datos:

Total de unidades pertene- | Numero de conglomerados
cientes a una clase C de la muestra

12
17
23
33
36

SN U O W N
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1°) Estime el total de unidades de la poblacion pertenecientes a
la clase C, y el error de muestreo relativo.

2°) Estime la eficiencia de este disefio, respecto del muestreo por
unidades.

Solucién:

A

1°) C = 10608 ;  Error de muestreo 5,88 %

2°)  Error de muestreo por unidades 3,22 % . Por tanto el error
de muestreo por conglomerados es el 182,61 % del error de
muestreo por unidades.

Ejemplo III.18
Es una poblacion finita que consta de N = 750 unidades, la propor-
ciéon que pertenece a una clase C es P. Consideremos dos formas de

agrupacion de las unidades en N .conglomerados de igual tamaiio M.

Agrupacion 1: N =15 y M = 50

=l
]

Agrupacion II : N = 10 y 75
Supongamos ahora que el total de unidades pertenecientes a C en cada

conglomerado es:

Agrupacion I Agrupacion 11
22, 12, 23, 11, 25 28, 36, 35, 25, 26
27, 14, 20, 23, 10 31, 37, 24, 34, 24

26, 21, 16, 24, 26

1°) Calcule la descomposicion de la varianza total en sus compo-
nentes entre y dentro, en cada caso.
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2°) Calcule el coeficiente de homogeneidad de conglomerados,
en cada caso.

3°) Si en el caso I se toma una muestra de 6 conglomerados,
cuantos habran de tomarse en el caso II para tener muestras
de igual tamafio total de unidades. En esta situacion, calcule
la eficiencia del disefio II respecto del I y respecto del mues-
treo por unidades.

Solucion:
1°) 0,24 = 0,2272 + 0,0128
o> = 01 + oi I
0,24 = 0,2357 + 0,0043
o’ = oi + OZ ‘ .
2°) 5_1 = 0,0342 ; 61 = 0,0046

3°) 1 + (M-1)8; = 2,6758; 1 +(M-1)8; = 1,3404

por tanto el error de muestreo en el caso II es un 115,8 % del error de
muestreo por unidades y en el caso I es el 163,6 %. El disefio II respecto
del I da un error de muestreo del 70,8 % .
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IV. MUESTREO ESTRATIFICADO

IV.l. ESTRATIFICACION DE LA POBLACION. MUESTREO ESTRA-
TIFICADO

Hemos visto en el capitulo II que la precision de los estimadores
depende del tamafio de la muestra y de la varianza en la poblacion
de la caracteristica en estudio. Si el muestreo es por conglomerados,
hemos visto en el capitulo III que también depende del grado de homo-
geneidad de éstos; para simplificar, tenemos en muestreo con reposicion:

2
g

V(§)= 1+ M=1)5)

M n

formula que resume éstas ideas. El tamafio de la muestra es Mn, la
varianza poblacional es ¢°, M el tamafio de los conglomerados y & su
coeficiente de homogeneidad. Para M = 1, se convierte en la conocida
formula V(X) = o°/n de muestreo aleatorio por unidades simples, con
reposicion. En la pratica deben formarse los conglomerados tanto en su
composicion interna, como en su tamafio, de modo que la pérdida de
precision debida al factor (M — 1) 8 (cuando & > 0) sea lo menor posi-
ble, teniendo en cuenta los costes y las posibilidades materiales de for-
macion de conglomerados.

En este capitulo estudiaremos una técnica que ademas de ser
atil para dar estimaciones independientes acerca de subconjuntos de la
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poblacion, puede producir notables ganancias de precision. La varianza
0’ es muy sensible a valores extremos de la poblacién, aunque sean poco
frecuentes; por ello el muestreo alcanza su mayor eficacia cuando se
emplea para estimar caracteristicas de poblaciones constituidas por
unidades similares. Partiendo de esta idea, la estratificacion de la pobla-
cioén consiste en agrupar sus unidades (que pueden ser conglomerados)
en un cierto nimero, L, de clases disjuntas denominadas estratos, cons-
tituidas por unidades similares: con esto se persigue que la varianza
en cada uno de ellos sea pequeiia.

El muestreo estratificado consiste en seleccionar L muestras in-
dependientes, cada una de un estrato. El procedimiento de muestreo
puede ser distinto de un estrato a otro, pero debe ser efectuado inde-
pendiente. Generalmente no se usan procedimientos de seleccién dis-
tintos de un estrato a otro, con una interesante excepcion que consiste
en que de los L estratos, uno de ellos esta constituido por las unidades
que deseamos entren con certeza en la muestra; en dicho estrato no se
muestrea sino que se observan todas sus unidades.

El procedimiento obliga a que entren en las n unidades de la
muestra determinado ntmero (n,, n,, ..., n ) de unidades de cada
estrato; el muestreo estratificado es pues un procedimiento de muestreo

restricto (o restringido). De las (E),posibles muestras de tamafio n

pasamos a tener un nimero menor, dado por el producto.

N, AN, \.... /N, 4 N
. <
n 1 n2 nL n
siendo N,, N2 s+« - N, los tamafios de los estratos, N el tamafio de la

poblacion y n el tamafio de la muestra.

Intuitivamente se aprecia que si los estratos se corresponden con
clases de unidades similares, las muestras estratificadas seran mas re-
presentativas que las muestras irrestrictas, aunque esta afirmacion debe
matizarse ya que, como veremos, la precision de las estimaciones depen-
de del reparto de la muestra a los estratos, del procedimiento probabi-
listico de seleccion y del estimador utilizado.
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La discusiéon acerca de cuantos estratos se deben formar y cuales
son los valores de caracteristicas conocidas de la poblacion que nos
delimiten unos de otros, no tiene una solucion matemaéatica de facil
aplicacion practica y validez general; en cada caso hay que estudiar el
problema concreto.

La forma optima de delimitar los estratos es, obviamente, median-
te valores de la propia variable que es objeto de estudio pero también
es claro que la informacion necesaria no esta disponible; por ello debe
emplearse alguna otra variable lo mas relacionada posible, de forma
que permita clasificar las unidades en estratos homogéneos. Asi por ejem-
plo el tamafio de las empresas de una rama de actividad (Numero de
empleados) con respecto a produccion, venta, valor afiadido, ete.

En cuanto al niimero 6ptimo de estratos que se deben formar, la
decision depende naturalmente de la distribucion en la poblacion de la
caracteristica objetivo y también, como en toda investigacion, de la
informacion marco disponible y del coste. Puede comprobarse que
teoricamente al aumentar el nimero L de estratos, aumenta la precision
de las estimaciones en relacion directa con Ljesto es:

V(o) =

L2

cuando la delimitacion de los estratos se realiza respecto de la variable
objetivo. En la realidad, esta delimitacion se hace respecto de otra varia-
ble distinta y en consecuencia la anterior afirmacioén deja de ser cierta.,
Los estudios realizados, suponiendo que la variable utilizada para deli-
mitar los estratos tiene una fuerte correlacion lineal con la variable obje-
tivo, muestran que los incrementos de precision cuando L es mayor que
56 6 son ya muy pequefios; por esta razon, en general, se recomienda
tomar L entre 2 y 5 si no hay otras razones que obliguen a formar un
mayor nimero de estratos.

Si, como es habitual, se desean estimaciones relativas a varias
caracteristicas &L, Y, 3, etc. de la poblacion, debera estudiarse por
separado el nimero y la delimitacion de estratos; si la soluciéon encontra-
da para una de ellas satisface los requerimientos de precision para las
restantes, hemos resuelto el problema; en otro caso tendremos que
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adoptar una soluciéon de compromiso, de acuerdo con los criterios de
prioridad, coste, etc. Si a pesar de esto, alguna caracteristica requiere
una formacion de estratos muy diferente, debera pensarse en plantear
y resolver por separado el problema de su estimacion, reduciendo el
objetivo a las restantes.

Acerca de estos temas puede verse un interesante estudio en

Delenius (1957). ‘

Como hemos dicho antes, la estratificacion permite obtener esti-
maciones independientes acerca de subconjuntos de la poblacion. Aun-
que no exista unanimidad en la nomenclatura, llamaremos dominio de
estudio a un estrato, o conjunto de varios estratos, cuyas unidades cons-
tituyen un colectivo del que se requieren estimaciones por separado.
En ocasiones se desea obtener estimaciones de alglin subconjunto de
la poblacién que no constituye un dominio de estudio, en el sentido de
que la muestra no se ha disefiado con ese fin; en este caso diremos que
se trata de una subpoblacion.

1V.2. ESTIMACION DE LA MEDIA X, EL TOTAL X, LA PROPOR-
CION P Y EL TOTAL DE CLASE C.

Utilizando el subindice # = 1, 2, ..., L, para referirnos a cada
uno de los L estratos, es inmediato traducir las notaciones empleadas

en capitulos anteriores, especialmente el Cap. II.

Tanto en muestreo con reposicion -como sin reposicion un esti-
mador insesgado de X es:

-~ L
X= ) W5
h=1

donde Wh = Nh/N es el tamafio relativo del h® estrato. En efecto:

E()—()=E(Zl Wh§h>= 2 EM)x) = O, Wy E@) =

h=1

. - 1 <= — X -
= > W,X, = —WZ Ny X = & =X

h=1
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Teniendo en cuenta resultados ya conocidos, por ser muestras

independientes las extraidas en los L estratos, la varianza de X es:

L 02

- L
s _ h .
Ver®) = D, Wi, VerGp) = p. W = 5 obien
k=1 h=1
- - | 2
LD L h -nh S
Ver (X) = z . — segin se trate
h=1 n h

de muestreo con o sin reposicion:

Para el total X, se deduce inmediatamente el estimador insesgado.
L

X=NX= Y N3

h=1
cuya varianza sera V(X) = N>V (i) .

También teniendo en. cuenta resultados conocidos, estimadores
insesgados de la varianza son: -

2
S

Ve (X) = Z W, —“— ; o bien
 h=1 nh
Ny, —ny, sZ

- ~ L
\% X) = w2
SR’( ) 222 h Nﬁ nh

) 2
siendo s

p la cuasivarianza muestral del h® estrato. Anilogamente,

V(X) =NV (X)
Para estimar la proporcion, P, de unidades de una cierta clase en
la poblacion, siendo C el total de clase, tenemos:
1 Silaunidad i del estrato &, pertenece a la clase.
X, =
h

l
0 En caso contrario.
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entonces:

_ C , , N
X=C; X=-— =7P; o' =P(1-P)=PQ; $'=—FQ

y analogamente para cada estrato y para los datos muestrales. Por otra
parte, son_vélidos los resultados obtenidos anteriormente identificando
la media X con Py el total X con C = NP. Asi, resulta:

En muestreo con probabilidades iguales, sea con o sin reposicién,
un estimador insesgado de P es:

L c
h
Z h Py = = proporcién muestral en el h® estrato
h=} n

h

cuya varianza viene dada por:

N L ) Ph Qh L
V(P)cr = f'zl W — ; (con reposicién)
= h
- L N, —n P, Q
. h h h *h . ..,
V(P )SR = Z —I:I—_T WZ ———— ; (sin reposicion)
h=] h— nh

cuyos estimadores insesgados son:

aA A L Py ¢
, 2 h g
V(P)cR = ,Z, W) p—
L N,—n P, 4
h h h *h
V(P)gg = ), ———— W, ——

h
Nh nh—l

A

Para el total de clase, el estimador insesgado es C NP su Vananza

V(C) N* V(P) y la estimacion insesgada de ésta V(C) N? V(P)
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IV.3. TAMANO DE LA MUESTRA. AFIJACION OPTIMA

Se llama afijacion de la muestra al reparto de » en L tamafios
L
Bys Mys wvesfp s oonsiy de modo que n = ,.z;, ny ,siendo ny el
tamafio de muestra asignado al h°® estrato. El problema del tamafio de
la muestra esta pues intimamente ligado al de la afijacion.

La afijacion se llama igual cuando se asigna a todos los estratos
igual tamafio de muestra; esto es:

my = h=1,2,...,L

En muestreo sin reposicion con probabilidades iguales, la afijacion
igual es equivalente a exigir que probabilidad de que una unidad aparez-
ca en la muestra sea inversamente proporcional al tamafio del estrato
a que pertenece; en efecto, puesto que dicha probabilidad es la de ser
elegida en la muestra de su estrato,

n ho n constante

y reciprocamente, si

=

h

N
K
= —— P =n, vé I,
Pr (Ahi) N por ser E E r(Ahi) .n véase Cap. |

h h=1 1=i
resulta
L' v Nll 1 L h 1 ) L
K=) 5 —=K Y N,.—=K ) 1=KL=n
=1 =1 N h=1 N h=1
h h
de donde K . Pr (A !
e donde =-— ., por tanto Ir ) =
L P ) LN,
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La afijacion se llama proporcional cuando se asigna a cada estrato
un tamafio de muestra proporcional al tamafio del estrato; esto es,

'nh=KNh; h=1,2,...,L

L L :

y por ser n = Z n,; N= Z Ny, , 1a afijacion proporcional
=1 h=1

equivale a exigir que la proporciéon de unidades del h° estrato en la

muestra, sea igual a la proporcion de unidades de dicho estrato en la

poblacion:

n
h

, N
= -—ﬁ-; h=1,2,...,L
N

En muestreo sin reposicion con probabilidades iguales, la afijacién
proporcional es equivalente a exigir que todas las unidades de la pobla-
cién tengan la misma probabilidad de aparecer en la muestra; en efecto,
puesto que la probabilidad de una unidad es la de ser elegida en el
estrato a que pertenece,

"n n
Pr (Ahi) = = = constante
N

N,

y reciprocamente, si

Z

Pr (A,;) = n,resulta

1

Pr (Ahi) = K; por ser

&
(108

i
n

i z K=K i Nh = KN = n;de donde K=?= cons-

>
-
Ul
-
>
]
ol

tante para toda Ahi :

~ Con afijacién proporcional la varianza del estimador de la media es:

2 1 &
V(X)gp = -;-— /Z; W, 02 ; (con reposicion)
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ol N-n &
V(X)EP - Nn h=1

W, S;I ; (sin reposicion)

formulas que se obtienen inmediatamente, sustituyendo n, = W,n

en las generales para V(i) en muestreo estratificado. La varianza de
los estimadores X, P y C se obtiene de las anteriores sin dificultad.

Una propiedad interesante de la afijacion proporcional es que,
para los estimadores lineales estudiados de medias y totales, todas las
observaciones muestrales vienen multiplicadas por un factor constante.
En cualquier otra afijacion, el estimador de la media es la suma de
medias muestrales ponderadas por el tamafio relativo del estrato; por
tanto las observaciones vienen multiplicadas por el factor W, /n; , que
varia con cada estrato; esto es:

X = Z wh}’h=§h: W,

h. Si la afijacior es proporcional, por ser n;, = W, n, resulta:

X
h
; siendo xj, el total muestral
h

n

~

= 1 1 —
) XEP—- nzh: xh—n x = x

esto es, Xpp equivale a la media simple de las n observaciones muestra-
les. Para el estimador del total basta multiplicar x por N/n, que es
también un “factor de elevacion™ constante. Este hecho tiene impor-
tancia practica ya que simplifica el proceso de calculo de las estima-
ciones.

TAMANO DE LA MUESTRA CON AFIJACION IGUAL Y CON
AFIJACION PROPORCIONAL

AFIJACION IGUAL

Si se desea estimar X con una varianza dada, sea Vo, el tamarfio
necesario de la muestra se obtiene de la ecuacién:

ol L .
VX)gcr) = }h: W3 o} =V, ; de donde resulta:

L Z Wflofl

n = ; (con reposicién).
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En muestreo sin reposicion,

= L 2 o2
V(XEISR) = Z}. W, 8% — Z W, S} =V, ;resulta,
L Zh: w; S,
1
v, FZ W S

AFIJACION PROPORCIONAL. Operando de forma aniloga:

n =

; (sin reposicion)

ol 1 )
Vgpcr) = — Z‘ W, o) = V, ; resulta

2. W,

h

n o= ; (con reposicion)
Vo
.y por ser
V(X = (- )Y W, s, el tamafio de |
( )EP(SR) \5 T N . n O » €l tamafio de la muestra
para muestreo sin reposicion resulta ser, tomando 02 >~ SZ:
nl
n = ——
1+ /N

7 s sy
de donde n' es el que corresponde a muestreo con reposicién para
la misma precision.

AFIJACION OPTIMA

La afijacién se llama optima cuando cumple algin requisito de
minimo, bajo unas condiciones dadas. Por ejemplo:

A) Varianza minima para » dado.

B) Tamafio de muestra minimo para Varianza dada.
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C) Varianza minima para un coste dado.

D) Coste minimo para Varianza dada.

Consideremos el caso A). Utilizando el método de los multipli-
cadores de Lagrange formamos la funcién:

2

g = ZWZ il +>\(i nh—n)

nh h=1

A

para V(X) en muestreo con reposiciéon. Derivando respecto de n

l,
n,,...,np,...,n y N\ eigualando a cero las derivadas, se obtiene:
(
- W, 9,
— + A=0; parah=12,...,L
"1

2 2 2 2 2 2 2 2
Wla1 B W,_,o2 B _ Wh Oh_ _WLO
nz n2 n,zl n2
1 2

extrayendo la raiz cuadrada e invirtiendo las fracciones, se conservan
las igualdades y teniendo en cuenta la ecuaciéon de condicidn, resulta:
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de donde se obtiene la afijacién -6ptima, denominada de Neyman:

Wi oy
n, =— - n; (con reposicion)

W), o

M=

h=1

-~

y el valor minimo de la varianza, sustituyendo n;, en V(i) :

2
2 1 L o
V(X)g op = '—'n"—( th v, ah);(con-repo__smon).

Si el muestreo es sin reposicioén, el segundo sumando de la varianza:
2
- L S n 1 L

VX)) = > W _ W, S2
’IZ=1 h nh N th h h

es independiente de los n,, por tanto las ecuaciones del sistema an-

terior son analogas, apareciendo S; en vez de 'b; . Resulta:

W, S
h “h . .
n, = —]/——— n; (sin reposicion)

2. W, S,

h=]

y la varianza minima:

2 1 L : 2 1 L
V(X)E.OP=T(Z v, Sh) - N :Z: W, SZ; (sin reposicioén)

h=1

Si tratamos de resolver el caso B) por el mismo procedimiento,
se obtiene '

| 02
h
np

W, o L

_ h “h _ 2

| n, = .n Vo = ,§'=] Wh
Wh Uh

Mr-

>
[
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de donde sustituyendo n, en la ecuacién de condici6n, resulta el valor

de n minimo:
( L )2
W, o
, ;.Z=. h “h

n = ; (con reposicion)
\E

En muestreo sin reposicion

(& w5

n = ;  (sin reposicion)
1

VO + — Wh 52
N

M-

h

h=1

De acuerdo con los resultados obtenidos la afijacién Optima,
tanto en el caso de varianza minima para tamafio de muestra dado
como en el de tamafio de muestra minimo para varianza dada, consis-
te en asignar a cada estrato un tamafio de muestra proporcional al
producto del tamaifio del estrato por su desviacion tipica; esto es:

n, = KW, g, , obien n, = KN, o,

y puede comprobarse facilmente que en muestreo con probabilidades
iguales sin reposiciéon equivale a exigir que la probabilidad de que una
unidad aparezca en la muestra, sea proporcional a la desviacién tipica
del estrato a que pertenece; en efecto

np 9y

~ - 2 . =Ko
n
Ny, 2N, o,

Pr(A,) =

y reciprocamente, si

Pr (A,;) = X 0, , por ser Z Z Pr (A;;) =n ,resulta
R

n

A= ;

>, Ny o,

h
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de donde se obtiene:

Consideremos ahora los casos C) y D), en los que se hace interve-
nir el coste de la muestra en relacion con la precision de las estima-
ciones. Suponiendo que ¢, ; # =1,2,...,L esel coste por unidad
muestral en cada estrato, el coste total de la muestra viene dado por:

C='Z ¢y np
3

En el caso C) Varianza minima para coste dado, siendo Co el valor
prefijado para el coste total, utilizando como antes el método de
los multiplicadores de Lagrange:

2

§ =2 W, - A(; Ch"h_co>

h nh

para estimacion de la media en muestreo con reposiciéon. Derivando
respecto an ,n,,...,"p,...,n Yy N e igualando a cero las deri-
vadas, se obtiene el sistema de ecuaciones:

R
~Wn %
+ Ne¢,=0; para hn=12,...,L
2

p

Z cp nh=C0

h

de donde resulta (despejando 1 /4/ N ):

nl nh n n

W, o I\ W, 0,//c; W, o, A/e, Z W, 0N/
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por tanto la afijaciéon 6ptima para costes variables de un estrato a otro,
es:

Wh Gh /\/ Ch

nh‘ n

; Wh O'h /\/Ch

y puesto que el coste estd fijado en una cantidad C,, sustituyendo n,
en la ecuacion de condicion resulta para el tamafio de la muestra:

CO Zh Wh O'h/\/ Ch
; Wh Oh/\/ Ch

n

En muestreo sin reposicion se obtiene, operando de forma anéloga:

n : n =

np

Si se trata de resolver el caso D) Coste minimo para varianza dada,
siendo V, el valor prefijado para la varianza en caso de estimacién de
la media, operando de la misma forma que en C) se llega a una afijacién
idéntica:

Wh Uh/\/ch
Z Wh O'h /\/Ch

nh n

pero ahora por estar prefijada la varianza, obtenemos n después de
sustituir los n; en la ecuacién de condicion; asi, resulta:

2 2
1 Wi %
| Zh‘ . Z Whoh/\/ch =V0
Wh Oh /V Ch
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de donde se obtiene:

_ (Z Wi o \/‘7) (Z,, Wi o \/Eh—)

\

o

Si el muestreo es sin reposicién se llega a la misma afijacién, con
S;, en vez de 0, en las formulas, y el tamafio de la muestra resulta
ser:

(Z.: thh/ﬁ) (‘; W’hSh/\/_c_h—>

2
Vo + UN 25 W, S

n:
h

Observemos que si los costes unitarios son iguales en todos los
estratos, los resultados obtenidos en los casos C) y D) se reducen a los
obtenidos en A) y B). Cuando los costes no son iguales, la afijaciéon
optima asigna a cada estrato un tamafio de muestra proporcional al
producto de su tamaifio por su desviacion tipica e inversamente propor-
cional a la raiz cuadrada del coste unitario en dicho estrato.

IV.4. EFICIENCIA DEL MUESTREO ESTRATIFICADO.

Vamos a comparar la varianza del estimador de la media en mues-
treo estratificado, con afijacién proporcional y afijacién 6ptima, con
el muestreo irrestricto por unidades (esto es, sin la previa estratificaciéon
de la poblacién). El analisis se instrumenta de forma sencilla utilizando
muestreo con reposicion; para ello efectuemos en primer lugar la siguien-
te descomposicién de la varianza, dentro de estratos y entre estratos:
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1 & N, _ ., 1' L N -,
-— 3 2 (%—%,) —-&-ZJ] 2 X -X)

h=1

por ser nula la suma de los productos cruzados.
1 L_ ]. L — =2
= —I-\-I- Z Nh 0 —I;I— Z Nh (Xh -X) =

h=1 h=1

L

]

L —_
2 = -2
>, Wi oy + ; W, (X, — X)

De acuerdo con resultados obtenidos anteriormente, podemos escri-
bir las varianzas:

2

o
V(x)yp = —— ; muestreo irrestricto
N ) =
( JEp = n W, 0, ; muestreo estratificado con

h=1

afijacién proporcional.

1 (& )
V(X)g op = ——n-—(l};l W, oh) ; muestreo estratificado con

afijacion optima.
y teniendo en cuenta la descomposiciéon de o, podemos escribir:
_ = 1 - - =2
VM1 = VXgp + — ; W, (X, — X)

donde se observa que si las medias de los estratos no son todas iguales,
la afijacion proporcional, en estratificaciéon, es mas eficiente que el
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muestreo irrestricto con el mismo tamafio de muestra. Esta ganancia
en precision es tanto mayor cuanto mas variables sean las medias de

los estratos.

Comparemos ahora la afijacion 6ptima con la proporcional:

ol ol 1 L L 2
VX)gp — V(X)E. o= — Z Wy, 0 (hZ_l W %)

h=1

1 & _ 2
=— > Wy, (0, —0)
h=}

n

siendo ¢ la media ponderada de las desviaciones tipicas de los estratos.
Se tiene, entonces:

ol Sl 1 L — 2
V(X)gp = V(X)p.0p * — ?_; Wp (op—0)

donde se observa que si las desviaciones tipicas de los estratos no son
todas iguales, la afijacion Optima es mas eficiente que la proporcional,
para un mismo tamafio de muestra. Esta ganancia en precisién es tanto
mayor cuanto mas variables sean las desviaciones tipicas de los estratos.

Como resumen, podemos escribir:
— = 1 — — 2 1 -2
Ve )m = V(Xg.op+ — ; Wy (X —X) +— Zh Wn (9, —9)
n n

formula que recoge los dos términos positivos que expresan el incremen-
to de eficiencia de la afijacién 6ptima respecto del muestreo irrestricto
de unidades.

En muestreo sin reposicion, admitiendo las aproximaciones:
2 ,
N, —1=N,, N-1=N;podemos descomponer S° de forma ané-

loga a o’
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$ = ), W, 2+ ) W, (X, -X)
h h

y siendo ahora:
s? s? ~a s
n N ¥ V(X)gp, V(X)g op ya obtenidas

V() =

en IV.3, resulta

~

_ Nl 1 _ _
Ve = VX)gp +— A=) ; W, (X, —X)’

cuya diferencia con el caso con reposicion radica en el factor de finitud
(1 — f) que afecta al segundo sumando. La comparacién de las afijaciones
optima y proporcional resulta inmediata:

-~

ol ol 1 2 1 2
VX)gp— V(X)gop = — Z W, S, - T(Z Xy, Sh) =

L > W, S, —8)
n h h h

siendo S la media ponderada de las cuasidesviaciones tipicas de los estra-
tos; por tanto la tnica diferencia con el caso con reposicion radica en
que aparecen S;, en vez de g, . Por tltimo:

_ - 1 O | _
Ve =VXg.0p +7 () 2 W, BB+ =2 W, 6,5

férmula, analoga al caso de muestreo con reposiciéon, que recoge los dos
términos positivos que expresan el incremento de eficiencia de la afija-
cion Optima respecto al muestreo irrestricto de unidades, uno debido
a la variabilidad de las medias de los estratos y otro a la variabilidad de
las cuasivarianzas de los estratos.

IV.5. ESTIMACION INSESGADA DE ¢° Y S*> A PARTIR DE UNA
MUESTRA ESTRATIFICADA

. . ., 2 2 .
Si se desea obtener una estimaciéon de 0” o de S, cuando se dispo-
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ne de los datos obtenidos mediante una muestra estratificada, la solu-
cion que consiste en calcular la cuasivarianza de los n datos
muestrales:

e T

n—1 i

(=]
i

no proporciona una estimacion insesgada. Si la afijacién es proporcional,
la muestra se reparte entre los estratos de forma aproximada a una
muestra aleatoria en la poblacion y la féormula anterior puede dar una
buena estimacion; en otro caso esta solucién no es buena.

. . ., . 2
Veamos como puede obtenerse una estimacion insesgada de o

. 2
en muestreo con reposicion. Sabemos que o° puede descomponerse
de la siguiente forma:

= .2
o> = T W, 05 +2 W, (X, —X)

el primer sumando no presenta problema puesto que sZ es estimador
insesgado de 02. En cuanto al segundo sumando, sustituyamos X, y

X por sus estimaciones y calculemos la esperanza matematica:
- T2
E{Z W, G,-X) 4=

E E‘Wh[(.ih—§)+(;h—;(h)~(;(—;()] =

iV

E{Z W, (X, -X)} +E 3 W, G, - X,) |+
FE{D W, (X=X} —2E{ 2W, &, -X,) X-X)]
dadoque X W, ()—(h—i) se anula. .

Por otra parte £ W, (;h —-ih) (i -i) = (_)Z~—)Z)2 ;2 Wy =1

los dos Gltimos sumandos equivalen a:
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. (5{_ - )_()2 cuya esperanza es:

2
. = el g
E ._(X—X)2>= -V(X) =2 WZ, h ;
_ oy,
El segundo sumando nos da:
, 2
— = 2, — O
E{Z W, (=%, } = Z W, V(3,) = W, :
n
h
asi resulta:
_ oz, - -, d s 9
E{Z W, G—X }=ZW, (X-X +ZW, — -ZW,—
. ﬂh nh
2
— o, o,
n
h

por tanto, el segundo sumando de esta ultima férmula es el sesgo de
W, (x, — i)z como estimador de = W, (ih - i)z, y en conse-

cuencia el estimador insesgado de 0® en muestreo con reposicion, es:
2
"2 _ 2 : -T2 N
0° =2 Wysp +Z W, (x, —X) —ZWh(l—Wh)-r;——
- h

Si el muestreo es sin reposicion, S se descompone de la siguiente
forma:

(N, -1)s; - N, _ o,
— (X, - X
(N—1) +Z<N—1> G =%

st =3

y aplicando un razonamiento analogo se obtiene:

2
s;l es estimador insesgado de Sh
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.- 2
Nh all Nh N

2 h
p=X) =Y A=f)A-W
2 oy e S LA N S

. . 2
es estimador insesgado del segundo sumando de S, por tanto:

(N,-1) N, sz

s (x —X - 1) 1-Ww) —
(N-1) Z(N n -0 0, (N-1) "h

iy

es un estimador insesgado de S* en muestreo sin reposicion. Para o’
el estimador insesgado, es: '
2

. (N,—1) 2, s
= ——’1\?—— 2+ Wy X) = 2 (A7) (A=W,) W,
"h

donde simplificando, se obtiene:

22
Wy s

h—Z

32=Zth2—Z +Z

W, T (2 W, 3 )

teniendo en cuenta que:

-~

— o2 - — .2
Wy G, —X) =2 W, % — (2 W, x,)

y que:

W W w2 VW
A=) —Wy) h =< e W o1, h)

ny, ny ny, N N

La formula (i) admite algunas simplificaciones. Admitiendo que la

poblacién no es muy pequeiia N > 50, el cuarto término de o puede
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omitirse ya que es un N—ésimo del primero; asi resulta:

W, s> W s
2 2 h=n h'h - -2 ..
0" =2 W5, —Z +z + EthZ—(EWh Xp) (ii)
" "p
o bien:
R (n, —‘1) WZSZ-
2 o 2 h - - 2
0" T Wy, +2 +2 W, %, —(SW, T))
h np

Si en todos los estratos el tamafio de la muestra es relativamente
grande: ny > 50 para todo 4, puede omitirse en (ii) el segundo y tercer
sumandos, resultando:

A

' - -2
0o =% v, s:t +Z W, x;‘:— (Z W, xp) (ii1)

Si la afijacion es proporcional, por ser nj,/n = W, y teniendo en
cuenta la descomposicion de s” =

— 2 - 2
. 2 (Xy—x) 1 ¢ ) L, Enpxp) |
§ = = E(nh—l)sh +3 npx, — ——
n—1 n—1 _ n

resulta que admitiendon — 1 =n; n h— 1=n h s2 es practicamente

2

. ~2 cee . .
igual a ¢° en su forma (iii); en consecuencia s* es un buen estimador

de o® sila fijacion es proporcional y si los términos en 1/n) de (ii)
son despreciables.

IV.6. ESTIMADORES DE RAZON EN MUESTREO ESTRATIFICADO

Existen dos formas de plantear un estimador de razén para el
total X de la poblacion. Una de ellas consiste en formar un estimador
de razén del total de cada estrato y sumar estos totales estimados; con
este procedimiento el estimador obtenido se denomina estimador separa-
do de razén. Este planteamiento requiere el conocimiento del total de
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la variable auxiliar, Y, , en cada estrato por separado y supone que
la razon de JLa Y varia de un estrato a otro.

Otra forma de establecer un estimador de razén en muestreo es-
tratificado consiste en obtener una sola razém con los totales X e Y
estimados y multiplicarla por el total de la variable auxiliar, Y, que se
supone conocido; se denomina estimador combinado de razén. Este
planteamiento no requiere el conocimiento de los totales de la variable
auxiliar en cada estrato, sino solamente el total de dicha variable en la
poblacion, pero supone implicitamente que la razon permanece constan-
te de un estrato a otro.

EL ESTIMADOR SEPARADO
El estimador separado del total X, puede escribirse de cualquiera .
de las siguientes formas:
L

~ L‘,. xh L h
XRS=hZ=thYh= Z’EYhzz__—Yh

h=1
De acuerdo con los resultados obtenidos para la varianza del esti-

mador de razon en el Capitulo I1.9, tratando por separado cada estrato
podemos escribir, para muestreo sin reposicion:

A L a 2
V(Xgs) = 2. VR Y, =
h=] o

2
L N 1-7) '

h h 2 2 —
= ST+ —-2p, R, S ;S ;)=
:L; . wn TRy S, n ®n Sxn Syn)

L N (17,
_ E‘ h " h 2 2 2
N h=1 nh (th * Rh Syh _2Rh Sxy,h)

Esta formula es valida cuando el tamafio de la muestra en cada
estrato es suficientemente grande para admitir la aproximacion de la

formula de V (Ry, ).
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El problema que debe tenerse en cuenta en relaciéon con el uso de
este estimador separado, es que si los sesgos de los estimadores de razén
de cada estrato van en el mismo sentido (son del mismo signo), produci-
ran en el estimador un sesgo acumulado del orden de L veces del sesgo
medio de cada estrato. Sin embargo, la varianza sera del mismo orden
que la varianza media del estimador de razén de cada estrato; en conse-
cuencia, la contribucion del sesgo el error cuadratico medio puede ser
importante.

En muestreo con reposicion desaparece el factor (1-f;) de las
formulas y las cuasivarianzas se sustituyen por varianzas. En cuanto ala
estimacion de la varianza, se aplica a cada estrato la férmula obtenida
en el capitulo Il y se suman.

RELACION ENTRE EL ESTIMADOR LINEAL Y EL ESTIMADOR
SEPARADO EN MUESTREO ESTRATIFICADO

Para estimar el total X, el estimador lineal estratificado hemos visto
~ que puede escribirse como:

. _ _ Ny
xL=NZhthh= Z;. N, x, = Z;. - X,

~

Si nos fijamos en la tdltima forma de escribir X, , observamos que
consiste en la suma de los totales muestrales de cada estrato multipli-
cados por su factor de elevacion que es precisamente Nj/n; esto es,
nimero de unidades en cada estrato dividido por el numero de unida-
des muestrales en dicho estrato.

En ocasiones se forman estimadores para muestreo estratificado en
los que el factor de elevacion no esta prefijado a priori, tomando una
forma: '

2 Fy %
h
My, Ny
donde F, = —— es una razén aproximadamente igual a
o my, "h
cuando My, m, representa el valor (total y muestral) de una caracteris-
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tica del estrato que es proporcional al nimero de unidades. Por ejemplo:
si My, m, es el nimero de personas (total y muestral) en el estrato y
Ny, n, esel namero de viviendas; entonces la hipotesis

M, Ny

mp Ry

que supone un promedio de personas por vivienda constante en el
estrato y en la muestra (y que todas las M, personas del estrato habitan
viviendas incluidas en la lista que se muestrea) convierte el estimador

XL en un estimador de razén separado:

~

stzﬁ anz

h mh h mh

M,

Xp = Z E, x,

que puede dar buenos resultados si la relacion entre la caracteristica ob-
servada X, ; y m,; es una recta pasando por el origen, para cada estrato.

EL ESTIMADOR COMBINADO.

El estimador combinado puede escribirse en cualquiera de las for-
mas:

N Xe )_(e -
Xpe = —— Y = Y =R, Y

PN

&b

e

66 99

donde el suindice “‘e” indica estimadores lineales en muestreo estratifi-
cado.

Utilizando el mismo procedimiento que en Cap. I1.8., podemos

estudiar el sesgo de XRC de la siguiente forma:

~

. . X . . . .
Cov (R, Y,) = E( £ Ye) ~E(R,)E(Y,) = X — YE(R,)
Y

e
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y teniendo en cuenta que el sesgo puede escribirse como:
B(Xgc) = E(Xge) — X = YER,) = X

resulta el sesgo de Xp (- , en relacion a su error de muestreo:

B(kRC) _: - COV(I%’C’ Yte) _ —k (l%c’ YAve) -0 (é'c) 0 ({'e) _
o(Xpe) o (Xge) o (Xg()

—p (R'c ’ Ye) Y (Ye)
Y

porser 0 (Xgc) = Yo (R))

de donde resulta, porser [p (R,, Y,)| < 1 :

| B(XRC) | o ({f ) .
= < = coef. de variacion de Y ¢
(XRC) Y

por tanto el sesgo del estimador combinado de razén sera despreciable,
frente a su error de muestreo, si el coeficiente de variacién de Ye es
pequeiio, digamos menor del 10%.

La varianza de Xg, bajo la suposicion de que el tamaiio de la
muestra es suficientemente grande, toma una forma analoga a la del
estimador separado con la diferencia de que en

: X

ol

V(XR ) solamente interviene la razon R = = —— yno
Y Y
cada una de las razones de los estratos. Veamos su calculo:
- X, NY =
XRC—X= = Y—X=—:—(X6—RY6)
Y, Ye
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a

ahora suponemos que puede aproximarse por 1 la razén Y/Y, en mues-

tras grandes, supuesto Ye insesgado para Y; tenemos:
XRC_ X =N ()_(e—R?e)
consideremos ahora la variable

1

Xpi—R Yy,

definida para cada una de las unidades de la poblacion; # = 1,2,...L ;
i=1,2,...,N,; entonces podemos denotar por z, a la media ponde- .

radade Z ji €N una muestra estratificada:

e

L ny
1 I

L
o= Wy— > Ly = ,.Z, Wy, -z,

h=1 nh i=1

y por ser cero la mediade Z, ; :

9

X
> Zy =, X—-R ) Yhi’—‘X——Y"-Yzo

h,i h,i h,i

resulta:

- 2 2 2 — 2 —
V(XRC)=E~("XRC'"X) =~ N E(ze) =N V(ze);

- 2 — 22
V(Xgo) =NV (Zh: W, .zh> = ; N W, V()
En muestreo con reposicion, es: ’

— 1 2 2 2
V(z) = —lo,, +R o, , - 2R 0y )

np
de donde:
- L N2
V(Xgeo) = hz_l nh (o;,h + R? N 2R°xy;h)
- h
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y en muestreo sin reposicién

- L N, (A7)
VEpo) = », —

h=1 nh

2 2 q2
S, TR*S] , —2RS, ;)

Para obtener estimaciones de la varianza, tanto del estimador separa-
do como del combinado, sustituimos R;, y R asi como las varianzas y
covarianzas, por sus correspondientes estimaciones, en las férmulas
obtenidas de

VXgrs) v V(XRe)

La comparacion entre ambos estimadores debe hacerse en base a dos
elementos fundamentales:

a) el tamafio de la muestra en cada estrato y b) la variabilidad de Ry,
de estrato a estrato. Si en cada estrato la muestra no es suficientemente
grande como para admitir la validez de la varianza calculada, es reco-
mendable el uso del estimador combinado; también sera recomendable
el estimador combinado si la razén R, es constante en todos los es-
tratos. Si por el contrario R, varia de estrato a estrato es preferible el
estimador separado, tanto mas, cuanto méas proxima a una recta pa-
sando por el origen (X;; = Ry,; Y,,;) esté la relacion entre X e Y en
cada estrato. También el estimador separado tendra ventajas cuando se
trabaje con muestras grandes en todos los estratos. Digamos por tltimo
que no debe olvidarse el obtener evidencia empirica a priori, acerca de
si el sesgo en los diferentes estratos es del mismo signo, lo cual seria
un inconveniente para el estimador separado, o por el contrario los
sesgos se equilibran entre unos y otros estratos.

IV.7 UNIDADES QUE ENTRAN CON CERTEZA EN LA MUESTRA

Por diversas razones puede requerirse -al plantear una investigacion
por muestreo que algunas unidades de la poblacién deben entrar con
certeza en la muestra. Esta situacién se presenta p.e. en poblaciones
en las que la distribucion de la caracteristica en estudio es asimétrica,
con un cierto nimero de unidades grandes cuya contribucién al total
de la poblacién es muy notable; en otros casos, se desean datos por
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separado de ciertas unidades y por tanto deben incluirse en la muestra.

Si las unidades en cuestion pueden identificarse, formamos un
estrato con ellas, sea el L°, y el tamafio de muestra en dicho estrato
sera n,. = N, , lo que significa que se observan todas sus unidades;
el muestreo aleatorio se efectiia entonces en los (L—1) estratos res-
tantes, siendo el tamafio de la muestra para este conjunto de estratos
n' = n-n, = n—N,. Denotaremos por N', X', X' el ntimero de unida-
des, el total y la media de este conjunto de (L—1) estratos, y en general
utilizaremos los simbolos usuales afectados del signo *.

Por ser:
N X' +X,
N

X=X+ X, y X =

el total y la media de la poblacién, los estimadores insesgados son:

Para X :
N X + X, - L-1 3
= N , donde X = Z Wy, x),
1

>

es estimador insesgado de la media de los (L—1) primeros estratos,
siendo W, = N, /N’

Para X:

L-1

X=N X +X, = Zl N, %, + X,

Las varianzas se obtienen inmediatamente, teniendo en cuenta que
X, (total del L° estrato) se observa sin error de muestreo:

~ r\2 - R ~
V(X) =<_1;_> V(X') V(X) = N* V(X)

por tanto el problema se reduce ala aplicacion de la teoria del muestreo
estratificado al conjunto de los (L—1) primeros estratos. El calculo de
estimadores, varianzas y sus estimaciones, asi como de las afijaciones
queda resuelto facilmente.
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Mas comphcado es decidir el limite X a partir del cual las unidades
con X; > X" deben incluirse con certeza en la muestra. Dalenius (1957)
ha estud1ad0 este problema aproximando la distribucion de frecuencias
de X; en la poblacién, por una funcién de densidad; al mimso resultado
llega Glasser (1962) que aplicé los métodos algebraicos usuales en
poblaciones finitas. Consideran dos estratos, el primero formado por
las unidades que se muestrean y el segundo por las que se incluyen con
certeza en la muestra, y en esta situacion el punto 6ptimo (varianza
minima para n dado) es:

@ N-—n, — N,
X =X + o0 =X, +o
n—n 1 1 n
2 1
siendo N, = n,, el numero de unidades que se incluyen con certeza.

La determmacmn de X" a partir de esta formula es tediosa, debido a
que al variar n, también lo hace Xl Y 01 ; por ello se han buscado las
siguientes cotas inferior y superior para X"

_ N * — ‘/N
X+ol/—-1 <X <X +o9g|/—
\/n n

que requieren el conocimiento de X y o (poblacionales). En la practica
no conoceremos X y 0, pero podremos tener alguna aproximacién vy,
en todo caso, estas formulas seran una guia para encontrar un valor de
x" que si no es el teéricamente oOptimo, sea suficientemente bueno
para el problema planteado.

Vamos a considerar aqui otro planteamiento para este problema que
puede ser practico en algunos casos. Se trata de determinar para un
tamafio de muestra dado, si incluyendo un determinado ntimero, N, .,
de unidades con certeza en la muestra, la precision es mayor o menor
respecto al muestreo aleatorio en todos los estratos; usando para los
(L—1) primeros estratos, en el primer caso, y para todos, en el segundo,
el mismo tipo de afijacion.

a) N. unidades fijas y muestreo en los (L—1) primeros estratos.
L jas 'y p

(b) Muestreo en todos los estratos.
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Consideremos muestreo con reposicion afijacion 6ptima.
Siendo:
N’ = N—N_ , se tiene:

W;', = N h /N’ y denotando por <« la proporcion de unidades en los
(L—1) primeros estratos, resulta:

La varianza del estimador de X, con afijacion optima para los (L—1)
primeros estratos y n; = N, unidades del L° estrato entrando con cer-
teza en la muestra, caso (a), es:

L-1
2 1 . 2
V(X), = 7 (th Wy, o ) ; donde n' es el tamafio de la muestra,

n' =n-— N, , paralos (L—1) primeros estratos.

A
n' n—N

V&, -

L

La varianza con afijacion 6ptima, repartiendo la muestra del tamafio
n en los L estratos, es:

-~ 1 L | 2 B
V(X), = T ( IZ:] W, o, ) = —;— , por tanto

-~

€s menor que V(i)b si:

V(X),

n_

< ——, de donde resulta: N, <{1- _B— n.

_ n
nNL

Por el contrario si N, > (1 — A/B ) n, tiene mayor varianza el estimador
con las N, unidades del Gltimo estrato entrando con certeza en la
muestra. La ganancia o pérdida de precision con el disefio (a) respecto
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al (b) puede calcularse de la relacién entre las varianzas:

A n .
-— = 0
B

V(X),
V(X),

Debe tenerse en cuenta en este analisis que si es:

W. o
L L
— n=N ,

S Wi o

1

la afijacién 6ptima (b) ya exige un tamafio de muestra en el L° estrato
igual o superior a su tamafio. En resumen, si para una estratificacién
dada y tamaiio de muestra n, es:

W o A
N > ——5 y N<<— )n

L a L
B

2 W 9

1

es igual o mas preciso el estimador con las N unidades del estrato L
entrando con certeza en la muestra que tomando afijacién 6ptima en
todos los estratos. Si N, > (1 — A/B) n, es menos preciso y en ambos
casos la ganancia o pérdida de precision viene dada por la féormula (i).

Si el problema se plantea utilizando afijaciéon proporcional, y
efectuamos el anilisis, como antes, para muestreo con reposicion, se
llega a un resultado formalmente analogo en el que siendo:

L
A=Y W, ;s B =) W, (ii)

h=1 =1

x>

resulta que si N, es menor, o mayor, que (1 — A'/B') i, el procedimien-
to (a) es mas, o menos, preciso que el (b). La relacién entre las varianzas
sigue siendo la expresada por la férmula (i), con A" y B’ dados por (ii).
Es obvio que en este caso nunca serd en (b) n, > N  por tratarse de
afijacion proporcional.
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Iv.8. EJEMPLOS

Ejemplo IV.1

Supongamos que una poblacion finita de N = 500 unidades, res-
pecto de una caracteristica K presenta la distribucién de frecuencias
que se adjunta. Consideremos dos procedimientos para estimacién de
la media:

A) Estratificacion:

T < 10 ; N, = 380
10 < £<100 ; N, = 90
100 < I ;, N, = 30

B) La misma estratificacién, tomando en el tercer estrato (100 <)
todas las unidades con certeza en la muestra.

Valores - frecuencia
de &L

2 100

3 80

5 200

10 30
20 30
50 30
100 20
200 10
N= 500

Compruébese que con el procedimiento A, para n = 100, la afija-
cién optima exige tomar en el tercer estrato un tamafio de muestra ma-

- 174 —



yor que el nimero de unidades. Determinese la afijacion 6ptima y el
error de muestreo relativo con el procedimiento B, sin reposicién;

Solucién:

Cuasivarianzas de los estratos y tamarfios realtivos:

S =1,78408 ; S, =2921349; S, = 22988511

3

W, =07 ; W,=018 W, = 0,06

1 3
Procedimiento A:

W, S; = 1,0053; W, 82 = 3,0766; W, S,= 2,8768
z W, S, =6,9587; de donde se obtiene

n, =15; n, = 44; n, =41 > 30

Procedimiento B:

Por ser n, = 30; la afijacién 6ptima de las 100 —30 = 70 unidades
restantes a los dos primeros estratos, teniendo en cuenta que ahora es
W; = 0,8085; .W'z'—" 0,1915, resulta:

n, = 17; n, = 53; n, = 30

1 2 3
La media de la poblacién puede escribirse en la forma:
N'X + X,
N

X =

siendo N'= N — N, y X' 12 media de los dos primeros estratos. Por
tanto el estimador insesgado:

N WX, + X,
=1,2

Jal =1, N = Xa
X = = X' 4+ —
N N N
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y su varianza:

Bl N, g fhall 2 _
V(X) =({— ) V(X") = W,V
(X) <N><> 2 WiV
El calculo para los datos del ejemplo, da un error de muestreo de 2,3 % .

Ejemplo IV.2

Se conocen los siguientes datos de una caracteristica 0, en una
poblacion clasificada en tres estratos:

g =4 g. = 12 g. = 80
' ? ’ N = 1000
W, =06 W, =03 W, =0,

En muestreo sin reposiciéon, determinese el tamafio de muestra que

con afijacion proporcional da una varianza del estimador de la media,
igual a 5. (Suponemos g;, = §, ).

Solucién:
n = 122 ; n = 73 ; n

FEjemplo 1IV.3

Resuélvase el ejemplo IV.2 para afijacion optima. (Suponemos
05, = Sp).

Solucién:

n = 35:

3
i

, =20

Ejemplo 1V.4

Supongamos conocidos los siguientes datos de una poblacién cla-
sificada en tres estratos:
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s =9 s* =225 s> = 1600
1 2 3
N, = 1000 N, = 600 N, = 200

Los costes unitarios son ¢, = 1000; ¢, = 1200; ¢, = 2000.
Determinese el coste de una muestra estratificada, con afijacion propor-
cional y con afijacién 6ptima, que proporcione un error de muestreo del
5 % para estimar la media. (Se supone muestreo sin reposiciéon y X = 22).

Solucién:
Afijacion proporcional

n=191; n, =106; n, = 64; n,=21; C=224.800

1
Afijacion 6ptima:
n=92; ng =5y =415 m, 237, €=137.200
Ejemplo IV.5
Una muestra aleatoria sin reposicién, de tamafio n = 35, proceden-
te de una poblacion clasificada en tres estratos, uno de los cuales esta
formado por N, = 4 unidades que entran con certeza en la muestra,

presenta los siguientes datos:

1T estrato:

— 2 _
z X,; = 119; z X,; = 837; n, =18
2° estrato:
2
z X, = 278 ; > Xzi = 7.978 ; n,= 13
3T estrato:
_ 2 _ _ _
> Xai = 336 ; X5 = 28.866 ; ny, = N, =4
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Siendo N; = 400 y N, = 200, estimese la media de la poblacion y
su error de muestreo.

Solucion:

X = 12,02 : o(X) = 1,1853; =~97%

Ejemplo 1IV.6

Partiendo de las estimaciones de 821 y Si proporcionadas por la
muestra del ejemplo IV.5, compruebe que n, = 6; n, = 25 es aproxi-
madamente afijacién optima y calcule en este caso el error de muestreo

de X .

Solucion:’
Para S7 = 29575 y S3 = 169,4230, la afijacién 6ptima es
n, = 648; n, = 24,52. Sisetoman, = 6y n, = 25, resulta:

a  a

o(X) = 0,92907 = 7,7%

Ejemplo 1V.7

Una muestra aleatoria sin reposicion, procedente de una poblacion
clasificada en tres estratos, presenta los siguientes datos:

1T estrato:
T X,;=20; £ X;,=282; n, =25; N =500
2° estrato:
X,;=940; I X,;=23240; =1, =40; N, =400

36T estrato:

2
l

T X,; =650; = X,; =45265; n 100

31

3 10
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Estimese la eficiencia relativa de este procedimiento de muestreo,
respecto a la seleccion aleatoria sin estratificacion, con el mismo tamafio
de muestra. Estimese también cual seria la afijacion 6ptima. -

I
J

-

Solucion:

sj = 50417 ; sz = 294872 ; 823 = 335
w, = 05; w, = 04; w, = 0,1
x, = 104; x, =235; x, = 65

-~ La formula (ii) de:".‘ IV.5, nos da la estimacion, 1;2 = 206,8438;
s* = 297,1405, por tanto el error de muestreo para la media, sin se-
leccion estratificada, se estima en:

/ (1000 — 75) 297,1405  \'/2
. ~ 1,9143
) 1000 75

La seleccion estratificada nos da para la media, el error de muestreo
estimado:

A

’ SZ N\ 1/2
Z (-1, w; =~ 0,6759
p

que es el 35,26 %  del que se obtendria en muestreo no estratificado.

La afijacion optima se estima en: n, = =16 ; n, =32;n, = 27.
El error de muestreo en este caso seria 0, 55 que equlvale al 28, 73 % del
que se tendria en muestreo no estratificado y al 81,49 % del que se
tendria con la afijacion planteada en el enunciado del ejemplo.

Ejemplo IV.8

Parh la distribucion :r.del ejemplo IV 1 y tamafio de muestra, sin
_reposicion, n = 100, determinese por sus cotas el valor x" optimo, a
partir del cual las unidades entran con certeza en la muestra.
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Solucién:

834 < X" < 914

Ejemplo IV.9

Encontrar la condiciéon necesaria y suficiente para que en muestreo
estratificado sin reposicion, la afijacion igual sea mejor que la proporcio-
nal. Construya un ejemplo.

‘ Solucién:

L d

2, (A-LW,)W,s >0; ejemplo: L = 2

h=1

W, =08 W, =02

8% =20 §? = 100

1 2
En muestreo sin reposicion la condicion es anéloga, sustituyendo

SZ por 02 .

Ejemplo 1V.10

Determine el tamafio, n, de la muestra que con afijacién proporcio-
nal a los estratos, proporcione la misma precisidon que una muestra no
estratificada de tamafio n,, para estimar la proporcion P de unidades
de una cierta clase en la poblacion. Suponga en ambos casos muestreo
con reposicion y aplique el resultado a los datos W, =0,5, P, = 0,5
w,=03,P,=06; W, =02, P,= 04 con n,=0600.

Solucidn:

(Z W, P, Q)
n = n, n = 588
Ew,B)(1-2W, P)
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Ejemplo 1V.11

Consideremos una poblacién estratificada de dos formas:

I II
Estrato | Valores | Frecuencia Estrato | Valores | Frecuencia
de L de &L
2 20 2 20
3 30 3 30
h=1 4 60 h=1 4 60
7 100 7 100
————— —_———— - —— 10 150
10 150 e e
12 200 12 200
h=2 16- 120 16 120
20 80 20 80
25 50 h=2 25 50
————— —_—————_———— 30 20
30 20 35 18
35 18 - — - — —
h=3 50 10 50 10
60 8 h=3 60 8
100 4 100 4

Compruebe, suponiendo muestreo con reposicion, que para un tamafio
de muestra n = 100, es mas preciso el procedimiento de estimacién que
incluye con certeza todas las unidades del tercer estrato, que el muestreo
con afijaciéon 6ptima en los tres estratos, en la forma Il y no en la L.

Solucion:

Para I, se tiene:

W o=

1

0,3053

1,6174

W

g

= ,6316

= 4,5623
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2 2
A= (Z A oh) = 11,3929
1

3 2
B = (Z W, oh) = 20,5791

Resulta N, = 60 > (1 — A/B) . 100 = 44,6, por tanto es mejor el
muestreo en los tres estratos.

Para II, se tiene:

W

1

0,4632 W, = 0,5137 W, = 0,0231

o = 26810 6. = 2,6120 o 18,1363

A = 6,6751; B = 9,0154 de donde resulta:

N, =22<( - A/B) 100 = 26, por tanto con la estratificacion II,
es mejor tomar con certeza las 22 unidades del tercer estrato.
Ejemplo 1V.12

Determine con referencia al ejemplo IV.11, ctal de los procedi-
mientos para estimaciéon de la media, con reposicion, es mas preciso:

1. Estratificacion I con afijacién 6ptima a los tres estratos.

2. Estratificacion II, incluyendo con certeza el tercer estrato y afi-
jacion 6ptima a los dos primeros.

Solucién:

V()_()1 = 0,2058 ; V()—()2 = 0,0856, por tanto el error de muestreo es,
en el segundo caso, un 65% del primero, por tanto (2) es mas preciso

que (1).
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Ejemplo 1V.13

Supuesto que se conocen los siguientes datos de una caracteris-
tica ( &, Y ) en una poblacion estratificada:

2 2

Estrato W, o, oy pxy ). 6% Y,
1 0,65 20 250 0,72 10 50
2 0,35 85 100 0,65 40 60

- ~

se desea calcular la eficiencia relativa de los estimadores X, Xpg y

XRC - Supongamos muestreo con reposicion y afijaciéon proporcional al
tamafio del estrato.

Solucidén:
R1 = 1/5; R, = 2/3; R =0,3822 ; n, = ‘nWh
A N2 2 X 2
V) = — 3 Wy, 0}, =427
V)A( ——l\f i W,(0> +R? o® 2
(Xgg) = — 2, Wilo, Tyn = 20y Ry Oxp 0,,) = 23,60

n

- N2 2 N2
— \_) 2 2 2 _
V&ge) = o Wy(a,, +R* o), —2p, Roy,, oyh)-30,31_n_

Asi resulta:
V(Xge) = 70.9% de V(X)

V(Xgg) = 55,2% de V(X)
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V. MUESTREO BIETAPICO

Vamos a estudiar en este capitulo el muestreo de poblaciones cuyas
unidades, de una forma natural o artificial, se encuentran distribuidas
en unidades mayores que venimos denominando conglomerados. El
muestreo bietapico consiste en efectuar primero una seleccion aleatoria
de n conglomerados de los N ‘que suponemos constituyen el colectivo
(esta es la primera etapa de muestreo) y después una seleccion de unida-
des, denominadas de segunda etapa, en cada una de las unidades prima-
rias ya seleccionadas. El procedimiento de muestreo en primera etapa
puede ser estratificado, o no, con o sin reposiciéon y con probabilidades
iguales o desiguales, pero en segunda etapa supondremos que se realiza
sin reposicion y con probabilidades iguales; ademas y esta es una con-
dicién fundamental, se efectiia de forma independiente, probabilistica-
mente hablando, en cada una de las unidades primarias de la muestra;
esto obliga, p.e., a que si el muestreo en primera etapa es con reposicion
y aparece alguna unidad primaria mas de una vez en la muestra, deberan
~ hacerse tantas selecciones independientes en dicha unidad para la segun-
da etapa de muestreo; en la practica suele multiplicarse por el niimero
de veces que aparece en la muestra de unidad primaria, el resultado de
un submuestreo de la misma, lo cual es una aproximaciéon al modelo
que describimos.

La utilizacién de este tipo de muestreo responde a un objetivo

econoémico, bien sea para reducir costes y tiempo de preparacion del
disefio o por falta de la informacién basica necesaria (p.e. un directorio
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de unidades de segunda etapa, convenientemente actualizado) para
practicar un procedimiento de muestreo por unidades. Ejemplos tipicos
son:

Unidad primaria: Municipio
Unidad de segunda etapa: Explotacion agraria, Estable-
cimiento comercial, etc.

Primer
ejemplo

Segundo | Unidad primaria: Seccioén censal
ejemplo ) Unidad de segunda etapa: Edificio, Vivienda, etc.

De una forma un tanto esquematica podemos explicar la reduccién
de coste de la siguiente forma: Si para una encuesta dirigida a los hoga-
res se muestrean viviendas, la dispersion en el territorio obligara a efec-
tuar una sola visita en muchos municipios distantes del centro de trabajo,
con los consiguientes gastos de desplazamiento y tiempo para la recogida
de los datos; en este caso el muestreo de municipios, o secciones censa-
les, tomados como unidades primarias, concentra las visitas a las vivien-
das seleccionadas en segunda etapa.

La no existencia de un directorio actualizado puede presentarse
p-e. cuando se desea una muestra de pequeiios establecimientos de co-
mercio al por menor; el uso de muestreo en dos etapas exige solamente
actualizar el directorio (marco o lista de muestreo) en las unidades
primarias seleccionadas para la muestra.

Respecto del muestreo unietapico presenta la ventaja de que al
observar solamente una submuestra en cada unidad primaria, el mues-
treo bietapico, a igual tamafio de unidades simples permite extender
mejor la muestra en la poblacidén; esto es, tomar un mayor niimero de
unidades primarias a cambio de observar solamente una fraccién de
unidades secundarias. El hecho de que los conglomerados estén forma-
dos por unidades homogéneas (similares entre si) contribuye a reforzar
esta ventaja ya que una muestra de cada conglomerado sera suficiente
para una precision aceptable. Por el contrario, cuantas mas unidades
primarias se tomen y menor fraccion de submuestreo, tendremos una
mayor dispersion territorial de la muestra que hard incrementar los
costes. En la practica el diseiio de un procedimiento bietapico nos
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conduce a tener que buscar una solucion 6ptima de compromiso entre
los requerimientos de precisién, para los distintos niveles o ambitos
territoriales, y los recursos disponibles.

V.1. CALCULO DE ESPERANZAS Y VARIANZAS EN MUESTREO
BIETAPICO

Designemos por W = zUl s Uy e, Ui e ,Uni una mues-
tra aleatoria de n unidades primarias y por Wr una muestra de unidades
de segunda etapa constituida por n grupos de m; unidades, cada uno
seleccionado aleatoria e independientemente en cada U, presente en W.

En muestreo sin reposicion tendriamos ( 12 ) muestras W, no ordenadas,

y para cada una de éstas son posibles

muestras Wr (siendo m; el nimero de unidades secundarias selecciona-
das en U; cuando ésta aparece en W). El nimero total de muestras po-
sibles Wr es igual a la suma de todos los productos del tipo (1) que se

pueden formar con las (}:I ) combinaciones de n unidades primarias.

En muestreo con reposicién la situacion es analoga, si bien tendriamos
un nimero mayor de muestras de primera etapa, combinaciones con
repeticion, y por tanto de muestras Wr.

Para cualquier procedimiento de muestreo aleatorio estan definidas
las probabilidades:

Pr(W) = Probabilidad de la muestra W de n unidades primarias = v,,

Pr(Wr / W) = Probabilidad de la muestra Wr cuando es W la muestra

de primera etapa = vy, ,/y

Pr(Wr) = Probabilidad incondicional de la muestra Wr = v,
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con las siguientes propiedades:

w

1) 2 Pe(W)= ) oy =1

r

2) ), Pr(Wr/W) = 3 v, =1 paracadaW.

3)  Pr(Wr) =, =7, - Yo riw

4)  En consecuencia se comprueba que ; Pr(Wr) = 1
% Z, Tw Ywryw ~ Zw Tw Z Twriw ~ zw: Tw S1=1

ESPERANZA Y VARIANZA CONDICIONADAS

Un estadistico se ha definido como una funcién de las observacio-
nes muestrales; esto es, una aplicacién que asocia a cada posible muestra,
Wr, un valor numérico real:

T(Wr) :  {Wr} LI

Emplearemos la notacién 122(T) = T(W) para indicar la esperanza

matemética de T(Wr) condicionada a una muestra W de primera etapa.
Tenemos por tanto:

T(W) = B(T/W) = Z TWr) - Yy rw

donde la suma en r se extiende a todas las muestras posibles de segunda
etapa, Wr, para una muestra dada, W, de primera etapa.

Analogamente la notacién V(T) = V(W) expresa la varianza de
2

T(Wr) condicionada a una muestra W de primera etapa. Tenemos ahora:

VW) =V(T) =E { (T — K(T) )’
W) 2(); 3( 2())/W

= 2. T =TW) . vy
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CALCULO DE ESPERANZAS Y VARIANZAS

En estas condiciones vamos a probar dos resultados importantes
para el célculo de esperanzas y varianzas de los estimadores en muestreo
bietapico:

1) E(T) 'E(le(T) )

1I) V(T) = V(E(T)) + E(V(T))
2 2
Esperanza de T
E(T) = 2‘; Z TWr) . vy, = ; Z T(Wr) . Tw Ywryw =

= vy 2 Ty, = Z BTy, = EEM)

Este resultado . nos dice que la esperanza matematica de un esta-
distico definido para cada muestra bietapica puede calcularse en dos
pasos, primero la esperanza condicionada a una muestra de unidades
primarias y después la esperanza de aquélla en el espacio de muestras
de primera etapa.

Varianzade T

V(T) = ZWZ {TWn —EM )t Ly, =

= 3 Y {amn-Tw) + AW -EM)}’ .7,

r

= 2 L{amn-Tw) + FW-BM)} . ¥

r Wr
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puesto que la suma de productos cruzados se anula, teniendo en cuen-
ta que se verifica:

Twr = Yw © Ywrw yque  E(TWr)) = T(W)

r

seguimos con el calculo de la varianza de T:

V) = 2 v, 2 @) -TW) v,

r

+ 2 AW -WD) Ty,

y por ser igual a 1 la suma de las probabilidades condicionadas v, w

V(T) = E(‘zf(T)) + V(l;(T))

Este resultado nos dice que la varianza de un estadistico definido
para cada muestra bietapica consta de dos sumandos: uno es la varian-
za de la esperanza condicionada a cada muestra de primera etapa y
el otro es la esperanza de la varianza condicionada.

V.2. FORMACION DE ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS
MUESTREO CON REPOSICION

Suponiendo que en primera etapa el muestreo es con reposicion
y Pi la probabilidad asignada a la unidad primaria Ul- en una extraccion,
siX; es un estimador insesgado del total X; cuando aparece U; en la

muestra, entonces:

N)
™
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es un estimador insesgado del total X. En efecto:

. n 5(1, ) "X
s =i3(2 5 ) {255 )

El submuestreo dentro de cada unidad primaria de la muestra
suponemos siempre que se realiza sin reposicion y probabilidades iguales,
por tanto el estimador insesgado de X; es:

R M. ™ M,
] 1 —
X-=———E X, = — x. = M Xx.
i m, o 0 m, i i*i

~

donde m; representa el nimero de unidades de segunda etapa seleccio-
nadas en la unidad primaria U; cuando ésta aparece en la muestra;

x; es el total muestral observado en las m; unidades y x; la media. El

estimador X puede entonces escribirse de la siguiente forma:

Si las probabilidades de seleccion de las unidades primarias son
proporcionales al tamafio, medido por el nimero de unidades secunda-
rias, tenemos P; = M,/M para todo i ; por tanto el estimador del
total admite la forma:

En el caso de muestreo de unidades primarias con probabilidades
iguales, tenemos P, = 1/N para todo i ; por tanto el estimador del
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total ahora es:

- N <& M.
n 1 mi

Estimadores de la media poblacional por unidad primaria, y por
unidad secundaria, pueden formarse a partir de los estimadores del

N & _
EIRZRE

total de la siguiente forma:

1 -
— X
M

>l >

1 .
N

o1k

V.3. FORMACION DE ESTIMADORES LINEALES INSESGADOS.

MUESTREO SIN REPOSICION
Si el muestreo de unidades primarias se realiza sin reposicion,

siendo m; la probabilidad de que la unidad U; aparezca en la muestra,
tendremos como estimador insesgado del total X.

N " X,‘
X = ,ZT

!

donde X; tiene el mismo significado que antes, es decir un estimador
insesgado del total de la unidad primaria i-ésima cuando ésta aparece

en la muestra, basado en las m ; observaciones de submuestreo.
Si el muestreo es con probabilidades iguales, tenemos 7; = n/N
para todo i, por tanto el estimador del total ahora es:
- N
X = — Z X;
Estimadores insesgados de la media por unidad primaria y de la
media por unidad secundaria, obviamente se obtiene dividiendo X por

N 6 por M.
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V.4. MUESTRAS AUTOPONDERADAS-

Una muestra bietdpica se dice que es autoponderada, o mas correc-
tamente que el procedimiento de muestreo origina muestras autoponde-
radas cuando se cumple:

E (€;) = constante para todo i, j

siendo €;; la variable aleatoria: niimero de veces que la unidad secundaria
u;; aparece en la muestra.

Si el muestreo es sin reposicion la condicion es equivalente a exigir
que todas las unidades (de segunda etapa) tengan la misma probabilidad
de aparecer en la muestra.

La importancia de las muestras autoponderadas reside en que los
estimadores insesgados del total poblacional admiten la forma

A

X =F.x

donde F es un factor constante, denominado factor de elevacién o de
extrapolacién, que multiplica al total muestral observado. Desde otro
punto de vista esto significa que todas las observaciones X;; efectuadas
en las unidades secundarias de la muestra contribuyen por igual a la
formacion del estimador, ya que se multiplican por un mismo factor F.
Otra ventaja reside en la sencillez del calculo practico puesto que si la
muestra no es autoponderada el estimador lineal insesgado del total
estd constituido por una suma de observaciones afectadas de diferentes
multiplicadores. ‘

Vamos entonces a efectuar el cilculo de la esperanza matematica
de€ jya estudiar en qué condiciones el procedimiento origina mues-
tras autoponderadas. Suponiendo como siempre, submuestreo con pro-
babilidades iguales y sin reposicion, realizado independientemente en
cada unidad primaria de la muestra, para muestreo con reposiciéon y
probabilidades cualesquiera en primera etapa tenemos que en una extrac-
cion la probabilidad de que una determinada unidad u;; aparezca es

Pr ( Bi]. =1) = P, .m;/M; por tanto en n extracciones la variable
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81-]- tiene distribucién binomial de pardmetros ( n ; Pi . m; / Mi ) sen
consecuencia:

nPimi

De este resultado se deduce que si en primera etapa se asignan pro-
babilidades P; proporcionales a los tamafios M;, la muestra es autopon-
derada si el tamafio de muestra de segunda etapa es 'igual para todas las
unidades - primarias seleccionadas; en efecto, en estas condiciones se
tiene:

n M. m n m
E(g;) = . = = constante para todo i,j
M. M

siendo m el namero fijo de unidades secundarias seleccionadas en cada
unidad primaria de la muestra.

También se deduce que si en primera etapa se asignan probabili-
dades de seleccién iguales, P; = 1/N, la muestra es autoponderada si
en segunda etapa se toma una fraccién de submuestreo igual para todas
las unidades; esto es, si f, = mi/ M; es constante para todo i . En
efecto, se tiene:
E(E,) = — o . C
€::) = : = - f, = Constante.
v N M, N 2

Si aplicamos estos resultados a los estimadores X del total poblacio-
nal, se obtiene para muestreo con probabilidades proporcionales al
tamafio:

5(:2 i——l\i_——"“xﬁ= " x =F.x
i=1 j=1 nm

m

donde m es el namero total de unidades secundarias en la muestra,
x es el total muestral y F es el factor de expansion que coincide con el
inverso de la fraccion global de muestreo. Para muestreo con probabili-
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dades iguales en primera etapa, tenemos:

= & N 1 1
Z . Xij = x
=t j=1 n f2 I L - f2
donde f; = n/N es lafraccion de muestreo en primera etapa. El factor

de elevacion es ahora el inverso del producto de las fracciones de mues-
treo en primera y segunda etapa.

Hasta aqui hemos supuesto muestreo con reposicion en primera
etapa, si suponemos muestreo sin reposicion los resultados son analogos,
teniendo en este caso @; = n M;/M para probabilidades proporcionales al
tamafio y w; = n/N para probabilidades iguales.

La relacion que existe entre muestras autoponderadas y estimadores
lineales insesgados de expansién simple, puede verse también de la si-
guiente forma. Siendo K ; los coeficientes que se aplican a las observa-
ciones muestrales X;;, la forma general de un estimador lineal del total
es:

n

= Z Zl K; X Z
i= j= =

en consecuencia la condicién para que sea insesgado es:

I M~ "

N M[ N M,‘

E(X) = . 2. Ky Xi].E(ei]-')=Z > Xy

de donde se deduce que debe ser:

1
K. = —————— ,paratodoi,j
ij E (aij) p

si ademas deseamos que X tome la forma:

= F z Z X; =F.x ( Expansion simple)
i=1 J=1
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debe ser kij constante para todo i, j, 6 lo que es lo mismo, E ( 81.]- )
constante para todo i, j. Resulta obvio que el factor de elevacién F es

justamente el inverso de E ( €; )-

V.5. VARIANZA DE LOS ESTIMADORES LINEALES EN
MUESTREO BIETAPICO

Aplicaremos los resultados obtenidos en V.1. para efectuar el
calculo de la varianza de los estimadores estudiados. También usaremos
como resultado conocido la varianza de estimadores en muestreo unieta-
pico. Como siempre, suponemos que el submuestreo se realiza sin reposi-
cién, con probabilidades iguales, e independientemente en las unidades
primarias de la muestra. ' '

V.5.1. MUESTREO CON REPOSICION o

. n X , L
Sabemos que X = Z ! es el estimador lineal insesgado del
1 n Pl' - i
total. Para obtener una expresion explicita de su varianza aplicamos la

formula general:

V(X) = V(gxi» + E(\zfdc))

teniendo en cuenta que

n X. n X.
~ 1 1
E(X) = E -_— =
2( ) 2 (Z nP; ) Z n P;
ya que se supone que 3(1- es insesgado de X; para todo i. El primer

sumando de la varianza es:

. (< % (& X 2|
woa(5 223 £

1 .
nPl
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de acuerdo con el resultado obtenido en III.8 para muestreo unietépico.

Calculemos ahora el segundo sumando. Comenzamos por la varian-
za condicionada en segunda etapa, teniendo en cuenta que el submues-
treo se realiza de forma independiente en cada unidad primaria de la

muestra:
A Z X, V(X))
V<X>=V<Z : )= 2. :
2

1 n Pi 1 n? ]:’l2

y siendo f,; = m /M, la fraccion de submuestreo en la unidad primaria
i-ésima cuando aparece en la muestra, sabemos que:

' 2 2
A-£) M S;

V(X)) = .
i

por tanto el segundo sumando de la varianza de X es:

= .nP
2 p2
! n" Ppm;

E(V(X)) = E

<n <1—f2i)M?S?> v (1—f,) M} S}
2

2
1 n? Pz‘ m.

de donde resulta:

N 2 Q2
1 > A-£H) M5

1 . .
n szz

2
N B PR ¢ 3
VX) = S — —X'p +
n 1 Pi

Una observacién interesante acerca de este resultado es que en
muestreo con reposicion, para cualquier sistema de probabilidades P;, la
varianza de X es inversamente proporcional al tamafio de la muestra de
primera etapa. La formula obtenida admite la forma:

VX =V, + V,

donde V, es la varianza que tendria el estimador si no hubiera submues-
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treo (que coincide con la obtenida en el capitulo III, punto III.8, para
muestreo unietépico) y V, es la contribucion a la varianza del estimador
del total producida por el submuestreo.

Esta formula general de V(f() para muestreo bietapico, con repo-
sicion y probabilidades cualesquiera en primera etapa, puede escribirse
de otras formas equivalentes teniendo en cuenta que sus dos sumandos
V, y V, admiten las siguientes expresiones:

2
! n Z I(Pi ) n Z P,
2 2 -2
1 Z (1 fz, M; S; 1 Z 1 1 \M;S;
S on 4 P, n\m M) P

CASOS PARTICULARES
A) Probabilidades proporcionales al tamafio

Si las probabilidades de seleccién en primera etapa son proporcio-
nales a los tamafios, tenemos P; = Ml-/M para todo i, entonces resulta:

NMX

V(X) ———gz L _x

LM a-7,) .
l S fzi !

que también puede escribirse:

NnOX2 X2

Y-

1

M
4 —
n

. M
V(X) =—
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B) Probabilidades iguales

Si el muestreo se realiza en primera etapa con probabilidades iguales,
tenemos P; = 1/N para todo i, resultando entonces:

VE) = —{2 NX; - X'+ — ) M; NS;
n 1 n 1 f2i
que también puede escribirse:
. N\ X2} N X 1-71.
VO =—3§2 X -+ — 2 ——E M 5
n 1 N n 1 le.

Si la muestra es autoponderada, en estas condiciones debe ser

f,;i = [,, constante para todo i; resultando:
A N (2 X2 NA-£,) &
V(X) = — Z ) Gl + = M, S?
n 1 ! N n f2 ! !

V.5.2. MUESTREO SIN REPOSICION

La férmula general de V(f() depende en este caso del sistema de
probabilidades de seleccion sin reposicion utilizado en la primera etapa,
que usualmente denotamos por w;. Utilizando como antes la férmu-
la general de la varianza de un estadistico en muestreo bietapico, obte-
nida en el punto V.1, escribimos:

V(X) = V(EX)) + EVX))
2 2
donde ahora es R
) " X, A M.
X=Z——l- ; conXi=_l'xl-
voom; : m;

el estimador lineal insesgado del total poblacional X.
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Puesto que

3 . X% = X
E<X>=E(Z —) = ) —
2 1 7Tl- '

el primer sumando de V(f() es la varianza del estimador del total en
muestreo unietapico, sin reposiciéon y probabilidades cualesquiera, obte-
nida en el punto III.9 del tercer capitulo, por tanto podemos escribir:

) LT, = Ty T T
VER) = 3 Xp o+ 5l %X
1 7TZ~ i#j 71'1. 1[].

Para calcular el segundo sumando de V(X) escribimos:

a

- = X, LX) 2 A—f)MS)
V(X)=V(Z—’—>= > =3, '

1 2
2 2 s . ! w. m.

i ] 1

y a continuacion

v (-5 M S o (L-f,) M S

Ev(R) = 3 : Lm=

2 1 T.: m. 1

w;m;

obteniendo finalmente:

LA S AW N (- ) v (1-f,) M; S;
V(X)—Z< m; )Xi * Z:: m; W X'.)%' +Z m m;

MUESTREO CON PROBABILIDADES IGUALES

Si las probabilidades de seleccion asignadas a las unidades primarias
son iguales, sabemos que:

-1
. paratodo i ; w; = _n_(_n____)_ para todo i #j

i T i~ N(N-1)

TN
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sustituyendo estos valores en los dos primeros sumandos de la férmula
obtenemos la varianza del estimador del total en muestreo unietapico:

N*(1-71,) 1 _,
-——n———si ; siendo S} = — Z (X; — X)

ahora, en el tercer sumando tenemos:

2 o2
N z" (l“fzi)Mi Si _ N ZN: (l_fzi) g?
m n m; n - fzi i~y
quedando finalmente la siguiente férmula:
N (1-7,) N (A1)
= e, N DTN
v TSt L T M
Si todos los conglomerados son del mismo tamafio, es M; = M:
. N - NE (-5
VE) = — 5.+ S —2=5
n n n i)

21
Si ademas la muestra es autoponderada, ‘fzz. = m/M es constante:

N (1-1,) o NM@-7,)

N
2
+ S.
c n f2 Z 1

V(&) =

1

V.6. METODO DE LOS CONGLOMERADOS ULTIMOS PARA LA
ESTIMACION. DE VARIANZAS

Si las unidades primarias se seleccionan con reposicion y probabili-
dades cualesquiera, un estimador insesgado de V(X) basado en los datos
muestrales se obtiene mediante el siguiente procedimiento. Se denomi-
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na conglomerado ultimo al conjunto de unidades secundarias (o de
k—ésima etapa en caso de muestreo polietapico) seleccionadas en una
unidad primaria de la muesira. Por tratarse de muestreo con reposicién
en primera etapa, el estimador del total:

donde X; es un estimador insesgado del total X; de la unidad primaria
i—ésima, basado en ‘el conglomerado iltimo observado en dicha unidad,
puede escribirse en la forma de una media:

I § -
= . ;  con N =
AR U @ P,
donde X X(i)- s eee s X(n) son estimadores insesgados deX,

)y -
independientes entre si, basados cada uno de ellos en el conglomerado

ultimo de cada una de las unidades primarias seleccionadas:

2 ) o) £ e

) 7

A 1o 1 .
V(X) = V<_ 2 X<i>> = — o (Xg)
n 1

n

por otro lado sabemos que la cuasivarianza de n observaciones inde-
pendientes es un estimador insesgado de la varianza poblacional, enton-
ces podemos afirmar que: -

1

2

Z (3((1') - 3()

n—1 1
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.2 -
es un estimador insesgado de 0 (X ;, ) ; por tanto:

A ]- n a A 2
V(X)) = —— X; — X
(X) n(n_l)Z((,) X)
es un estimador insesgado de V(X).

La aplicacion de este método a los distintos tipos de muestreo es
inmediata. Si las P; son proporcionales a M;, tenemos:

i
Il

0 m

si ademas la muestra es autoponderada (m; = m);

Xo =

Si las probabilidades P; son iguales tendremos:

en el caso general, y

- N
= —— x;,sila muestra es autoponderada.

O) f i
2

Este procedimiento se utiliza frecuentemente por su facilidad de

— 203 -



aplicacion practica ya que se reduce al célculo de la cuasivarianza de los
n valores ‘X(i).’ dividida por ». En el caso de muestras autoponderadas
pueden obtenerse formulas simplificadas para el calculo practico. Si el
muestreo se realiza sin reposicion el método no proporciona una estima-
cién insesgada, no obstante si la fraccion de muestreo en primera etapa
es pequefia puede aplicarse como una buena aproximacién. También
puede aplicarse a estimadores de razén, proporcionando una estimacién

consistente de la varianza.

V.7. PROCEDIMIENTO GENERAL:PARA EL CALCULO DE
VARIANZAS. Teorema I de Durbin.

En el punto V.5 de este capitulo hemos calculado la varianza de
un estimador insesgado del total, tratando por separado los casos de
muestreo con y sin reposicion de unidades primarias. Ahora vamos a
estudiar un método general valido para ambos casos de muestreo bieta-
pico.

La notacion m; que hemos reservado hasta hora para expresar la
E( €; ) en muestreo sin reposicion, serd utilizada aqui también para
muestreo con reposicién, sabiendo que en este caso E (€, ) =m; =nP,.
En resumen:

E(€;) = Pr(U; apareza en la muestra),en M.S.R.

m =
E(Sl) =n Pl , €n M.C.R.
X;
Introducimos también la notacion Y; = —— ,y analogamente
a Xl'
Y, = — ,resultando entonces:
.
i
N N
X = Z m Y, = Z X; es el total poblacional
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?'IN’

-3

z Y; esel estimador insesgado, donde Y;
1

puede interpretarse como la contribucion al estimador obtenida del
submuestreo de la unidad primaria i—ésima. En estas condiciones vamos
a probar que:

VX = VX)) + D m o

1

donde 5(1 = Z Y, , es el estimador insesgado del total X en mues-

PN a

treo umetaplco (que resulta de sustituir en X, Y; por su valor esperado)
y 0 es la varianza de Y en segunda etapa.

- Esta formula general, debida a Durbin, nos dice que la varianza
de un estimador de la forma:

n

2

1

en muestreo bietapico se compone de dos sumandos; el primero es la
varianza en una etapa del estimador que resulta sustituyendo Y; por
su valor esperado en i, y el segundo sumando es la suma ponderada,
por m;, de las varianzas en segunda etapa de Y;.

Sabemos que la varianza de una variable aleatoria es igual al momen-
to de orden dos menos el cuadrado de su valor esperado, por tanto po-
demos escribir:

V(X) = EX')—EX) =E ( Z Y, o+ 2y, i{].).—E(Xf

i#j

y para calcular estas esperanzas en muestreo bietapico, consideramos
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primero una muestra fija, w, de unidades primarias:

w w w w w

E(Yi Yj) = v}%(Yi-) E(Yj) =Y; Y]- , por ser independientes los sub-

muestreos efectuados en las distintas unidades de la muestra (Debe

observarse que en caso de muestreo con reposicion, si por ejemplo una
unidad primaria aparece dos veces deberan tomarse dos submuestras

independientes). Entonces podemos escribir:

VX) = ), (Yl? + V(ifi)> - Z Y, Y, - EX) =

1

n 2 n
A 2 -~
- ( 2 ) —E®) + 2, V(Y
si ahora tomamos esperanza sobre las muestras posibles de primera etapa:

n [

2
N
V(X) = E(Z Yi) - X2 + Z 1?1-01? ; ¥ por ser Z Y, =X,

1 1

se obtiene finalmente la formula propuesta:
N

VX) = V&) + 2w o

1

. Puede comprobarse como ejercicio que las férmulas para la varianza
de X obtenidas en V.5.1 y V.5.2, se deducen facilmente aplicando este
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teorema. A modo de ejemplo, calculemos la varianza del estimador de
un total de clase. Sea A; el total de clase en el conglomerado U, y sea
a; el total de clase muestral; entonces tenemos:

n M. a. n M. a.

por tanto, de acuerdo con el teorema I de Durbin, resulta:

V(A) = V(Z —ﬁ’—>+ Z m; 6% (A,)
1 7rl. 1

si como caso particular consideramos muestreo con reposicion y pro-
babilidades iguales, para el primer sumando se tiene:

no A n NA, N & A\
1 1
(32) o5 2)- 2% ()
1 m; 1 n n ! N
y para el segundo sumando:

N N, M2 AL A\ N2
Z”iO?(Ai)= Z_______’___’(l___’-> —

1 ! N M.

NN A

R

(M; — A;) . Lavarianza de A resulta:
n
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2
> N & A, (M; -A)
+ — e

1 .
n. ml

- N & A
VA) =— . (Ai— —

Si ahora particularizamos para conglomerados de iguél'tamaﬁo,

M; = M,y muestra autoponderada, f,; = cte., denotando por
A Ay
= = —— la proporcion de clase en U; resulta:
M; M '
. NM> o~ ., NM &
V@A) = 2 (=) + 2 (=)

n 1 nf2 1

habiendo prescindido en las dos etapas de los factores de finitud y de
conversion de varianza en cuasivarianza; asi pues en el segundo sumando

siempre afiadiriamos el factor (1 — f,) M/(M — 1), y en el primero
(1 — £,) N/(N — 1) si el muestreo fuera sin reposicion.

V.8. PROCEDIMIENTO GENERAL PARA LA ESTIMACION DE
VARIANZAS EN MUESTREO SIN REPOSICION. Teorema II de
Durbin.

Del teorema I de Durbin se deduce que la varianza del estimador
insesgado del total:

K- 37,
1

en muestreo sin reposicion y probabilidades de selecciéon cualesquiera,
viene dada por:

V(5()=V<i ifl.> + ) mao =

N

N N
_ 2. ~ 2
= Z Yi m (11— 7r1.) + Z Yi Yj (171.]. - ) + z LA

i#j 1
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teniendo en cuenta que los dos primeros sumandos representan la varian-
za en primera etapa, obtenida en el capitulo III, y que aqui utilizamos
las notaciones:

X'=1T' Y~ 5 Xl-=1ri Yl-

1 1 1

y que se verifica: ’

E(Y)=Y, 5 V() =g
2 2

n
siendo X, = z Y, el estimador unietépico.
1

El teorema II de Durbin afirma que un estimador insesgado de la
varianza de X se compone de dos sumandos, el primero es la férmula
del estimador insesgado de V(X ), sustituyendo en ella Y; por su estima-

N
dor insesgado Y, ; y el segundo es Z 11'12 o? , donde o’ representa
1

. . 2 . . .
el estimador insesgado de ¢ en el submuestreo de la unidad primaria
i-ésima.

Veamos su demostracion. El estimador insesgado de V(X )en mues-
treo unietapico viene dado por:

R i o . (1'(.. — T 17.)
2 U 1]
V(X) = Z Y (1-m) + Z‘&A Y, Y, —
i#j 1(1]

segin hemos visto en el capitulo III; sustituyendo ahora Y; por Y,
de acuerdo con el enunciado del teorema, se tiene:

- a . . . (my—mom)
2 ij — "
WX) = 2, Y @-m) + Z Y, Y,
1 i#j "ij
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calculemos pues su esperanza matematica en muestreo bietapico; el
primer sumando nos da:

(£57 an) = (3 a-n g ) -

1

-_—E<Z (1-m) (Y +aj)>= 2 (Y + o)y ma-m)

y el segundo:

- (z v1 (l’v_:";"f_’)zE(Z(”f_‘”_ﬁ? E(y)E(g—j)):
i g 2 Va2

#/ .. i#j .Y
”1] L

n
= Z (m; —m ) Y, 'Yj , teniendo en cuenta que el submuestreo se
i
efectua en las distintas unidades primarias de la muestra de forma pro-
babilisticamente independiente. Calculemos ahora:

. "2 _ ¢ “2. ) - 2 ) ~ 2 2.

E lZTri 0; = E(Z m; 2(0;))— E(Zﬂioi)-— Z. T 0;

por ultimo la suma de las tres esperanzas calculadas prueba el teorema:
E(G(Xl)) +E() m o) =

N N

N
_ 2 2 2ot =
= Z (Yz' + oi) m(l-m) + ZJI (1rl.]-—1ri1ri)Y1-Yj + Z T =

N N

_ 2 . 2
= Z Y m(1—m) +}; (nl.j—niq)Y,.Y]. + Z m 0

1
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V.9. TAMANO OPTIMO DE UNA MUESTRA BIETAPICA

Suponemos que se realiza muestreo con probabilidades iguales, sin
reposicion, en las dos etapas y que la muestra es autoponderada; admiti-
mos ademas que todos los conglomerados son de igual tamafio. En la
practica no siempre se cumplen exactamente todas estas condiciones, sin
embargo es una situacion bastante comin y por otra parte, simplifica
los desarrollos de las férmulas permitiendo llegar a un resultado suficien-
temente aproximado para conducir nuestra decision acerca de los tama-
fios 6ptimos. Admitimos como funcién de coste:

siendo ¢, el coste unitario de una unidad primaria y ¢, el coste de cada
unidad secundaria.

En estas condiciones la varianza del estimador insesgado del total

- N M
X = — Z Xx;
n m 1
obtenida en el punto V.5.2 es:
A 1 O N MmN
V(X =N2( - )s2 + — s?
&) - ) D NE

y teniendo en cuenta las notaciones introducidas en el capitulo III, se
puede escribir para el estimador insesgado de la media:

= N /1 1 (M—m)
V(X) = ( - -——) 0, + ———a,
N-1) Y» N M-1)nm

y con la simplificacion
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la formula queda:

- 1 o o o2
VX)) = —(o® - X + ¥ - b
*) n ( b M ) nm N

A

Para determinar el minimo de V()_() con un coste total, C, dado,
el Gltimo término de la varianza puede olvidarse puesto que es constante
independientemente de los valores de n y de m. Despejando de la fun-
cién de coste n en funcién de m , ¢, y c, y llevandolo a la varianza,
el problema consiste en determinar el minimo, en m , de la funcién:

(¢, te,m) ) g, o, (¢, t+ ¢, m)
Op — +

o= — —
C M Cm
cuya derivada respecto de m igualada a cero nos da:
2 2
Cl OW 2 GW
c A-— — =0 5 A= o h — —
2 m? M

y el valor optimo de n, que se obtiene llevando el optimo de m a la
funcion de coste, resulta:

Observamos que el valor 6ptimo del tamafio de submuestreo es tan-
to mayor cuanto mayor sea la raiz cuadrada de la relacién.c, /c, entre
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entre los costes unitarios y cuanto mayor sea la cantidad:

2

Tw

02b — va/ M

Si la variabilidad en la poblacién de unidades secundarias es igual a
la variabilidad dentro de los conglomerados; esto es, como si la forma-
cion de las unidades primarias fuese hecha “al azar”, el denominador
se anula (supuesto M = M — 1) y obtendriamos que m * se hace infinito;
en la practica esto implicaria tomar m = M, o lo que es lo mismo no
efectuar submuestreo. También se tomaria la misma decision si el citado
denominador es negativo. Este razonamiento resulta inmediato teniendo
en cuenta que siendo & el coeficiente de homogeneidad de conglome-
rados se cumple:

2 2 = 2 ) .,
0, — ow/ M = ¢° & ; con laaproximacion dada

y resulta para el 6ptimo: )

* OW

n" =
g §

y en resumen podemos afirmar que si es & < 0, la solucién 6ptima
consiste en efectuar muestreo unietdpico y cuanto mayor que cero sea
8, menor tamafio de submuestra conviene tomar en cada unidad prima-
ria. En el caso extremo de que sea § = 1, lo que implica que la varianza
“dentro” es cero y la varianza “entre” es igual a la varianza total o’ R
se obtiene m = 0 debido al uso de aproximaciones; en la practica se
tomaria m = 1 ya que en esta situacién, recordando lo estudiado en el
cap. III, las unidades secundarias dentro de un mismo conglomerado
son todas iguales y por tanto una sola, nos da toda la informacién.

- Se comprueba facilmente que:
ol 1-6

w —_

of — o,/ M 5
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utilizando como venimos haciendo la aproximacion M = M — 1.
Asi resulta que el tamafio 6ptimo de m, puede expresarse mediante la

c 1 — 6
—* 1
D -
, c, 5

a la que puede llegarse de la misma forma que hemos hecho aqui, utili-
zando como hacen Hansen, Hurwitz y Madow, para la varianza del esti-
mador la formula aproximada:

formula:

- 2

= g
V(X) =

(1-(m-1)38)

nm

Por otra parte, también se comprueba facilmente que se llega a
los mismos resultados si se plantea el problema de minimizar el coste
para un valor dado de la varianza.
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V.10. EJEMPLOS

Ejemplo V.1

El siguiente cuadro muestra, para una poblacién constituida por
cinco unidades primarias, los valores X correspondientes a cada una

de las unidades secundarias

Unidades Unidades secundarias
primarias Valores de X;; paraj =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U, 5 4 7 5 6 5
U, 8 6 8 9 6 7 10 8 6
U, g8 12 10 11 12 9 13 12
U, 12 9 11 10 10 8 12 10 13 12
U 14 12 10 11 12 13 13

Supongamos que se extrae una muestra aleatoria en dos etapas,
definida por los subindices de las unidades de la siguiente forma:

A) Calcule la estimacion del total poblacional, la media por unidad
primaria y la media por unidad secundaria, en los siguientes casos de

muestreo

1) En primera etapa probabilidades de seleccion iguales.
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2) Enprimera etapa probabilidades proporcionales alos tamafios M;.

B) En alguno de los casos anteriores ;Es autoponderada la muestra?

Solucién:

Al) X =424 ;X =848 ;X = 106

A2) X =420;X =858 ;X = 107

B) En ninguno de los dos casos es autoponderada.

Ejemplo V.2

Para la poblacion del ejemplo V.1 calcule el error de muestreo rela-
tivo del estimador insesgado del total, en muestreo con: probabilidades
proporcionales al tamafio y tamafios n = 3,m; = 4 para todo i.

Solucién:

La formula que debemos aplicar es:

2 2

R M l X X
VE) =— {2 —/— - —
n \l M. M

]

y haciendo los calculos necesarios se obtiene:

V(X) = 288787 + 14493 = 3032,80

el error de muestreo es 55,07 y el error de muestreo relativo, dado que
el total poblacional es 379, es 14,5 % .

— 216 —



Ejemplo V.3

En una poblacion de N = 10 conglomerados se efectia muestreo

en dos etapas, obteniéndose los siguientes datos:

Unidades primarias Tamaiio Valores observados
de la muestra
A, 50 8, 6,12, 14,10
A, 60 8, 10, 14, 14, 16
A, 80 8, 10, 10, 16, 12

Sabiendo que la suma de los tamafios es M = 600, se pide formar

un estimador insesgado del total X y calcular el valor particular corres-
pondiente a los datos del problema, en los siguientes casos:

A)
B)

C)

D)

A
o

D)

Muestreo con probabilidades iguales en las dos etapas.

Muestreo con probabilidades proporcionales al tamafio en primera
etapa.

Estimar el error de muestreo relativo, en ambos casos, por el méto-
do de los conglomerados tltimos.

¢En qué caso la muestra es autoponderada?

Solucion:

- N 3 N M 3

X=— 5 Mx;=7133. B) X=— 3 x;=6720
m 1 m. 1

El error de muestreo relativo estimado por el método de los conglo-
merados Gltimos es en el caso-A) 16,2 % y en el caso B) 15,2.% .

La muestra es autoponderada en el caso B.
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Ejemplo V.4

Una poblacién consta de N = 3 unidades primarias, conteniendo
M, =100, M, = 200, M, = 300 unidades secundarias. La proporcién
de unidades de una clase, dentro de cada unidad primaria, es

P, =040 ; P.2 =045 ; P, =035

Calcule el E.C.M. del estimador del total de clase en los siguientes

casos, siendo el tamafio de submuestreo m = 50 y n = 1 el tamafio
en primera etapa:

A) Probabilidades iguales en primera etapa. Estimador A=M Pjs
siendo p; la proporcion muestral.

B) Igual método de seleccion que en el caso A). Estimador A=N M; p;

C) Probabilidades proporcionales al tamafio en primera etapa. Estima-
dor A = M p;

Solucién:

Efectuemos algunos calculos previos. La proporcion y el total de
clase en la poblacién, son:

) 3
P= ) ;4’ = 0392 ;A= MFP =235
1
las varianzas dentro de unidades primarias:

P,Q, =024 ; 02475 ; 0,2275.

Caso (A)
. s 1 oM
E(A) = E(Mgl(pl-) =EMP)=M > P T~y Z. P, =240
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por tanto el estimador tiene un sesgo = 240 — 235 = 5. Para la va-
rianza:

V(A) = E(V(A)) + V(E(A))
12 12

el primer sumando es:

= 1188
y el segundo:
3 P12
M2 ( Z — - P = 2869. Por tanto resulta:
; N

V(A) = 4057 ; ECM(A) = 25 + 4057 = 4082.

Caso (B)
E(A) =E(N M, p,) = E(NE(M;p;) = E(NA,) = A.Es insesgado.
2

El primer sumando de la varianza:

E(V(A)) = E(N* V(M; p;)) = 1548. El segundo sumando:
2 2

V(E(A)) = V(N M; P;) = N? V(Ai) = 6950. Por tanto ECM(A) =8498.
2
Caso (C)

Operando de forma analoga se comprueba queses insesgado y su
varianza es V(A) = 1307 + 716 = 2023.
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Ejemplo V.5

Para la funcion de coste C = c,n toc,n m, se supone en un

momento dado, los siguientes datos: 0> = 1800 se, = 90 5e, = 10;
8 = 0,2 para C = 3000. Se pide calcular en cuanto aumenta, o disminu-

ye, la varianza de X, utilizando tamafios 6ptimos de muestra, si investi-
gaciones posteriores revelan que los verdaderos valores de § y 0 son:
0,1 y 2000 respectivamente.

Solucién:

Bajo la primera hipotesis se tiene:

m=06;n=20; V(_X—) = 30 vy con los verdaderos valoresde § y 02:

m=9;n =17 ; V(i) = 21,2, por tanto la varianza disminuye en un
29,3%

Ejemplo V.6

En una ciudad hay M viviendas que se consideran agrupadas por
secciones (unidades primarias) siendo N el numero de éstas. Para estimar
la proporcion de viviendas alguno de cuyos miembros dispone de auto-
maovil, se toma una muestra de la siguiente forma:

(A) n secciones con probabilidad proporcional al nimero de viviendas y
submuestra de un niimero fijo m de viviendas.
(B) Lo mismo que en (A) pero con tamafio de submuestreo m ; variable.

(C) n secciones con probabilidades iguales y un niimero fijo m de vivien-
das en segunda etapa.

(D) Lo mismo que en (C) pero con tamafio de submuestreo m ; variable.

Formar en cada caso el estimador insesgado P y la férmula para
estimar su varianza por el método de los conglomerados tltimos.

— 220 —



Solucidn:

n

Caso (A): P = Z a; ;siendo g; el total de clase muestral. -

(n—1)m?n

- 1 n
Caso (B): P = Z p; ;siendo p; la proporcion muestral. Para
n 1

la estimacion de la varianza queda:

Ve - nn—1) 32 -——<Zp)€

N &

Caso (C): P = Z M; a; . Para la estimaci6n de la varianza:
Mnm !
A A N2 n 1 n 2y
V(p) = - 2. Mg —-(ZM.a.
n(n —1)m* M* ! n Tt
- N " M; a;
Caso (D): P = Z . Para la estimacion de la va-

rianza, tenemos:
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Ejemplo V.7

Para una caracteristica cualitativa suponemos conocidos los datos
P=02 y o = 0,02, siendo M = 200 el tamafio de las unidades pri-
marias. Determine el coste total de una muestra con tamafios 6ptimos,
con ¢, =525 y c, = 100, para estimar la proporciéon P con un error
de muestreo del 10% .

Solucion:
De los datos se deduce & =0,1212 y m = 6, por tanto:

V()
P2

de

= 0,16(1 + 0,1212 .5)/6 . 0,04 . n = (0,10)’

se obtiene n =107, y por ultimo C = 120375.

Ejemplo V.8

Supongamos que en una muestra aleatoria de tamafio n se observa
una variable Y; . A continuacién se toma una submuestra de la primera
de tamafio n, < n , en la que se observa la variable X;. Determine la

1

esperanza y varianza del estimador D =) - x, de la diferencia de
medias, siendo y la media de la primera muestra y ¥, la media de la
submuestra. (Suponga muestreo sin reposicion y probabilidades iguales).

Solucién:

E<P23<13>>=E<g<7—f,>> = E&-g(i‘,>>=w—a=¥—?

V(i)) = V(E(i)) ) + E( V(IS) )- El primer sumando de la varianza nos da.
2 2

2 2
(L-0) S, + S -28,)

n

y el segundo:
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S - (1-1(S, +8,-25.) S
. Por tanto la varianza es V(D) = Y X Xyl X

nl n nl

Ejemplo V.9

En la situacién del ejemplo V.8, suponiendo una funcién de coste
C=c, n + ¢, n_,determine los tamafios 6ptimos de 7 =n, /ny
de n, para conseguir varianza minima con coste dado. Aplique la solu-
cién a los datos: f = 0,05 ;¢, = 50 ; ¢, = 100 suponiendo que la rela-

cion S; / S; toma el valor 2 y el coeficiente de correlacion vale 0,3.

Solucidn:

Llevandon = C / (¢, + ¢, m) obtenida de la funcién de coste,

a la varianza e igualando a cero su derivada respecto de 7, resulta:

c, 1
T = 5
[/ ¢, S S
Yy
(l—f)(l + —2 2% ——)
s? S

X X

y el valor 6ptimo den se obtiene sustituyendo en la funcién de coste
el valor 6ptimo encontrado para .

Para los datos dados resulta: 7 =0,33 ; n = ——

83

Ejemplo V.10

Consideremos muestreo sin reposicion y probabilidades iguales de
una poblacion de N unidades. Sea W una muestra de tamafio n, con
media x(W) y cuasivarianza s> (W); ahora supongamos que se extrae
aleatoriamente una submuestra de tamafio m = n/K, resultando x,
su media. Compruebe que X, = N X, es un estimador insesgado del

total poblacional X, con varianza (K — f) N* §? / n.
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Solucidn:

E()A(r) =E(E(X,) ) = E(E(Nx,) ) = E(Nx) = X. Por tanto es insesgado.
W w

V(X,)=V(E(X,)) + E(V(X,)). El primer sumando de la varianza es:
W W

- N? §?
VEX,))= V(Nx)=(1 -1) — ; v el segundo, teniendo en
W n

cuenta la fracciéon de submuestreo es m /n = 1/K, resulta:

2
. ~ _ ) 1 s (W)
E(V(X,))=E(V(Nx,))=E(N" (1 - ) . Por tanto:
A W K n/K
R 2 Q2 N? s?
V(X,) = QA-fr+K-1)=K-/) . Observemos
n
que en muestreo con reposicion, f = 0y $* = 4%, por tanto en este

caso la varianza de X seria exactamente K veces mayor que la de X,
resultado obvio por ser la submuestra de tamafio K veces menor.
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VI. METODOS ESPECIALES PARA LA ESTIMACION
DE VARIANZAS

El conocimiento de las varianzas es un elemento de especial interés,
tanto para el usuario de estadisticas obtenidas mediante muestreo proba-
bilistico, ya que le permite decidir acerca del grado de validez o confianza
de los datos en relacion con el uso que va a hacer de ellos, como al disefia-
dor ya que ademas de servir a los intereses de los usuarios, le permite
decidir entre varios procedimientos alternativos o mejorar un disefio ya
establecido.

En disefios polietapicos complejos, cuando se estiman muchas carac-
teristicas poblacionales, la aplicacion de las férmulas ordinarias de los
estimadores de la varianza puede ocasionar tediosos problemas de calculo.
Por ello se han desarrollado algunas técnicas que permiten aplicar formulas
mas sencillas, aunque se pierda algo de precision. Veamos en este capitulo
algunos métodos mas importantes.

VI.1. METODO DE LOS GRUPOS ALEATORIOS

Supongamos que la muestra consta de » unidades extraidas de una
poblacion de tamafio N. Si se subdivide aleatoriamente en K submuestras
que se denominan “Grupos” de igual tamafio, m , de modo que n = K m;
cada grupo ademas de ser una submuestra aleatoria de la muestra completa
es una muestra de la poblacion con las mismas propiedades probabilis-
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ticas, si bien de menor tamafio. En estas condiciones cada grupo propor-
ciona una estimacion utilizando la misma féormula que la disefiada para
la muestra completa. Si es W la muestra, podemos imaginar que la forma-
cién de los grupos se hace numerando de 1 a » los elementos de W y des-
pués de elegir una permutacién aleatoria de los nameros 1,2,. .., n asig-
namos al primer grupo los elementos correspondientes a los m primeros
enteros de la permutacion, al segundo los m siguientes y asi sucesivamente.

Si 6 es un estimador insesgado de 6 basado en la muestra comple-
ta W,y si 0 es el estimador basado en el r-ésimo grupo aleatorio, un esti-
mador msesgado de la varianza de 6, en muestreo con reposicién viene
dado por:

A K
v (0) = 2, (@

K(K—1) 7=

Para estudiar el fundamento de este método veamos primero el caso
mas simple: Muestreo con reposicion y probabilidades iguales de una
poblacién de tamafio N. Para el total sabemos que:

| =
Q

V(X) =

> >
I
=

N
N

entonces, siendo x, el total de r-ésimo grupo:

r

N N - 2 o’ -
X, =—m—x : V(X)) = N° — =KV (X)

d m

esta Gltima formula se deduce inmediatamente pues el r° grupo es una
muestra aleatoria de la poblacién de tamafio m = n/K ; una demostra-
cién formal puede verse en el ejemplo V.10. También se cumple:

E(i,) = 5( ; por tanto E(f(f) = E(E(f(r)) =
w W

por ser el re grupo una submuestra aleatoria de W.
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Descomponemos V (‘X,) de la siguiente forma:
V(X) = E(X, -X)" = E(X, - X +X - X)* =
= E(X, - X)" +E(X-X)'+2E(X, - X) (X -X)
y puesto que el tercer sumando se anula, podemos escribir:
EX, - X)’ = V(X,) - V(X) = (K—1) V(X) puesto que s cumple:

V(X,) = KV(X) y EX-X) = V(X)

Si ahora sumamosen r: =1,2,...,K la igualdad obtenida:

K R . K R R
Y E(X, —X) =E( > (Xr—X)2)=K(K—1)V(X)

r=1 r=1

por tanto
c -
PN 2.
2, & -x)
E\ = 4 ~
= V(X) ; dedonde resulta que
K(K-1)
X0
2. X, -X) )
= es un estimador insesgado de V (X).
K(K-1)

Veamos ahora el caso general. Si se cumplen las condiciones:

W) VE)=KV@) 5 ®)  E(6) =6
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operando como antes, tenemos V(é,) = E((;r — 5)2 + E(é —(9)2 =
KV(@) = E@,—0) +V(@) = E@ - 0) =EK-1)V(@)

por tanto sumando en 7 las esperanzas se obtiene,

K
Eg 2 6,- é)’%

K (K- 1)

= V (6)

La condiciéon (A) se cumple en muestreo con reposicion y la (B)
se cumplira si 6, es una copia de 6 aplicada a una submuestra aleatoria
de tamafio m. El método puede aplicarse a muestreo polietipico siempre
que formemos los K grupos aleatorios con m unidades primarias de las »
que constituyen la muestra completa. También se aplica al muestreo
estratificado formando K grupos aleatorios en cada estrato. En muestreo
de unidades primarias sin reposicién y probabilidades iguales, debemos
de multiplicar v(X) por el factor de finitud (1—f) para que el estimador
permanezca insesgado. Para estimadores de razén el método es vilido si
son insesgados; en caso contrario debe tomarse como una buena aproxi-
macion si el sesgo es pequeiio en relacion con la varianza.

CRUPOS ALEATORIOS DE DISTINTO TAMARNO

La condicién de subdividir la muestra completa en K grupos aleato-
rios de igual tamafio no es necesaria para la aplicacion del método. Si W se
subdivide en grupos de tamafiosm , m,, ..., m, ..., m, cuya suma
esn,sea A\, = m_/n ;en estas condiciones la condicién (A) se convierte
en V(0,) = (1/ )\.r) V(6) permaneciendo inalterada la condicién (B)

y el estimador insesgado de V (8) es:

y(0) =

tomando ahora 6 = X A, 0.
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Observemos por tltimo que el método de los grupos aleatorios se ha
descrito mediante una particion aleatoria de la muestra completa en K
grupos de igual, o distinto tamaiio; pues bien, en muestreo con reposiciéon
es equivalente a extraer K muestras de la poblacién de igual, o distinto
tamafio, formando la muestra completa como unién de aquéllas.

PRECISION DEL METODO

Estamos ahora interesados en estudiar la precision del estimador de
V(§) dado por el método de los grupos aleatorios. Para ello calculamos
la varianza relativa de v (6) usando dos resultados validos en muestreo de
poblaciones infinitas o muestreo con reposicion:

M. Siz,z

40+« s Zp - ., 2, son observaciones independientes e
igualmente distribuidas, la varianza relativa de:
> -7
Z.—
2 1 ! z N 1 n—3
s, = , viene dada por — ( B — )
n n n—1
Ha
siendo § el coeficiente —— de la variable z ;-
4
. o

(II) Parala media de las n observaciones el coeficiente § es:

1
BGE)=— (B +3G-1)

Cuando 0 es un estimador lineal también lo es cadauno delos 0, ,y

pueden escribirse en forma de una media:

1 & 1 - i
= — Z t. H = — Zt , portanto 6 =
1 m 1

9
n 1

D>

K
DA
1

1
K

donde t; es funcién de la observaciéon efectuada en la unidad i-ésima de
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la muestra; en el caso de un disefio simple para la media, t; seria la
observacion X; ; en caso del total seria N ¢; y en disefios polietdpicos

apareceria otro factor debido al submuestreo.

Por otra parte puesto que K es una constante, la varianza relativa

de ;(é) es la misma que la de:

1 . . .
-—IE— Z 6, — 49)2 . Aplicando entonces la formula (I) a las estima-
|
ciones él , éz y 3 e e ér e e e éx podemos escribir:
VR() =~ ( # (5,) ————) .y splicando (1)
y) = —— — , ¥V aplicando tenemos:
( K r K_q ) v
B (ér) = — (B + 3 (m — 1)), que sustituido en la anterior, nos
m
da para la varianza relativa de v
- 1 8 3m 3 K+~3 -3 3 K-3
VR(r) =— (—+ — — — — ) = +—— -
K m m m K-1 m K K-1

VR(») = P .

Se observa que la precision de la varianza estimada por el método de
los grupos aleatorios es tanto menor cuanto menor sea el numero de
grupos, puesto que al disminuir K aumenta el segundo sumando de la
formula obtenida. Obviamente la precision también depende del tamaiio
total de la muestra y del coeficiente de curtosis § de los valores poblacio-
nales 7;.
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VL2. METODO DE LOS CONGLOMERADOS ULTIMOS

En el capitulo V hemos visto para estimadores lineales en muestreo
bietapico este método, que ahora podemos expresar de. una forma gene-
ral teniendo en cuenta que puede considerarse como un caso particular
del método de los grupos aleatorios. En efecto, si hacemos K = n, lo
que equivale a tomar cada una de las n observaciones como un grupo
aleatorio de tamafio 1, resulta:

Y -6
n(n-—1) 1 !
. . |
estimador insesgado de V (0), siendo 6 = - Z 0; , y suponiendo
1

V(6;) =n V(6), equivalente a muestreo con reposicion.

La precision de este estimador de V(é) viene dada por:

. -3 2
VR(),=¢ = +

n n—1

donde pes el coeficiente de curtosis de ¢;. Como referencia notemos
que si = 3 (Normal), para un tamafio n = 40 la varianza relativa de
v es del 5%.

Observemos. ahora que a igual tamafio de la muestra completa, la
precision del método de los conglomerados ultimos es mayor que la del
método de los grupos. En el primer caso se tiene K =n, y en el segundo
K = n/m, por tanto la diferencia entre las varianzas relativas:

2 2 2 (n —K)

K1 n-1 (K-D@-1

>0

por ser n > K. Asi pues, se deduce que para estimar una varianza es
mejor disponer de n estimaciones individuales §; que de K estimacio-
nes 6, basadas en m unidades cada una, siendo por supuesto n = K m.
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VI.3 METODO DE SEMIMUESTRAS REITERADAS

Como hemos visto, la aplicacion del método de los grupos aleatorios
supone que disponemos de K muestras independientes de la poblacién,
que en conjunto constituyen una muestra completa, W, de tamafio n.
Supongamos ahora que dada una muestra aleatoria, W, de tamafio n,
que venimos denominando muestra completa, extraemos de ella una
submuestra aleatoria de tamafio n/2, supuesto n par; tenemos entonces
una “semimuestra”. Si reponiendo la semimuestra repetimos K veces
la seleccion, tendremos K semimuestras reiteradas de W. Observemos que
ahora la union de las K semimuestras no coincide con la muestra comple-
ta, no se trata pues de “grupos” en el sentido utilizado para los métodos
anteriores.

_ Si 0 esun estimador insesgado de 6, basado en la muestra completa,
y 0, es también un estimador de 6, basado en la r-ésima semimuestra
reiterada a la que se aplica el mismo estimador

. i 6o —§)
Kr=l(r_)

es un estimador insesgado de V(0), supuesto que se cumplen las condi-
ciones:

(A) V@, =2V() ; (B) E(,)
W

La condicién (A) es obvia en muestreo con reposiciéon puesto que
por ser cada reiteracién de tamafio n/2, la varianza de 6, serd el doble
que la de 0 si utilizamos el mismo estimador. La condlclon (B) también
es inmediata por ser cada reiteracion una muestra aleatoria de una W

fija.
Descomponiendo V(é,) de la siguiente forma:
V(b,) = E@6,—8 +6—6) = E@,—6) +E@—0)+

+ 2E ((6,—6) (6 —6).)
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el tercer sumando se anula ya que ‘]%J[(GA’) = 5implica E(ér — (5) = 0.
Teniendo en cuenta ahora la condicién (A) podemos escribir:
2V(9) =E(, —0)" + V (@), de donde resulta V() = E(§, — )’

y por dltimo:

1 . 1 o .
(—Z @ — >=—KE(6,——0) = V(@).
K K

r=1

Q)

PRECISION DEL METODO

Admitiendo que 6 es lineal, puede escribirse en forma de una media
de n observaciones: -

~ 1 & ~ 2 :
0 == Z t; , por tanto también 6, = — Z t
1

Por otra parte, para una muestra W fijada, 6, , 0, ,...,60,,..., 0
son estimaciones independientes e insesgadas de 0 ; aplicando la formula

(I) podemos escribir que la varianza relativa de:

A(AB) 1
v = —
K

VR W) =

K

Z viene dada por
1
1
K

K-3 -
(5 (9 ) — " )donde B (8,) es el coeficiente
1

Mz ~
—2 de 0,, fijada W. Aplicando la férmula (II) tenemos:
o

- 2 n
B(©,) = (BW +3(-? —1))
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siendo By, el coeficiente —2 de los valores t; de la muestra W fijada.

0.4

Sustituyendo £ (ér) resulta:

1 (2 By 3n 6 K-3
VR(»|W) = + - — - ,y simplificando:
K n n n K-1

I

A 1 2By, —3) 2K
VRGIW) = — ( Wn + K_l)

Debe observarse que esta formula nos da la varianza relativa del
estimador, condicionada a la muestra W disponible. Si esta muestra com-
pleta es una buena representacién de la poblacion By, serd préximo al
B;en caso contrario la variabilidad de @, , al considerar las distintas
posibles muestras W, nos hace aumentar la varianza del estimador de
V(8) dado por este métododo de semimuestras reiteradas.

Como indicacioén practica, notemos que si ), = 3 (Normal) con
K = 40 reiteraciones se obtiene: una varianza relativa del 5%.

FORMA DE INCREMENTAR LA PRECISION DEL METODO

Veamos ahora como pude incrementarse la precisién del método,
particularmente cuando la muestra es pequefia. Antes de entrar en esta
cuestion estudiemos otra forma de probar que el método de: semimues-
tras proporciona una estimacion insesgada de la varianza del estimador
6, con el fin de analizar con mas detalle esta técnica. Puesto que cada
reiteracion. puede contemplarse como una muestra de tamafio n/2
seleccionada en dos etapas, la varianza de 6 , €s:

Vb, = E(;/V(Or)) + V(kvzv(er))
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y dado que se cumple: V(ér) =2V (é) ; E (ér) =9 , tenemos:
_ w

2V @) = E(V 6,) ) + V(8),de donde resulta:
W

E(V\Jf @) ) = V (0)

En esta relacion observamos que la varianza de ] - cond1c1onada
a la muestra completa, es un estimador insesgado de V(B) Entonces,
si podemos encontrar un estimador insesgado de %’[(0 ), al tomar esperan

za matematlca sobre el espacio de muestras W, resulta que también
sera insesgado pra V(@) El estimador v cumple esta condicion ya que:

1 X . 2 . "2 R
E{ — 6, —0) >= E(6,—-6) = V(,),por tanto:
1 (% 60) 507 - v

E(v) = E(%(J)) = E(%(ér)) =V (0)

haciendo uso de la relacién obtenida anteriormente.

De acuerdo con estos resultados, cuando en la practica tenemos una
determinada muestra completa W. v estima a V (6,), por tanto debe-

mos intentar mejorar en lo posible esta estimacion. Es claro que si toma-
mos todas las n"/? semimuestras posibles, » nos darfa exactamente
V(6,), pero es evidente que incluso para valores moderados de n se
W .

trata de un nimero muy grande. Vamos a ver que si las reiteraciones se
seleccionan sin reposiciéon y de modo que no aparezcan dos complemen-
tarias podemos, para un K dado, mejorar la precision de v . En primer
lugar es obvio que si las K semimuestras se toman sin reposicion, se
sigue cumpliendo que:

A . 1 .
E() =V(@,) = - >. (8, — 6)
W W
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donde H = n"'? es el nimero de todas las posibles reiteraciones. Por
otro lado observemos que siendo d, = (6, — 0) la desviacion de una

1 H
. ., . . 2 Q.
reiteracion a su media, lo que .se trata de estimar es ——l_—l- E d,, . S1
1

damos el nombre de reiteraciones complementarias..a dos semimuestras

W,, W; cuya union es W, se cumple:

2 a2 1 R
PRI
h=1 '

en consecuencia, si dos semimuestras son complementarias nos dan la
. . - 2
misma informacién acerca de d”, puesto que:

De estos resultados se deduce que si del conjunto de todas las
posible reiteraciones, fijada W, eliminamos las que tienen unidades
repetidas y una de cada dos complementarias entre si, resulta que con

1 .
n . ,
C = ——( )semlmuestras obtendriamos exactamente V (6,),
n

2
ya que:

| 1 —
VO) ==y 2 4= 2 5,

denotando por § las diferencias (6, — ) correspondientes a las C semi-
muestras sin elementos repetidos y no complementarias.
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En resumen, cuando »n es un ndimero relativamente pequeiio,
tomando las K reiteraciones sin reposicion y de modo que no aparezcan
dos complementarias incrementamos la precision de » como estimador

de V(6,). En el siguiente cuadro se muestra para unos cuantos valores

1 n
n H=n"/? C= -—< )
2 \n/2
4 16 3
6 216 10
8 4096 35
10 100000 126

de n, el nimero H de posibles reiteraciones y el namero C aplicado ala
técnica que acabamos de describir. Se deduce que si se seleccionan K
semimuestras la varianza relativa de v, calculada antes para muestreo
aleatorio simple (con reposicion), se multiplicaria por el factor:

C-K

(1-—) = ==

< 1, paratodo K > 1

asi por ejemplo para n = 8, con K = 40 semimuestras VR(v) se multi-
plicaria por (70 — 40)/69 = 0,43; esto es, se reduce. a menos de la mitad.
Obviamente para K = C, la varianza de y , dada W, es cero y para K=1
no se distinguen los dos procedimientos.

VI1.4. APLICACION AL MUESTREO ESTRATIFICADO

Suponemos que el estadistico cuya varianza se desea estimar puede
escribirse como § = X éh' Al considerar muestreo estratificado, teo-
ricamente caben dos posibilidades de aplicar los métodos que estamos
estudiando; bien aplicando *“por separado’ a cada estrato para obtener
estimaciones de las V(6,), de modo que por ser:

V(é) = Z V(éh) , tendriamos 5(5) =Z ;(éh)
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o bien formando K estimaciones de 6, basadas en una muestra estrati-
ficada, cada una de ellas obtenida seleccionando un “grupo” o una se-
mimuestra en cada estrato.

_ Desde el punto de vista de la precision de las estimaciones de
V(0) es preferible la técnica por separado, pero el procedimiento combi-
nado da lugar a una gran simplificacién de los célculos ya que solo ne-
cesita una suma de cuadrados de estadisticos que tienen la misma formu-
la que la empleada en las estimaciones que proporciona la encuesta.

Por otra parte, como ya hemos visto, el método de los conglomera-
dos ultimos es preferible al de los grupos aleatorios, puesto que recoge
informacién acerca de la varianza, de todas y cada una de las n uni-
dades de la muestra. Otra observacion interesante es que para muestreo
estratificado la técnica combinada de conglomerados ultimos solamente
puede aplicarse en el caso, poco realista, de tener igual tamafio de mues-
tra en todos los estratos.

El método de semimuestras reiteradas también puede aplicarse al
muestreo estratificado con la técnica combinada o por separado; la
primera de ellas que tiene la ventaja de la sencillez de la formula de
calculo practico, impone al investigados la eleccion de las K semimuestras
de forma tal que pierda la minima informacion acerca de la varianza
contenida en la muestra completa W dada.

METODO DE LOS CONGLOMERADOS ULTIMOS

- 1 . R
Supuesto que 6, = —— Z 0,; esel estimador de 6, y 0; es
nh 1

la estimacién de 6, basada en la j-ésima unidad muestral del estrato %,

la formula de la técnica por separado es:

1 - )

v (6) = '
ny, (nh —-1) =

M-
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Para la técnica combinada, si tenemos m unidades muestrales en
cada estrato, tomando una de cada estrato podemos formar el estimador
global:

L m
b, = th h]-,yswndo ahora 0=—m-Z i

resulta: ;(é) = — Z (é].—e)
1
METODO DE SEMIMUESTRAS REITERADAS

La técnica por separado se aplica de la siguiente forma: Tomando
K; seminuestras en el estrato %, se forma el estimador 6, de 6,

basado en la r-ésima reiteracion, siendo 6, basado en la muestra comple-
ta del estrato; entonces el estimador insesgado de la varianzade § = Z 0,
viene dado por:

Este procedimiento, por separado, mejora su precision si en cada
estrato seleccionamos semimuestras sin reposicion y no complementa-
rias, siendo especialmente conveniente cuando no es muy grande el
nimero de unidades muestrales por estrato. Tiene la desventaja de que
se necesitan tantas sumas de cuadrados como estratos.

La técnica combinada se aplica de la siguiente forma: Selecciona-
mos una semimuestra en cada estrato, cuya unioén es una semimuestra

de la muestra completa, que nos da la estimacion de 6:
. L
0, = 0y

h=1

r
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si repetimos la seleccion K veces, r = 1,2, . .. K, el estimador insesgado
de la varianza de 6 viene dado por:

% G,

1
K r=1

VIL.5. DISENOS CON DOS UNIDADES MUESTRALES POR ESTRATO

En ocasiones se utilizan disefios que constan de un numero relati-
vamente grande de estratos ¢r 1da uno de los que se toman dos unida-
des muestrales. Estudiemos la forma de estimar la varianza de un esti-
mador lineal, utilizando la técnica de semimuestras reiteradas por “sepa-
rado” y la “combinada”.

TECNICA POR SEPARADO
Si denotamos por bhl y éh , las estimaciones de éh basadas en

cada una de las dos unidades dlspombles en el estrato 4, cuando el
estimador es lineal Oh = (1/2) (6}, *+ 6,,,), se cumple:

. 1\ - .2 )
V(Opi) = = §0n1=0) + (05 = 0p)

y siendo i = 1,2. aleatorio: (6;, — 6;) es insesgado para V(6,;) en
consecuencia el método de semimuestras aplicado por separado nos da:

M-

N ~ ~ 2
v(0) = (65,; —05)

h=1
como estimador insesgado de V(é), donde para cada L ,i toma aleatoria-

mente el valor 1 6 2. Pero observando que en todo estrato se cumple:

2

~ A 2 ~ ~ 2 l ~ ~ 2 l
Onr =0p) = Opa = 0) = = Oy =0p) = 7
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resulta la siguiente formula:

M-

2
d
=1 B

~n 1 < - ~ 2 1
(@) = — 0,, —0 = —
© = :.Z=1 Onr —0r2) =~
que coincide con el método de Keyfitz.

TECNICA COMBINADA

Si elegimos en todos y cada uno de los estratos una de las dos
unidades aleatoriamente, por ejemplo para L = 4, (1, 1, 2, 2) repre-
senta elegir la primera unidad en los dos primeros estratos y la segunda
en los otros dos, podemos dar una estimacion total de 9:

L
6. = . 6,
r P
si repetimos K veces la seleccion aleatoria de una semimuestra:

)
- A2
. 6,06

A a 1
O =X

es el estimador insesgado de V(é).

Un problema que presenta esta técnica consiste en seleccionar
dentro de las 2" posibles semimuestras estratificadas, un conjunto de
Kde ellas que nos de la maxima precision. Mc Carthy (1969) propone la
solucién que describimos en el siguiente parrafo.

SEMIMUESTRAS EQUILIBRADAS

Observemos la estimacion dada por una reiteracion 0, obtenida
seleccionando un i aleatorio igualal 6 2 en cada estrato:

A a2 LI - \2 L. A
©,-9) = <Z’1 Op; — Z 0h) =§ Z,l ©p; —0p) %2 =
L L

_1 i o 2 _I___Z ,
e i) = 3 L hi 1 dni- 9’

h=1 h=1 h#

— 241 —



segin esto cada reiteracion nos da la mejor estimacion de la varianza,
para una muestra completa dada, que es el primer sumando de la férmula
anterior, mas un término debido a sumas de productos cruzados entre
distintos estratos. Estos productos tendran signos positivos o negativos
que se anularin promediando sobre todas las 2" posibles reiteraciones.
Mc Carthy encuentra que es posible elegir un nimero K = L de semi-
muestras “equilibradas” de forma que promediando sobre ellas los tér-
minos debidos a los productos cruzados se anulan, para ello denotando
por + 1 la eleccion de la primera unidad de un estrato y por —1 la
eleccion de la segunda,. la matriz formada escribiendo en filas las semi-
muestras (L niimeros +1 6 —1) debe tener todas sus columnas orto-
gonales.

El sigiente problema reside en formar dicha matriz cuando L. es
grande; existe un método debido a Plackett y Burman para matrices -
de orden miltiplo de cuatro. De esta forma cuando L no es multiplo
de cuatro hay que tomar una, dos o tres reiteraciones mas que niimero
de estratos.

Veamos ahora la justificaciéon de esta técnica: En cada estrato una
de las diferencias d;; es positiva y otra negativa, ambas iguales en valor
absoluto, por tratarse de desviaciones respecto a su media comin;
entonces si: elegimos en un estrato # una unidad tenemos d; y si
elegimos la otra —d;,. Observemos que ocurre en el caso L = 3, K = 4
utilizando una matriz de semimuestras ortogonal:

3 2
Matriz de columnas ortogonales < Z dh)
L=1
) 2
+ + + @, +d, +d,)
‘ 2
+ - - (dl —d, = da)
2
— — + (—d, —d, + d;)
2
- + - (—dl + d, —da)

Al efectuar la suma de las cuatro reiteraciones queda Z d;z , anulan-
dose los productos cruzados.
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VI1.6. EJEMPLOS

Ejemplo VI. 1

Supongamos que cinco investigadores toman muestras independien-
tes de igual tamafio, constituidas por pequeiias parcelas de un campo de
cultivo y obtienen estimaciones del rendimiento del campo, 0; sean:
97 ; 96 ; 100 ; 98 ; 94. Si tomamos como estimador de 6 la media de
las cinco, calcule el error de muestreo relativo.

Solucién:

Admitiendo  que los cinco investigadores utilizan el mismo procedi-
miento de medida, podemos aplicar el método de los grupos aleatorios;
la muestra de cada uno puede considerarse como un grupo aleatorio,
formando con su unién una muestra completa.

- A2
6 6, - 0)

97
96
100
98
94

-~ - 20
v@)=—53 =1

O = O = D

485 20 error de muestreo = 1,03%

Ejemplo VI.2

Suponga en el ejemplo VI.1 que las muestras son de distintos tama-
fios, respectivamente: 3 ; 1; 10; 10; 1.

Solucion:

9 = 9844 ; v (é) = 0,5816 ; error de muestreo = 0,77%
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Ejemplo VI.3

De una poblacién N = 40, se ha seleccionado una muestra aleato-
ria de tamafio n = 8. En el siguiente cuadro aparecen los valores X;
observados, y con el signo * se indican cuatro semimuestras. Estime la
varianza de 0= (N/n) Z X; por el método de semimuestras reiteradas.

Semimuestras Valores de Xi
reiteradas 10 10 16 12 16 16 12 10
1 & L3 % %
2 *® *# &® *
3 * * & L]
4 * * & *
Solucion:

b =510 ; v(é) = 1700 ; error de muestreo = 8,1%

Ejemplo Vi4
Se dispone de una muestra de tamafio » = 80. Aplicando el
método de los grupos aleatorios ; En que porcentaje disminuye la varian-

za relativa utilizando K = 20, en vez de K = 57 Particularice para los
valores 8 = 2 ; 3 ; 4.

Solucion:

15 . 160

x 100
38(28 +74)
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Ejemplo VL5

En una muestra aleatoria de n = 3 unidades primarias se ha efec-

tuado un submuestreo de m; unidades secundarias, obteniéndose las

siguientes observaciones p;. Estime el error de muestreo de! estadistico

6 = }l: m; p;, por el método de los conglomerados tltimos.

m, =10 ;s m, =12 ; m, = 8 ;

=025 ; p, = 0,15

Solucion:

- ° -~ 1 -
Escribiendo § = — E nm;p; ,es 0, =nm;p;
1

PN

n 1

se obtiene ;(é) = 2,44 ; error de muestreo = 1,56

Ejemplo VI6

Para el método de los grupos aleatorios de distinto tamafio com-
pruebe que la formula simplificada es:

Ejemplo VI.7

En un disefio con L =3 y dos unidades muestrales por estrato,
se utiliza el estimador:

- . N Xn
6 = LZI Gh siendo Oh = Fh nh

En el siguiente cuadro se dan los totales muestrales de cada unidad
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Xp, Y X, asi como los factores de elevacion Fj.

Valoresde x,, y x,, enelestrato &

h =1 h =2 h =3
8 , 10 1., 13 12 , 16
F, = 100 F, = 50 F, = 20

(A) Determine la estimacion de 9.
(B) Estime la varianza de 6 por el método de semimuestras- separado”

C) Estime la varianza de 6 por el método combinado, siendo K = 4 ;
p
(1,2,1); (1,1,2) = (2,1,1) ; (2,2,1)

Solucién:
(A) 6 = 1780 ; (B) ;(é) = 14100, error de muestreo 6,7% ;

(C) v(()) 8100, error de muestreo 5,05%
Ejemplo VI.8

Utilice para la pregunta (C) el ejemplo VI.7 el conjunto de 4 semi-
muestras equilibradas (2,2,2) ; (2,1,1) ; (1,1,2) ; (1,2,1). Compruebe
que obtiene la misma estimacion que en el caso (B) del citado ejemplo.

Ejemplo VI.9

Tenemos una muestra de n = 4 unidades para el estimador
6 = Z 9 ;/n. Utilizando un conjunto completo de semlmuestras no
complementarias, estime la varianza de 6. Los valores B son: 4, 10,
18, 28. Compruebe que llega al mismo resultado que si utiliza el esti-
mador ordinario .

-

Soluciéon: » (6) = 81/3
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VII. ALGUNAS TECNICAS UTILES

Reunimos en este capitulo tres temas diferentes, en gran parte
basados en fundamentos estudiados anteriormente, que aportan solu-
ciones interesantes a algunos problemas que se presentan frecuentemente
en la practica.

VII.1. MUESTREO SISTEMATICO

Para una poblacién £ = ; A, Az', s Ay g recibe el nombre
de muestreo sistemadtico, el siguiente procedimiento de selecciéon de
una muestra de tamafio n. Se determina el nimero K = N/n, suponiendo
que N es multiplo de n, a continuacion se elige un entero j con proba-
bilidades iguales en el conjunto 1 <j <K, resultando la muestra formada
por las unidades:

A Ak Aok Ak ek

Segiin esto para una numeracion dada de las unidades de la pobla-
cion, el espacio muestral esta constituido por K posibles muestras que
podemos representar en el siguiente cuadro:
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MUESTRAS POSIBLES
W, W, - W ~ | wg
A, A, - | A ~ | Ag
Avk Aotk — | Ak — | Ak
Aok AgtaK = | A2k — | A3k
M+e)K | Ao+e-DK | T | M+e-Dr | T | Ak

Por ser las K muestras equiprobables y formadas por n unidades
cada una, la probabilidad de que una unidad aparezca en la muestra
es igual para todas: m; = Pr(A;) =n/N.

Si N no es exactamente miltiplo de n , caben dos posibilidades
para determinar el periodo K: ‘

(1) K = Parte enterade N/n
(2) K = (Parte enterade N/n) + 1

En el primer caso se formarian H = N — K» muestras de tamafio n +1,y
K — H muestras de tamafio n. En el segundo H = H — K(n — 1) de tama-
fio n y K — H de tamafio » — 1. Cuando » no es pequefio, pongamos
mayor o igual que 50, no cabe esperar que la variacién en una unidad del
tamafio muestral produzca una perturbacion sustancial en la distribucién
de los estimadores. No obstante debe observarse que si las altimas son
“unidades grandes” las muestras que tienen una unidad mas, presentarian
respecto de las restantes una cierta asimetria hacia la derecha.
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Como ventajas de la seleccion sistematica citamos:

1. Suele ser facil y rapida la seleccién de la muestra, tanto en el
trabajo de oficina, utilizando ficheros u otros elementos similares donde
las unidades puedan numerarse correlativamente, como en el trabajo de
campo.

2. Si las unidades de la poblacién estain numeradas “al azar” el
muestreo sistematico producira muestras muy representativas, ya que
ninguna sucesion grande quedara sin estar representada en la muestra.

3. Si las unidades de la poblacién estin numeradas de modo que
dos de ellas son mas parecidas cuanto mas cerca estan en la sucesion,
el muestreo sistematico produce un efecto “‘similar” a la estratificacion.
Los falsos estratos serian los grupos de K unidades consecutivas, y la
muestra contiene una unidad de cada uno. Es obvio que no se trata de
una muestra estratificada pues ésta requiere selecciones independientes
en cada estrato.

Una situaciéon inconveniente se produce si la numeracion de las
unidades es tal que la sucesion de valores X; presenta una tendencia
periodica. En este caso las unidades de la muestra darian todas el mismo,
o parecido valor, y en consecuencia pierden representatividad dotando a
la distribucién de los estimadores de una varianza grande. -

VII.1.1. ANALISIS DEL MUESTREO SISTEMATICO. ESTIMA-
CION DE LA MEDIA

Si observamos el cuadro de muestras posibles, resulta claro que la
técnica del muestreo sistematico es equivalente a considerar una pobla-
cion de K grupos: '

Q={w,Ww

1° g 3y

W, W]

cada uno formado por n unidades de #, de los cuales se selecciona uno
con probabilidades iguales. El analisis puede hacerse tomando como refe-
rencia la teoria desarrollada en el capitulo III para conglomerados de

— 249 —



igual tamafio. Asi pues, siendo:

1 & =
o° = ? Z (X; — X)2 Varianza poblacional
1
2 1 - T (2
0]_ = 7 Z (X]. = Xj) ‘Varianza interna de W]-
1 K
o0 = — Z o Varianza “dentro”
w ]
K 1
N —
o, = ” 1 (j"' ) arianza “‘entre
se cumple: o> = o, + o;

Anéilogamente definimos el coeficiente de homogeneidad intramuestra
como:

02 - otv/ (n—1)

02

La media de la muestra es un estimador insesgado de la media
poblacional, ya que:

el
1l
>l

_ ko |
E(X) = ) XPr(W)= — >,
1 1

K
— 1 - =
cuya varianza, obviamente, es: V(Xj) = —I? Z X X
1
2
y teniendo en cuenta que se cumple: OZ = (1+(@-1)6)
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2
— 0

podemos escribir: V(X;)= — (1+(-1)8) =
n

_ N-1 ¢
= TN 1+(n-1)8)

Para discutir la ganancia o pérdida de precision del muestreo siste-
matico respecto del muestreo simple, comencemos por ver cuando coin-
ciden las varianzas; de la ecuacion:

N-n § N-1 § Lt 108
N T Ty S, Ate-1)3%)

1

se deduce inmediatamente que debe ser 6 = — N1

En resumen, si el coeficiente de correlacion intramuestra es menor
que —1/(N — 1), practicamente negativo para N grande, el muestreo sis-
tematico proporciona mayor precision que el muestreo simple: recipro-
camente si 6 es cero o positivo proporciona menos precision. Este re-
sultado confirma las ideas intuitivas expresadas al principio de que para
muestreo sistematico conviene que las unidades estén numeradas u orde-
nadas de forma que las muestras resulten hetorogéneas dentro, con lo
cual son mas representativas, y en consecuencia homogéneas entre, con
lo cual las estimaciones tienen menos varianza.

El anélisis puede hacerse en funcién de las cuasivarianzas en vez de
utilizar el coeficiente é . Utilizando la notacion:

on
2 2
Sw= —_— 0

n—1 Y

la igual precision de ambos tipos de muestreo, nos lleva a la condicién:
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N—-1 N-n 5 n—-1 ,
de donde resulta — S = S, , simplificando:

se obtiene s* = ¢?

Esto significa que la variacion total (S? ) es igual a la variacion dentro de
muestras (S2) . Si S2 es mayor que S? es mas preciso el muestreo siste-

mético y menos preciso en caso contrario.
ESTIMACION DE LA VARIANZA

Observemos que con una muestra sistematica no es posible estimar
la varianza. Ello es debido a que equivale a una muestra de tamafio uno
entre un conjunto de K posibles; obviamente una sola observacién no
permite hacer inferencias acerca de la variabilidad.

Veamos que ocurre si tomamos como estimador de la varianza de
la media muestral el estimador usual de muestreo simple:

N—n s> N —n N—n
E L) = E(s?) = s?
Nn ]

N n N n w

El valor esperado de la varianza de X; estimada de la muestra, no coin-
cide con la verdadera varianza, que como sabemos es 0127 . Se observa
también que el estimador seria insesgado bajo la hipotesis de que:

N—n N-1 n—1 )
Nn Sw= % N a Sw

o lo que es lo mismo: S* = va . Esta hipétesis, en rigor, solamente puede

admitirse si, antes de seleccionar la muestra sistematica, se ha efectuado
una aleatorizacion del orden de las unidades; en este caso el valor espera-
do, sobre las N ! ordenaciones posibles de la poblacién, de S? coincide
X 2

con el de Sw .
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— Si se desea estimar, al mismo tiempo, la media dela poblacién
X y la varianza del estimador (media muestral) debemos modificar el
disefio de la siguiente forma. Se seleccionan #_muestras sistematicas de
tamaifio m, tal que #.m = n ; entonces si es X la media de la j-ésima,
la media de la muestra completa es:

1 - - 1 & 1 _
IR R R A

=1 j=1

>l >

y podemos aplicar el método de los grupos aleatorios estudiado en el
capitulo VI, que nos da como estimador insesgado de V(x ):

V(¥) = ZX

h(h - 1) =

VIL.2. MUESTREO EN DOS OCASIONES

Cuando estamos interesados en estudiar la evolucién de una deter-
minada caracteristica de la poblacion a lo largo del tiempo, como p.e.
la produccién industrial, los salarios, la poblacion activa, se toman pe-
riodicamente muestras del mismo colectivo. En esta situacion es habitual
que un objetivo sea el de estimar el cambio habido en la variable estudia-
da desde la ocasion anterior. Como veremos, un buen método consiste
en disefiar una muestra que permanece fija de una ocasién a otra pero
tiene el inconveniente de que las personas o entidades encuestadas son
reacias a permanecer por un tiempo indefinido en dicha muestra. Para
tratar de resolver este problema se utiliza un procedimiento que con-
siste en sustituir, en cada periodo de encuesta, una parte de la muestra.
Conviene observar de pasada que esto no siempre puede practicarse,
ya que cuando se trata de unidades muy grandes (grandes almacenes,
siderargicas, astilleros, etc.) a veces una o unas pocas contribuyen al
total estimado en una cantidad superior a todas las demas juntas; en
este caso prescindiriamos del muestreo incluyéndolas en un estrato de

probabilidad 1.

Otro problema que puede plantearse es el de la estimacion 6ptima
de la segunda ocasion, utilizando las informaciones disponibles, tanto
de la ocasién presente como de la anterior.
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En cualquier caso el valor X; que toma la variable en la unidad A;
puede cambiar de una ocasion a la siguiente, por tanto denotaremos por
Y; el valor correspondiente a la ocasién ¢ +1 en la misma unidad. El
coeficiente de correlacion lineal entre los valores de la variable en una y
otra ocasion, que juega un papel importante en esta teoria, es:

cov(X;, Y;) Oxy
p = =
o 0, 0 Oy

Las unidades de la muestra en la ocasion ¢ +1 pueden ser:

(A) Las mismas que en la ocasién anterior.
(B) Algunas son nuevas y otras permanecen.
(C) Seleccionadas independientemente de nuevo.

En el caso general denotamos por 7, el tamafio de la muestra en
primera ocasion, n, en la segunda y por n' el tamafio de muestra comin
a las dos ocasiones; también escribiremos n' = wn ,»siendo 0 <7<1
la proporcion de unidades comunes.

VII.2.1. ESTIMACION DEL CAMBIO

Consideremos en primer lugar el problema de estimacion del cambio
entre las dos ocasiones, definido por la diferencia de medias D =Y — X;
para ello comenzamos por estudiar el estimador mas simple:

d =y —x
que obviamente es insesgado. Para el calculo de su varianza procedemos
de la siguiente forma:
: 2

V@) =VG-x)=E{G-YV)-G-X)} =

E(y - Y) +E(x-X)* —2E{ (- T)(x - X)}=

2
o 4] 2n o
Yy X x
n, n, n, n,



ya que existe covarianza solamente para las unidades comunes. Esta
formula también puede escribirse:

2 2 '
o o 270 o o 2npo,. 0
c— X X X . X
nl n2 }12 nl nz n2

GANANCIA EN PRECISION CON EN SOLAPAMIENTO

Aplicando este resultado a las tres situaciones descritas al principio,
resulta:

2po,. o

Solapamiento completo: m =1 ; | Vv (A) = \Y% ©) ~ nx Y
- 2
2mpo, o,
Solapamiento parcial: 0 <7 <1; V(B) = V(C) - - 7
n
2
: . oz o
Muestras independientes: \' ©) = + =
nl n 2

de donde se deduce que si el coeficiente de correlacion, p, entre los
valores de una y otra ocasion es positivo:

Y@ < Ve < Vo
y por tanto para estimar el cambio la precision es tanto mayor cuanto

mayor sea la proporciéon de unidades que permanece fija en la muestra,
y obviamente cuanto mayor sea la correlacion.

ESTIMADOR LINEAL DE MINIMA VARIANZA

En el siguiente esquema grafico aparecen las cuatro posibles estima-
ciones de la media, en una y otra ocasion, en la parte comiin y no comiin

— 255 —



de las muestras.

—)‘) ’ —n Segunda

ocasion

Primera —n .. -
., X e
ocasion

Estamos ahora interesados en determinar el estimador lineal in-
sesgado de minima varianza para el cambio D = Y — X , que puede
formarse utilizando como informaciéon las cuatro medias muestrales
(x'; x";7y"; »"). Para ello vamos a simplificar un poco la situacién
admitiendo que el tamafio de la muestra y la varianza poblacional no
varian de una ocasion a otra; asi pues: n, =n, =n ;02 = o} = o>,
La primera hipétesis no supone gran pérdida de generalidad ya que en
la practica es usual tomar muestras de igual tamafio en ocasiones sucesi-
vas; en cuanto a la segunda, la varianza poblacional es bastante estable si no
se producen cambios estructurales en la poblacién entre las dos ocasiones.

Puesto que (' =x") y (»" = x'") son dos estimaciones insesgadas
e independientes, del cambio Y — X, parece que una solucién razonable
consiste en formar una combinacion lineal:

‘3= o« (;1_;/) + ﬁ(;u _.‘;Cn)u

donde exigimos « + f = 1 para que d sea insesgado. El problema se
reduce a determinar el valor 6ptimo de «, para el cual d tiene minima
varianza.

Para simplificar las notaciones escribimos d' = »' —x'; d" =
y" — x", de esta forma esd = «d' + (1 — «<)d" . Ahora teniendo
en cuenta las hipotesis y las formulas de la varianza de diferencia de
medias obtenidas anteriormente, tenemos:
Y 2 02 e R 2 02
V@) =—— (d1-p) ; V(@)=
Th (1—7)n
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Por otra parte el minimo de V@) = «* V@') + (1 — )’ V.(@") =
o«? (V(@') + V(d"))—2xV(d")se obtiene inmediatamente derivan-

do respecto de « e igualando a cero, asf resulta:

V(")

v@@'y + v@@"
de donde, sustituyendo las varianzas se obtiene el 6ptimo de < :

u _(1-m) (1-p)

oc*‘ = : 1 —«*

1-p(l—7) 1-p(1—m)

por ultimo, sustituyendo estos valores en V(d) obtenemos la minima
varianza:

2 o* (1-p)
n l—-p(1-—m)

V@)* =

En esta formula observamos que la varianza es tanto menor, cuanto
mayor sea el porcentaje de solapamiento y el coeficiente de correlacion
entre las dos ocasiones; esto mismo ocurria con el simple estimador de la
diferencia de medias cuya varianza, teniendo en cuenta las hipotesis
de igual tamaifio de muestra y varianza poblacional, es:

02

V(d) = (1—7 p)

- . . - *
Si calculamos la diferencia entre V(d) y V(d)”, se comprueba
que efectivamente el estimador de minima varianza produce una ga-
nancia en precision:

(1l —7)p°
1—p(1—m)

_ _ 2 ¢° <
V@) - V@t = =
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También se comprueba inmediatamente que para m = 1, solapa-
miento completo, coinciden los dos estimadores y por tanto sus varian-
zas; para m = 0, muestras independientes, también coinciden y la va-
rianza seria 2 0% /n .

VIL2.2. ESTIMACION DE LA SEGUNDA OCASION

El estudio anterior se dedicé al anélisis de diferentes alternativas
para estimar el cambio Y — X entre dos ocasiones; ahora estamos in-
teresados en estimar la media de la segunda ocasién. Bajo los mismos
supuestos, un estimador insesgado es la simple media ;, cuya varianza
sera:

() g
— y
V(y) - n - n

Veamos como puede obtenerse el estimador lineal insesgado de
. . e . ., . -
minima vananza utilizando como informacién las cuatro medias x'';

x’;y';y". La forma general sera:
Y =ax" + bpx + cy' + ay”

donde la condicién E(?) = Y nos da las relaciones entre los coeficien-
tes de la combinacioén lineal:

[NR
Il
i

at+b =0 ; c +

asi pues el estimador insesgado tiene la forma:

a

Y =a(x"=%) vyt F (L=c)y"

cuya varianza, teniendo en cuenta que todas las variables son indepen-
dientes excepto x', y', se obtiene inmediatamente:

V(:Y_) =2’ VE") +a> V({x')+c*> V(') =2ac Cov.(x'.y') +(1-c)* V('")=
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simplificando:

V(%) o’ z;'zj"'f'c'2 2c 2ac p N 1
n T(l —m) - T l1-m

Para buscar el minimo de esta varianza podemos prescindir del factor
comin constante ¢°/n y el término 1/(1 — m) que no depende de a,c.
Asi pues el sistema de derivadas respecto de a y de c igualadas a cero
nos da:

\
2a 2pc
- =0
T (1l —m) T
S
2¢ 2 2pa B
7 (l—m) l1—m T

de cuya resolucion se obtienen los valores de los coeficientes que nos
dan la combinaci6n lineal de minima varianza:

. pmw(l—m) - ™

a = ;¢ =

1-p7(Q-m> 1-p> A-n)

A

Sustituyendo estos valores 6ptimos de 2 y ¢ en V(Y), resulta la varianza
minima:

= ¢ 1-p° 1 —-'1r)
V(Y) = " 1—pr(1_ay

Enunciamos sin entrar en la demostracion, que es analoga, que si se
. . s - . . 11} 1 7 11
determina el estimador de minima varianza lineal en (x* , x', y, »)
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para la media X de la primera ocasion, la diferencia entre ambos esti-
madores de minima varianza (? - i), coincide con el estimador del
cambio de minima varianza estudiado en VIL.2.1. Si se desea la esti-
macion de la media de las dos ocasiones (1/2) (i + ?), el mismo proce-
dimiento nos conduce a que la semisuma de los.estimadores de minima

varianza de una y otra ocasién, es también insesgado de minima varianza.

VII.3. MUESTREO EN DOS FASES

Sabemos que en muchos casos es conveniente el uso de informacién
previa que nos permite mejorar la exactitud de las estimaciones que ob-
tendriamos con la media o total de expansion simple. Hemos visto como
p.e. la estratificacion produce muestras mas representativas, a las que-
pueden aplicarse estimadores mas precisos; lo mismo ocurre, bajo ciertas
condiciones, con los estimadores de razoén, de regresion lineal y con el
uso de probabilidades desiguales de seleccion. En estos y otros casos
similares la teoria ordinaria estudiada hasta aqui, supone que es cono-
cida la informacion previa necesaria para la formacion de los citados
estimadores. En la practica puede que esto no sea cierto; nos planteamos
entonces la posibilidad de seleccionar una muestra, relativamente grande,
en la que a bajo coste pueden observarse una o varias caracteristicas gene-
rales de las unidades que nos proporcionan la informacion que necesita-
mos. En una segunda fase seleccionamos una submuestra de la primera,
en la que observamos la caracteristica objeto de estimacién. Esta técni-
ca se conoce con el nombre de muestreo en dos fases, o muestro doble.

VIL.3.1. CONSIDERACION DEL COSTE

Es claro que la conveniencia de esta técnica de muestreo depende
de los costes; si la observacion de la caracteristica que nos interesa no
tiene coste, o es muy bajo, sencillamente tomariamos una muestra del
tamafio necesario para la precision deseada y con ella hariamos las
estimaciones. Supongamos entonces que disponemos de una presupuesto
total C; que el coste por unidad de la primera muestra de tamafio n’, es ¢’
y que el coste por unidad de la segunda muestra, de tamafio n <n', es c.
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Frecuentemente ¢’ es mucho més pequefio que c, bien sea porque
la primera muestra se utiliza para obtener unos pocos datos generales
de las unidades (en campo o en oficina, si se dispone de un fichero o
registro) o bien porque la observacion de la caracteristica objetivo impli-
ca un proceso de observacion mas costoso. En estas condiciones si toma-
mos una sola muestra, tendremos:

C-—cno

y si hacemos muestreo en dos fases:
C=c¢n + cn

igualando los dos costes totales, se obtiene:

’

L
n.=n+ — n

0 c

!

lo que nos dice que con la técnica de dos fases la observacion efectiva
se hace en una muestra de tamafio n, menor que n, el cual corresponde
a muestreo aleatorio simple en una sola fase con el mismo coste total.
La cuestion que se plantea ahora es decidir si compensa la disminucion
del tamafio efectivo de la muestra, con el incremento de informacién
adquirido en la primera fase; para ello debe calcularse la varianza corres-
pondiente 'a muestreo doble y compararla con la del muestreo en una
sola fase (062 / n o €n caso de estimacion de la media). Es obvio que cuan-
to menor sea la relacion ¢’ / ¢ mas favorece al muestreo doble, pero no
es el inico parametro a tener en cuenta. En muestreo con reposicion
veremos que la varianza de los estimadores toma la forma:

valida para muestreo sin reposiciéon cuando las fracciones de muestreo
son pequeiias, esta varianza puede minimizarse para un coste total dado,
buscando los 6ptimos tamafios n’ y n por el método de los multiplica-
dores de Lagrange.
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VIL.3.2. MUESTREO DOBLE PARA ESTRAFICACION

La primera muestra de tamafio n' se utiliza para estratificar sus
unidades, atendiendo a una o varias caracteristicas que observamos,
asi como para estimar la proporcion de unidades de la poblacién per-
tenecientes al h°® estrato. Sea n'l ey My nL el nimero de

unidades muestrales de cada estrato y W, = n'y / n' la proporcion.
La segunda fase consiste en tomar una submuestra aleatoria de tamaiio

ny, < n'h en cada estrato independientemente.

El estimador usual de la media en muestreo estratificado es:

X = W, x : W, = —
Zh:hxh h N

en muestreo doble los W), se estiman por los W, obtenidos de la primera
muestra, y con la segunda estimamos las medias, tomando ;h = xp/ny;
de esta forma resulta el estimador:

e - _ N nh
X=thxh ;W =

Utilizaremos la notacion E’(T) para expresar la esperanza mate-
W

matica de un estadistico T, condicionada al conjunto de muestras de
primera fase en las cuales n', ,..., nj, ..., n’ son fijos, o lo que es
lo mismo, para un n' dado, W, ,...,W,,..., W son fijos. Aniloga-
mente V’(T) expresara la varianza condicionada.

-~

Fl estimador X es insesgado:
EX)=E {E( ) Wh§h> =E(Y, W,E@,) |=
W'\ & h W’
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puesto que para el conjunto de muestras de primera fase en las que n',
es fijo, se cumple E (x,) = X, ; por otra parte en el conjunto de mues-
)

tras variando n), se cumple E (\i’ n) = W, siendo n' prefijado.

Para calcular la varianza del estimador utilizamos la descompo-
sicion:

V(X) = V<E(i)) + E(V(i))
W' . WI

Veamos el primer sumando:

CORICEESE

) X, V(W) + 3, X, X Cov.(W,, W)

h #j

la varianza de W), y la Cov. (W, W;) en muestreo sin reposicion, hacien-
do uso de la distribucién hipergeométrica para L clases, vienen dadas
por:

. N-n' W, 1-Wy) -~ N-n' W, W,
V(Wh) = ; Cov.(Wh,W]-) =—
N-1 n' N-1 n'
sustituyendo, resulta:
- W, A-W)) — - W, W. )
h h h "
V(E(X))=¢' ), G X, X, —
(1) {7 % 25 s

donde g’ es el factor de finitud g' = (N—n')/ (N—1). La anterior
expresion puede simplificarse teniendo en cuenta:
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de donde resulta:

el g' — — 2
V(E(X)) =— 2 W, X, - X
W' n h

Calculemos ahora el segundo sumando:

2

5(5.00)= B(y, (% Vom)) = B( X 0o - )=

S 52 )
= 2:4 A1) ‘n—};' E(Wp) = Zh: (A=1y) ;:— (V (W) +w§l)=

n

"W, (1 —W,)
—Z(l ) h(g h(, h +WZ)

Por ultimo agregando los dos sumandos la varianza del estimador
de la media en muestreo doble para estratificacion, es:

S EW, 1-W,)\ &' _
VE® = 3 (-, - ( g—L"—)+i 2%, (%)

’
n n

donde f} es la fraccion de muestreo en la segunda fase, supuesto que el
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muestreo se realiza con probabilidades iguales y sin reposicion en las
dos fases. Si el muestreo es con reposicién en primera fase tendremos:

- s? W, (1-W
V(X) = Zh (1-1,) —n"; <w2+ n 1% )+

n

Z W, (;(h_;c)_’

’ . 1 . ~ °
féormula aproximada para n pequefio respecto de N en caso sin repo-
sicion. Si el muestreo es con reposicion en las dos fases:

- 2 W, 1-W
V(X)) = 3, n (w’ +__h__(____")_)+

h nh

1 _

2
+—,Zh W, (X, — X)
n

formula aproximada para n, pequefio respecto de N , en todo A ,
y n' pequefio respecto de N en caso sin reposicion.

A

Para el total X = N X, el estimador insesgado es X = N X y su
varianza V(X) = N° V(X).

Observemos por altimo que si la muestra de primera fase es de
tamaiio n' = N, esto es, se observan todas las unidades de la poblacién
para efectuar la estratificacion, la formula general de la varianza del
estimador en muestreo doble se convierte en:

- g?
< 2 Th ‘
VX) = 2, A=) W, ;g =0
h nh

que coincide con la del muestreo estratificado usual en una sola fase.
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También se observa que n' aparece dividiendo, en consecuencia cuanto
mayor es n’' (n' <N') la pérdida de precision por el uso de muestreo
doble disminuye. Obviamente el coste aumenta, razéon por la cual
conviene estudiar los tamafios y la afijacion 6ptimos en funcién del
coste.

ESTIMACION DE UNA PROPORCION
Si se desea estimar una proporciéon P en la poblacién, siendo P,
la correspondiente al h® estrato, el estimador insesgado en muestreo

doble es:

P = Z W, p, P, = proporcion muestral en segunda fase.

y sw varianza, aplicando el resultado anterior:

i P,Q, [ , &W,A-W
V) = Y () —— (wwg & h))+

h h n

g’ 5 )
— 2. W, ®-P)

+

S, 2

con la aproximacion S [
N, -1

En muestreo con reposicion en las dos fases, o sin reposicion y

tamafios muestrales pequefios respecto de los correspondientes poblacio-
nales (fh ~]1 ; g' = 1), se tiene:

. P, Q W, A-W 1 ,
V(P) = ), S (Wﬁ + M)“L‘T 2. W (B,—P)
n h

h nh n

Para elﬁtotal de clase, A = NP, el estimador es ;& = N l; y su
varianza V(A) = N* V (P).
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AFIJACION PROPORCIONAL

Si en la muestra de segunda fase asignamos a cada estrato un tama-
fio muestral n;, proporcional al tamafio del estrato, debera ser:

,nh =Whn

resultando para la varianza del estimador la formula:

| g (1-Wp,)
; A-5) S (wh + ————h—>+

n

V(i) =

n
g 2
+—;1—, ; W, (X, = X)

aunque en la practica para efectuar la afijacion a los estratos utilizaremos
nh = Wh n.

En muestreo con reposicion:

- 1 1
V() = — }; o2 Wy, +— Zh o2 (1-W,) +
n

nn
1 — —
+—'—;th(xh_){)

y teniendo en cuenta que si » no es pequefio el segundo sumando es
del orden de un n-ésimo de los otros dos, podemos escribir la férmula
sufientemente aproximada:

a

- 1 1 -,
V(X) = — Z: W, o} + -’—1—2; W, (X, — X)

Para el total X, la proporcion P y el total de clase, las formulas
se deducen inmediatamente de las anteriores.

— 267 —



AFIJACION Y TAMANOS DE MUESTRA OPTIMOS

Determinemos ahora la afijacion o6ptima en segunda fase; esto
es, el reparto del tamaifio n a los L estratos que para un coste total dado
hace minima la varianza del estimador; para ello utilizaremos la férmula
correspondiente a muestreo con reposicion en las dos fases, valida en
la practica para muestreo sin reposicion cuando la poblacion es grande
respecto de los tamafios muestrales. La funcién de Lagrange es:

. 2 -
o (o, Wp@-Wy) 1 I
PR T ALTEH NI

h nh n h

+ A(c'n" +en—-C)

y derivando respecto de nj, se obtiene el sistema de ecuaciones para
h=1,2,...,L;paraunn’ dado:

2
Jd ¢ B — 0y W2 +Wh(1——Wh) e =0
3n - 2 h nr ¢ = 5
h n,

puesto que C,n’,c' y ¢ son fijosyn = Z ny .
h

Despejando n, , resulta:

2 ?
Vv Ae \/ h

lo que significa que 7, es proporcional a:

o, \ﬁ; + W, (1-W,)/n’

y en la practica W, (1 — W, )/n’ es pequefio con relacion a WZ , con

lo que una buena aproximacion a la afijaciéon 6ptima viene dada por la
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formula de Neyman. Asi pues, tenemos:

y llevando este resultado a la formula de la varianza del estimador,
manteniendo que el término W, (1 — W)/ n' es despreciable, resulta:

N

- 1 [« 2 1 , - —
V(X) = —;(}_; Whah> + = E’; W, (X, - X)’

Ahora para determinar los tamafios 6ptimos n' y n correspondientes
a un coste total dado, escribimos la funcién de Lagrange:

1 1
p=— A +_,“B+?\(c'n'+cn—C)
n

n

donde A y B representan las cantidades:

A=<ZWhoh>2 ; B= 9 W, (X,-X)
h h

derivando respecto de n y n' obtenemos el sistema de ecuaciones:

o ¢ A

=— + Aec =0
0 n n’
o ¢ B

= + Ac'=0
o n' n'?

de donde despejando \ e igualando y teniendo en cuenta la ecuacion
de condicién de coste, resulta el sistema que nos permite despejar los
valores optimos de n y n':
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C=c¢cn +c¢n

y para obtener la férmula de la varianza de X con esta solucién optima,
podemos operar de la siguiente forma:

A
! cn + ¢ n

cn ¢'n
¢\ Ac —c'\/'Bc _\/cc' (\/Kc+\/Bc')

de donde:

cy A , €V B

n = ;n

Ve (VAe « /Be) e (Vas s /B0

y llevando este resultado a la formula de la varianza, después de simpli-
ficar, resulta:

I Vv )

Vépt(X) - C

Es interesante estudiar los tamafios de muestra 6ptimos, n' y n,
para un coste total dado, cuando se aplica afijacion proporcional ya que
en la practica ésta es mas facil de aplicar puesto que solamente necesita
la informaci6én proporcionada por la primera muestra (n;, = W, n )
frente a la afijacion Optima que requiere informacién acerca de las
varianzas internas de cada estrato. Veamos entonces este problema:
La varianza en este caso puede escribirse, como hemos visto antes, en
la forma:

= 1 1
V(X)y=—A + —

n n

B

’
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donde B esla constante utilizada antes y
’ 2

= E w
A 4 n

en consecuencia, aplicando la misma técnica de los multiplicadores de
Lagrange, resultan los tamafios optimos del sistema de ecuaciones:

’

n
B v Be

n
/AI C;I
C=c¢n +cn

y la varianza optima:

ol (\/A'c+ \/Bc')2
V(X) = c

Se observa que esta varianza es mayor (o igual en el caso 0; = etc.)
que la obtenida para afijacion 6ptima, puesto que la unica diferencia
reside en que aparece A’ en vez de A en el numerador. Es inmediato
comprobar que:

A= ) Wy (o,—-0)® +A ; A'>A
h

siendo o la media ponderada de las oy

ESTIMACION DE LA VARIANZA

S

Un estimador insesgado de la varianza de X en muestreo doble

para estratificacion, con reposicién, que como hemos visto es:

2

- 0 W, (1-W,) 1 _
V(X) = g — <w’;’l + -h————h——>+—,zh W, (X,-X)* (1)
nh n n
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viene dada por la formula:

~ a

ol n' 3 w V;’ = —X)?
v(X)= gZ—'1<WZ——nf1>+Z h(_,h )$(2)

7
n-—1 h n n
t h h

que como veremos mas adelante admite algunas simplificaciones bajo
ciertos supuestos. Veamos primero la esperanza matematica de cada tér-
mino sumado en h:

2

s, - s o’ -
> E(_h w,21>: z E( ZE'(_h—))= St EW)=

k ny h np

2 W, 1-W
=Z o_h<wil+_h_(_,_._h2> (3)
h

1
= Zh Wh Oh (4‘)

.2, . -
o Ve =X\ _ 1) 2 W, x5 )-E(xX?)
’ ’ h

h n

y tomando esperanza en dos fases,

PN

-2 (VG x;)_%(v@@):
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a .

1
"h

a

l _
La suma (3) — (4) + (5) nosdalaférmula (1) menos —V (X):
n

ol 1 il n' =1 il

V(X) - —=V(X) =

en comnsecuencia:

A 7 ~

»(X) = §(3)— @) + (5)] esinsesgado paraV (X).

n_

El factor n' / (n' — 1) practicamente es préximo a la unidad si n'
no es pequeilo, también el término que aparece en segundo lugar en la
formula (2) puede ser despreciable respecto de los otros dos ya que
aparece el producto n, . n' en el denominador, resultando la aproxi-
macion:

2 -
.s -~

1 - — =2
v(X) th—— +— D W, (x,-X) (6)
nh n

y, por ultimo, también en esta expresiéon el segundo sumando serd
a~ . .
pequeiio respecto del primero para valores grandes de n', resultando

como formula aproximada mas sencilla:
§2

v(X) = ZW L (7)
h

que es la correspondiente a muestreo estratificado en una sola fase,
sustituyendo W, por su estimacion.

-

En caso de estimar la varianza de P, sustituimos en la formula (2),
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o en sus aproximaciones cuando sean validas.

2 -

S Ppa — -

h h%h — 2 2
= ; -X) = -P

VIiL.3.3. MUESTREO DOBLE PARA ESTIMADORES DE RAZON

El estimador usual de razén para la media X, utiliza como informa-
cién conocida previamente la media Y (o el total) de una caracteris-
tica Y , definida en todas las unidades de la poblacion, elegida convenien-
temente de modo que su relacién con J sea lineal al menos aproxima-
damente. El muestreo doble utiliza la primera muestra de tamafio n’
para obtener una buena estimacién de Y, 6 de Y,y lasegunda muestra .
de tamafio n para estimar x e y, de esta forma el estimador de razén
para la media en muestreo doble es:

2 x _ _
X, = =— .5 ;' = Media de la primera muestra.
Yy

Con este procedimiento de muestreo doble cabe considerar dos
posibilidades: (I) La segunda es una muestra aleatoria de la poblacion,
seleccionada independientemente de la primera; (II) La segunda muestra
es una submuestra aleatoria de la primera; en ambos casos suponemos

?
n <n .

En cualquier caso la esperanza matematica del estimador, es:

A

E(SZR)=YE(R)

y sera insesgado si lo es R = x/y. Para calcular su ECM, que coincidira
con la varianza cuando se cumple E ( R ) =R =X/Y, operamos de la

siguiente forma:

a

(Xg — X) =<<

<] =i

}'—§>>= (Ry'—RY)=
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~(R¥'—=RY +RY-RY)=Y(R—R) + R(y'—Y)=

i

= — (-Ry)+ R(G'-Y)
y

Utilizando ahora las aproximaciones:

R ~R

‘<||v-<l
R
-

podemos escribir para el calculo aproximado de la varianza del estima-
dor:

a

— _ _ _ _ 2
V(XR)= E (x--Ry) + R(y'—Y) =V (;__R;)+R(;7__Y—')

=V(x — Ry) + V(R(' =Y)) +2RCov.S (’;—R}),(}"_Y)g =

= V() +R2V(j)——2RC0v. (5,7)+R2 Vo' +

+ 2R Cov(x,y')—2R* Cov(y,7")

En el caso (I) de que las muestras de las dos fases son independien-
tes, se anulan las covarianzas entre (x, ¥') y entre (v, y'), resultando:

A

V(X ) = V(x) + R* V(y) -2 RCov. (x,y) + R* V(');

— 1
2 2 2 2 2
V(X)) = —n o, +R 0y, -2R Oy + , R oy (1)

s

formula valida para muestreo con reposicién; en caso sin reposicion susti-
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tuimos varianzas y covarianzas por cuasi-varianzas y cuasi-covarianzas,
multiplicando el primer sumando por el factor de finitud en segunda
fase y el segundo sumando por el de primera fase.

Para el caso (II) en que la segunda muestra de tamafio » es una
submuestra aleatoria de la primera (n < n'), debemos de calcular pre-
viamente las covarianzas entre (x, y') y entre (v, y'):

Teniendo en cuenta que fijada una muestra W' de primera fase, se
cumple:

E(x)=%" ;3 E@)=y
WI W’

por ser x ¢ y nedias de una submuestra aleatoria W < W', resulta:

Cov.(x,»') = E(xy') — E(x)E()') =

- E(‘E;ﬂ(i,?))—E(E,(;)) E(&,,(;')) B

w

—_ = — — — Ux
=E(x'y' )—=E(x'")E(}') = Cov(x',y') =2

’
n

Anélogamente:
Cov(y,y') = Cov(y',y') = y'
n

Sustituyendo estos dos resultados en la férmula general, obtenemos:

- 1 1
= —_— 2 2 42 —_— 2 .2
V(Xg) )% + R % 2Ro,, ot n’R o,
- ! :2R? 0% + ‘2R o
n' y n' xy -
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de donde resulta:

V(X LI JESC . + Ldor R* o2 (@
(R)— n 0 oy— Txy ) Oxy — ay

formula valida para muestreo con reposicion; en el caso sin reposicion
pondriamos donde corresponda las cuasivarianzas y cuasicovarianzas,
asi como los factores de finitud de segunda y primera fase.

Es interesante observar en la formula general de V (iR ) para mues-
treo doble que si la primera muestra es de tamafio n’ = N, esto es, se
observan todas las unidades de la poblacién para calcular Y, resulta ser:

V(y') = Cov(x,y'") = Cov(y,»') =0

por tanto se reduce a la varianza del estimador usual de razon en una
sola fase.

Para estimar el total en muestreo doble, tendremos:

A
'S

X = NX, ; V(Xg)=N V(X)

TAMANOS OPTIMOS DE MUESTRA

El problema de la determinaciéon de los tamafios 6ptimos n' y n,
para un coste total dado por la funcién C =c¢'n’ + cn, puede resolverse
inmediatamente utilizando la misma técnica que en muestreo doble
para estratificacion. Observando las féormulas (1) y (2) de la varianza
vemos que son de la forma:

ol 1 1
@ V(Xg)= — a + — b
n n
2 2 2 . _ p? 2
con a—(ox+R oy—2Roxy) ;b R oy
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. . ? . .
por lo tanto, los valores 6ptimos de n y n  se obtienen del sistema de
ecuaciones:

n' b
n Vac

C=cn + c¢n

y l4 varianza 6ptima:

- (Vac + \/bc')2

V(Xg )opt. = C

(I) En el caso de que la segunda sea una submuestra de la primera:

A

= 1 1
V(Xz) = a + — b
n n
con b’ = 2R Oxy — R? 02y ; por lo tanto:

2

nr . b'c' V(§ ) ( /ac + /b'c')
I — R Jopt. =
n acr p C

C=c¢n +cn

ESTIMACION DE LA VARIANZA

Dado que en la segunda muestra de tamafio n, obtenemos observa-
ciones de la variable conjunta ( L, Y ) podemos calcular estimacio-

nesdeoi y Cov(&,Y):

1
n—1

1
n—1

2K sy = 2, X))

2 _
s =
X
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y puesto que la primera muestra es de tamafio n’ > n nos permite una
o, 2
buena estimacion de o

2 1
s —
y n—1

> (-7

A

Para larazéon R, pondremos la estimacion R.

VIL.3.4 MUESTREO DOBLE PARA ESTIMADORES DE REGRESION
LINEAL

El estimador usual para muestreo en una fase por regresion lineal
viene dado por:

donde K es una constante prefijada e Y es la media poblacional de
la variable auxiliar; x, y se obtienen de las observaciones de una mues-
tra ( X;, Y; ) de tamafio n. En muestreo doble, al suponer desconocida
Y, utilizamos la primera muestra de tamafio n’ para estimar Y, estima-
cion dada por y'; asi con la muestra de tamafio n en segunda fase esti-
mamos x,y formando el estimador para la media poblacional:

-~

X; =% +KG -7)

En esta situacién caben dos posibilidades de actuaciéon: (I) La segun-
da muestra es independiente de la primera. (II) La segunda es una sub-
muestra aleatoria n <n', de la primera.

A

El estimador X, tiene como valor esperado:

N

B(X,) =E(%) + KE(3'—7)

y es insesgado en los dos casos. En el primero
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E(3)=Y ; E(3')=Y , porlo tanto:

E(X,;)=E(x)+ K(Y-Y)=X
y en el segundo E (y ) =’ , por tanto también se anula E (y'— ).
W

La formula general de su varianza se obtiene inmediatamente:

a

V(X)) =VGE+KG' =) ) =

=V(¥) + K'V(3'=7) + 2KCov.(%, (3'-7) )

que desarrollada en todos sus términos, resulta:

a

V(X,)=VGE)L+HK VG )+ K V(G)-2K Cov(3')) +
+2K Cov(%(3' =) ) 1)

En el caso I de muestras independientes, se cumple:

Cov(»,7) =0 ; Cov(x,(»'=»)) =— Cov(x,y)
y resulta:
= 1 2 2 2 Kz 0;
V(X,,)=-n—(ax +K’ 0, -2Ko,,) + . 2)

En el caso de que la segunda es una submuestra de la primera, se cumple:

2
g

Cov (;” .’ )= —;J:—.; COV (;’ (;’ -y )) = Cov (;,—}.")_COV (;’7))

y resulta, sustituyendo en la formula general y simplificando:

a

- 1 1
V) =— (0} + K o) —2Ka,)) + — (2Ko,,—K*a}) )
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Observemos que la varianza del estimador de regresion lineal en
muestreo doble puede expresarse de una forma cémoda de manejar;
siendo:

A=';+K2 o;—zKo

w2 2 _ 2
xy 3 B=Kog) ; B'—2Koxy-K o

2
y y

podemos escribir, para el caso de muestras independientes:
-~ A B
V(X)) = — +— 4)

n n

y para el caso de que la segunda es una submuestra de la primera:

2 A B
V(X)) = — + — (5)

n n

TAMANOS DE MUESTRA OPTIMOS

Si buscamos la varianza minima para un coste total dado, podemos
utilizar la funcién de Lagrange:

-~

P =V(X,;)+ A (C—c'n"—cn)

cuyo sistema de derivadas parciales, respecto de n y n' igualadas a cero,
junto con la condicién de coste, nos dara las soluciones buscadas. El
procedimiento operativo es analogo al que hemos utilizado en muestreo
doble para estratificacién, por lo tanto en el caso I (muestras indepen-
dientes) resulta:

cCv A cv' B

’

= ; n =
Ve VAc + /B Ve (VAc +/B¢)
y la varianza, para estos tamafios 6ptimos:

. WAc +BY

V(X,) = c

n
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Para el caso II (la segunda es una submuestra de la primera), resulta:

cJ/A cVB

1]

= s on =
Ve Ae +/B ) Ve SAe +B )

y la varianza para estos tamafios 6ptimos:

S A +/BY

V(X,) = c

ESTIMADOR OPTIMO

En el estudio realizado hasta aqui, hemos hecho caso omiso acerca
de la constante K que aparece en el estimador:

A

X, =x + K(O'=y)

En muestreo de una sola fase, la varianza del estimador prescindiria
del segundo término

1 1
—B o6 — B
’ [

n n

en cuyo caso ambas formulas coincidirian por ser iguales a la que corres-
ponde al estimador usual de regresion lineal. En este caso se comprueba
inmediatamente que el valor minimo de:

V);( L 2 +K*e? —2K
( rl)— n (Ux oy- oxy)

se alcanza cuando se asigna a K el valor del coeficiente de regresion de
X sobre Y; derivando respecto de K e igualando a cero se obtiene:

o
Xy
K:b:.___
02

y

En el muestreo bifasico, esta soluciéon optima para K es aproximada
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pero puede ser una buena aproximacién en la practica. Llevando este
valor optimo K =b = o, / 0}2, a la formula de las varianzas, se obtiene
en ambos casos I y II:

hl 1- p’ ) o; p’ o;
V(X,;) = +

n n

’

de donde, con las notaciones:

A=(1—-p2)a; ; B=p20;

pueden obtenerse los valores optimos de n y n' asi como la varianza
Optima minima, para un coste total dado, estudiados en el anterior
apartado de este capitulo.

Mencionemos que b no sera conocido a priori, por ello, en la prac-

tica aplicaremos a K el valor: estimaciéon de b mediante la segunda
muestra:

2 (%=%) (Y;=7)

\/i" X —x) (Y;—7 )

ESTIMADOR POR DIFERENCIA

El estimador por diferencia en muestreo doble resulta del estimador
de regresion, por lo que toda la teoria anterior es valida haciendo K = 1,
resultando el estimador:

A~

X =x + (¥ =y)

Anélogamente las formulas de las varianzas y tamafios optimos
de muestra se obtienen aplicando a K el valor K = 1.

VII.3.5. MUESTREO DOBLE PARA PROBABILIDADES PROPOR-
CIONALES AL TAMANO

El estimador usual del total X, con probabilidades de seleccion
de las unidades, proporcionales a una medida de su tamafio, sea M;,
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viene dado por:

i
; P, = M

)
1

X; M,
P

n i

Si no se conocen a priori los tamafios de las unidades de la po-
blacion, podemos tomar una muestra aleatoria de tamafio n', con pro-
babilidades iguales, para obtener informacion acerca de los tamafios

. By

yeers M. ,..., M /s, siendo M = Z M;. En estas condiciones,

] n

M,

i=1

se toma una submuestra de tamafio n < n’, para formar el estimador
bifasico del total, basaindonos en que:

M; M;
es un estimadorde —— = Pi

N ' M
MI

’

El estimador es por lo tanto:

- Z" N M X, NM' o X
X = _— =
1 n'n'M; nn' T M

Es insesgado:

o (3 (£25) ()

1

donde E indica esperanza para la primera muestra fija, con proba-
WI
bilidades proporcionales al tamafio; x' es el total de la muestra de prime-

ra fase, tamafio n’' , tomada con probabilidades iguales.

Supuesto que la primera muestra se extrae con probabilidades
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iguales y sin reposicion, y la segunda, submuestra de la primera, con
probabilidades proporcionales al tamafio y con reposicioén, la varianza
del estimador viene dada por:

. N n'-1 X; >2 N(N-n')"
V(X)=— Pl—-X] +————= 5§
(X) N-1 nn' Z I<Pi !

n

y si n' €s grande 1/mn’' puede despreciarse, resultando la férmula apro-
ximada:

n 1 n

1 X; > N(N=r'
_Z Pi(_l_x)‘+_(_'z_s?

Estos resultados y otros desarrollos particulares pueden consultarse en
Des Raj.
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Vil.4. EJEMPLOS

Ejemplo VII 1

De una poblacion con N = 250 unidades, se han tomado tres mues-
tras sistematicas aleatorias de periodo K = 10. Los totales muestrales
son 10, 12, 16. Estime la media poblacional y el error de muestreo del
estimador.

Solucidn:

N

)—( = 0,52 ; 5()2) = 00,0048 ; error de muestreo 13,3%

Ejemplo VII.2

Compruebe que para el estimador lineal de minima varianza, de
la media de la segunda ocasion, el valor optimo de la proporcion de
solapamiento , viene dado por:

2

1- 1-p
1—7° =
2
)
Ejemplo VIL3
Con los datos:
Primera ocasion Segunda ocasion
x" = 150 3" = 160 n = 60 ;0 =20
x' =152 y' =158 T =06 p =07

Determine las siguientes estimaciones y su error de muestreo:

(A) Del cambio (y —x ")

(B) Del cambio de minima varianza

(C) De la media de la segunda ocasién (y )

(D) De la media de la segunda ocasion de minima varianza

— 286 —




Solucién:

( v —x)=176 ; ;(;) = (0,386 ... ; error de muestreo 8,2 %
(B = 6,608 ; v'(:i*) =0,27... ; error de muestreo 7,9%

©) . = 158,8 ; v(y) . ; error de muestreo 0,36 %

(D) Y* = 159,062 ; v(Y*) = 0,2908 ; error de muestreo 0,34%

A) d =
o

Ejemplo VII.4

Supongamos que se conocen los siguientes datos de una poblacion
de unidades clasificadas en L = 3 estratos:

W, o X,
0,6 4 3
0,3 25

0,1 64 12

Para estimar la media, se pide decidir si es mas conveniente el muestreo
doble con ¢’ = 36 ; ¢ = 225 que el muestreo en una sola fase con el
mismo coste total, en los casos:

(A) Afijacion proporcion en la segunda fase.
(B) Afijacion 6ptima en la segunda fase.

Solucién:

Teniendo en cuenta que para el mismo coste total el tamafio de
muestra utilizable en muestreo aleatorio simple esn, = C/c,la varianza
del estimador de la media en este caso, es:

VG o’ ¢ c
(x) c C

3B +th o;zlg =

- DI D AR
= 3B+ A'g' (i)

< £
C C
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por otra parte la varianza del estimador en muestreo doble con afijacion
proporcional y n' ,'n 6ptimos, es:

il 1 - )2 .
V(X)prop. =—C—3 Ac + /By (ii)

por tanto en el caso (A) del problema, el muestreo doble es mejor si
se cumple (ii) < (i), o bien:

2/AB vy < B(-7)
siendo v = ¢'/ec.

En el caso (B) del problema, la varianza en muestreo doble, operan-
do de dorma analoga es menor que (i) si se cumple:

A+2AB /v < B(l-7y)+ = Whoz

Efectuando los calculos necesarios con los datos dados:
A=26569 ; B=756; A'=Z W,d,=6067; v=0,16

se obtiene que en el caso (A) no es 54,18 menor que 7,56 . 0,84 por
tanto es menos conveniente el muestreo doble; en el caso (B) se cumple
301,54 menor que 613,05 por tanto es mejor el muestre doble.

Ejemplo VIIL5

Determine el valor de la relacion de costes ¢'/¢, a partir del cual
en el caso (A) del ejemplo VIL.4, el muestreo doble es mas conveniente.

Solucién:

!
C

_c_ < 0,00309
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Ejemplo VII6

Supongamos que se conocen los siguientes datos de una variable
(X, Y ) definida en una poblacion finita de tamafio grande:

> =5 a;=25 . ¢..=8 ; R=X/Y = 0,16

Para estimar la media X, se pide decidir si es mas conveniente el mues-
treo doble para estimador de razén con ¢’ = 10, ¢ = 500 que el mues-
treo aleatorio simple en una fase con el mismo coste total, en los casos:

(A) Muestra de segunda fase independiente de la primera.

(B) En segunda fase se toma una submuestra de la primera.
Solucién:

En muestreo aleatorio simple, para el tamafio de muestra permitido
por el coste, la varianza es:
o
X ¢

V(x)=—"> = 2

¢ ’x
o
Por otra parte, en el caso (A) se cumple que el muestreo doble es mas

conveniente si:

]
[4

a +b—( +2+/ab /e <0;
y en el caso (B):
’

c
s+ b — 42y Sl <

4

efectuando los calculos necesarios resulta en ambos casos mas convenien-
te el muestreo doble, ya que se cumple 3,491 y 3,806 menores que 5.
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Ejemplo VIL.7

En relacion con el caso (A) del ejemplo VII.6, determine a partir
de qué valor del coeficiente de correlacion p entre J; e Y no es con-
veniente el muestreo doble.

Solucidn:

Oxy < 3,5409, o bien p < 0,3167

Ejemplo VII.8

En muestreo doble para estratificacion se ha tomado en primera
fase una muestra de tamafio n' = 400 y en la segunda, formados tres
estratos, n, = 20 ; n, = 10 ; n_, = 10. Los resultados se presentani
en el siguiente cuadro:

3

W, xp, sZ
0,55 2,8 15
0,32 8,2 200
0,13 26,0 . 1000

A

Se pide estimar el error de muestreo de X, utilizando las férmulas (7)
y (6) del texto.

Solucidon:

1,99 , o bien 26,4 %
2,03 , o bien 26,9 %

Ejemplo VIL9

Admitiendo los datos del ejemplo VII.8 como estimaciones de
W, X, o’ y siendo los costes unitarios ¢’ =10; ¢ =500 ; se pide
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calcular los tamafios y la afijacion que para un mismo coste total son
optimos.

Solucidén:

n'=200; n=44; '.‘a:=9; n2=18; n3=17

Suponiendo que los valores Wy, ih ,' 02 son los verdaderos poblaciones,
el error de muestreo en este caso es: 1,24, o bien 16,4 % .

Ejemplo VIL 10

Supongamos conocidos para una variable ( L , Y ) los datos 0, = 2

o, = 4 Oy = 6; X = 10. Una primera muestra n' = 100, nos da

y' = 40,6 ; y una submuestra n = 25, x = 9,8, y = 40,1. Estime
la media X por regresion lineal en muestreo doble 6ptimo; calcule el
coste total siendo ¢’ = 10,¢ = 600.

Solucion:

p=075; b=6/16; X, = 9,8 +6/16 (40,6 —40,1)=9,988

C =16000.

Ejemplo VII.11

Calcule el error de muestreo relativo correspondiente al ejemplo
VII.10.

25 100

Solucién:
2 1-0,75%) 4 0,75 . 4
V(X,;) = ( N (AL R 0,0955.

El error de muestreo es 3,09 %
Ejemplo VII. 12

Determine los tamafios de muestra 6ptimos n y n' para el coste
total dado en el ejemplo VII.10. Suponga también estimador 6ptimo.
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VIII. ERRORES AJENOS AL MUESTREO. MARCOS
IMPERFECTOS ‘

La teoria ordinaria de poblaciones finitas, como hemos visto en
anteriores capitulos, supone que la lista de la que se selecciona la muestra
aleatoria coincide con el colectivo de unidades que se desea investigar.
En la practica no siempre es esto cierto, ya que las listas, ficheros o re-
gistros, pueden presentar algunos defectos que dan origen a la aparicién
de sesgos y a la alteracion de las varianzas de los estimadores usuales.
Utilizamos aqui la denominacion de Marco en sentido restringido para
referirnos a la Lista de unidades de muestreo.

VIi.1. EL PROBLEMA DE LAS UNIDADES VACIAS O EXTRANAS

Por unidad wvacia o extrafia, entendemos una unidad que estando
incluida en el marco, no contiene ninguna unidad estadistica pertene-
ciente al colectivo que se desea investigar, o que no es ella misma una
unidad perteneciente al marco que se desea muestrear. En este segundo
caso es mas idonea la denominacion de unidad extrafia y unidad vacia
en el primero, pero ambas situaciones son equivalentes en cuanto al
problema metodologico que plantea su presencia en el marco de mues-
treo. Como ejemplos ilustrativos consideremos los siguientes:

1. Si para una encuesta de poblacién se muestrea en una lista de vivien-
das, las deshabitadas son unidades vacias.

2.  Si para estimar alguna caracteristica de la produccion de leche, se
muestrea en una lista de explotaciones agricolas, las que no se
dediquen total o parcialmente a dicha actividad son unidades
extrafias.
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Estos dos ejemplos ponen de manifiesto que la presencia de unida-
des vacias o extraiias se produce principalmente en dos tipos de situacién
practica, si bien conceptualmente equivalentes:

A. Por no estar actualizada, la lista incluye unidades que han dejado
de pertenecer al colectivo que se desea muestrear.

B. La poblacion que se desea muestrear es una subpoblacion de la
cubierta por el marco.

Ante esta situacion pueden adoptarse varias reglas de conducta,
no todas igualmente buenas, cuya puesta en practica depende de los
recursos disponibles.

(I) Depuracion del marco:

Una primera solucién consiste, obviamente, en eliminar del marco
las unidades vacias o extraiias, al tiempo que se averigua ctiantas incluia.
Es claro que asi queda resuelto el problema, puesto que a continuacion
puede seleccionarse la muestra en el marco deseado, conociendo el
numero de unidades (todas no vacias) que contiene. En muchos casos
esto no sera posible con los recursos dades, bien sea porque el marco
disponible no contiene informacién acerca de cuales unidades son va-
cias (siendo necesario un trabajo de campo de caracter exhaustivo o
la formacion de un nuevo marco) o por limitaciones de tiempo, presu-
puesto o de cualquier otro tipo.

(II) Sustitucion de las unidades vacias de la muestra:

Otra solucion consiste en seleccionar la muestra en el marco dispo-
nible, no depurado, sustituyendo las unidades que resulten ser vacias
por otras, aleatoriamente seleccionadas de entre las restantes del marco,
hasta completar el tamafio de muestra prefijado con unidades todas
no vacias. Se vera que para estimar un total, en ausencia de informacion
acerca del nimero de unidades vacias en la lista de muestreo, esta solu-
cion da lugar a estimaciones sesgadas.

(III) Informacioén acerca del nimero de unidades vacias:

Consideraremos en este problema la hipotesis de que el nimero de
unidades vacias incluidas en el marco es conocido (pero no ciales son).
Se vera que esta informacién es suficiente para resolver el problema,
aunque el muestreo se efectue sin la previa depuracion del marco.
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De acuerdo con este planteamiento vamos a considerar cinco pro-
cedimientos para estimacioén de un total; el primero consiste en seleccio-
nar la muestra en el marco depurado, como caso ideal que servira de
comparacion, y los otros cuatro resultan de combinar la sustitucién o
no de las unidades vacias de la muestra, con la hipotesis de que se conoce
o no el nimero de unidades vacias, cuando se muestrea en el marco no
depurado.

VIIL.1.1. NOTACIONES Y RELACIONES BASICAS

Sin pérdida de generalidad podemos numerar las unidades no vacias
de 1 a N, de modo que:

A = 3 . R % es el marco disponible (no depurado).

A' = 3 A, ..., A '2 es el marco depurado.

N

La proporcién de unidades vacias en el marco disponible la denota-
mos por W, y asi podemos escribir:
N-—N N’
W=—7=1-—; N<XN 1)
N N

Por otra parte, si es X; el valor de la caracteristica que se.desea
investigar en la unidad A, , atribuimos el valor X; = o, cuando A; es
vacia o extrafia ya que en cualquier caso su contribucién al total X'
del colectivo que se desea investigar, #' , es nula. En consecuencia
las sumas totales en ambos marcos son coincidentes, en particular:

’

N .N
Z Xi = Xz = X=X
1 1
N N’ N N’
2 2 -
YoX =2 X 2, %% =2, %X
1 1 i : i#i
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Las medias calculadas en uno u otro marco no son iguales, en particular: -

X=(1-W)X @
0> =(1-W)o + Yz (1-W)o”? + W1-W)X? (3)
1-W

La relacion entre las medias se obtiene inmediatamente teniendo en
cuenta (1); la relacidén entre las varianzas en el marco no depurado o2,
y en el marco depurado o’® , se obtiene facilmente operando de la
siguiente forma:

2 ] 2 2 2
N02=ZNX2——§—=iX2—-§—+—X-—-—£— =
1 ! N 1 ! N’ N’ N
1 1 W
e (L D)o x X
\' N N N

y teniendo en cuenta (1), resulta la formula (3).

Excepto en poblaciones muy pequeiias puede suponerse N ~N-1;
N’ = N' = 1, resultando las varianzas praticamente iguales a las varianzas:

Wo— | —
= (1-W)s'? + T X2 =@1-W)S? + WA-W)X? @)

Otra relacién que usuaremos mas adelante es que siendo T; definida
de la siguiente forma: '

1 si A,- es no vacia.

0 si Al es vacia.

Se cumple: Cov(X;, T;) = WX
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En efecto,

1
Cov (X;, T;) = Z x,.T,.—(—ﬁ- Z x,.) (_EZ T,.)=
=—X——-£-(1—W)=WX. (5)
N

VIIL 1. 2. ESTIMACION DEL TOTAL CUANDO SE MUESTREA
: EN EL MARCO DEPURADO

En muestreo sin reposicion con probabilidades iguales, siendo n el
tamario prefijado de la muestra:

~ N’
X = — x ; esinsesgado para X.
n

SN

VX)) = ; €S su varianza.

VIII.1.3. ESTIMACION DEL TOTAL CUANDO SE MUESTREA
EN EL MARCO NO DEPURADO.

Consideremos por separado las cuatro posibilidades mencionadas
al final de VIII.1.

(I) Se desconoce N’ y no se sustituyen las unidades vacias que aparez-
can en la muestra.

En estas condiciones, si se muestrea en s sin reposicion y proba-
bilidades iguales:

N

n

X =

. x es insesgado.
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Para probar que es insesgado tenemos en cuenta que la variable indicado-
ra €; = uno 6 cero segiin que A; € 4 aparezca en la muestra, verifica

E(g;) = n/N para todas las unidades A; incluidas en el marco £ no
depurado:
N N
E(X)———E }: X; & )=— 2. XE(&)=
1

N b N?
= Z X, = Z X, =X
El célculo de su varianza también es inmediato:

V(Xl)=v(§—- x) - N VG = N'(N-n) §*_ N@N-n)

n N n n

_ Puede demostrarse exactamente (Miras, 1979) que la varianza de
X, es mayor que la de X, pero para mayor simplicidad veamos aqui
una comparacion admitiendo la aproximacion N~N —1 ; N'=N'-1;
en este supuesto la relacion entre S* y S’ establecida en VIILL.L

nos permite escribir:

X,
=W+ W-W)—

N—-n i,z
= 1 +W "—2"
N'—n S’

de donde resulta cuando hay unidades vacias:

V(X,) N@N-n) § N (N—n)

V(X) N(N—-n) S?  N(N-n)

N(N-n) \N N’ X'?
N'(N'—n) [ N N s

(N—n) > (N —n)
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y W X'* /S'* esuna cantidad positiva, por lo tanto:

V&) / V@] > 1 = V) > V).

Es obvio que si no hay unidades vacias en #&, (N-n) = (N'—n)
y W = 0, por lo tanto los dos estimadores y sus varianzas coinciden.
Si hay unidades vacias la varianza de X, es tanto mayor que la de X
cuanto mayor sea la proporcion W de unidades vacias y menor sea la
cuasivarianza relativa S'2 / X'? de la caracteristica que se estudia en
las unidades no vacias.

(IT) Se desconoce N’y se sustituyen aleatoriamente las unidades vacias
de l1a muestra hasta seleccionar » no vacias.

En estas coneiciones el estimador del total:

- N
X, = — x ; tiene un sesgo positivo B, = W
n 1-W

Xl .
y su varianza es:

N2 (N’ _n) SI2
N' n

V(X,) = > V(X)

Para calcular el sesgo y la varianza de )22 tenemos en cuenta
que la sustitucion aleatoria de las unidades vacias de la muestra hasta
completar el tamafio prefijado, n, de unidades no vacias, es probabi-
listicamente equivalente a efectuar el muestreo en el marco depurado 4’
(véase ejemplo 1.18); asi resulta que se cumple:

) si Ai es vacia
E(Bi) =
‘n

N’ si Ai es no vacia
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por lo tanto:

- N N N n N’ 1 _
BR) =— D XB& =— = 3 X=—— X
n 1 n N 5 1-W
y su sesgo:
1 , LA .
B2=(-—-—1>X = — X ; B2>051W>0.
1-w 1-W

El célculo de su varianza es inmediato de acuerdo con las conside-
raciones probabilisticas mencionadas:

A Lo N2 (N' --n) S
V(X,) = N> V(x) =

N’ n
y teniendo en cuenta la V(X), se obtiene:
s 2
V(X)) _ N _ 1 > 1
V(%) N2 (1-W)°

puesto que cuando existen unidades vacias, es 0 < (1 — W): <1, por
lo tanto V(X ) >V (X) También es este caso, si no existen unidades
vacias en el marco los estimadores X y X coinciden y tienen la misma
varianza.

El Error Cuadratico Medio de 5(2 , resulta ser:

.1 ]
—_—— X 2 X72~
ECM(X,) v 3V(’ ) + W !
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(III) Se conoce N' y no se sustituyen las unidades vacias que aparezcan
en la muestra '

Si denotamos por n’ el nimero de unidades no vacias que aparecen
en la muestra aleatoria de tamaiio n, seleccionada en el marco no depu-
rado, el estimador:

X, = x , esinsesgado.

Su varianza viene dada por la formula aproximada:

N'(N = n)

n

V(X,) = s

y cumple la relacion:
V(X) < V(X,) < V(X,)

Si denotamos por E la esperanza matematica en el espacio de mues-
n'
tras en que n' es fijo, podemos escribir:

EX,) = N E< E (—:—)> = NEX) = X'

Para calcular su varianza podemos actuar de forma analoga a los
estimadores de razén ya que n’ es variable aleatoria y tomara en general
distintos valores en muestras distintas.

v ' X 1y 2 12 * 1 \2 12 x/n T2
VX,)=E(N—-X') =N'E(—-X) =N"E(—-X)

n n n'/n

ahora, denotando por w =(n—n')/n la proporcion de unidades vacias en
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la muestra: ,

F—(1-w)X )
(I—-w)

V(X,) = N”? E(

y utilizando las aproximacion w = W en el denominador

12

VE) = ——— BG—(1—w) XY
G =7 g PE-A-mT)
NI2
=T V@) + X2 V(A-w) - 2X' Cov(x,(1-w))} =
NI2 (N _ n) 5 =12 =, _ l
= v 1" +XPWA-W)-2X WX

en cuyo ultimo paso se ha utilizado la relaciéon (5) y las aproximaciones
N=N-1; N'=N -1; después de simplificar resulta:

N(N — n)

V(X,) = (S* — W1 —-W)X?)

y teniendo en cuenta la relacion (4) se obtiene finalmente la formula -
propuesta:

La comprobaciéon de que V(i(a) > V(f() resulta inmediata puesto
que cuando hay unidades vacias es N > N'. Para comprobar que V(X,)
es menor que V(X,) es suficiente tener en cuenta la formula (4) de la
que se deduce inmediatamente N's’?< Ns? y por tanto V(- X,)<V(X,)
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(IV) Se conoce N’y se sustituyen aleatoriamente las unidades vacias
que aparezcan en la muestra hasta obtener n no vacias.

Estas condiciones el estimador del total:

X, = N'/n = x esinsesgado y su varianza esigual a la de 5(1 .
Para probar estas afirmaciones es suficiente con tener en cuenta que el
factor de elevacidon N'/n que aparece en el estimador es una constante
conocida y que la sustitucion aleatoria de unidades vacias de la muestra
hasta completar el tamafio n prefijo, equivale a efectuar el muestreo
en el marco depurado; por lo tanto:
£(3 . . A N'(N'—n)
(X,) =X ;3 VX = — 3§

4

VIII.1.4. RESUMEN Y CONCLUSIONES

En el cuadro adjunto se resumen los resultados obtenidos y a con-
tinuacion repasamos las principales conclusiones.

1°) Si se conoce el nimero de unidades vacias (y por tanto el de no va-
cias) en el marco de muestreo #, el problema queda resuelto apli-
cando el procedimiento IV ya que el estimador X, es insesgado y su
varianza es la misma que se obtendria efectuando el muestreo en
el marco depurado #&'. Si en este caso no se sustituyen las unida-
des vacias, el estimador insesgado X, tiene mayor varianza.

2") Si no se conoce el nimero de unidades vacias es mejor no sustituir
las que aparezcan en la muestra, ya que se puede formar un estima-
“dor insesgado 5(1. El estimador 5(2 formado cuando se sustituyen
las unidades vacias tienq sesgo; si bien el ECM (5(2} podria ser del
orden de la varianza de X, , debe tenerse en cuenta que ésta puede
reducirse aumentando el tamario de la muestra pero no el sesgo de
X, que es constante.

(] S .. . [T
3”) En cuanto a la formacién de un estimador para la media X' = X'/N’,
el conocimiento del nimero de unidades vacias en el marco es
irrelevante ya que cualquiera de los dos estimadores:
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CUADRO RESUMEN

PROCEDIMIENTO DE ESTIMACION

Nimero de unidades

no vacias Varianza Sesgo
Procedimiento de muestreo Estimador en la muestra
N N’ ’ v n ,
Muestreo en el marco depurado X - n _E_(E.;_)_s 2 —
¢ s N -n
i\lo se.ju;tltuyen’ X, - . nt NN ) s? _
No se conoce as unidades vacias n
N Se sustituyen las X N . n NN’ — n) g2 W
Muestreo unidades vacias : n N'n 1 - W
en el marco :
no depurado No se sustituyen X N’ , N'NN -n) _,
1 idades vacias ? n’ . " n S -
Se conoce as unida (¢))
N Se sustituyen las 5 N’ N'(N" = n) .,
. , x,, —— X n ——————-—-S —
unidades vacias n n

(1) Férmula aproximada.




— x

X, = — (Sin sustitucién de unidades vacias)
n

~vd 2 V X . s . ,

X4 =— (Con sustitucion de unidades vacias)
n

es insesgado. Tiene menor varianza X , por lo tanto es preferible a
XI

VIII.2. EL PROBLEMA DE LAS UNIDADES REPETIDAS

La presencia de unidades repetidas en el marco de muestreo intro-
duce sesgos en los estimadores usuales; ello se debe a que en tales condi-
ciones se alteran las probabilidades de seleccion que en vez de ser iguales
para todas las unidades, son proporcionales al numero de veces que
se repite en el marco la identificacion de dichas unidades.

Por unidad repetida se entiende una unidad de muestreo cuya iden-
tificacion figura mas de una vez en la lista o marco disponible. Los si-
guientes ejemplos ilustran este concepto:

1. Si para una encuesta de empresas se muestrea en una lista de esta-
blecimientos, las que dispongan de mas de un establecimiento son
unidades repetidas.

2. Si para una encuesta el marco de muestreo se ha formado reuniendo
listas procedentes de diversas fuentes, es posible que algunas unida-
des aparezcan repetidas.

Es obvio que el problema desaparece si se depura el marco disponi-
ble eliminando todas las identificaciones repetidas, no obstante veamos
si es posible evitar los mencionados sesgos sin necesidad de efectuar pre-
viamente la depuracién del marco.

VIII.2.1. PLANTEAMIENTO FORMAL DEL PROBLEMA

Suponemos que la poblacién objeto de estudio consta de N’ unida-
des, que denotamos:

U

)
IERE (v Nrs

y que enla lista o marco disponible, la identificacién de la unidad U;
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(direccion postal, ficha, namero de registro, cédigo, etc.) figura r; veces,
siendo r; un entero igual o mayor que 1. Segin esto el marco dxspomble
es un con]unto de N (N = N') elementos gue denotamos:
NI
A= FALA, L AL AL S N= Sy
. 1
Sies X; 5 (i =1, 2, , N') él valor de la caracteristica en estudio
en la unidad U;, el total y la medla en la poblacion objeto@U,son:

in ) i,='"","§_,--Xi‘
; N

sin embargo el total y la media en el marco disponible # , son:

N’ N’

N -1
in= Z”ixi' s X=— 3 X

Si se efectiia el muestreo en el marco £ que contiene unidades
repetidas, el estimador usual para el total:

. N

= — x
n

tiene sesgo positivo (supuestos X; = 0) como estimador del total X'

que se desea; este sesgo es: |

EX)-X = 5 (¢-1X

B El estimador usual de la media:

= x
X =—
n
también tiene un sesgo:
N’

1
X = 7. '___N .
E(X) X NN Z (; N ) X;

que puede ser positivo, negativo 6 nulo. En el cuadro adjunto se presen-
tan tres hipotéticos marcos con distinta estructura de unidades repetidas,
para una pequefia poblacién de cinco unidades distintas. Si se muestrea
en #' el sesgo del estimador de la media es negativo, en el £’ positivo
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Marcos con unidades repetidas
Valores X;
de la ﬁ’ ﬁ_" : A"
poblacién
Xi Tj Xl T Xz Ti
1 1 2 1 1 1 1
2 2 1 2 1 2 1
4 4 1 4 1 4 2
6 6 1 6 1 6 1
7 7 1 7 2 7 1
Total: 20 21 27 24
Media: 4 35 45 4

y en el A”! es nulo. El estimador del total tendra siempre sesgo positivo.

VIII.2.2. MUESTREO EN EL MARCO NO DEPURADO PARA
ESTIMACION DEL TOTAL

Suponemos muestreo sin reposiciéon con probabilidades iguales.
Veamos que pueden adoptarse varios procedimientos que permiten for-
mar estimadores insesgados del total X', con la condicién de que sea
posible conocer el namero r; de veces que se repite en el marco cada
una de las unidades seleccionadas para la muestra; esto evita la depura-
cién completa del marco. Consideremos pues los tres siguientes procedi-
mientos:

(1) Se efecthan n extracciones sin reposicion en el marco no depurado,
utilizandose para formar el total muestral las n observaciones,
de modo que si aparecen unidades repetidas el correspondiente

valor se repite tantas veces como haya aparecido en la muestra.

(II) Solamente se tienen en cuenta para formar el total muestral los
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valores que corresponden a unidades no repetidas en la muestra;
en este caso el tamafio efectivo n’ < n es una variable aleatoria
que expresa el nimero de unidades distintas de la muestra.

(IIT) Se efecttian extracciones sucesivas comprobando si la unidad selec-
cionada ha aparecido anteriormente, en cuyo caso se elimina de

la muestra; se continfia el proceso hasta obtener en la muestra n
unidades distintas.

PROCEDIMIENTO 1

Siendo €; la variable aleatoria que expresa el niimero de veces que
la unidad U; aparece en la muestra, la probabilidad conjunta responde a

la hipergeométrica para N’ clases:
( r:1> r; v\
N ) )\ )

Pr(Bl=tl,...,81'.=ti,...,8N=tN)——
(%)
n
resultando:
7. N_n 7. n 7.
‘ N (N-1) N N
N—w)n r, r;
Cov (€;, €;) = — E=mn — L i
(N=-1) N N

Un estimador insesgado del total X' queda definido de la siguien-
te forma:

A - N )(l . s oty ” NXiti
Xl— Z — , 0 bién X1= Z

i 1 nr;

siendo n' el niimero de unidades distintas en la muestra (n' < n) y¢;
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el nimero de veces que en la muestra se repite la unidad, asi pues:

2
n

Z t; = n. Se comprueba inmediatamente, haciendo uso de la distri-
1

bucién de probabilidades de g; , que el estimador es insesgado:

" NX;t N NXE; N NX; E(€;)
171 171 d 1 l
E<§: >= E( >= ) — =
1 nr. 1 nr 1 nr.

1

N NX.nr,; N’

2 R = 2 X=X

1

-~
—

El calculo de la varianza de 5('1 , también es sencillo:

N NX €;
V(X)=V (Z >

! Ti

N2 (X2 X,
= — Z — v (§) + Z — i Cov (§;,, €;)
n? 1 r? A & r;

y sustituyendo V(E;); Cov. (€;, 8].) antes calculadas, se obtiene:

" N X
VXY= No. (N 1)n (Z, 7 - )

donde Z; =r; / N es la proporcion de veces que u, esta repetida en el
marco no depurado. Mediante simples transformaciones se llega a la ex-
presion equivalente:

~ N—n N’ Xi 2
V(%) = (1\(1——1)n) zl g (?_X’>
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Puede probarse (Mirds, 1979) que un estimador insesgado de la
varianza, viene dado por:

N—-n . X; ,\ ’
(X = 22D s (— —X;)

Nn—-1)n

PROCEDIMIENTO II

Si se utiliza el procedimiento II, la muestra queda constituida por
las n' unidades distintas obtenidas en las n extracciones, es decir, cada
unidad se “uenta” una sola vez aunque haya aparecido repetida. En
consecuencia, la probabilidad de que la unidad U; aparezca en la muestra

efectiva es:
N—7;
n
()
n
y la probabilidad de que aparezca el par (u;, u].) en cualquier orden
(i #7j):

7. = Pr(u;, u;) =
ij ir Y (N)
n

entonces podemos aplicar la teorfa de H — H estudiada en cap. II1.9;
asi resulta:

. " X;
X, = Zl 7
i

estimador insesgado del total X' . Su varianza asi como estimaciones
insesgadas vienen dadas por las formulas deducidas en II1.9, sustituyendo
m; y m;; por los valores aqui calculados.
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PROCEDIMIENTO III

Este procedimiento es equivalente al esquema de urna en que cada
unidad u; (i=1, ..., N')viene representada por r; bolas y que cuando
por primera vez aparece la unidad u; en la muestra se eliminan las 7,
bolas que la representan. Como sabremos, este esquema para n > 2
da lugar a tediosos calculos de las probabilidades de inclusion =; y m;
Férmulas para un estimador insesgado del total, de su varianza y de su

estimacion, vendrian dadas por la teoria H — H, estudiada en IIIL9.

VIII.2.3. RESUMEN Y CONCLUSIONES

El método usualmente recomendado es el que denominamos pro-
cedimiento I; tiene la ventaja de que su aplicacién es sencilla puesto que
para obtener un estimador insesgado del total, solamente se requiere
dividir el valor observado en cada unidad muestral X;, por el nimero
de veces que la citada unidad esta repetida en la lista o marco de mues-
treo y acumular este valor ponderado X,/r; tantas veces como se haya
repetido en la muestra la unidad. Por otra parte el calculo y estimacion
de la varianza no requiere operaciones mas complicadas de lo habitual.
Una observacion importante en cuanto a la precision del estimador es
la siguiente: la formula de su varianza:

. N—n voox ,
o= oo (83 - )

es igual a la de muestreo con reposicion y probabilidades proporcionales
ar;,en el marco U, multiplicada por el factor (N —n)/(N — 1)n;en
consecuencia el estimador insesgado X cuando existen unidades repeti-
das en el marco pudiera ser mas o menos preciso que el estimador usual
para el marco depurado (sin reposicion y probabilidades iguales); esto
dependerd de que los r; (nimero de veces que se repite la unidad u;
en el marco no depurado) esté o no positivamente correlacionado con

el valor X; que tratamos de observar. A este respecto véase el ejemplo
VIIL3.

El procedimiento II es viable en la practica pero requiere operacio-
nes de calculo, de m; para formar el estimador y también de ™ para
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estimar su varianza, que lo hacen menos deseable que el procedimiento I.
No obstante tiene un interés metodologico, ya que entre otras propie-
dades nos hace ver la necesidad de repetir en el estimador I el valor
X;/r; tantas veces como se haya repetido la unidad u; en la muestra
puesto que si nos quedamos solamente con las que son distintas, esta-

remos en la necesidad de aplicar el procedimiento II.

Acerca del procedimiento III debe decirse que en la practica para
n > 2, es poco 1til debido a la complejidad del calculo de #; y ;.
Pero ademas de estas dificultades, para el calculo de las citadas probabili-
dades de seleccion no es suficiente el conocimiento de los r; correspon-
dientes a las unidades de la muestra, sino que se requieren los r; de
todas las N’ unidades distintas de la poblacién; este hecho invalida al
procedimiento III como solucién alternativa a la previa depuracién
completa del marco, si se desea un estimador insesgado.

VIiI.2.4. ESTIMACION DEL NUMERO DE UNIDADES DISTINTAS
EN EL MARCO.

Un estimador insesgado para N', utilizando el procedimiento I -
de muestreo, viene dado por:

. N & 1 N <& g
Ve Xt w2y

siendo n' el nimero de unidades distintas en la muestra, t; el de veces
que se repite dentro de la muestra la unidad A; y r; en el marco. La
comprobacion de que es insesgado, asi como la formula de su varianza:

—N'2>
7.

Wy — =y (i _N')

Np —1)n

=
2:
|
e
|
=4
8
P
M=
|2
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se deducen de la teoria desarrollada en el estudio del procedimiento I
para estimar un total, dando a X; el valor 1.

VII.2.5. ESTIMACION DE LA MEDIA EN UN MARCO CON
UNIDADES REPETIDAS.

Puesto que la media objeto de estimacion es: X' = X'/N

si el nimero N’ de unidades distintas en el marco, es conocido, el pro-
blema esta resuelto ya que se divide el estimador del total por N' y su
varianza por N'2. Si N’ no es conocido podemos acudir a formar un
estimador de razon:

N’ -1
5
utilizando el procedimiento de muestreo 1.

Una expresion aproximada para el E.C.M. de X, aplicando la teo-
ria ordinaria del estimador de la razon viene dada por:

1 _ X; 1
+ X'2V|— —2X'Cov{ — ,—
'i Ti i T

que se obtiene inmediatamente, teniendo en cuenta que:

ECM(X') = -&(—2:1
n

1°. R seidentifica con X’

1 LI |
2°.E—)=-— — =
('i - N .zrl

NI

3°. Las varianzas que aparecen en la férmula (suponiendo muestreo
sin reposicion y N = N—1) son:

X. 1 o~ X X"
V(__'>=__ s o T
ri N 1} 2 ]N2

1
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El estimador X' es en general sesgado y de acuerdo con la teoria
estudiada en cap. I1.8, su expresion aproximada viene dada por:

_“’ (N—n)X_' N N 1 N Ll Xi
B(X') = ; 2, I Y— 2
(N—l)n N'2 1 ri N'X 1 ri

Las varianzas y covarianza de X;/r;, 1/r; pueden estimarse de la
muestra, conociendo los correspondientes ri» por los métodos usuales,

asi pues con las notaciones:

X; _ 1 n 1 n X
Y‘:ri ’ y:-;—ZYI= anl
_1 ____1_" R-—IZ"I
R Te L R A

resulta:( . ) z":(Yi—y)z A ( : ) Z (Ri"7)2
L, ; Vv !

A X; 1
Cov , =
( ’i "i ) n—1
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VIIi.3 EJEMPLOS
Ejemplo VIII.1

Supongamos que conocemos los datos de una poblacion finita que
tiene una proporcion W = 0,05 de unidades vacias:

N=2000 ; S?=22 ; X'=3 ; n=200

Exprese 4/ ECM de los estimadores I, II y III para el total X', en por-
centaje del correspondiente al muestreo en el marco depurado.

Solucion:
I) 112,93 % ; IT) 196,13 % ; 1) 102,90%

El sesgo de 5(2 es 300 ; 5,26 % de X'.

Ejemplo VIII.2

Deduzca las formulas de la varianza de los estimadores I, II y III
para el total cuando hay unidades vacias, en muestreo con reposicion,

y calcule su / ECM para los datos:
N=2000 ; ¢?2=22 ; X'=3 ; n=250 ; W=0,10
Solucién:

I) 211,28 ; II) 628,65 ; Iy 177,99

El sesgo de 5(2 es 600 (11,11% de X'). Las soluciones expresadas en
porcentaje del error de muestreo en el marco depurado, son:

I) 125,13 % ;1) 372,31% ; IIT) 105,41%
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Ejemplo VIIIL3

Calcule la varianza del estimador del total segiin el procedimiento I,
para los tres marcos del cuadro que aparece en el apartado VIII.2.1.
del texto y comparela con la varianza del estimador usual en el marco
depurado.

Solucion:
A V(X)) = 07" 66 |
: ! - X
Marco depurado:
” Vo 6—n
A" V() = —— 178 . 5-n
> V(X) = 32,5
R 6—n
A" VX) = - 37,6
y

Se observa que en £’ y A" la varianza de X es mayor que la
varianza de X (en marco depurado) pero en A’ la varianza de X
es menor que en el marco depurado para tamafio de muestra n < 3;
se deduce inmediatamente de la condicion:

178 (6 —n) < 32,5(5—n)

Ejemplo VIII.4

En un marco A de tamafio N = 75 que tiene unidades repetidas,
se ha extraido una muestra aleatoria de tamafio n = 7. Los resultados se
presentan en el siguiente cuadro, donde ¢; representa el nimero de veces
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que se repiten las unidades dentro de la muestra:

Unidad : A A A A, A A

1 2 3

Valor Xi 3 2 1 2 4 1

r; 2 1 1 5 1 1

]

1

t; 1 1 1 2 1 1

Calcule la estimacion insesgada del total por el procedimiento I y
estime su varianza.

Solucién:

-

X! = 110,36 ; V(X) = 11432 ; o(X]) ~30,6%

Ejemplo VIIL.S

En las condiciones del ejemplo VIII.4, estime el nimero de unida-
des distintas que hay en el marco de muestreo y la varianza del estimador
utilizado.

Solucion:

~

N'~53 ; (525) V(N')=109,29 ; o(N')=19,7%

Ejemplo VIII 6

Con los datos del ejemplo VIIL.4, estime la media X' y el error de
muestreo (ECM) del estimador.

Solucidon

~

X'=21 ; V(X)=02099 ; o(X)=>247%

Calculos parciales son:
1

~ [ X; ~f 1 A [ X;
V(——i)=1,5691 ; V[ —]=015 ; Cov( ’ ,——>=0’2833z
r; r; r; ri

1 1
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IX ERRORES AJENOS AL MUESTREO.
NO RESPUESTA. EFECTO DEL ENTREVISTADOR.

En el capitulo anterior nos hemos referido a las consecuencias que
sobre los estimadores usuales producen ciertos defectos de la lista o
marco de muestreo; también estudiamos la forma de resolver o de redu-
cir el problema, estableciendo estimadores insesgados para el total.
Ahora veremos los efectos producidos por dos acontecimientos que
practicamente se presentan en todas las encuestas, tanto exhaustivas
como por muestreo, en las que se utilizan cuestionarios y agentes entre-
vistadores para la recogida de datos. Se trata de la denominada No
Respuesta y del Efecto del entrevistador.

IX.1. EL PROBLEMA DE LA NO RESPUESTA

En los censos y encuestas por muestreo puede ocurrir que no se
recojan datos de todas las unidades; en este caso falta informacion de
una parte de la poblacion, o de la muestra seleccionada (y por tanto del
colectivo que representa), y se plantea el problema de establecer qué
inferencias podemos hacer a partir de los datos obtenidos, y el de tomar
acciones encaminadas a conseguir algiin conocimiento de la parte de la
poblacion no representada en la encuesta.

Diversas circunstancias contribuyen a la existencia de este proble-
ma; citamos algunas mas usuales:

1) No se encuentra en la direccion, o domicilio, la persona que ha
de responder al cuestionario. En los censos este problema puede
ser menor ya que normalmente se planifican varias visitas,
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2)

tienen caracter oficial, estan respaldados por la legislacion
adecuada y generalmente la oficina de estadistica cuenta con la
colaboracion de las autoridades y organismos publicos locales.
En las encuestas (incluso las de caracter oficial que gozan del
apoyo legislativo especifico) el problema suele ser mas acusado
ya que, de una parte, el incremento del niimero de visitas hace
aumentar el coste y de otra, el tiempo de recogida se retrasa
pudiendo la respuesta llegar fuera del plazo establecido para
obtener estimaciones en el momento oportuno. Este problema
adquiere especial importancia si la fecha de la encuesta coincide
con un periodo habitual de vacaciones o fiestas locales; por esta
razon, entre otras, el censo general de poblacion en Espafia se
realiza actualmente en el mes de Marzo, sustituyendo a la
tradicional fecha de 31 de Diciembre. También contribuye a
aumentar la falta de respuesta el hecho de que la encuesta esté
desefiada de forma que el respondiente deba ser una perso-
na especifica, o especialmente cualificada para ello, ya que
aumentara la probabilidad de “‘ausencia” en el momento de la
entrevista, al no ser valida la respuesta dada por otro miembro
del hogar o unidad a la que se dirige la encuesta.

En ocasiones la persona o entidad que se trata de entrevistar
rehtisa su colaboracion; es lo que los estadisticos denominamos
“negativa”. Ademas de las razones personales, subjetivas, por
las que un entrevistado niega su respuesta, el problema es mas
frecuente cuando el cuestionario hace referencia a datos de
conducta intima (consumo de drogas, aborto, opiniones poli-
ticas en ciertos casos, etc.) o bién de caracter monetario (sala-
rios, origen de sus rentas, etc.) especialmente si el entrevistado
tiene la creencia de que su respuesta puede perjudicarle.

Cualquiera que sea la causa de la falta de datos de una parte de la

muestra, o colectivo, se denomina en la terminologia de los estadisticos
No respuesta o Falta de respuesta.

La publicidad bien dirigida contribuye positivamente a la colabora-

cion de los entrevistados, asi como el adiestramiento, habilidad y capa-
cidad de crear un clima de confianza por parte del agente entrevistador.
En las encuestas “por correo”, el problema tiene otros matices relacio-
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nados con la facilidad de devolver el cuestionario (sobre con franqueo
pagado, etc.), con la dificultad de cumplimentarlo sin ayuda del agente
entrevistador, etc. Es muy conveniente, en cualquier caso, que el entre-
vistado considere que con su colaboracién presta un servicio a la sociedad.

Por otra parte, la legislacion estadistica es también un elemento
importante en ayuda de aminorar este problema. Practicamente en todos
los paises la Oficina Central de Estadistica esta autorizada a requerir
informacion de los ciudadanos y personas juridicas y éstos obligados a
proporcionarla en las condiciones estipuladas por la ley; en contrapartida
los datos individuales (confiados a la Oficina Central) susceptibles de
ser identificados, estan somtidos a secreto, incluso de los demas organis-
mos del Estado como es el caso del Instituto Nacional de Estadistica en
Espafia.

Conviene también mencionar que dentro de la falta de respuesta
pueden entrar causas tales como inclemencias del tiempo, o dificultades
de acceso de los entrevistadores a zonas de montafia. Las unidades
ilocalizables producen falta de respuesta pero debe determinarse si en
realidad se trata de un defecto del marco que incluye unidades no exis-
tentes; cuando se dispone de entrevistadores, la veracidad y esmero en
su trabajo es elemento clave para dilucidar los casos dudosos.

IX.1.1. EFECTOS DE LA NO RESPUESTA

Un modelo ilustrativo consiste en suponer que las N unidades de
la poblacion, en caso de ser seleccionadas para una encuesta, se clasifi-
can en dos “estratos”, el primero formado por N unidades que respon-
derfan y el otro formado por las N, unidades restantes que no res-
ponderian (N = N+ N,). La proporcion de no respondientes sera
W = N, /N, y si denotamos por X;, X;, 0; el total, la media y la desvia-
cion tipica del estrato de respondientes (i = 1) o de no respondientes
(i = 2), se cumplen las relaciones:

X =(1-W)X, +WX, Media y
2 N 2 N Varianza de
< N . o= =2
of = 2, —NI— o7 + Z _Nl— (X; — X) la poblacién
1 1
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En primer lugar la no respuesta ocasiona una disminucion del
tamafio de la muestra, si es n, tendremos n, respuestas y n, no res-
puestas (n =n, + n ). Pero no es éste el principal problema ya que
eligiendo n suficientemente grande, el ntimero de respuestas n, podria
ser suficiente; el verdadero problema reside en que no disponemos de
informacion acerca de n, unidades muestrales que representarian a
un colectivo de N, en la poblacion.

La media muestral de las n, respuestas:

es un estimador insesgado de il (media del estrato poblacional de
respondientes), véase 11.11 por lo tanto su sesgo es:

B(,)=X,-X=W(X, -X))

proporcional a la proporcion de no respondientes y a la diferencia de
medias de los dos estratos. Es obvio que si W = 0 (todos son respon-
dientes) 6 X, = X, (los dos estratos tienen la misma media) el estimador
no tendria sesgo. En el caso de que W > 0, no siempre puede admitir-
se que Xl = )—(2 , incluso como hipotesis de trabajo, ya que la condicion
de no respondiente puede estar muy relacionada con la caracteristica I
que se investiga, dando lugar a dos medias X, y X, muy distintas.
En consecuencia debemos suponer que el estimador es sesgado.

El efecto sobre la estimacion del total también es un sesgo. Si se
toma como estimador del total:
X; = NXx, ; porser E(f(l) = Nil , SU SEsgo es:

1

- - = W
B(Xp = NW(X, - X,) = —— (X, - X,).
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Si se toma como estimador:

- N . N
X = — X ; por ser E(XH)= E(— nlxl> =

n

=N X, =X, , susesgoes: B(Xp) =—X,.

Es obvio que también la falta de respuesta ejercera un efecto sobre
el estimador de 02, traducido en un sesgo. La cuasivarianza de los n.
valores obtenidos, s"'l,es un estimador insesgado de o'f ; por lo tanto el
2 .
sesgo de 57 , es:

B(s2) = 02 —0? = W (o —02) —W(1-W) (X, - X,)

que se obtiene después de algunas operaciones con la descomposicién
de 0® dada al comienzo de este apartado 1X.1.1. Se observa que en
ausencia de no respuesta (W = 0) el sesgo no existe; en otro caso la
cuasivarianza de las unidades muestrales respondientes es un estimador
sesgado.

IX.1.2. LA SUSTITUCION DE UNIDADES QUE FALTAN

Una primera idea para, de alguna forma, superar el problema del
sesgo producido por la no respuesta, consiste en seguir seleccionando
unidades aleatoriamente hasta completar el tamafio de muestra reque-
rido. Es claro que entonces tenemos no n, unidades, sino n, pero todas
pertenecientes al estrato de respondientes, con lo cual solamente con-
seguimos disminuir la varianza de los estimadores pero no el sesgo que
permenece constante. ‘

Si el disefio es estratificado y la sustitucién de las no respuestas
se hace con unidades que tienen caracteristicas similares, podriamos
admitir que no hay diferencia significativa entre X, y X, y por tanto
que el sesgo es pequeiio. No obstante, éste no es un razonamiento
cientificamente valido a menos que se disponga de informacion directa
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del estrato de no respondientes que justifique la hipotesis —)—(1 =~ iz.
El estimador ajustado del total seria:

- N
Xm = - %

n

inseSgado bajo la fuerte hipotesis de que il = X2 ; en efecto:

E(Xp) = NX, =(N, +N )X, =X, +N, X =X +X =X

-~

Si X, # X, su sesgo coincide con el de X{, si bien tendrd menos varianza.

IX.1.3. ALGUNAS TECNICAS PARA LA NO RESPUESTA

Diversos autores han disefiado modelos aplicables a situaciones
particulares en las que se produce no respuesta. Veamos algunos mas
conocidos.

METODO DE HANSEN Y HURWITZ (1946)

Este método, aunque es de aplicacion bastante general, fué dise-
fiado para encuestas que se envian por correo. De las n, unidades que
no han respondido, se selecciona una muestra aleatoria de tamafio
< n, y se envian entrevistadores para conseguir las respuestas de
unidades seleccionadas en la segunda ocasion de entre las no

"a1
las n,,

respondientes a la primera.
El total muestral podemos descomponerlo como:

x—xl+x2

donde x, corresponde a las unidades sin respuesta en la primera ocasion.
Si denotamos por oy = 1, 1/n2 la fraccién de submuestreo de la

segunda ocasion, un estimador insesgado de x, , es:
~ 1 ",
Y2 T T a7 T
21 21
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siendo x

,; ¢ltotal de la segunda ocasion; en consecuencia un estimador
insesgado del total poblacional, es:

donde f =n/N es la fraccion de muestreo de la primera ocasion.

Para el calculo de la varianza del estimador utilizamos la técnica:
V(X) = VE(X) + EV (X)
w w

donde E y V representan esperanza y varianza condicionada al con-
w w

conjunto de muestras w en las que n, y n, son fijos. Para el primer su-
mando tenemos:

. 1 . 1 .
E(X) = E{— (xl+x2)§= —;(xI +E(x2)$=
w wif f w

B N B 1 B N

= ; (x, tx,)= ; X == x.

. 2
V(E(X)) =V (——N— x> - X
w n

2 .
(1-)S ; (muestreo sin reposicion)
n _

Para el segundo sumando, denotamos por s

22 la cuasivarianza de las
n

, unidades no respondientes en la primera ocasion, entonces tenemos:
: 1 - | . 1
=yl e sl =y (G %)= e
1 1-1,,)
= — -2 (1-f.) s2 = —— 2 4P
7 "21 e f* - o e
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s(yb) - SF e,

el cilculo de E(n, sz) puede hacerse:

E(n2 E (s /nz)) = E(n,S;) =rN,S]

por tanto:
- , s 1 /1 ,
VX)y=N(1A-f) — +—[— -1} N, 82 1)
n F\ 1, |

donde S° esla cuasivarianza de las N unidades de la poblacién y 822 es
la correspondiente al estrato de N_ no respondientes.

De los dos sumandos de la féormula (1), el primero representa la
varianza del estimador del total si no hubiera falta de respuesta; el se-
gundo expresa el incremento de varianza debido al submuestreo de
las no respondientes. Si se trata de estimar la media X, formamos el
estimador: '

_ 1 - 1 B
= Ny (x, Tx,) = —-;—(xl-i-xz)

< 1>

y su varianza, sera:

V(f_() (1-1)) s + N2< ! 1) s?
n nN le 2

Consideremos ahora la funcién de coste total:

= +
C c, + c, n, €, Ny,

donde el primer sumando representa el coste de seleccion de la muestra
de tamafio n y los otros dos, los costes de las entrevistas en primera y
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segunda fase. Puesto que n, es aleatorio, fijada una fracciéon de submues-
treo f,, también n s = [y -m,es aleatorio, entonces utilizamos el
coste esperado que calculamos de la siguiente forma:

n n n n
1 21 1 2
C=n(c0+cl — toc, )=n<co toe,— +c2f21-—_)

n n n n

E(C) =n(c, t+c¢; W +e, f,, W)

o

siendo W' = (1-W) la proporcién teérica de respondientes.

Para optimizar el procedimiento podemos fijar la precisiéon (va-
rianza del estimador) en un valor V y minimizar el coste esperado.
Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange para optimizar
respecto de n, tamafio total de la muestra, y de la fraccion f,, de sub-
muestreo de no respondientes, escribimos:

ﬂ/=n(c0 + c1W' + c, Wf“)'*'

N (N—n NN 1
REGRA sz+—l<—— _1> S
n n le

y derivando respecto de n, de f,, Y junto con la ecuacion de condicion
resulta el sistema de ecuacionees:

2
-N - NN 1
P _ 2( _ 1) ${=9
n2 n2 le 2

+ A

N

€, +c,W+c, W5, )+
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despejando A de la primera y de la segunda, igualamos y después de
simplificar resulta:

We, £y, NSy + (A, )N, S5 = (cp+ ¢, W)N, S, + N, 8 We,

We, f,, (N“S* =N, 8%) = (¢, +Wec,)N, S

2 2

de donde puede despejarse explicitamente f,, :

c Si (W' + c,/c))
21 ¢ s*-ws;

donde se observa que cuanto mayor es ¢, respecto de ¢, menor es la

2
fraccion de seubmuestreo de no respondientes que debemos tomar.

También puede escribirse f, en la forma:

f = \/Si (We, +¢c,)
2 y
21 C2 (S _Wsz)

la hipotesis de trabajo S° = S® (cuasivarianza del estrato de no res-
y p jo S,

pondientes igual a la cuasivarianza poblacional), nos da:

7
;- W c, + <,
21 WI
¢,

Para despejar el valor optimo de n, de la ecuacion de condicién
obtenemos:

1 2
NN (— —11} S
N? & , 2(f21 ) 2
- — NS° + = V ; de donde:
n
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1
2
N2 §? + NN, (— - 1) S,
21
n = E— ; que puede escribirse de

la siguiente forma:

NN2<—1——1) g2
2 2 2
N2 S for

n = +
V+NS? V + N§?

donde el primer sumando representa el tamafio de la muestra necesario
para estimar el total con un error de muestreo E =/ V si no hubiera
falta de respuesta (véase I1.6). El valor numérico del 6ptimo tamafio
n, se obtiene sustituyendo el f,, calculado antes.

En caso de muestreo con reposicion operando de forma analoga,
se llega a los siguientes valores optimos:

1
o, co+c1W

o c,
donde o0 es la desviacion tipica poblacional y ¢, la del estrato de no
respondientes; para n se obtiene:

2 2 2
N o NN20*2 /le
n = - +
\Y \"

donde f a1 debe tomarse de la féormula anterior.

MODELO DE DEMING (1952)

Un procedimiento para aminorar la no respuesta, especialmente
cuando es producida por ausencia de la persona especificamente selec-
cionada para la encuesta, consiste en realizar visitas sucesivas; para ello
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se fija un nimero minimo de “revisitas” que deben hacerse a cada unidad
antes de abandonarla como ‘“‘contacto imposible”. Un elemento im-
portante a considerar es si la entrevista se dirige a un adulto cualquiera
del hogar seleccionado, o bien el cuestionario debe ser respondido por
un adulto especifico (cabeza de familia, por ejemplo). En el primer
caso el nimero de respuestas en la primera visita es mucho mayor que en
el segundo, pero a medida que aumenta el niimero de revisitas el porcen-
taje total de respuestas tiende a igualarse, si bien es mayor en el primer

[ Porcentaje de respuesta
I
II
0 .- =
r 2° 3? Visita

caso. Stephan y Mc Carthy (1958) presentan datos de varias encuestas
obteniendo unos valores promedios, que siguen la tendencia ilustrada
en la figura adjunta. Para la aplicacion y analisis del rendimiento de
esta técnica es indispensable un buen estudio de los costes promedios
por unidad en las sucesivas revisitas; Durbin (1954 ) ha efectuado
algunos estudios sobre esta cuestién. Una medida que puede resultar en
la practica mas til, es el coste promedio por unidad de las respuestas
obtenidas después de i visitas. Observemos por tultimo, que el proce-
dimiento de revisitas retrasa los resultados finales, aunque no siempre
serd necesariamente un retraso excesivo si de antemano se planifica la
duracién de la recogida de datos.

Deming desarroll6 el siguiente modelo, muy util para el estudio de
esta técnica de revisitas. La poblacién se divide en L clases de acuerdo
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con la probabilidad de que el encuestado sea encontrado en casa; sean:

Wy = Probabilidad de que un encuestado de la j clase sea encon-
trado en i visitas.

P; = Proporcién de la poblacién en la j clase.

)—9- = Media poblacional de la j clase.

0]? = Varianza poblacional de la j clase.

y supongamos w;; > 0 para todas las clases, aunque el modelo puede
adaptarse para incluir personas imposibles de encontrar. Después de
i visitas la composicion de la muestra es la siguiente: L clases, a cada
una de las cuales pertenecen los elementos del estrato j de los cuales
se ha obtenido respuesta durante alguno de los i primeros intentos,
mas una clase que incluye todos los elementos de la muestra inicial de
los que no se ha obtenido respuesta en los mencionados intentos. Si es
n, el tamafio inicial de la muestra, el nimero n;; de elementos obser-
vados de clase j después de i visitas, es una multinomial de parame-
tros:

L
n. ;¢ w, P Wi, P2;°";WiLPL ; (11— ,Z, wijPi}

El ntimero total de respuestas después de i visitas es una binomial de
p
parametros:

L
ni : no 5 Z wl] P]

]

por tanto el nimero esperado de respuestas en i visitas:

L
E(n;) = n, Z wi P,

Para un n; fijo, el nimero de entrevistas obtenidas en cada una de las
clases, viene dada por la multinomial condicionada que como sabemos
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también es multinomial de parametros:

w., P W
0 it T1 , i2 P2 , wl-LPL
7 9
z Wi P]- z Wi Pj > Wi P]-
por tanto:
n.w, P
ivij
E(ni]- In;) =

y la esperanza matemaitica de la media muestral condicionada a n;, es:

ij T

n 2, wiP;

i

I

_ oy ¥, 25 m vy B X,
E(x;In;) = E )

nj

) Wi Pj
por tanto vemos que no depende de n; y en consecuencia podemos
afirmar que la media de la muestra después de i visitas, independiente-
mente de cual sea el nimero n; de respuestas, es también X,. El sesgo
de la media muestral después de i visitas es por tanto:

B(x;)=X;—X

La varianza de ;i condicionada aun n;,

Z Wi Pj<o; + ()_(]- — )_(i)2>

i

V(% 1n;) = @)

€S:
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y la varianza de ;, cualquiera que sea el namero n; de respuestas obte-
nidas después de i visitas, viene dada aproximadamente (despreciando
términos de orden 1/n§ ) por la féormula (1) sustituyendo en ella n;

i
por su valor esperado, resultando:
. o, s T .2
2wy Pj(oj + (x,.—X,.))
2 (2)

Finalmente el Error Cuadratico Medio de la media x; obtenida después
de i vistas, es:

Vi(x;) =

ECM (x;1i) = V(x;1i) + (X, - X)’

Veamos ahora el coste de hacer i visitas. Sea c, el coste por unidad
en la r® visita. Por otra parte el nimero esperado de entrevistas consegui- -
das al pasar de la visita (r —1) ala r, es:

2, Wy = Wy ) B

)

por tanto el coste esperado para i—visitas, siendo n o, €l tamafio inicial
de la muestra es:

<

n, 3 ¢, Z Wi te, Z (wzj_wxj) P] teoite 2 (wij_wi—l,j)Pj i

METODO DE POLITZ Y SIMMONS (1949, 1950)

Este método fué propuesto por Hartley (1946) y desarrollado por
Politz y Simmons (1949, 1950). No se realiza mas que una visita pero
se ponderan los resultados de acuerdo con la probabilidad de encontrar
al encuestado. Dado que una persona que esta en casa una proporcion
7 del tiempo tiene una probabilidad relativa de ser entrevistado igual
a m, su respuesta deberia recibir una ponderacion 1/m. Suponiendo
entonces que las visitas se realizan durante 6 tardes de cada semana,
al entrevistado se le pregunta si estaba en casa cada una de las cinco tar-
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des anteriores a la de la entrevista; si declara que estuvo r = 0,1,2,3,4,5
se toma como estimador de = :

1 + ¢

El estimador ponderado de Politz y Simmons para la media es, entonces:

5
Y. 6n,x,/(1+1)
t=0

PS

5
> 6n, /(1 +1)
=0

donde 7, es el namero de entrevistados que declaran haber estado en
casa ¢ de las cinco noches anteriores y x, su media. Este estimador
es menos sesgado que la media simple de la muestra de respuestas obte-
nidas en la visita pero su varianza sera mayor ya que las ponderaciones
son estimadas. Desarrollos elaborados de este método y comparaciones
con el método de revisitas pueden consultarse, ademas de los autores

citados, en Deming (1953) y Durbin (1954).

IX.1.4. NO RESPUESTA PARCIAL

En el contexto del problema de la no respuesta existe otra situacion
algo distinta de la considerada hasta aqui; se trata de lo que podemos
denominar no respuesta parcial que se presenta cuando falta la respuesta
a una o varias de las variables 6 preguntas incluidas en el cuestionario.
También puede incluirse en este concepto una respuesta erréneamente
codificada de modo que no corresponda al conjunto de posibles valores
validos de la variable; en este caso la situacién es equivalente a no tener
respuesta.

Para el tratamiento de este problema daremos algunas reglas de
conducta ttiles que nos conducen a técnicas de deteccién—imputacién
automatica de errores e inconsistencias en los cuestionarios. Si bien se
aplican usualmente en censos y encuestas, hasta hace relativamente poco
tiempo no han aparecido trabajos planteando modelos tedricos que

- 334 —



permitan una instrumentacién informatica rdpida y efectiva. Véase
Fellegi y Oldt (1976), trabajo del que Gomez Alonso (1980) ha realizado
una traduccion al espafiol; Rodriguez—Ponga y Villan (1985) han apor-
tado recientemente alguna mejora.

En primer lugar la revision de cuestionarios por encargados de grupo
debe ser elemento bésico para detectar la no respuesta parcial y las in-
consistencias. Debe ponerse en contacto con el entrevistador para subsa-
nar, si es posible, el defecto observado. Como segunda medida puede,
en ocasiones, recurrirse a una llamada telefénica con la unidad informan-
te. El Gltimo recurso consiste en un tratamiento informatico (cuando se
trata de muestras grandes) para el que son necesarios, al menos, los
siguientes pasos:

1. Definicion del campo de valores validos para cada una de las varia-
bles.

2.  Definicién del campo de valores vilidos para cada variable, condi-
cionado por los valores de las restantes variables. Con esto se pre-
tende evitar inconsistencias entre respuestas a distintas variables
va que es usual que el valor observado en una variable, atin estando
dentro del conjunto de valores validos, tenga que cumplir ciertos
requisitos en relacion con los valores de otras variables.

3. [Establecer reglas deterministicas o aleatorias (imputando valores
de cuestionarios “similares’ al que esta en revisién) para imputar
los valores correspondientes a conjuntos de variables que presenten
inconsistencias.

4. No debe olvidarse el establecimiento de la lista de variables en las
que se concede posibilidad de “no consta”.

5. Por tltimo mencionemos la importancia de evaluar el efecto pro-
ducido por este tratamiento de los datos faltantes o inconsistentes.
Es corriente efectuar simplemente un recuento del numero de
imputaciones efectuadas pero pensamos que esto apenas es util
para el andlisis; en cambio proponemos disefiar un recuento, en
tabla de doble entrada, del niimero de unidades con valor Xz .
en el cuestionario y con valor X;, después del proceso de imputa-

ci6n automatica. De esta forma si es nyj la frecuencia de casos
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(Xil ’
neto de n;. unidades en el estado X; en el cuestionario y n.; en
el mismo estado después de la imputacion. Obviamente #;; es la
frecuencia de unidades no afectadas por el tratamiento y (n.; —n;.)

X;,) podemos estudiar los trasvases que producen el resultado

la diferencia neta. Si X es cuantitativa, debe obtenerse, ademas de la
frecuencia ni en cada “casilla” de intervalos (I;, Ij), la suma
Xij de los valores de la variable, de esta forma podemos evaluar
el efecto producido que consistira en una ‘“‘deformacion” de la
distribucion inicial (antes de la imputacion automatica) en la
distribucion final (después de la imputacion).

IX.1.5. MODELOS DE RESPUESTA ALEATORIZADA

Las dificultades para contar con la colaboracion veraz de los en-
cuestados frente a preguntas de caracter intimo, se traducen en falta de
respuesta por negativa o en la obtencion de respuestas deliberadamente
falsas. Ejemplos de este tipo de preguntas son muy abundantes en las
encuestas socio-econémicas, como nivel de ingresos, trabajo sumergido,
aborto, consumo de drogas, conducta sexual, etc. Warner (1965) publica
un trabajo con el que se inicia una serie de investigaciones sobre el tema,
basadas en esta primera idea denominada técnica o modelo de Respuesta
Aleatorizada.

MODELO DE WARNER

La idea inicial de Warner consiste en lo siguiente: Si es C la clase
de unidades de la poblacion que poseen la caracteristica en estudio y m
su proporcion poblacional que deseamos estimar, se presenta al encues-
tado una de dos preguntas:

(I) Pertenece ala clase C . (Si=1 ; No = 0)

(II) Pertenece ala clase C_;’ .(Si=1; No=0)

la primera con probabilidad P y la segunda con probabilidad (1—P).
El entrevistador proporciona al encuestado una tarjeta con las dos
preguntas y un mecanismo aleatorio (baraja, dado, caja con bolas de
colores, etc.) y le pide que en privado, de forma que el entrevistador
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no conozca la pregunta seleccionada, efectie el sorteo y le comunique
su respuesta. De esta forma queda garantizado el secreto ya que se des-
conoce a qué pregunta corresponde la respuesta.

Una observacién trivial pero interesante para una mejor compren-
sion de la idea, es que esta técnica deberia denominarse de ‘“‘pregunta
aleatorizada”, ya que en efecto lo que se aleatoriza es la pregunta y
no la respuesta.

En estas condiciones si X; = uno 0 cero, es la respuesta obtenida,
tenemos:

Pr(X,=1) =x=Px + 1-P)(1—7) .
Pr(X;=0)=1-A=P1l-n) +(1-P)7

y siendo n, el namero total de respuestas afirmativas, en una muestra
aleatoria de tamafio n:

n

A = —L eselestimador insesgado
n

de A, con varianza A (1—A)/n en muestreo con reposicion (multipli-
cariamos por el factor de finitud en muestreo sin reposicion).

Despejando de la ecuacion:

a

;\ =P + (l—P)(l—;r)

se obtiene el estimador de :

e 14y = 1 P_q 4+
m=opo1 ¢ )= 5p_1 \F- "

donde se observa que la probabilidad conocida P que el mecanismo
aleatorio concede a la pregunta intima, debe ser P # 1/2 para evitar la
indefinicién de 7. Debe advertirse que T puede tomar valores fuera del
intervalo [ 0, 1 ] ; esto ocurre siA <1 — P, 6 si A> P; Singh (1976)
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propone el siguiente estimador:

0 Si -1 < 1-pP
n
B A n
m,o={ = Si 1-P< —L <P
n
n
1 Si L > P
n

La esperanza y varianza del estimador de Warner, son:

. R 1 R AN(1=-N\)
E(m)=n; V(m)=— V(A) = ————
(2P-1) n(2P-1)

También, sustituyendo A en funcién de 7:

- T(l—m) P(1-P)
Vn) = + >
n n(2P—-1)

donde se observa que la varianza de 7, tiene dos sumandos, el primero
representa la varianza que tendriamos haciendo a todas las unidades
de la muestra la pregunta intima y el segundo es el incremento que
experimenta como consecuencia de la aleatorizaciéon de la pregunta
(tributo que se paga para recoger informaciéon mas veraz).

MODELO CON PREGUNTAS NO RELACIONADAS

En el anterior modelo de Warner la segunda pregunta es comple-
mentaria de la primera. Horvitz, Shah y Simmons (1967) proponen un
modelo basado en una idea de éste ultimo, en que las preguntas no estan
relacionadas; la primera es la pregunta intima y la segunda se denomina
pregunta intrascendente (por ejemplo ser fumador, ser lector de un
periddico, etc. supuesto que esta caracteriatica irrelevante no esté rela-
cionada con la pregunta intima). Si la proporcion T, de unidades per-
tenecientes a la clase intrascendente, es conocida, tenemos:
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Pr(X;=1) =X = Pr+ (1-P)7,

Pr (;,=0)=1-A=P@1-m + 1-P)(l-m)

Operando como en el modelo anterior, se obtiene el estimador inses-
gado:

- 1 - 1 n,
T= 7 (P=1)m, + X )= (P—l)yry+-—’;-—
cuya varianza y su estimador insesgado, son:

AL =N | A1 =2

Vs s V=

Si M, es desconocido, se toman dos muestras aleatorias de tamafios
n, ,n,; alaprimera se le plantea la pregunta aleatorizada con un meca-
nismo de probabilidad P, y a la segunda con un mecanismo de probabi-
lidad P, . entonces: -

9

A

1

A P n+ (l—pl)ﬂy g -

2 P27r+(1-—P2)1ry

de donde podemos escribir las ecuaciones empiricas:

~ PN A

N o= Ppm+ (1P, %
N, =P, 1+ (1-P,) 7,

2

y de este sistema, dados P,, P, apriori, y A, A, por las observaciones

muestrales podemos despejar =, My
';_ A(A=-P) =2, 1-P)
P - P,
S P, = PNy )
g Pz o Px
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donde observamos que debe exigirse P, # P,. Los estimadores son
insesgados, pero estamos interesados en = solamente; su varianza es:

vin = (222 Yvo) + (222 Y v =
(ﬂ)_<Pl—P2> (Ay) <P1_Pz) x,) =

2
_ < l—P2)2 x1(1_7\1)+(1_1>1 ) A, 1-2,)
P -P, n P, P, n

1 2

y su estimador insesgado:
~ - , - -
V(1;)=<1-P2 )2 )\1(1—)\2)+(1—P1> A (A=)
.\ -1 -1
P.—P, ny P —P, sy

MODELO PARA VARIABLE CONTINUA

Si la pregunta intima se refiere a una variable Jb que tiene una fun-
cion de distribucion F(x) y la pregunta intrascendente una distribucién
H(x), la respuesta obtenida es una variable aleatoria 3 cuya distribucién
es:

fi(z) =Pr(Z<z), =P F(z) + 1-P)H(z)
B,(z) = Pr(Z<z), =P, F(z) + (1-P,) H(z)

Operando de forma aniloga al caso anterior, las medias de ( Z ), y de
(Z), verifican:

p, =P p+ Q-P)

B, =P, p +(1-P,) p,
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donde u, es la media correspondiente a la distribucion H y u la que
deseamos estimar, correspondiente a la distribucion F. se obtiene:

(1-P,) 7, —(1-P)z,
P, —P,

1

u=

siendo z , z, las medias de la primera y segunda muestra. La varianza
viene dada por:

- 1-P,\"  _ 1-P \?
V(#)=(T’_:—P— V(Zl) +(—l—)——? V(Ez)
1 2 1 2

de la que se forma un estimador insesgado, sustituyendo:

82 S2
1 2

ViE,)= — V(z,)=

ny n,

Por ultimo conviene decir que ha habido una gran profusién de
estudios sobre este tipo de modelos, tratando K>2 preguntas, estudian-
do las probabilidades 6ptimas, etc. Un interesante trabajo de recopila-
cién ha sido realizado en Espafia por Ladoux, M. (1982), al que remiti-
mos al lector.

IX.2. EFECTO DEL ENTREVISTADOR

Si bien es cierto que un censo o encuesta efectuado mediante entre-
vistas directas aporta una mayor calidad de datos que la “autoenumera-
cion”, y esto se debe a que disminuye la no respuesta y a que el entre-
vistador puede ayudar decisivamente a una correcta interpretacion del
cuestionario, especialmente cuando éste es complicado e incluye pregun-
tas alternativas en funcioén de la respuesta dada a las anteriores, también
es cierto que distintos entrevistadores pueden ejercer efectos distintos .
sobre las respuestas. Esto puede ser debido a diversas causas derivadas
de la conducta individual al efectuar la entrevista y del diferente grado
de adiestramiento. Los cursos de formacién tratan de conseguir unifor-
midad de criterio de los entrevistadores, pero a pesar todo, en la prac-
tica, cabe esperar que permanezca en mayor o menor grado, un efecto
sobre la respuesta producido por el entrevistador.
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IX.2.1. MODELO PARA EL EFECTO ENTREVISTADOR

Supongamos una poblacién finita de N unidades y un conjunto de
L entrevistadores. Denotemos por Y, el dato recogido por el h® entre-
vistador en la unidad Az’ ; denotemos por Xi el “verdadero valor” de la
variable en la unidad A; . Se denomina:

dy = Yy — X

Desviacién de respuesta correspondiente al entrevistador # cuando
observa la unidad A;. En muestreo aleatorio simple, tenemos:

EE(Y,)=E(Y,) =Y
n i ih s h

donde ?h = ];_“, (Yih ) es la media esperada de la poblacion si es entrevis-

tada por el h®; Y es la media esperada sobre todos los entrevistadores.

La varianza de Y, puede descomponerse de la siguiente forma: -

2 - 2 - 2 - - 2
0, =EE(Y; —Y) =EE(Y, -Y,) +EE(Y,-Y)
hoi h i h i

ya que se anula la esperanza:

EE(Y;, -Y,)(Y,-Y)=E(Y,-Y) E(Yih_§h)
h i h i

asi, podemos escribir:
o} = EE(Y, - Y, Y +E(Y,-Y)
hoi h
donde el primer sumando:

- 2
o, = EE(Y; -Y,) = E(o})
hoi h

— 342 —



se denomina Varianza “dentro” de entrevistadores y representa la va-
rianza promedio de las desviaciones de respuesta de cada entrevistador;
el segundo sumando:

o = E(Y,-Y)

se denomina Varianza “entre” entrevistadores y representa la varianza
de los promedios Y, obtenidas por cada entrevistador; es una medida
del efecto del entrevistador ya que si todos obtienen el mismo valor
esperado Y, no hay efecto entrevistador y 02 es cero, por el contrario
si al menos un entrevistador obtiene un promedio Y, distinto a los
demas olz) > 0. Asi pues:

2 2 2
oy——ow+ob

Veamos ahora los distintos casos hipotéticos que recoge el modelo:

1. Todos los entrevistadores recogen datos exactos de todas las unida-
des.

Y, = X; paratodo i, h; por tanto:

— ‘ V —V = Y 2 _
dp =0 5 Y, =Y=X y d =0.

No existe efecto- entrevistador y la varianza coincide con la varianza
poblacional:

o> = EE(X,—X) =E(X.—X) =0
y onio ! T X

1
1
En este caso, por ser Y = X, tampoco hay sesgo.

2. Los errores o desviaciones de respuesta se compensan dentro de
cada entrevistador.

? (d;, )= ];3 (Y;;, — X; ) = 0, para todo 4. En consecuencia los

valores esperados de cada entrevistador coinciden con la verdadera
media:

E(Yyp) = B(X; + d) = BE(X) = X 5 ¥ =Y=X
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por tanto 0> =0 y no existe efecto entrevistador. A diferencia del
caso 1) la varianza del modelo aumenta debido a la variabilidad de
la respuesta de los entrevistadores:

o2 = .2
0} =0,,= E(Yy, = Y,) =B(dy + X~ Y) =

=B, +X,—-X) =

=E(dy) +E(X,—X) + 2E

dp(X; = X) %
de donde resulta que la varianza total del modelo es:

2 = 42 = 42 2
g° =90° =0’ +0° +20
y w x d xd

2 . . 2 .
donde 0% es la varianza poblacional; 0; es la varianza de respuesta;
x P d P
0, €s la covarianza entre desviaciones de respuesta y de muestreo.
En resumen, no existe efecto entrevistador (U = 0), no existe
sesgo y la varianza del modelo aumenta debldo a la variabilidad
de las respuestas (centradas en media) de los entrevistadores y a la
P y
posible existencia de una covarianza entre desviaciones de respuesta
y desviaciones de muestreo (X; — X)

Todos los entrevistadores recogen datos cuyos promedios tienen el
mismo sesgo.
En este caso, Y, = Y para todo 4, por tanto:

E (@) =E (Y) - X =Y, - X=Y — X =B (sesgo).
y en consecuencia no existe un efecto entrevistador ya que:
2 = E(Y,—-Y)? = E(0)=0

0y = E(Y,—Y)* = E(0) =

pero existe un sesgo B = Y - X y la varianza del modelo aumenta,
respecto a la varianza poblacional de la variable a

= 2 . =2
0, =0, =E(Y;-Y,) =E(Yy-Y) =
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=E(dy, + X;—Y) =E(d; +(-X) + B) =

—_ 2 2 2
_°d+"x+20dx+B

Se diferencia del caso anterior solamente en la aparicion del cuadra-
do del sesgo.

El valor promedio recogido por al menos un entrevistador, es
distinto al obtenido por los demas.
En este caso, por ser Yh * Y al menos para un 4, resulta

Ob =E (Yh - Y) > 0 y aparece el efecto entrevistador. El sesgo
puede existir o no segin que se compensen o no, los promedios

Xh ;_asi puessiE (Y,) = Y = X_r_lo hay sesgo, perosi E (Y,)=
Y #X, aparecerd un sesgo B=Y — X.

El caso 1) representa la situacién ideal donde no hay sesgo, no hay

varianza de respuesta y no hay efecto. de entrevistador; la varianza total
coincide con la varianza poblacional de la variable 0; = 0% . Los casos

2) y 3) representan situaciones en que hay varianza de respuesta, cova-
rianza entre desviaciones de respuesta y de muestreo, puede haber o no
(caso 2 6 caso 3) sesgo y no hay efecto de entrevistador; se trata de
situaciones que pueden presentarse en encuestas con entrevistadores o
sin entrevistadores ya que también las instrucciones y el cuestionario
pueden inducir a los encuestados a producir sesgos y- variabilidad en las
respuestas. Asi pues el caso 4) representa la situaciéon donde hay efecto
entrevistador, ya que no todos recogerian el mismo valor promedio.

1X.2.2. ESTIMACION Y CONTRASTE DEL EFECTO ENTRE-

b)

VISTADOR

Planteamos la experimentacion de la siguiente forma:

Se toman ! muestras aleatorias de tamafio m, de modo que la mues-
tra total es de tamafion =1.m .

Se asignan aleatoriamente uno de cada ! entrevistadores a una
submuestra.
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Para detectar la presencia del efecto entrevistador procesamos los
resultados de cada submuestra; si no existe tal efecto, la varianza esti-
mada a partir de la variabilidad “entre” submuestras (entrevistadores)
no ha de ser significativamente diferente de la varianza estimada a
partir de la variabilidad “‘dentro” de submuestras. Se aplica entonces el
modelo de analisis de la varianza para el contraste de la hipotesis Ob =0
y si ésta se rechaza el efecto entrevistador puede medirse mediante la
estimacion ob o bien mediante el porcentaje que supone en la varianza
total. A continuacién escribimos el cuadro de analisis de la varianza:

F u<3'ntf.3’de g 1. Cuadrado medio
variacién
2
Entre -1 A= On J’)
1—1

2 Y om0

' 2.0 - Vp)
Dentro I(m—1) B= X L7 "7

I(m-1)

Para contrastar si A y B difieren significativamente se emplea la razéon

= A/B que si la hipotesis nula, 0 = 0, es cierta se distribuye segin
una F de Snedecor (l -1, I (m— l)) Si se acepta la hipétesis nula,
la varianza de y se estima mediante el cuadrado medio total:

p-o—1 5 >, n—r)

y n(n—1) a1

Si la hipétesis nula se rechaza, la varianza total de la media viene dada

por:

+

O’_:

2
2 . b
y l

Im

y el estimador insesgado viene dado por:
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. 1 <A—B) B
o— = +—
Y l m Im

A-B

m

y dado que B estima a o;), resulta que ( estima a OZ . En conse-

cuencia la medida del efecto entrevistador viene dada por:

N A-B N
2 _ . 2 _
o, = - ; o, =B

o mas significativamente por el porcentaje que representa de la varianza
total:
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X. MODELOS DEL ERROR TOTAL EN CENSOS
Y ENCUESTAS

En el conjunto del proceso estadistico de un censo o una encuesta,
intervienen diversos elementos (instrumentos y operaciones) que son
fuentes potenciales de error. Ademas de los sesgos que puede producir
un cuestionario mal disefiado, que en parte puede ser debido a una
imprecisa definicion de las unidades y conceptos, las operaciones de
recogida, transcripcion y grabacion de los datos también pueden dar
lugar a que se produzcan desviaciones de los valores observados respecto
de los que podemos llamar para entendernos, verdaderos valores. Por
otra parte no debemos olvidar los efectos debidos al trabajo de los encues-
tadores, a la situacion objetiva o subjetiva de los entrevistados y a la
interaccién entre unos y otros. Tales errores se denominan ‘“‘ajenos al
muestreo” para distinguirlos de la variacion que distintas muestras presen-
tan, atin en ausencia de aquellos, que se denomina “error de muestreo”
o desviacion tipica del estimador. De acuerdo con estas ideas es claro
que un censo si bien no estd sometido al error de muestreo sufre el
efecto de los errores ajenos al muestreo; es mas, la experiencia muestra
que deben esperarse mayores errores que en una encuesta ya que debido
al mayor nGmero de operaciones y a la cantidad de personas que inter-
vienen, es mas dificil mantener bajo control la calidad de los trabajos.

Algunos investigadores, como Hansen, Hurwitz y Bershad, y otros,
han mostrado interés por la construccion de modelos para describir el
Error Cuadratico Medio de una estimaciéon sometida a errores de mues-
treo y ajenos al muestreo.
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X.1. FUNDAMENTO DE. LOS MODELOS

Se utiliza el concepto de superpoblacién, que consiste en lo siguien-
te: En la teoria ordinaria suponemos que para una poblacién finita dada

a=fA, . A, Ay

2

esta definido univocamente el conjunto de valores de una caracteristica
X; X (A;) = X; ysesupone que al observar cualquier unidad A; ob-
tenemos el valor X; . Para representar el hecho de que, debido a los
errores ajenos al muestreo en vez de X; observamos en A; un valor que
puede coincidir o no con X;, se supone que tenemos una poblacion de
variables aleatorias:

Yy=1Y,9,,....Y%, . ...,Y,¢

PRIRE

y que al realizar un censo o encuesta obtenemos una realizaciéon parti-
cular, 7, que representamos por Y ., Y,,, ..., Y;i, ..., Yyg-

En estas condiciones se supone que el valor esperado de la observa-
cién efectuada en una unidad A; es:

E(Y;)=1Y; (en general Y; # X,)

. ]
i

y denotando por Y la media esperadaen Y :
E(Y,) = E(CE(Y;,)) =E(Y) =Y

La diferencia d;, = Y, —Y; se denomina desviacién de respuesta

de la unidad Ai en la realizacion ¢ . Para cada i , dit es una variable
con esperanza cero, por tanto:

V(d;) =E(d) = o

y se denomina varianze unitaria de respuesta.
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La diferencia 6; = Y; — Y se denomina desviacion de muestreo
de la unidad A;. Su esperanza es cero, por tanto:

2

V(8;) =E(5,) =0’

y se denomina verianza wnitaria de muestreo.

La diferencia B; = Y; — X; se denomina sesgo de respuesta de la

unidad A; . En .general cabe suponer que los sesgos individuales no se
compensan, de modo que:

B=E(Y;) -E(X)=Y-X
es distinto de cero. Se denomina sesgo total de respuesta.

Cuando se realiza un censo, o una investigacién muestral con
n > 1 unidades, debemos suponer que en general las desviaciones de
respuesta en dos unidades A;, A]- (i #j) estan correlacionadas. Defi-
nimos el coeficiente de correlacion entre desviaciones de respuesta
como:

p, = —— ;  (iF))

Analogamente debemos suponer que las desviaciones de respuesta
y de muestreo en una misma unidad A; también pueden estar correlacio-
nadas. Definimos entonces el coeficiente de correlacion:

E (d;, .5;)

R M

X.2. EL ERROR TOTAL EN UN .CENSO

Supongamos que el objetivo es X ; una realizacion particular nos
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dara una media censal:

1
N =
cuyo Error Cuadratico Medio pretende explicar el modelo.

N

— : 1 d — 2
BOM (Y,) =E(— Z Y, - X)" =

1
N ‘
N

- _ 1 o
=B(— Y Y,-Y) +EX-X) +2E(—§Z(Y,.,_Y)(Y_X)

donde el tercer sumando se anula por ser B

er Y — X constante y
E(Y;;) = Y. Resulta que el ECM liene dos componentes:

_ 1 & 1
BCM(Y,) = E( — >y, - - S Y) +B

1
=E(g 2L d;) +B

la primera es la Varianza censal de Respuesta y la segunda es el cuadrado
del sesgo. Veamos ahora el analisis de la varianza de respuesta:

g 2 1 N‘ 2 =
B(—~ Z d,) = -E;E(Z d, +Z, ditdjt)=
1 1 2 N-1 2
= — Noo + — NN-)p_oi=—0¢ +—p 0o =
N2 2 R N N R R
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|
Z l,%

(1+(N=1) p)

En resumen, el ECM de la media censal tiene dos componentes:
El cuadrado del sesgo y la varianza de respuesta, ésta a su vez se compone
de dos sumandos, la varianza de respuesta simple y la varianza, o compo-
nente, correlacionada de respuesta.. Es interesante observar que si la
poblacién es grande, la varianza de respuesta simple podria tener poca
importancia ya que aparece N en su denominador, pero no ocurre lo
mismo con la componente correlacionada que suponiendo N = N—1

. s 2
serfaigual a p o

_ o} (N-1)
ECM (Y,) = iy p o + B
N N R R

El sesgo de respuesta es el promedio (valor esperado) de los sesgos
individuales y se asocia no a la variabilidad de las observaciones alrededor
de su promedio, sino a caracteristicas del procedimiento independientes
de los errores accidentales. Cabe suponer en un modelo mas simple que
el sesgo es constante para todas las unidades, B; = B.

X.3. EL ERROR TOTAL EN UNA ENCUESTA

Supongamos ahora que la investigacién acerca de la media poblacio-
nal, se reduce a la media de una muestra aleatoria de tamafio n:

cuyo ECM vamos a calcular. Utilizando la notacion:

1 & 1 <&
— 2 IE(Yit)z TZI Y;

n i=}

;_—_
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podemos escribir:

_ _ — 2 _ _ I - — 2
ECM(yt) = E(yt——X) = E(yt-——y +y-Y +Y-X) =

= EG,-7) + EG-T) +2EG,-7) G ~T) +EF -X)’

teniendo en cuenta que las restantes esperanzas de productos cruzados
se anulan. Veamos por separado las componentes del ECM(y,): La
primera es la varianza de respuesta, la segunda es la varianza de muestreo,
la tercera es debida a la correlacion entre desviaciones de respuesta y
desviaciones de muestreo en una misma unidad y la ailtima es el cuadrado
del sesgo.

Componente debida a la varianza de respuesta:

2 1 - 2 1 - 1
2g,-9" =5(> % o,-p)-n(t %) -

n i=1

1\ ) |
= ;1_2—3”]3((1”) +n(n-1) COV‘(dit’*djt) =

. 2
n—1 ) o
T by = (1 +(n—1) pR)

que consta de la componente debida a la varianza de respuesta simple y
de la componente debida a la correlacion entre desviaciones de respuesta
de distintas unidades.

Componente debida a la varianza de muestreo:
2
g
_ =2 M
B - ¥) = =%
n
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Componente debida a la correlacion entre desviaciones de muestreo y
de respuesta en una misma unidad: B

o 2
2E(y,—-y) (y =Y) = — o, % 9

En resumen, cuando se estima la media poblacional )_(, mediante la
media de una muestra aleatoria simple de tamafio n, el Error Cuadratico
Medio admite la descomposicion.

02 o; 2 )
ECM(y)——(l + (n- l)p )+—n—' +T pRMoRgM+ B

Observamos que respecto de una investigacién censal, aparecen
dos nuevos términos: La varianza debida al muestreo y la componente
debida a la correlacién entre desviaciones de respuesta y de muestreo en
una misma unidad; esta Gltima se anula en repeticiones sobre una mues-
tra fija. Por otra parte al aumentar el tamafio de la muestra, obviamente
la componente debida a la varianza de muestreo disminuye hasta anu-
larse en un censo; lo mismo ocurre con la componente de correlacion
entre desviacion de respuesta y de muestreo. De las restantes, el sesgo
es siempre constante y la componente de la varianza de respuesta corre-
lacionada también permanece o incluso aumenta.

EFECTO DE LOS ENTREVISTADORES EN LA VARIANZA DE
RESPUESTA

Si se admite que la correlacion entre desviaciones de respuesta es
debida fundamentalmente al efecto del entrevistador, la férmula de la

-y

g
pR R

n

componente correlacionada se modificaria de la siguiente forma: Admi-
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tiendo que solo estan correlacionadas las desviaciones de respuesta entre
unidades observadas por un mismo entrevistador, al efectuar el calculo
de la componente correlacionada, para K entrevistadores con # uni-
dades cada uno (N = K .n), se tiene:

1 " | .  (n=1) 2
2 E ,z; d, djy = _n_z- Kn (n=1) pp 9¢ n r Or

por tanto al aumentar el tamafio de la muestra, bajo estas hipoétesis,
la componente correlacionada también podria disminuir si el nimero
de unidades observadas por cada entrevistador es constante.

X.4. APLICACION DEL MODELO. A UNA PROPORCION

Si la encuesta se dirige a estimar una proporcién, las siguientes
notaciones y féormulas se deducen inmediatamente, teniendo en cuenta
que ahora la variable observada Y;, toma el valor uno 6 cero, segin
que en la realizacion ¢ se clasifique la unidad en la clase de referencia o
en su complementaria:

_ 1 &
E(Y,) = P, , Y=— 2 P =P

1
i

N 1 ’N 1 N 4 2
op = V(&) = ~ 2 RO °2M='§'Z(Pi“P)
I N

La proporcion muestral observada en la realizacion 7, y la media mues-
tral de valores esperados seran ':

1 & 1
n i=1 n i=1
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La varianza de respuesta y la varianza de muestreo:

1 z 1
m(ZP,-@)(H(n—I) ) 5w 2

El sesgo, suponiendo una ‘“verdadera” PO ,seraB =P —P

Una importante propiedad del modelo para una proporcion es la
siguiente: La varianza de respuesta simple mas la varianza de muestreo
es igual a PQ/n.

N PQ

1 S_IN._ i P (1-P) + > Pl?_Pzz L (P-P*)= —

(

Esto implica que el estimador usual de la varianza de una proporciéon
incluye la varianza de muestreo y la de respuesta simple:

2 2

n-1 n n n

n

X.5. EXPERIMENTACION Y ESTIMACION

En el contexto del modelo estudiado la unica alternativa para obte-
ner informacion acerca del ECM, consiste en repetir la observacion en
cada una de las unidades de una submuestra aleatoria que supondremos
de tamafio m. Esta practica que se conoce con el nombre de entrevista
repetida permite disponer de dos observaciones. Sin entrar de momento
en otras consideraciones, admitiremos la hipotesis de que la segunda
es una observaciéon independiente de la primera; es decir, sisndo Y;, e
Y,,’ las dos realizaciones en una misma unidad, suponemos su indepen-
dencia probabilistica.
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ESTIMACION DE LA VARIANZA DE RESPUESTA SIMPLE

1 & 2
Vamos a ver que siendo G = — Z (Y;; — Y;;) se cumple
m i=r ]

1
que —5- G es un estimador insesgado de 0;

1
E(G) = — m B(Y, -Y,) =E(Y, -Y, +Y,-Y)

l

= E(dlzt + d?t’ —2E(dit dl't

5 2
N =2 O
puesto que E(dii) = E(d;) = oi y por otro lado, la independencia

de d;; e d; y por ser de media cero, implica la anulacion del tercer
término. '

ESTIMACION DE LA- VARIANZA TOTAL DE RES.PUESTA

2
l m
Veamos ahora que siendo ] =3 - Z (Y, = Y1) ; se cumple

1 ‘
que 5 J es un estimador insesgado de oi/m + (m-1) [N oi/m.

1 il =
E(J) = — E g ,Z. (d;; — dit’)z‘ + ; (d;r —d;) (dft“dit')§

el primer término ya lo calculamos antes, siendo igual 2 oi; en cuanto
al segundo teniendo en cuenta que E(d;, d]-[) = E(d;; djt") = Py 0; ,
y que las esperanzas de los otros dos productos se anulan, resulta:

20% 2 (m-1) .
E(]) = ~ + P, Oy

m R

Cuando se trata de una variable cualitativa binaria, podemos presen-
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tar los resultados de las dos realizaciones (Original y Repetida) de la
siguiente forma:

Entrevista Entrevista original TOTAL
repetida C I
c a b at+b
C C d c +d
TOTAL a+c b+d m

donde “‘a” es el nimero de unidades igualmente clasificadas en las dos
entrevistas en_la clase G; “b” es el de unidades clasificadas en C en la
repetida y en C en la original. etc. Se comprueba fdcilmente que

¢c+b
G = ; se denomina Indice de cambio bruto.
m
(c—Db)
v I= ; se denomina Indice de cambio neto.
m

pa, _@+t9® +d

m—1 (m—1) m*

; estimador de PQ / m

Por tltimo, de acuerdo con los resultados teéricos obtenidos,
podemos establecer el siguiente cuadro de estimadores:

Estimador -Valor esperado
2
_erh Tr_
' 2 m? m
(c— b)2 0’ o’
T = R+ _R (m-1)p
2 2 m? m m
2 2
_ (a+ c)(b +d) %o . j‘_M_
3 (m—1) m? m m
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de donde se deduce:

T : estima la componente debida a la varianza de respuesta
simple

estima la componente debida a la correlacién

estima la componente debida al muestreo

estima el coeficiente de correlacion entre desviaciones de
respuesta

Algunas reflexiones finales son convenientes. Si bien el modelo
del ECM presenta una explicaciéon en términos de instrumentos tedricos
usuales, como son sesgo, varianzas y covarianzas, presenta dificultades
practicas de estimacion. En primer lugar raramente se podran hacer mas
de dos observaciones en una misma unidad, con lo cual la estimacién de
la varianza de respuesta es relativamente débil. Por otra parte no siempre
podemos estar seguros de que la entrevista repetida es una realizacion,
t', independiente de la original, ¢, en cada unidad muestral; si no es asi
G/2 subestima a la varianza de respuesta simple, ya que aparece una
covarianza entre d;;, d;;’ que podria ser positiva; en la practica se reco-
mienda que el segundo entrevistador no conozca los resultados de la
primera entrevista. Por lo que se refiere al sesgo, para hacer algiin tipo
de inferencia es necesario disponer de una muestra de ‘“contraste” en

cuyas unidades conociésemos los verdaderos valores.

Recordemos por ultimo que, como hemos visto en el caso de una
proporcién, el estimador usual de la varianza recoge la componente de-
bida al muestreo y la debida a la varianza de respuesta simple, por tanto
nuestras apreciaciones acerca de la precision de una encuesta deberan
corregirse “al alza” si la componente correlacionada es grande. La
experiencia indica que en caracteristicas que se recogen con bastante
exactitud, como edad, rama de actividad, etc. aﬁ puede oscilar entre un
3 y un 10 por ciento de PQ, sin embargo en otras como Ntumero de ho-
ras efectivamente trabajadas en una semana, puede superar el 50 por cien-
to. Pero como hemos visto es la componente correlacionada a la que de-
be prestarse atencion ya que puede superar ampliamente a la de respuesta
simple y, ademas, no esta incluida en el estimador usual de la varianza.
En los ejemplos X.3 y X.4 se muestran dos casos interesantes, uno con
muy grande componente correlacionada y otro en la que es pequeiia.
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X.6. EJEMPLOS

Ejemplo X.1

Compruebe que en el caso de una varigble binaria, el indice de
cambio bruto, G, es igual a 1/n Z (Y; — Y1) -

Solucion:

. ° 2
Se deduce inmediatamente teniendo en cuenta que Yz’t = Yit
y que Y;; . Y;» = 1 si ambas valen uno y cero en caso contrario.

FEjemplo X.2

Compruebe que ] es igual al cuadrado del indice de cambio neto.

Ejemplo X.3

En el siguiente cuadro se presentan los resultados de la entrevista
original y repetida a 2337 Activos Ocupados, correspondiente al 4°
trimestre de 1983 de la Encuesta de Poblacién Activa del INE. La clase
C considerada incluye los que han trabajado menos de 40 horas en la
semana de referencia. Estime la varianza de respuesta y sus componen-
tes, la varianza debida al muestreo y el coeficiente de correlacion entre
desviaciones de respuesta.

E.O.
<40h =40h TOTAL
E.R.
<40 h 261 352 613
>40h 238 1486 1724
TOTAL 499 1838 2337
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Solucidn:

Varianza de respuesta

Varianza de respuesta simple
Varianza de respuesta correlacionada
Varianza debida al muestreo

Ceoficiente de correlacion

Ejemplo X.4

El siguiente cuadro también corresponde a la misma encuesta y
se refiere a la Rama de Actividad de 2674 activos, siendo Agricultura
la clase de referencia. Calcule las mismas estimaciones que en el ejem-
plo X.3. Intente alguna explicacién para resultados tan dispares en uno

118,976 x 10-°
5,401 x 10~°

113,575 x 10™°
1,787 x107°
0,009

y otro caso.
E.O.
E.R. Agricultura | Otra TOTAL
Agricultura 470 51 521
Otra 40 2113 2153
TOTAL 519 2164 2674
Solucién:

Varianza de respuesta

Varianza de respuesta simple
Varianza de respuesta correlacionada
Varianza debida al muestreo

Coeficiente de correlaciéon
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- La toma de decisiones en el ambito de las activida-
des econdmicas y sociales, tanto del sector privado
como del sector plblico, asi como en la investiga-
cion cientifica de las mismas, se viene haciendo a
partir de informaciones de indole cuantitativa acerca
de campos de estudio cada vez mas variados y con
mayor intensidad por lo que se refiere a las variables
en cuestiony a las relaciones entre ellas.

A menudo nos encontramos con necesidades de da-
tos acerca de colectivos finitos como son por ejem-
plo los habitantes, las familias, las unidades produc-
tivas, pero cuyo nimero de unidades es muy eleva-
do.

Las técnicas de muestreo para poblaciones finitas
se han desarrollado para satisfacer estas demandas,
permitiendo obtener informacion de forma mas rapi-
da y barata, asi como, mediante encuestas sucesi-
vas, suplir la falta de informacion que se tendria en
los periodos intercensales.”

Estas palabras del autor resumen a la perfeccion el
interés que las técnicas de muestreo para poblacio-
nes finitas tienen, no sdlo para los responsables de
tomar las decisiones politicas o economicas, sino
también para todos los investigadores de las mis-
mas. Por ello, el Instituto Nacional de Estadistica ha
considerado oportuno reimprimir una obra que, a
buen seguro, constituira un instrumento basico de
consulta y estudio para profesionales y estudiantes
de la teoria y técnica del muestreo.
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