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RESUMEN

En este articulo se analiza el comportamiento asintótico de los
contrastes de Dickey-Fuller cuando la variable sometida a estudio
presenta un salto en sus niveles medios. Tornando como punto de
partida los dos procesos generadores de datos utilizados en Perron
(1990), demostramos que ni el pseudo t-ratio ni el estimador normali-
zado se ven asintóticamente afectados por la presencia de este tipo
de ruptura. En muestras finitas, sin embargo, valores elevados de la
magnitud de la ruptura pueden distorsionar su funcionamiento.

1*) EI autor agradece los comentarios de dos evaluadores anónimos que han servido para
mejorar substancialmente la versión original. En cualquier caso, los posibles errores son de mi
entera responsabilidad.



f^ I^.I ^lti I 1[ > f ^f' \tit ^E ^^

Palabras clave: Media segmentada; Contrates de Dickey-Fuller; Omi-

sión de variables relevantes.

Clasificación AMS: 90A20

1. INTRODUCCII^N

EI tema relacionado can el contraste de la hipótesis de raíz unitaria es un campo
de reciente expansíón y que esta generando nuevas resuitados con cierta asidui-
dad. Tras el artículo seminal de Dickey y Fuller (1979), posteriores investigaciones
han sugerido nuevos métodos de contraste de dicha hipótesis. Así, a modo de
ejemplo, podernos destacar las aportacíones de Said y Dickey (1984) y de Phillips y
Perron (1988), donde se considera la presencia de autocorrelación en las perturba-
ciones del modelo, de Dickey y Pantula { 1987), quiénes proponen un método para
analizar si una variable es íntegrada de segundo orden, o de Dickey, Hasza y Fuiier
{ 1984) y de Hylleberg et al. (1990) para estudiar la existencia de una raíz unitaria en
la parte estacional.

AI margen de estos trabajos, una de las parcelas más activas dentro de esta
área es aquella qUe estudia el comportamiento de los estadísticos de raíz unitaria
en presencia de rupturas estructurales. Unas de las razones de este interés es que
ta mayor parte de las variables utilizadas en los trabajos empí ricos pueden presen-
tar al menos un cambio bien en su media, bien en su tasa de crecimiento o, en
ocasiones, en ambas. Los trabajos pioneros se deben a Perron (1989) y a Rappo-
port y Reichlin (1989), donde se demuestra que cuando la serie es estacionaria
alrededor de una tendencia determinista, la presencia de una ruptura estructural en
el proceso generador de los datos hace que el estimador del parámetro autorregre-
sivo del modelo tienda asintóticamente hacia la unidad. Algo muy similar ocurre
cuando la variable presenta un cambio en la media, pero carece de tendencia
determinista. En este caso, los resultados de Perron (1990), Chen y Tiao (1990) o
Hendry y Neale (1991) nos permiten concluir que el estimador del parámetro auto-
rregresivo tiende hacia la unidad conforme la magnitud de la ruptura es mayor.

EI mensaje que se extrae del conjunto de estos estudios es que la potencia de
los estadísticos de raíz unítaria parece limitada en un escenario de variables que
exhiben una ruptura estructural. Esto ha servido como justificación teórica del
desarrollo de un buen número de contrastes de raiz unitaria en presencia de cam-
bios estructurales. Cabe citar en este aspecto los trabajos de Perron (1989, 1990),
Banerjee et al. (1992), Perran y Vogelsang (1992) o Zivat y Andrews (1992), todos
ellos en el caso de que la variabfe presente sólo un cambio. Cuando consideramos
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la presencia de dos rupturas estructurales, podemos utilizar los estadisticos dise-
ñados en Lumsdaine y Papell (1997) y Clemente et al. (1997).

No obstante, en ninguno de los trabajos mencionados con anterioridad se anali-
za directamente el comportamiento del pseudo t-ratio propuesto en Dickey y Fuller
(1979), que es el estadístico más utilizado en las aplicaciones empíricas, sino que
su funcionamiento se extrapola a partir de la convergencia dei estimador del pará-
metra autorregresivo. Algv similar ocurre con el estimador normalizado de este
parámetro.

Esta laguna ha sido recientemente cubierta en los trabajos de Mantañés (1996)
y de Montañés y Reyes (1997, 1998}. En ambos artículos se estudia el comporta-
miento asintótico de los dos estadísticos de Dickey-Fuller cuando el proceso gene-
rador incluye una tendencia determinista que presenta distintas tipos de ruptura.
Los resultados que se obtienen en estos dos trabajos indican que, en términos
generales, no es cierto que los estadísticos de Dickey-Fuller se encuentren asintóti-
camente sesgados a favor de la hipótesis nula de raiz unitaria cuando la variable en
estudio presenta una tendencia segmentada. Siernpre es posible rechazar dicha
hipótesis para ciertas combinaciones de valores del tamaño muestral, del periodo
en el que se produce la ruptura, de la magnitud de la misma y de las propiedades
de la perturbación del proceso generador. No obstante, es cierto que, en muestras
finitas, un valor elevado de la magnitud de la ruptura puede significar una pérdida
considerable de potencia. Además, para algunos tipos de ruptura, el rechazo de 1a
hipótesis nula sólo es posible en situaciones poco habituales en los trabajos aplica-
dos. Cuando se tienen en cuenta estas resultadas, sí que se justifica el uso de los
estadísticos de raíz unitaria que incluyen en su especificación la presencia de
rupturas estructurales.

Los resultados de estos dos últimos trabajos han ayudado a mejorar el conoci-
miento de las propiedades de los contrastes de Dickey-Fuller en presencia de
cambios estructurales. Sin embargo, hasta el momento ninguno de los trabajos
anteriares se ha ocupado de estudiar el comportamiento de los contrastes de raíz
unitaria cuando la variable exhibe un cambio en sus niveles medios, en ausencia de
una tendencia deterrninista. Se desconoce, por tanto, cuáles serán las propiedades
de los estadísticos de Dickey-Fuller en este tipo de circunstancias. Parece aconse-
jable entonces realizar un esfuerzo en esta línea y obtener los valores límite de
estos estadísticos en este escenario.

Para ello, el resto del trabajo se organiza tal y como indicamos a continuación.
En la siguiente sección estudiamos de forma analítica cual es el limite asintótico de
1os estadísticos de Dickey-Fuller cuando 1a variable es generada par los procesas
generadores de los datos considerados en Perron (1990). Esto supone una exten-
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sión de los traba jos de Montañés (1996) y Montañés y Reyes (1998) al caso en el
que e1 proceso generador de los datos carece de tendencia determinista. En la
tercera seccián, investigamos si los anteriores resultados tienen vigencia en un
marco de muestras finitas realizando a tal fin una serie de ejercicios de simulación
de Monte Carlo. Por ultimo, la cuarta sección recoge las principales conclusiones a
fas que hemos Ilegado a lo largo de nuestro trabajo, mientras que el apéndice final
se incluyen una breve demostración de los teoremas de la seccián 2.

. EFECTO DE UN CAMBICt EN LA MEDIA SOBRE LOS CONTRASTES DE
DICKEY-FULLER

EI objetivo de esta Sección es el de analizar el comportamiento de los contras-
tes de raíz unitaria propuestos en Dickey y Fuller (1979) cuando la variable someti-
da a estudio se ve influida por la presencia de un salto en sus niveles medios.
Aunque este tema ha sido tratado parcialmente en artículos precedentes, las inves-
tigaciones se han centrado básicamente en el comportamiento asintótico del esti-

^
mador del parámetro autorregresivo ( p). Sin embargo, su conocímiento no es

suficiente para determinar cuál es el comportamiento asintótico de los estadísticos
^

de raíz unitaria, ni siquiera cuanda el valor del estimador p converge asintótica-

mente hacia 1. Un ejerraplo de ello lo tenemos en Montañés (1996) en el caso de
que la variable presente una ruptura en la tendencia determinista. Además, el
conocimiento de los valores límite de los estadísticos de raíz unitaria resulta útil de
cara a comprender mejor su comportamiento en muestras finitas. Por estos moti-
vos, parece adecuado obtener el funcionamiento asintótico de los dos estadísticos
de raíz unitaria más utilizados habitualmente, cuando el proceso generador de los
datos incorpora un cambio en los niveles medios de la variable.

A tal fin, y siguiendo el trabajo seminal de Perron (1990), vamos a considerar
que la variable puede estar generada por dos procesos distintos. Bajo el primero de
estos dos modeios, !a variable yt se puede expresar de la siguiente manera:

y^ = yt_, + S D{TB)t + ut t=1, 2, ..., T [1

donde D(TB)t es una variable impulso que toma vator 1 si t=Te+1 y 0 en otro ca-
so, con 1<TB<T, donde TB =^, T(> >^,>0) es el periodo en el que se produce la
ruptura. Asimismo, el parámetro ^ es el que mide el cambio producido en los niveles
medios de la variable tras el periodo TB. Por simplicidad, a lo largo del artículo
suponemos que yo=0. Como vemos, en este primer caso la variable es integrada.

En el segundo caso, la variabfe es estacionaria alrededor de un cambio en sus
niveles medios. Es#e modelo se formula en los siguiente términos:
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yt= m+qDUt+ut t=1,2,...,T [2]

donde DU^ es una variable escalón que toma valor 1 si T>t>TB y 0 en otro caso y
8 es el parámetro que mide el salto producido en los valores medios de la variable

yt. En los dos modelos anteriores, suponemos que {u, }ó es una secuencia de

innovaciones que cumple las propiedades señaladas en el siguiente supuesto:

Supuesto 1

a) E( u, ) = 0 `dt

b) sup, E I ut I^ +k^ <^ para algún R> 2 y E>0

c) 62 = lim E( T' S^)
T -....^ ^..,

,
T

dondea2>Oy ST=^u^
^=1

d) {u, },y es una mixtura fuerte con coeficientes de mixtura ocm que satisfacen:

^
^al-2^^3 ^^

m
i=1

Dado que el proceso generador de los datos no presenta una tendencia deter-
minista, parece adecuado obtener los contrastes de raíz unitaria propuestos en
Dickey y Fuller (1979) a partir de la estimación del siguiente modelo:

yt = ^ + p yt- i + £c

En concreto, el pseudo t-ratio se definiría como:

^--1P
Tµ = ^

^"
P

[3]

^
mientras que el estimador normalizado del parámetro autorregresivo sería T( p-1).

Antes de pasar a estudiar el comportamiento asintótico de estos estadísticos
ante los dos procesos generadores definidos en [1] y[2], resulta conveniente for-
mular una serie de supuestos adicionales. EI primero es que las muestras pre y
post ruptura se incrementan al mismo tiempo que lo hace el tamaño muestral. EI
segundo es que los limites asintcíticos se toman cuando T tiende a infinito en una
secuencia tal que asegura un valor entero de TB para un valor dado del parámetro
^. Por último, a lo largo de todo este estudio asumimos que la magnitud de la
ruptura toma un valor finito. Los diversos resultados a los que hemos Ilegado se
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presentan a través de los siguientes teoremas, cuya demostración incluimos en el

apéndice. Comenzarnos estudiando lo que sucede cuando la variable es integrada.

Teorema ^ . Supongamos que { y, }^; es una muestra de tamaño T+ 1 generada

par e! mode/o ^1 J con su perturt^ación a/eatoria cumpliendo las condiciones señala-
das en el Supuesto 1. Asimisma, TB= ^. T, para todo T y©^^,< 1, significando '^'
converg►encia débil. Entonces, cuando T tiende a infinito se cumple que:

a) T{p-1)^ H
K

) 6H
b T N ^ ^ K „2

^

En las anteriores expresiones, H y K se definen camo sigue:

H= 1 W(1)2 - 6" - W{1) ^ W{r)dr2 62 J
0

^ ^ 2

K= f W(r)^ dr - J W{r}dr
0 0

donde W(r) representa un proceso de Wiener estándar, 6^ es la varianza de largo
T

plazo definida con anterioridad y csú = lim T'^ E(u; ).
,^,

Demostración: ver apéndice.

Si analizamos los resultados del teorema anterior vemos que estas distribucio-
nes límite coinciden con las obtenidas en Phillips y Perron {1988) para el caso b=o.

Más aún, si suponemos que a2 =6^ , las distribuciones anteriores son las tabuladas

en Fuller (1976). Este hecho nos permite afirmar que, desde el punto de vista
asintótico, los estadísticos de Dickey-Fuller no se ven afectados por la presencia de
una ruptura como la definida en el modelo [1 ]. Este resultado parece lógico si
tenemos en cuenta que y^ se puede definir como suma de dos componentes: b DUt

t
y^ u; . Dado que el primero converge más rápidamente hacia 0 que el segundo, es

i :^.1

evidente que en muestras infinitas el comportamienta de yt viene gobernado por el
último de ellos. Montañés y Reyes (1998) Ilegan a un resultado cualitativamente
similar cuando el modelo [1 ] incluye un término independiente.

^as conclusiones que emanan de este primer teorema hacen que cobre más
importancia el estudio del funcionamiento de los estadísticos cuando la variable es



c^ttitF^`tF^i,^n^tF^tillt:^^ltitltll((tltl l{tti(t)tilk:ltiTl^,Ut l>ICKf.l tlllfRtti^.aFCl^tslk^c^t\1^.( ^^1Fi11 ► kti1,1111.1>I:^ ?^)

estacianaria alrededor de un cambio en la media: si demostramos que estos esta-
dísticos son capaces de rechazar la hipótesis alternativa, podremos concluir que
asintóticamente no se ven afectados por este tipo de rupturas. Este es el propósito
del siguiente teorema.

Teorema 2. Supongamos que { y, } ó es una muestra de tamaño T+ 1 generada
por el modelo [2J con su perturbación aleatoria cumpliendo las condiciones del
Supuesto 1. Asimismo, Te= ^,T, para todo T y 0<^,< 1, significando '^ ' convergen-
cia en probabilidad. Entances, cuando T tiende a infinito se cumple que:

a ) T ' ^T (p- ) 1
62 -Y^

6^ + 92 ^, (1- ^.^

^2 -y
T ,^2 , ^b) ^Fl ^ _

a^ +^y+2 92^.^ 1-^,^

donde y se define como y= lim

definidos con anterioridad.

T

'^ E(u, ut_, ) y el resto de los parámetros fueron
t :_ ,

Demostración: Ver apéndice

Este teorerna extiende los resultados obtenidos en Perron (1990), modificándo-
los ligeramente como analizaremas a continuación. Antes debemos recordar que en
dicho artículo se demuestra que ei estimador del parámetro autorregresivo conver-
ge hacia el siguiente valor asintótico:

,. ^ ^y -+^ 2 ^, (1 + ^. )

P 6 ^ +82 ^. (1 + ^, )
[5]

^
Como se puede apreciar, el valor límite de p se aproxima a la unidad, conforme

el valor del parámetro 9 aumenta. Sin embargo, no es cierto que los contrastes de
raíz unitaria estén sesgadas hacia la aceptación de la hipótesis nula de raíz unita-
ria, tal y como se expresa en (Perron 1990, pg. 153). EI teorema anterior modifica
esta conclusión, ya que demuestra que los estadísticos divergen hacia -^ y, dado
un valo^ dei parámetro 9, siempre encontraremos un tamaño muestral que nos
conduzca hacia el rechazo de la hipótesis nula. Por lo tanto, la probabilidad de que
estos estadísticos sean capaces de rechazar la hipótesis de raíz unitaria es mayor
de lo que cabría esperar a tenor de los resultados de Perron (1990), especialmente,
cuando disponemos de un número de observaciones amplio.
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Otro hecho que Ilama la atención es que el estimador normalizado del parámetro

autorregresivo diverge a velocidad T, mientras que el pseudo t-ratio lo hace de

manera más lenta (a velocidad T12). Asimismo, los valores asintóticos resultan

cualitativamente similares a los obtenidos en Montañés (1996) y Montañés y Reyes

(1998) cuando el proceso generador presenta tendencia determinista y la ruptura

afecta al término independiente.

Un resultado asimismo interesante es que en el denominador del pseudo t-ratio

la magnitud de la ruptura aparece multiplicada por 2. Este hecho, combinado con la

mayor lentitud en la convergencia del pseudo t-ratio, hace previsible que el estima-

dor normalizado del parámetro autorregresivo vaya a ser más patente en el escena-

rio definido en este trabajo.

^a combinación de los resultados de ambos teoremas nos permite concluir que,
desde el punto de vista asintótico, los contrastes de Dickey-Fuller no se ven altera-
dos por la presencia de un cambio en los niveles medios de las variables. No
obstante, debernos señalar que lo habitual es disponer de un número no muy
elevado de observaciones. Entonces, aun cuando los resultados anteriores pueden
proporcionarnos información útil acerca de cuál va a ser el funcionamiento de
ambos estadísticos en muestras finitas, también es cierto que no siempre los
valores de muestras #initas se acercan rápidamente a los valores límite. Además, es
previsible que los dos contrastes de raíz unitaria pierdan buena parte de su poten-
cia a medida que aumente la magnitud de !a ruptura, especialmente si el número de
observaciones disponible no es elevado. En consecuencia, parece aconsejable
estudiar cómo se comportan los dos estadísticos en tamaños muestrales de uso
común. Este es el objetivo de la siguiente sección.

3. UN ESTUDIO DE MC)NTE CARLO PARA MUESTRAS FINITAS

Para estudiar cuál es el funcionamiento de los estadísticos de Dickey-Fuller en

muestras finitas vamos a realizar una serie de ejercicios de simulación. A tal fin, el

diseño de los diversos ejercicios es el siguiente. EI término independiente del

modelo [2] es µ=1, los tamaños muestrales considerados son T={50, 100, 250}, los

valores que pueden adoptar los parámetros que miden la magnitud de la ruptura

son 5=9={1, 3, 5, 7, 9}. Asimismo, el parámetro que controla el periodo en el que se

produce la ruptura es igual a ^_{0'3, 0'5, 0'7}. Bajo estas consideraciones, las

observaciones de la variable yt fueron generadas de acuerdo con los modelos [1 ] y

[2] con las innovaciones de ambos modelos siguiendo una distribución niid(0,1). EI

número de replicaciones para cada una de las combinaciones de los parámetros

fue de 50.000, generándose los números aleatorios mediante la subrutina RNDN de



{'()1^11'{)F!I•^A11F^,^tift)A.tiINI()IIt'()1>f I{1*,('()tiTFt.^^tilt^..ti1)t 1)1('htl tl II.FKfti^^1111>Fi111(^ ► `^f ti( ^1Atfil^ ► !^I •\^111 ► I^ _;I

Gauss. Los principales resultados a los que Ilegarnos se presentan en los cuadros 1

y 2. Estos dos cuadros recogen, respectivamente, el tamaño y la potencia de los

estadisticos ante diversos valores del tamaño muestral, de la magnitud de la ruptu-

ra y del periodo en el que ésta ocurre.

Del análisis de es#os dos cuadros se desprenden las siguientes conciusiones.
En primer lugar, del estudio del cuadro 1 se desprende que el tamaño empírico de
los estadísticos se encuentra siempre próximo al teórico 5%. Sólo aquellas combi-
naciones de parámetros que conjugan un número de observaciones escaso, con un
valor de la magnitud de la ruptura elevado evidencian un alejamiento significativo de
este valor teórico. Asimismo, no se aprecian diferencias sensibles en el tamaño de
los contrastes ante variaciones del parámetro ^..

Cuadro 1

TAMAÑO DE LOS ESTADÍSTICOS DE DICKEY-FULLER(1)

^,=0'3 ^=0'S 1^=0'7
^

TµT(ÍJ - 11
..

^uT(P - 1) T^l
^

TI(J - 1)

T= 50
S= 1 4.86 4.56 4.83 4.63 4.83 4.56
S= 3 4.07 4.26 4.16 4.40 4.02 4.22
S= 5 2.96 3.51 2.86 3.38 2.82 3.41
S= 7 1.69 2.23 1.77 2.39 1.73 2.39
ó=9 0.90 1.36 0.87 1.31 0.82 ^.34

T = 100
F= 1 5.02 4.85 4.84 4.74 4.85 4.65
b= 3 4.58 4.59 4.51 4.58 4.55 4.62
8= 5 3.92 4.22 3.91 4. 36 3.85 4.26
^= 7 3.09 3.62 2. 93 3. 58 2.95 3.52
8= 9 2.16 2.86 2.12 2.87 2.07 2.78

T=250
b= 1 4. 94 4. 9 5 4. 80 4. 7 3 5. 00 4. 94
b= 3 4.65 4.63 4. 72 4. 7$ 4.66 4.64
b= 5 4.36 4. 54 4.49 4. 60 4.42 4.46
F= 7 4.08 4.38 4.02 4.35 3.94 4.40
b= 9 3.54 4.01 3.34 3.93 3. 55 4.01

(1) Los valores recogidos en este cuadro se calcularon de la siguiente mane-

ra. La variable y, #ue generada a part+r del modelo [ 1] con las innovaciones si-

guiendo una distribución niid(0,1). A continuación se estimó el modelo [3]. Pa-

ra cada combinación de parámetros se realizaron 50.000 replicaciones. Los

resultados expresan el porcentaje de rechazos la hipótesis nula, dado un ni-
vel de significación del 5%.
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Desde el punto de vista de ia potencia de los estadísticos, el cuadro 2 señala la

clara dependencia de la potencia de los estadísticos con respecto al tamaño mues-

trai y a la magnitud de la ruptura. Así, por ejemplo, observamos que cuando dispo-

nemos de 50 observaciones, una magnitud de la ruptura equivalente a cinco veces

Cuadro 2

POTENCIA DE LOS ESTADÍSTICOS DE DICKEY-FULLER(1 j

^,=0'3 ^.=0'S 1^=0'7
^ ^ ^

iµ T(ÍJ - 1) iF, T(jJ - 1) Tµ T(^J - 11

T=50
b= i i oo.o0 100.00 1©0.00 100.00 1 oa.o0 100.00
S = 3 86.73 93.84 65.50 83.04 74.26 91.32
^=5 6.38 i0.27 0.36 1.62 1.07 s.09
b= 7 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00
s = 9 0.00 0.00 o.oo o.oo O.oo o.oo

T-1oo
s=11 ao.oo 100.00 100.00 ^ oo.o0 1 oa.oo ^ oo.oo
ó= 31©0.00 100.00 99.98 100.00 100.00 i 00.00

b= 5 88.61 96.47 45.27 74.96 60.64 90.29

S= 7 6.28 1 2.66 0.05 0. 58 0.22 3.99

c^ = 9 O.O 1 O.O 1 O. 00 0.00 0.00 O.OO

T=250

^= 1 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

S= 3100 . 00 100 . 00 100 . 00 100 . 00 104 . 00 100 , 00

S= 5100. 00 100 . 00 100 . 00 100 . OO 1 O^ . 00 100 . 00

S=^ 100.00 100.00 98.16 99.97 99.56 100.00

c^=9 81 .57 96.29 5.44 39.85 16.95 77.61

(1) Los valores recogídos en este cuadro se caicularon de ia siguiente manera.

La variable y^ fue generada a partir del modelo [2] con !as innovaciones si-

guiendo una distribución niid(0,1 ^. A continuación se estimó el modelo (3].

Para cada combinación de parámetros se realizaron 50.000 replicaciones. Los

resultados expresan el porcentaje de rechazos la hipótesis nula, dado un nivel

de significación del 5%.
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fa desviación típica de la perturbación supone que 1os estadísticos tiendan a so-
breaceptar la hipótesis nula de raíz unitaria. Este resultado está en consonancia
con los enunciados de Perron ( 1990), ya que en este caso el límite del estimador
dei parámetro autorregresivo es 0.828. Sin embargo, esta proxirnidad del estimador

p a la unidad no impide que, para tamaños muestrales más efevados, se pueda

rechazar la existencia de una raíz unitaria en el 100% de las ocasiones. EI mensaje
que se desprende de este análisis es que a medida que aumenta el tamaño mues-
tral disponible, mayor es la magnitud de la ruptura necesaria para evidenciar un mal
funcionamienta de los contrastes de Dickey-Fuller. No obstante, para que se apre-
cie esta circunstancia, la magnitud de la ruptura debe tomar valores que son poco
habituales en la práctica.

Otro hecho que se aprecia a partir de los resultados del Cuadro 2 es la refación
entre la potencia de los estadísticos y el periodo en el que se produce la ruptura.
Como se puede comprobar en el cuadro 2, la potencia de los estadísticos para
^,=0'S es siempre menor o iguai a la obtenida en ios otros dos casos. La explicación
de este fenómeno la tenemos en los valores lírnite expresados en el Teorema 2. Si
consideramos como dado ei valor de todos los parámetros, excepto de aquél que
gobierna el periodo en el que se produce la ruptura ( ^,), resulta evidente que el valor
límite de los dos estadísticos se maximiza para ^.=0'S. Por tanto, parece lógico que
el número de rechazos sea menar en el centro de la muestra.

Asimismo, del análisis de los resultados del Teorema 2 también se desprende
que los valores límite de estos estadísticos son sirnétricos con respecto al paráme-
tro ^.. Por tanto, los valores asintóticos para ^.=0'3 coinciden con los de ^.=0'7. Sin
embargo, en muestras finitas se evidencia un comportamiento diferenciado de los
estadísticos de Dickey-Fuller atendiendo al periodo en el que se produjo el cambio
en la media de la variable. Como vemos en el Cuadro 2, la potencia de !os estadís-
ticos es superior cuando ^.=0'3. Este hecho se justifica teniendo en cuenta ei gráfico
1. En él se representa la evolución del estimadar del parámetro autorregresivo para
distintos tamaños muestrales. Este gráfico se obtuvo de la siguiente manera. Las
abservaciones de la variable yx se generaron a partir del modelo [2] con µ=1, 8=5 y
las innovaciones del modelo siguiendo una distribución niid(o,1). A partir de estos
valores se estimó el modelo [3] para diversas tamaños muestrales. Ea número de
replicaciones en cada caso fue de 50.000 veces. EI gráfico 1 reproduce ios valores
medios del estimadar del parámetro autorregresivo para los distintos tamaños
muestrales. EI anáiisis de este gráfico nos permite observar que los valores empíri-
cos para ^,=0'3 se aproximan más lentamente hacia el valor asintótico que los
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Gráfico 1
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valores empíricas para ^,=0'7(1 }. Esta disparidad en la aproximación de los valores

empíricos a los asintóticos es la causante de que, en muestras finitas, la potencia

de los dos estadisticos de raíz unitaria sean siempre superior cuando ^,=0'3.

Por ^Itimo, resulta destacable que la potencía del estimador normalizado no sea

nunca inferior a la del pseudo t-ratio. Este resultado es fácilmente explicable s'r

atendemos de nuevo a los valores límite de los estadísticos. Par lo tanto, parece

lógico que este estadístico posea una potencía superior a la deI pseudo t-ratio en

un escenario de variabies con cambio en la media.

4. CONGLUSIONES

En este artículo hemos analizado el comportamiento asintótico de los contrastes

de Dickey-Fuller cuando la variable que queremos estudiar presenta un cambio en

su media, extendiendo los resultados de Perron (1990). AI contrario de lo que

cabría esperar de acuerdo a algunos resultados precedentes de la literatura, los

estadísticos de Dickey-Fuller no se ven influidos asintóticamente por la presencia

de un cambio finito en la media de ia variabie. Cuando la variable en estudio se

genera bajo la hipótesis nula considerada en Perron (1990), estos estadísticos

convergen hacia 1as distribuciones obtenidas en Phillips y Perron (1998}, que fueron

tabuladas en Fuller (1976} bajo ia hipótesis de no autocorrelación de las perturba-

ciones. AI mismo tiempo divergen hacia --^ cuando el proceso generador de los

datos se relaciana con una variable estacionaria alrededor de una media que

presenta un cambio en un periodo determinado.

(1 i Para la combinación de parámetros µ= 1, H= 5, y► = 0, a2 = 1, el valor límite del estima-
d©r del parámetro aut©rregresivo es igual a 0'84.
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Para evaluar la importancia de estos resultados en tamaños muestrales de inte-
rés, realizamos diversos ejercicios de sirnulación. Sus resultados nos indican que
los estadísticos de Dickey-Fuller, en especial el estimador normalizado, se corn-
portan de un modo razonablemente correcto en muestras finitas. Sin embargo, para
una magnitud de la ruptura superior a 5 veces la desviación típica de la innovación
los estadísticos muestran serias distorsiones, incluso en muestras de 100 observa-
ciones. No obstante, debemos indicar que este tipo de valores de la rnagnitud de !a
ruptura no es muy frecuente en las variables habitualmente utilizadas en los traba-
jos ernpíricos.

APÉNDICE

Para demostrar los resultados recogidos en los teoremas 1 y 2 vamos a adoptar
el procedimiento seguido en Perron (1989) y en Montañés y Reyes (1997). Para
ello debemos comenzar por considerar que los diferentes elementos que intervie-
nen en la determinación de los valores asintóticos se pueden expresar en función
de una serie de momentos muestrales de la variable yt. ^En concreto, el estimador
del parámetro autorregresivo de puede expresar corno:

P_T^Y^Y,,-^Yt^Yt,

T ^ Yi-, i (LYt ,)2
[A.^)

Del mismo modo, la suma residual del modelo [3] se define de la siguiente ma-
nera:

SR= - T( ^ Y, Y^ -, ^2 +2 ^ Yt ^ Yt Yt^, ^ Yt--, - (^ Yt Í2 ^, Yt-, ^ (^ Yt-, )2 ^ Yt +

_,

+T ^Y?, ^Y? ^ T ^Y?, --(^Y^_, ^2

[A.2]

y, de forma similar, el segundo elemento de la diagonal principal de la matriz
(X'X)"' es igual a:

, T
(X`X)4,,; = 2 2 [A.3]

T ^Yx-, -(^Yt-, )

La obtención de los valores límites incluidos en los Teoremas 1 y 2 depende
ahora del cálculo de los diversos momentos muestrales y de su posterior sustitución
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en las ecuaciones [A.1 ]-[A.3]. En e! caso del Teorema 1, dichos momentos se

presentan en el siguiente Lema.

Lema A.1: Supongamos que y, está generada de acuerdo con e1 modelo j^J con

la perturbacicin del modelo cum,pliendo las condiciones expresadas en el Supuesto
1. Entances, cvando T tiende hacia infinito se cumple que:

^Y, ^T3`2 cs f W(rjdr+T(1-^.)b+CJ^(T}
0

^^
^ Y^ Yt , - T cr

+ O^,(T)

W(r}}' dr+ 2fiTj ^ cs jW{r)dr +T^}^i`' (1-^
^

^ ^ ^^ -

[a]

^ ^6 W(^)?_^^ +
^ cs ^ [b]

1 1

^, y^ = T2 a2 J W(r)2 dr + 2 b T3'2 a J W(r) dr + Q^ ^T^'^ 1 [c]
0 ^. l

donde b, cs2, a^ y W(r) fueron definidos con anterioridad. Op(Tm) indica la existencia

de términos que tienden hacia 0 a velocidad Tm. La demostración de los resultados
incluidos en este lema es sencilla siguiendo los trabajos de Perron (1989, pg. 1389)
o Banerjee et al. (1993, pg. 91 }.

Sustituyendo !os valores procedentes de! Lema A.1 en la expresión [A.1 ] se ob-

tiene que:

a2 K T^ + c^2 HT2 +Op (T^ )_

p 33^ + oP (T )K T6
[A-4]

donde H y K fueron definidos previamente. Si además tenemos en cuenta que, bajo
la hipótesis nula, 1a varianza estimada del estimador del parámetro autorregresivo
converge hacia el verdadero valor de !a varianza de la perturbación y que el límite
del segundo elemento de la diagonal principal de la matriz (X'X)-' se puede obtener
a partir de la siguiente expresión:

r x^xl '-
^' ►' a2 K T3 +0^,(T3

[A.5]

la demostración de los resultados del Teorema 1 es inmediata.
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Para obtener los resultados del Teorema 2 debemos comenzar por definir nue-
vamente los valores muestrales de la variable yt. Estos se recogen en el siguiente

^ema.

Lema A.2: Supongamos que y^ está generada de acuerdo con el modelo [2,j con
la perturbación del modelo cumpliendo las condíciones expresadas en e! Supuesto

^. Entances, cuando T tiende hacia infinito se cump/e que:

^y , = ^µ +( 1 -^^ 9 ^ T + O P( T ^ [a]

^Y^Yt,=^7+92^ 1-^,}+29( 1-^,}µ+µ^ ]T+Op(T) [b]

^Y? =^6^ +6^ ( 1-^,^+26( 1-^,^µ+µ2^T2 +4^^T2^ [c]

donde los parámetros µ, 6, 6ú y y fueron definidos previamente. Sustituyendo los

valores de este Lema en (A.1), el estimador del parámetro autorregresiva se puede
expresar como sigue:

^y + 82 ^, (1- ^,^^T2 + O^, (T2 }

P- a^ +82 ^, ( 1-^, T2 + O(T^ )
[ l ^] P

[A.6]

A partir de este resultado es directa la obtención de el apartado (a} del Teorema
2. Para demostrar la convergencia del pseudo t-ratio debemos empezar por obtener
el límite de la suma residual. Sin más que sustituir las expresiones de! Lema A.2. en
[A.2], tenemos que la suma residual se expresa corno:

^6^ - ^,} [y + 82 ^, (1- ^,^] T3 + Op (T3 )
SR=

^6^ + g2 ^ ^ 1- ^^^ T^ + ^^ (T2 )
[A . 7]

AI mismo tiempo, el valor límite del segundo elernento de ia diagonal principal de
la matriz se puede obtener a partir de:

(X' X);; = T [A.8]
" [a^ +82 ^,^ 1-?^^^ T 2 + Op (T2 )

A partir de [A.7] y[A.8] resulta sencillo demostrar que las varianza estimada del
estimador del parámetro autorregresivo converge hacia:
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T ĉs^ -^ ^^ ^Y ? [A.9]^>
Ca^ +Y+2 H^ ^.( 1- ^l)

Utilizando los resultados (A.6} y(A.9), es inmediato lograr la expresión (b} def

Teorema 2.
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ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE DICKEY-FULLER CON-
TRASTS tN vAR1AB^ES wITH A MoDIFIED MEASURE

SUMMARY

This paper analyses the asymptotíc behaviour of the Díckey-Fuller

test when the variable under consideration shows a jump at the me-

dium levels. Gonsidering the processes generating the data used in

Perron (1990), we prove that neither the pseudo t-ratio nor the norma-

lized estimator are asymptotically concerned by the existence of thís

type of breaking. In finite samples, however, high magnitudes of the

breaking may distort their performance.
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