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RESUMEN

En este trabajo se propone un analisis multiatributo difuso, que
hemos llamado de concordancia comparativa, como instrumento de
ayuda al proceso de toma de decisiones en un entorno de falta de in-
formacion precisa, como es, generalmente, la seleccién de proyectos
en planificacion regional y del medio ambiente. Mediante una aplica-
cion a la seleccion de programas de actuacion del Plan de Medio Am-
biente de Andalucia (1995-2000), se hace un estudio comparativo del
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método propuesto con otros planteamientos que pueden aplicarse a la
seleccion de alternativas de actuacion con informacién difusa.(1)

Palabras clave: numeros difusos, analisis multiatributo difuso, medio
ambiente, planes regionales.

Clasificacion AMS: 04A72, 90A30.

1. INTRODUCCION

En multiples ocasiones las Administraciones Publicas se ven obligadas a tomar
decisiones acerca de cuantiosos volumenes de inversion y/o de actuaciones de
caracter normativo en situaciones de incertidumbre, con poco conocimiento de sus
posibles efectos y escasa o nula informacion. Para establecer un minimo umbral de
formalizacion en el proceso de toma de decisiones no hay, frecuentemente, mas
opcion que la de acudir a opiniones de expertos para valorar, segun diversos
criterios u objetivos, los efectos de las posibles alternativas de actuacién. Esto es
especialmente cierto cuando en los Planes de Desarrollo Regional, obligatorios
para un gran numero de Comunidades Auténomas con vistas a la obtencién de
fondos de la Unién Europea, se incorporan de forma explicita objetivos y actuacio-
nes relacionadas con el Medio Ambiente. Si a veces resulta inalcanzable la valora-
cion exacta de actuaciones o previsiones de comportamiento de ciertas variables
en el ambito puramente econémico, mucho mas dificil parece enfrentarse con
valoraciones de variables relacionadas con los recursos naturales, la contaminacion
de las aguas o de la atmésfera, la destruccién de un paisaje, etc. En tales casos, la
falta de informacién cuantificada soélo puede suplirse por informacién de caracter
cualitativo que debe ser manejada en un ambiente de imprecisién, ambigtiedad y
vaguedad. La teoria de conjuntos difusos (borrosos) puede ser una via adecuada
para enfrentarse a este tipo de situaciones.

En las paginas que siguen, se desarrolla una aplicacién de un método sencillo
de ayuda a la decision multiatributo con informacién difusa, para tratar de ordenar
las diferentes alternativas de actuacion propuestas en el Plan de Medio Ambiente
de Andalucia 1995-2000.

(1) Los autores quieren agradecer publicamente a los evaluadores sus precisiones y suge-
rencias
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2. LA TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS (FUZZY SETS)

Desde el primer momento en que se observa o mide la caracteristica de una va-
riable que deseamos estudiar, hasta la aplicacién final de los métodos para su
andlisis que se consideren mas oportunos, se pueden detectar diferentes fuentes
de incertidumbre (véase Bandemer y Nather (1992) pp. 1-8). Una primera fuente de
incertidumbre surge de la variabilidad de los datos. Es la propia naturaleza no
determinista de los hechos sociales y naturales la que propicia tal variabilidad. Otra
clase de incertidumbre es la imprecision que surge al observar o medir los valores
de una variable, tanto por parte del instrumento de medida, como por parte del
observador que la realiza. Por ultimo, la vaguedad aparece cuando se utiliza el
lenguaje humano, sea o no profesional, para describir la observacion o medida del
resultado de un experimento como un dato. Esto es especialmente cierto cuando se
trabaja con opiniones de expertos que se traducen en expresiones verbales que,
posteriormente, han de ser tratadas como modalidades de una variable (variables
linguisticas).

Evidentemente, de entre las formas mas conocidas para hacer frente al trata-
miento de la incertidumbre esta la teoria de la probabilidad. Hay quién, incluso,
defiende que la légica continua, en la que cabe incluir la Iégica difusa, puede ser
contemplada dentro de esta teoria. Sin embargo, hay, al menos, dos dificultades
para considerar que eso puede ser asi(2). En primer lugar, la probabilidad trata de
la incertidumbre en la ocurrencia de sucesos bien definidos, mientras que la légica
continua trata del grado de ocurrencia de sucesos mal definidos. En segundo lugar,
es un hecho matematico que la interseccién de un conjunto con su complementario
es siempre el conjunto vacio; por el contrario, trabajando con conjuntos difusos esto
casi nunca sucede, salvo si se refiere al caso particular de un conjunto ordinario.

Para un conjunto difuso la cuestion de pertenencia de un elemento al conjunto
no es cuestion de todo o nada, sino que son posibles diferentes grados de perte-
nencia. La funcion de pertenencia puede tomar cualquier valor en el intervalo real
[0,1]. Es decir, si U es un subconjunto de R, m: U — [0, 1] es la funcidén de perte-
nencia de un conjunto difuso, quedando perfectamente definido un conjunto difuso
A como sigue(3):

(2)  Una exposicion sobre las relaciones entre la teoria de la probabilidad y la teoria de
conjuntos difusos en experimentos aleatorios, puede verse, por ejemplo, en Gil, M.A. (1993).
En las paginas. 482-483 se resumen los casos en que una y otra teorias cobran su pleno
sentido.

(3) En adelante, un conjunto clasico serd identificado por estar en letra negrita, mientras
que un conjunto difuso se escribira en letra de texto normal.
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A={ (x, ma(x)) : xe U, ma(x) € [0, 1]}

La funcidn de pertenencia, logicamente, puede ser discreta, continua o mixta.

Un concepto muy util es el de conjunto de nivel (umbral) o 0 a-cut (a-corte),
como se conoce en la bibliografia sobre conjuntos difusos. Este concepto permite
un enfoque interesante, ya que la familia formada por los a-cortes contiene toda la
informacion sobre el conjunto difuso. Se llama a-corte del conjunto difuso A al
conjunto comun definido como sigue:

A, ={xe U :mux)=a}, ae[0,1]

Se trata, por tanto, del conjunto que contiene todos los valores de x con un valor
de pertenencia o compatibilidad (presuncion, certeza, son otras expresiones utiliza-
das) de al menos a. Si so6lo se consideran los valores de x tales que ma(x) > o, se
llamara a-corte estricto o fuerte, y se le denomina como A’, . El conjunto A, , se
suele llamar el nucleo de A. La Figura 1 muestra la forma que toma un «-corte. En
este caso, el conjunto resultante es el representado por el subintervalo en linea
gruesa formado en torno al valor 10, que es el unico elemento del nucleo del con-
junto difuso correspondiente.

Figura 1
NUMEROS REALES PROXIMOS A 10
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Sin embargo, es el principio de extension una de las ideas fundamentales de la
teoria de conjuntos difusos. Fue propuesta por Zadeh (1965) y da un metodo
general para extender, o hacer posible, la aplicaciéon de conceptos matematicos no
difusos al tratamiento de cantidades difusas. Es especialmente util para los prop6-
sitos del calculo difuso, por cuanto en muchas ocasiones es oportuna su aplicacion
al algebra real con numeros difusos. Su formulacion es como sigue:

Si X es el producto cartesiano de n universos, X =X;xXyx....... XX, Y Ay, Ag, ... ,
A, son n conjuntos difusos en X;, X,....,X,, respectivamente. Entonces, si
fr X xXoX....... xX, — Y, el principio de extensién nos permite definir un conjunto
difuso B en Y, en la forma:

B={(y, ma(y)) | y=f(x1....., Xa), (X1,...., Xn)e X}

donde,

mg(y) = sup min{mA‘(x1),....mAh(xn)}, sif'(y) 2 @
(XX, ) € X

(Xpeeeer X, ) € F(Y)
= 0, enotrocaso

El principio de extensién ha sido reelaborado utilizando la suma algebraica en
vez del supremo y el producto en vez del minimo. Sin embargo, la definicién mas
utilizada contintia siendo esta propuesta original de Zadeh. La aplicacion de este
principio supone, generalmente, una gran cantidad de calculo, si no se imponen
restricciones a la forma de la funcion de pertenencia. Por eso, tanto para la defini-
cién de variables linguisticas, como, muy especialmente, para la representacion de
numeros difusos, la forma triangular de la funcion de pertenencia es una norma
simplificadora general, a pesar de las serias advertencias vertidas por la teoria
acerca de la tremenda importancia que puede tener la forma de la funcion de
pertenencia.

3. NUMEROS DIFUSOS

Un conjunto difuso A en R' se llama un nudmero difuso si A es convexo y normal.
La condicion de convexidad, en referencia a la funcion de pertenencia, se define
como sigue:

Ma(AX; + (1-A)X2) 2 min{ma(x;), Ma(x2)}, VX, x2 € U y VA e [0, 1]
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Alternativamente, también se puede decir que un conjunto difuso es convexo si
todos los a-cortes son convexos (véase la Figura 2):

()

o’<a = (8, < a,", a2 a,'?) , siendo a,"’ =min(A,) y a;'” = max(A,)

La condicion de normalidad exige que exista al menos un punto, M € R', con
ma(M) = 1, o, lo que es igual, A,.; no puede reducirse al conjunto vacio. Si ese
punto es unico, se llamara numero triangular.

Figura 2
NUMERO DIFUSO NORMAL Y CONVEXO CON o-CORTES
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La expresion linguistica de tal numero difuso seria: “Aproximadamente M”. Para
una mejor manipulacién, suelen definirse los numeros difusos tipo L-R (left-right),
propuestos por Dubois y Prade (1979, p. 340), como sigue:

ma(x) = L[(M-x)/1], six<M; I>0
= R[(x - M)/r], six>M; r>0
donde L y R son funciones fuertemente decrecientes en R*, con L(0) = R(0) = 1. M

es llamado el valor central del numero difuso. L y R son, respectivamente, las
funciones de forma a izquierda y derecha, mientras que | y r son, respectivamente,
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la extension, amplitud o dispersion a izquierda y derecha. En la Figura 3, puede
contemplarse una interpretacion grafica del numero difuso, del tipo L-R,
“Aproximadamente 3”.

Figura 3
NUMERO DIFUSO DEL TIPO L-R.
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La aplicacién del principio de extension para operar con este tipo de niumeros no es
una tarea comoda, aunque se ha propuesto algun algoritmo (Dubois, D. y Prade, H,
1979; pp. 333-335). De ahi que el empleo de formas triangulares para definir nime-
ros difusos, como caso particular en que las funciones L y R son lineales, se haya
generalizado.

Un nuamero difuso triangular tiene, como su nombre indica, la forma triangular
recogida en la Figura 4. Como puede comprobarse, queda perfectamente definido
mediante la terna (a,, a,, az). La funcién de pertenencia para este numero difuso
triangular viene dada por:

ma(x) =0, x<a,
=(x-a;)/ (a-a;), a;<x<ap
=(az-x)/ (az-az), a<x<ag

=0, X > as
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Figura 4
NUMERO DIFUSO TRIANGULAR A=(a,, a,, as)
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Alternativamente, se puede definir un nimero difuso triangular mediante el con-
junto alfa-corte, o soporte de nivel a, como sigue:

A, =[a,", a;"] = [ay + (az-ay)e, @3- (asg-ax)o], Vae [0, 1]

Es preciso senalar que si bien la suma, la resta y la multiplicaciéon por un nume-
ro real de numeros difusos triangulares, da como resultado un numero difuso
triangular, algunas operaciones con estos, tales como la multiplicacion, inverso,
divisién, maximo y minimo, entre otras, no arrojan necesariamente como resultado
un numero difuso triangular, aunque se han propuesto algunas aproximaciones al
respecto (Kauffman y Gupta, 1988). Las operaciones utilizadas para llevar a cabo la
aplicacion que desarrollamos a continuacion, se han hecho sobre la base de las
definiciones dadas por estos autores. Por poner un ejemplo, el producto de dos
numeros difusos, definidos en R’, obtenido por medio de sus a-cortes(4), seria:

(4) Es posible definir este producto en R. Véase, Kauffman y Gupta (1985, pp.325-334).
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A, (.) B, =[a)+(az-as)a, az-(asz-a2)a] (.) [by+(b2-by)r, ba-(bs-by)a] =
= [(a1+(az-a;)a)( by+(b2-by)a), (as-(as-az)a)( bs-(bs-bz)a)] =

= [31b1+(a1(bz‘b1)+b1(32‘31))0“’(32'31)(bz‘b1)“2 , a3bz-(as(bs-bz)+bs(az-az))o+(as-
a?_)(b3-b2)a2]

La aproximacion propuesta(5) es un numero difuso triangular P, definido de la
siguiente forma:

P = (a,by, azby, asbs)
Los a-cortes de P vendrian dados por:

P, =[a:b, + (azbz-a,b,)a, azbs - (asbs-azbz)a]

4. ANALISIS MULTICRITERIO DIFUSO. APLICACION AL P.M.A. DE ANDALU-
cia

Desde que a comienzos de los afos sesenta comenzé a desarrollarse la pro-
gramacién por objetivos y los métodos multiatributo, el campo de la ayuda a la toma
de decisiones con criterios multiples se ha convertido en uno de los mas activos e
interdisciplinares en el ambito de la gestién econémica y empresarial y en el de la
investigacion operativa. Una puesta al dia del tema, incluidos algunos comentarios
sobre las metodologias multicriterio difusas, puede verse en Korhonen, Moskowitz
y Wallenius (1992) y un trabajo de sintesis clasico es, sin duda, el de Vincke (1988).
En Seo y Sakawa (1988) se hace, también, una amplia exposicion de los temas
basicos, incluido el enfoque difuso, poniendo especial énfasis en su aplicacion a la
planificaciéon regional. En el campo del analisis multicriterio difuso, a partir del
trabajo pionero de Bellman y Zadeh (1970), se sucedieron otros como los de Zadeh
(1973), Roy (1977), Baas y Kwakernaaak (1977), Yager (1978), Takeda (1982),
Siskos et al. (1984) o Zimmermann (1987). Una buena sintesis critica, establecien-
do limitaciones y posibilidades de estos enfoques, puede encontrarse en Kickert
(1978). De interés son, también, el volumen editado por Zimmermannn, Zadeh y

(5) Los autores proponen una evaluacién de la discrepancia (producida, generalmente, por
la forma no lineal de la funciéon de pertenencia del nimero resultante). Mediante diversos
ejemplos, se muestra que tal aproximacién es aceptable y compensa el ahorro de calculo que
se obtiene.
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Gaines (1984), con un articulo introductorio de los propios editores sobre las pers-
pectivas de la uniéon metodolégica entre conjuntos difusos y analisis de decision, y
la obra de Chen y Hwang (1992), junto con algunos trabajos que intentan extender
al caso difuso métodos rigidos tan conocidos como el ELECTRE o PRO-
METHEE(6). A titulo de ejemplo, véase Takeda (1982), Zimmermann (1987), ya
citados, Singh, Rao y Alam (1989), Furuta (1993) o Munda, Nijkamp y Rietveld
(1995).

Pero, en resumidas cuentas, los problemas basicos que se plantean, desde el
punto de vista metodoldgico, son de dos tipos:

— Los criterios para la comparacion y la agregacion de alternativas.

— Los métodos de ordenacion, en los que va normalmente implicita la definicion
de algun concepto de distancia entre las alternativas.

No es el propdsito de este trabajo entrar en una valoracion tedrica de las diferen-
tes propuestas que se han formulado para afrontar estos asuntos -algunos comenta-
rios y criticas pueden verse en Kickert (1978), pp. 60-77) o Tong y Bonissone (1984)-.
El objetivo que aqui se plantea es confrontar la solucién que presentamos con los
resultados obtenidos utilizando algunos de dichos métodos(7). Para ello, se evalua-
ran las actuaciones programadas en el Plan de Medio Ambiente de Andalucia,
tomando como criterios de decisién los objetivos fijados en el mismo.

Todas las aplicaciones realizadas parten de una base comun: tanto la valoracion
de las alternativas como la fijaciéon, en su caso, de ponderaciones para los criterios,
se hace por medio de adjetivos o expresiones lingtisticas. Un grupo de técnicos de
la Consejeria de Medio Ambiente hicieron las valoraciones correspondientes a la
tabla de evaluacion, tanto para el impacto de cada alternativa (programas) sobre los
criterios (objetivos) como para las ponderaciones de los mismos. Las variables
implicadas han sido llamadas, respectivamente, valoraciones y ponderaciones.
Los adjetivos propuestos para cada una de dichas variables son los reflejados en la
Tabla 1.

(6) Son métodos ya clasicos del andlisis multicriterio, que pueden verse en Roy (1985) y
Mareschal (1989).

(7) Como se comprenderd, ni se pretende ni seria posible ser exhaustivo en este sentido.



ANALISIS DE CONCORDANCIA COMPARATIVA DIFUSA PROPUESTA Y EVALUACION MEDIANTE UN CASO PRACTICO 77

Tabla 1
VARIABLES LINGUISTICAS

Valoraciones Ponderaciones
Muy Negativa (MN) Muy Baja (MB)

Negativa (N) Baja (B)
Algo negativa (AN) Media (M)

Indiferente (1) Alta (A)
Algo Positiva (AP) Muy alta (MA)

Positiva (P)
Muy Positiva (MP)

Como puede observarse, la variable valoraciones puede tomar siete expresio-
nes distintas, que, en un entorno tan probablemente contradictorio como las actua-
ciones en materia de medio ambiente, van desde la evaluacién de una alternativa
como muy negativa para algun posible criterio, hasta la muy positiva. La variable
ponderaciones puede tomar cinco expresiones distintas, en funcion de la importan-
cia dada por los decisores a cada uno de los criterios u objetivos del plan.

Cada uno de los adjetivos de ambas variables constituye un conjunto difuso, cu-
ya representacion grafica viene recogida en las Figuras 5 y 6. Como se dijo ante-
riormente, se ha optado por funciones de pertenencia triangulares, todas ellas con
conjuntos soporte dentro de un intervalo unitario.

Figura 5
ADJETIVOS PARA LA VARIABLE VALORACIONES
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Figura 6
ADJETIVOS PARA LA VARIABLE PONDERACIONES

Los programas de actuacién y los objetivos generales propuestos en el Plan de
Medio Ambiente de Andalucia son los recogidos en la Tabla 2(8).

Tabla 2
PLAN DE MEDIO AMBIENTE DE ANDALUCIA
Programas Objetivos
Num. Titulo Num. Titulo

—
-

Calidad de aire Mejora ambiental del medio urbano

2 Prevencién y reduccién de ruido 2 Conservaciéon del medio natural

3 Residuos 3  Mejorar la calidad ambiental del
litoral

4  Mejora del entorno ambiental 4  Conseguir un modelo hidrolégico
sostenible

5 Conservacion de habitats 5  Fomento actividades econdmicas

relacionadas con el medio ambiente
6 Conservacion de flora y fauna
7  Lucha contra la erosion y desertificacion

8 Prevencion y extincién de incendios
forestales

9 Defensa de la vegetacion contra
plagas y enfermedades

10  Gestion de espacios naturales protegdos
11 Gestion de recursos naturales

(8) Agradecemos su colaboracién a los técnicos de la Consejeria de Medio Ambiente por
proporcionar las valoraciones de las alternativas y las ponderaciones de los objetivos.
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Programas Objetivos
Num. Titulo Num. Titulo

12 Uso publico
13 Vias pecuarias
14 Calidad de aguas litorales
15 Uso sostenible de recursos hidricos
16 Calidad de aguas continentales
17 Energia y medio ambiente
18 Desarrollo integral del medio natural
19 Economia y medio ambiente
20 Participacion
21 1+D
22 Formacion y cualificacion de recur-

Sos
23 Educaciéon ambiental y comunica-

cion
24 Cooperacion internacional

Los adjetivos para cada una de las variables linguisticas que se han definido
anteriormente son numeros difusos. Estos numeros difusos se introduciran en una
matriz de impacto (V), cuyo elemento Vij es un numero difuso que valora la contri-
bucion del programa i a la consecucion del objetivo j. La matriz de impacto para n
programas Y k objetivos puede representarse como sigue:

Vi, Vv,
V= Vn V.,
Vv \/

De la misma forma, la ponderacion del objetivo j sera un conjunto difuso que re-
presente un adjetivo para la variable linglistica ponderaciones. El vector de ponde-
raciones sera:

W= [W, W, o W W]

Presentamos a continuacion varias aproximaciones utilizadas para la resolucion
del problema.
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4.1. Suma simple ponderada

El primer método consiste en la suma simple ponderada con el fin de llegar a las
utilidades difusas (puntuaciones difusas finales) de los diferentes programas. Este
es un método clasico y frecuentemente utilizado, que agrega las alternativas para
cada uno de los objetivos de una forma muy sencilla:

v=3Ww, v

)
=1

Algunas aplicaciones, en términos difusos, de este método fueron llevadas a
cabo por Baas y Kwakernaak (1977) y Yager (1978). Nosotros aplicaremos este
método de forma diferente, usando la aritmética difusa y considerando que tanto la
valoracion de alternativas como la ponderacion de los objetivos son numeros
difusos. Ademas se utilizaran las aproximaciones triangulares de las funciones de
pertenencia para las operaciones de aritmética difusa que no dan resultados trian-
gulares (Kauffmann y Gupta (1988; pp. 55-67)). Véase, también, la aproximacion de
Bonissone, en Chen y Hwang (1992). Este vector de valoraciones se utilizara mas
adelante para la ordenacién de alternativas.

La Figura 7 muestra las valoraciones difusas finales obtenidas para cada pro-
grama, mediante la agregacién propuesta. Si se observa dicha figura, el resultado
intuitivo es considerar los numeros difusos mas a la derecha como los mejores o
preferidos; es decir, como los que encabezarian la jerarquia de programas.



ANALISIS DE CONCORDANCIA COMPARATIN A DIFUSA PROPUESTA Y EVALLUACION MEDIANTE TN CASOPRACTHICO K]

Figura 7
PUNTUACIONES DIFUSAS CON METODO DE LA SUMA SIMPLE PONDERADA

aa

A estos resultados, les hemos aplicado tres métodos de ordenacién(9) diferentes
para determinar matematicamente la seleccion (ordenacion) de alternativas:

a) Método del Semiorden Difuso:

Para la ordenacion de alternativas se utiliza el concepto de semiorden difuso. El
semiorden entre dos numeros difusos A y B se define como sigue:

A< B o B=max (A, B) y A=min(A, B)

Donde max y min son, respectivamente, el maximo y el minimo de dos numeros

difusos, que se definen utilizando el principio de extensién. Suponiendo que

=max(A, B) y G’=min(A, B), las funciones de pertenencia correspondientes se
obtienen de la siguiente manera:

(9) Evidentemente, no son los Unicos posibles. En nuestro caso, hemos combinado uno
bastante exigente con el respeto a la esencia de lo difuso, a) , con otro que tiende mas a una
solucién concreta, rigida, de la jerarquia, b). El método c) servira de soporte al que propone-
mos.
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m (2) = sup min{m, (x),mg(y)}
z =max(xy)

me(z)=  sup  min{m,(x).m,(y)}
Z=min(x,y)

Si la relacién de semiorden V, < V, se satisface para un par V; y V. , se puede
decir que la alternativa i es mejor que la alternativa i. Puede comprobarse que, para
el caso particular de numeros difusos triangulares, aplicando el criterio anterior, tal
relacion se satisface siempre que a, < b, y exista, al menos, un a<b,, siendo a, y b,
los elementos de la terna que define los numeros difusos A=(a,,asas)y B=(b;,bs,b;),
respectivamente.

Con este método, la mayoria de las alternativas de nuestra aplicacién no po-
drian ser ordenadas con seguridad. Por esta razon, en ocasiones, puede ser de
interés fijar un nivel de incertidumbre aceptable, bajo el que sea posible jerarquizar
el conjunto de programas inicialmente no ordenados. Aplicando a los a-cortes la
condicion expresada anteriormente para numeros difusos triangulares, sustentado
en tres valores de A,.o, €s posible obtener una ordenacion mas fina. En la Figura 8
puede verse como con la utilizacion de diferentes o-cortes pueden ordenarse
numeros difusos. En principio, para a=0 no se podrian ordenar. Sin embargo, para
a=0,5 (con solapamiento de los respectivos soportes) o a=0,8 (sin solapamiento), si
quedan ordenados, segun este criterio de semiorden difuso.

Figura 8
SEMIORDEN DIFUSO CON DISTINTOS o-CORTES (V; < V;)

a=1

a=0.8

a=0.5
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Una vez que se ha fijado un a-corte, podemos construir una matriz booleana, de
elementos O y 1, que muestre las relaciones de dominancia entre alternativas, de
acuerdo con el concepto de semiorden difuso. Un grafo difuso mostrara las relacio-
nes de dominacion para ese nivel de posibilidad («). Obviamente, cuando crezcan
los valores de los a-cortes el orden de preferencia entre las alternativas se volvera
mas exhaustivo y mas rigido, también, adoleciendo, por el contrario, de un mayor
grado de incertidumbre.

La aplicacion de este método al Plan de Medio Ambiente de Andalucia propor-
ciona los resultados de la Tabla 3.

Tabla 3
JERARQUIA RESULTANTE CON DIFERENTES o-CORTES CON
EL METODO DE SEMIORDEN DIFUSO

Numerode  Ordenacion con Ordenacion con Ordenacién con
L ogrwe . L gl _a=0.5 1L o

10| ||m|D

OlOHWmDI

O

13, 18, 22

DO |O|TJ/|O| |m
DIO|O|D|O] |m

1.2, 14, 20, 23

|
|

N
=10
0> ISP
0> <>

9, 12

—— e —— - —

24 24
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b) Ordenacion Lineal de Numeros Difusos:

Vamos a seguir el método que Kaufmann y Gupta (1988) propusieron para una
ordenacion lineal de numeros difusos, que consiste en la aplicacién sucesiva de
tres criterios, de tal forma que si el primero de ellos no da como resultado una unica
ordenacion, se aplicara el segundo para aquellas alternativas que no hayan queda-
do ordenadas, y si este no da tampoco una ordenacion total de las alternativas, se
aplicaria el tercero. Estos criterios son: el desplazamiento (removal), la moda o
valor central y la divergencia o amplitud.

Si ke R es un numero ordinario y A un numero difuso de tipo L-R, con soporte
finito, el desplazamiento de A con respecto a k se define como sigue:

R(A,k) = | dx + -;- {mTh(x)dx - 'fl_(x)dx}

minA

donde min, y maxa son, respectivamente, el valor inferior y superior del soporte de A.

Como puede comprobarse, el valor del desplazamiento es el promedio de las
dos areas delimitadas por k y las funciones que definen la forma del numero a
izquierda y derecha, respectivamente. Su valor para niumeros triangulares difusos
es mucho mas facil de obtener (Véase Kauffman y Gupta (1985; pp. 37-44). Por
ejemplo, tomando como origen k=0, seria: R(A,k=0)=(a,+2a,+as) / 4. El valor de
esta expresion puede ser positivo, negativo o nulo. Si se elige kK convenientemente,
se puede conseguir que todos los numeros tengan un desplazamiento positivo, que
puede ser tomado como una medida de distancia con la que es posible ordenarlos.
En nuestro caso, hemos tomado el valor minimo de los soportes de todos los

numeros difusos.

El segundo criterio a aplicar, entre las clases de igual desplazamiento, es la Mo-
da (M) y, finalmente, si quedara alguna clase de alternativas sin ordenar, se acude
al criterio de la divergencia: {max, -ming}.

La aplicacion de este método de ordenacién produce los resultados recogidos
en la Tabla 4.

Tabla 4
JERARQUIA RESULTANTE CON EL METODO DE ORDENACION LINEAL DIFUSA

Nimero 1 2 3 4 58 6 7 B 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 29 24
Ordenacién 15 16 7 19 5 11 4 1017 3 8 1822 1321 6 23201412 1 2 9 24
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¢) Aproximacion de Chen: ordenacion usando las puntuaciones a izquierda y dere-
cha:

Dados los numeros difusos triangulares Xj,..., X;,..., X, , las puntuaciones a iz-
quierda y derecha se definen como las intersecciones de cada numero difuso X;con
el minimo y el maximo difuso de todos ellos, respectivamente (Véase Chen y
Hwang (1992)). La Figura 9 ilustra los conceptos mencionados.

Figura 9
PUNTUACIONES A IZQUIERDA Y DERECHA CON EL METODO DE CHEN
Fuzzy min de Chen Xi Fuzzy max de Chen
mg (i)
my (i)

Las intersecciones, mg(i) y m.(i), son las puntuaciones a derecha e izquierda,
respectivamente. Consideradas conjuntamente, garantizan la utilizacion completa
de la informacién contenida en X;. Dado que valores mas altos de mg(i) indican
numeros difusos mayores, y valores mas altos de m,(i) indican numeros difusos
inferiores, o menos preferidos, la puntuacion total de X; puede definirse como sigue:

mu(i) = (Ma() +1-my) )/2 , con 0<my(i)<1

El valor mas alto de my(i) determina el numero difuso preferido X;. Los resulta-
dos alcanzados son los de la Tabla 5.
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Tabla 5
RESULTADOS UTILIZANDO EL METODO DE CHEN

Vimero 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
| e 1516 7 65 191110 4 17 3 8 1822 13 21 6 23201412 1 2 9 24

4.2. Analisis de concordancia y discordancia

Método basado en los conceptos de concordancia y discordancia, que son bien
conocidos en el analisis multicriterio, realizado por comparacion, dos a dos, de
todas las alternativas. Hemos utilizado estos conceptos incorporando valoraciones
difusas y la aritmética difusa para obtener los respectivos indices de concordancia y
discordancia difusos (aproximaciones triangulares), asi como las correspondientes
matrices. Posteriormente, aplicando la ordenacion de Chen al conjunto de los
elementos (numeros triangulares) de las matrices resultantes, se sustituye cada
numero difuso triangular, X, por el valor my(i) que le corresponde. Se obtienen, asi,
unos indices de concordancia y de discordancia comparativos (con relacion al
maximo y minimo borrosos de Chen), que son numeros reales, comprendidos entre
0 y 1. Cuanto mas proximo a cero esté el elemento ii’ de la matriz de concordan-
cias, menor sera el grado de credibilidad de la preferencia de i respecto a i’. Por el
contrario, cuanto mas proximo a 1 se encuentre dicho elemento, mayor sera la
credibilidad con que la alternativa i es preferida a la i’. Por tanto, se puede interpre-
tar que los elementos de esta matriz de concordancia representan valores de una
funcién de pertenencia establecida sobre una relacion de ordenacion (difusa) entre
alternativas(10). A esta matriz, y por extension al meétodo empleado, la hemos
llamado de Concordancia Comparativa Difusa. Veamos, a continuacion, como se
aplica este metodo.

La concordancia difusa refleja la preferencia de la actuacion i con respecto a la
i’. Se define como la suma del numero de criterios para los que la alternativa i1 es
preferida a la i". Si se otorga diferente peso o importancia, W, , a dichos criterios de
evaluacion de alternativas, su expresion formal seria la siguiente (11):

Ci = pr para Cii'{j‘vij 2 Vi'j}

JEC!

(10) Véase, entre otros, Roy (1977), Takeda (1982) y Zadeh (1973).

(11) Si los criterios de comparacion entre alternativas no tuviesen distinta importancia o peso,
el indice cii- seria igual al niumero de criterios para los que el programa | es preferido al 1 ".
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El conjunto, C,, contiene la informacion de todos aquellos criterios, j, que apo-
yan la afirmacion de que el programa i es preferido al i". Obsérvese que la prefe-
rencia del programa i respecto al i’, incluye el signo de igualdad, por lo que C,
define tanto una preferencia estricta como la indiferencia de eleccion entre uno y
otro programa. Para determinar el conjunto de concordancias, se ha utilizado el
método, ya expuesto, del semiorden, debido a su sencillez de calculo. General-
mente, los conjunto difusos propuestos a los expertos para elegir entre las valora-
ciones posibles, vendran ordenados de antemano (véanse las Figuras 5 y 6). La
ordenacion en este caso resulta, pues, trivial. De cualquier forma, este método
permitiria la extraccion de las clases C; , incluso aunque las valoraciones vinieran
expresadas en forma mas compleja.

Para el calculo de la concordancia difusa del programa i con el programa i’, c;-,
se sumaran las ponderaciones (numeros triangulares) de los criterios de valoracion
que se encuentren en este conjunto de concordancias.

Puede calcularse una matriz de concordancia difusa, C, que incluya todos los
valores obtenidos para los indices c;; . Los elementos diagonales de esta matriz
seran, légicamente, nulos. Los no diagonales contendran numeros difusos triangu-
lares, correspondientes a los indices de concordancia. Sera una matriz cuadrada de
orden igual al numero de programas considerados, n. Dicha matriz tendra la si-
guiente forma:

El concepto de discordancia, complementario al anterior, establece limites a la
seleccion de la alternativa i frente a la i’ , exigiendo que no haya criterio alguno por
el que la alternativa i’ sea preferida a la i con una diferencia importante. En este
sentido, el indice de discordancia, d;’, da el nivel maximo de discrepancia
(ponderado segun criterios) para las valoraciones en que la actuacion i’ es preferida
alai. El indice de discordancia difusa se define mediante la expresion:

d, = max{Wl (v, -V, )} con D, = {jlv,] < Vp.}

"
1€Dy,



8 ESTADISTICA ESPANOLA

Para su calculo, previamente se define el conjunto de discordancias, D,, com-
plementario del conjunto de concordancias. Este conjunto contiene la informacion
de todos aquellos criterios que apoyan la afirmacion de que el programa i’ es
preferido al programa i. Asi, el conjunto de discordancias contendra mas elementos
cuanto mayor sea el numero de criterios en el que el programa i" domina al i. Para
determinar el conjunto de discordancias, se ha utilizado, también, el método del
semiorden difuso. El objetivo que se persigue es determinar en qué criterios la
alternativa i es preferida a la i’. Sin embargo, para obtener la distancia o discrepan-
cia maxima (ponderada) con la que se produce tal preferencia entre esta pareja de
alternativas, d;, se ha utilizado el método del orden lineal difuso, por llegar a resul-
tados siempre concluyentes en la ordenacién de los numeros difusos resultantes
del calculo de la distancia difusa y su producto por la ponderacién difusa corres-
pondiente.

Los valores de los indices de discordancia pueden disponerse en forma matri-
cial, tal como se hizo con los de concordancia, resultando la llamada Matriz de
Discordancia Difusa, también con elementos diagonales nulos y de orden n. Tal
matriz, quedara definida como sigue:

d,, d, o -

Las relaciones de concordancia y de discordancia de cada programa i con el
resto de programas, deben ser tenidas en cuenta, en forma conjunta, para definir
las relaciones de preferencia de unos programas sobre otros, segun las valoracio-
nes iniciales aportadas por el grupo de expertos. Para ello, hemos seguido los
siguientes pasos:

En primer lugar, hemos convertido estas matrices, cuyos elementos son nuame-
ros triangulares difusos, en dos nuevas matrices en las que cada uno de sus ele-
mentos es el valor de las puntuaciones obtenidas aplicando la aproximacion de
Chen a la ordenacién de los n.(n-1) elementos de la correspondiente matriz. Tal
ordenacion refleja, por tanto, la posicion comparativa, normalizada, de los indices
de concordancia y de discrepancia entre alternativas. Los elementos de estas
nuevas matrices, C.- Y di-, se podrian llamar indices de concordancia comparativa
difusa e Indices de discordancia comparativa difusa, respectivamente, y presentan
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valores comprendidos entre cero y uno. Las matrices correspondientes, por tanto,
seran designadas como Matriz de Concordancia Comparativa Difusa y Matriz de
Discordancia Comparativa Difusa, respectivamente. La matriz de Concordancia
Comparativa Difusa sera:

- Cc|2 : Ccln
ch! - T Cc2n
Cc = [ccn‘] = _
_ccn! Ccn2 ......... - 4
siendo Ci- = (Mg(ci) + 1 -my(ci) )/2 5 O0<cCgs1.

Analogamente, la matriz de Discordancia Comparativa Difusa se define de la si-
guiente forma:

D. =[d..]=

d . d o oee e —

L “ent cn2

donde dcii' = (mn(di,‘) +1- m._(dii') )/2 N 0 < dc“rs 1.

Es evidente que, cuanto mdas préximo a uno sea el indice de concordancia com-
parativa difusa c., mayor sera el grado en que, para el conjunto de criterios, la
alternativa i domina sobre la i’. El indice de discordancia comparativa difusa, d,
complementara la informaciéon dada por el de concordancia, afiadiéndole informa-
cién sobre el maximo grado de divergencia existente entre los programas i e i’,
indicando el grado maximo en que el programa i‘es preferido al i, en algun criterio
dado.

La preferencia de un programa i sobre otro i" (m;-) va a venir dada por el valor
de la concordancia comparativa difusa (c.;:) entre ambos, siempre que la discor-
dancia comparativa difusa (d ) esté por debajo de un umbral establecido (d,) o
umbral de veto. Los indices de discordancia comparativa difusa de valor mayor a
este umbral no permitirdn decir que existe preferencia de un programa respecto a
otro, por muy elevada que sea la concordancia. Dicho de otra forma, por muchos
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que sean los criterios para los que el programa i es preferido al i’, si existe un
criterio concreto para el que la discordancia es muy elevada, es decir, para el que i’
es mejor que i, no podra afirmarse que el programa i domina al i'.

Bajo estos criterios, se ha definido una matriz de dominancia difusa, que esta-
blece las relaciones difusas de preferencia entre alternativas, como sigue:

—_— m‘2 ......... m‘n
m,, - T m,,
M=[m, ]~
LMy My e e -
c. si d, <d,
siendo m, =40 si d, =d,
0<m, <1

El indice de dominancia, m;- toma el valor del indice de concordancia comparati-
va difusa en el caso de que la discordancia comparativa difusa sea menor al valor
de veto introducido para la misma, y cero en caso de que sea mayor que este(12).
Los valores de la relaciéon de dominancia, m;, informan, por tanto, sobre el grado de
credibilidad de la preferencia o dominacion de la alternativa i sobre lai’.

A una matriz de este tipo, representativa de una relacién de orden difusa, se le
puede asociar un grafo difuso, en el que cada nodo o vértice representa un progra-
ma o alternativa y cada m;; #0 es el valor asignado al arco que sale del nodo iy
termina en el nodo i'. Cada uno de los m;; elementos de M se puede interpretar
como el grado de credibilidad de la relacion de dominancia (preferencia) del pro-
grama i sobre el programa i’. Este grafo difuso puede ser analizado estableciendo
las matrices de relacion (Kaufmann (1975) y Zadeh (1971)) para distintos conjuntos
de nivel o a-cortes; es decir, para distintos grados de credibilidad de la relacion de
dominancia. Tales matrices no son sino las matrices booleanas (de incidencia)
asociadas a cada uno de los umbrales introducidos mediante los a-cortes. La
opcidn mas generalizada es la de utilizar como umbrales los valores medios, tanto
para el indice de concordancia como para el de discordancia, aunque se pueden
utilizar otras alternativas, como la mediana o, en general, un cuantil determinado,
especialmente si la representatividad de la media se puede poner en cuestidn o si

(12) Singh, D., Rao, J. R. y Alam, S. (1989), utilizaron mw = min { cw, (1- dw)}.
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se desea precisar el nimero de arcos del grafo de las relaciones de dominancia a
incluir en el analisis. Ademas, para cada matriz, es posible emplear algunos con-
ceptos de la teoria de grafos que han mostrado su gran utilidad en el analisis de las
caracteristicas de una estructura de relaciones (Morillas (1982, 1983 y 1995)).

Con la aplicacion de este meétodo, dando, por ejemplo, los valores medios de los
respectivos indices, tanto al umbral de veto, d, , para la discordancia, como al
umbral de credibilidad, ¢, , para la concordancia, se obtiene la correspondiente
matriz de relacion, que es una matriz booleana en la que, si la alternativa / es
preferida a la i’ (con el nivel de credibilidad dado por el umbral), el correspondiente
elemento, m;; , tomara valor 1 y, de no existir tal preferencia, tomara valor cero.
Esta matriz sera utilizada como la matriz de incidencia del grafo representativo de
las relaciones de dominancia entre alternativas o programas. A partir de ella, se
procede al analisis de las componentes fuertemente conexas (bloques de alternati-
vas no comparables) y la obtencion subsiguiente del grafo reducido (jerarquia
estricta entre alternativas y bloques de alternativas).

Los resultados obtenidos para la aplicacion que venimos desarrollando son los
recogidos en la Figura 10. Es posible repetir el analisis para distinto grado de
credibilidad en la preferencia y/o distinto umbral de veto. Otra posibilidad, mas clara
y directa, seria estudiar nuevas relaciones de dominancia exclusivamente dentro de
cada uno de los bloques, incrementando los niveles de los umbrales sélo para ellos
y repitiendo el mismo procedimiento a la submatriz de relaciones correspondiente.
En la figura citada anteriormente pueden contemplarse las ordenaciones obtenidas
mediante la aplicacion de cada una de estas posibilidades. En a) se observa una
jerarquia por bloques, en la que ocupa el primer lugar el formado por los programas
15y 16, que no pueden ser ordenados entre si, para el nivel de credibilidad medio
adoptado. En segundo lugar, un grupo formado por siete programas, sin que sea
posible establecer una relacion de preferencia entre ellos. En b), el incremento del
grado de credibilidad de la relaciéon de preferencia da lugar a la desaparicion de
parte de las relaciones del grafo inicial. La imagen puede inducir a confusion, por el
desplazamiento hacia la parte superior del grafico de programas como el 3 y el
bloque formado por el 1y el 2, que en el grafo inicial ocupaban lugares bajos de la
jerarquia. En realidad lo unico que ha ocurrido ha sido que, al subir el umbral para
la concordancia, se han descompuesto los bloques que ocupaban el nivel 2 y el
nivel 5 de la jerarquia, y se ha perdido, a la vez, la relacién de preferencia del
bloque del nivel cuatro (programas 6, 9, 20 y 22), sobre el del nivel 5, al que perte-
necia el programa 3. Este programa, para este umbral, sélo puede ordenarse con
relacion al programa 15 (que le precede) y al bloque 1-2, al que domina en la
ordenacion.
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Figura 10

ORDENACION MEDIANTE EL ANALISIS DE CONCORDANCIA COMPARATIVA
DIFUSA

a) Grafo reducido con d4~=0.43 y o=0.467 b) Grafo reducido con d,=0.43 y o=0.5

578,11, 13,
18

¢) Descomposicién de las componentes conexas
(1518)y (5. 7.8, 10, 11, 13, 18) con &=0.5

Asi, pues, una mayor exigencia en el grado de credibilidad supone, i6gicamente,
una pérdida en las posibilidades de comparacién y una subsiguiente modificacion
del grafo inicial, al menos en apariencia. Por esta razén, parece mas aconsejable
hacer un analisis por etapas, partiendo del grafo inicial y, manteniendo su jerarquia
por bloques, realizando la subida del umbral sélo dentro de cada uno de ellos. El
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apartado c) de la figura, a modo de ejemplo, muestra la estructura de relaciones de
preferencia en la relacién entre los bloques del nivel 1 y 2 del grafo inicial. La
seleccion otorgaria a los programas 15, 16 y 10, por este orden, los tres primeros
lugares de la jerarquia. En los ultimos lugares estarian el par de programas 1-2 y el
24. Finalmente, en la Figura 11, se ha continuado elevando el umbral, para mostrar
el grado de incertidumbre al que seria necesario llegar para conseguir una ordena-
cion en la componente fuertemente conexa mas importante del grafo inicial.

Figura 11

ORDENACION DE LOS PROGRAMAS DE LA COMPONENTE FUERTEMENTE
CONEXA (5,7,8,11,13,18) CON MAYORES NIVELES DE o

D escomposicion de la componente
fuertemente conexa: (5, 7. 8, 11, 13, 8 13.18
18) con c=0.51 T

RRNG

D escomposicidon de la componente
fuertemente conexa: (5, 7, 11) con
o=0.62

5. CONCLUSIONES

Basandonos en los resultados obtenidos y teniendo en cuenta la necesidad que
muchas administraciones publicas tienen de apoyar sus tomas de decisiones con
argumentos coherentes y, a ser posible, debidamente objetivados, creemos que el
uso de técnicas multicriterio con valoraciones difusas puede ser una alternativa
valida en ciertas ocasiones. Especialmente, en ausencia de informacién precisa,
total o parcial.
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Trabajar con numeros difusos triangulares permite la aplicacion comoda, desde
el punto de vista de los calculos, de la aritmética difusa, tanto en la etapa de valora-
cién de alternativas como en la de ordenacion de las mismas, por o que su uso se
hace recomendable, especialmente si no se tiene una buena razon para pensar en
otra posibilidad acerca de la forma de las funciones de pertenencia. En especial, el
método de aproximacién a una ordenacion lineal con los tres criterios sucesivos,
propuesto por Kauffman y Gupta arroja buenos resultados, aunque puede que sea
excesivamente rigido, lo que va en detrimento del propio concepto de imprecision y
vaguedad con el que esta tratando. De hecho, el concepto de desplazamiento, en
esta aplicacion, ha sido suficiente para conseguir una jerarquizacion estricta acep-
table de los programas.

La aproximacion de Chen es también muy sencilla en su aplicaciéon y arroja re-
sultados muy similares al anterior. En cualquier caso, el método del semiorden
difuso presenta mas problemas a la hora de clasificar las alternativas porque supo-
ne una condicion mas fuerte a la hora de establecer el concepto de semiorden.
Ciertamente, esta es la apuesta de la metodologia difusa frente a la rigidez del
enfoque clasico, pero hay que decir que, en la practica, en nuestro ejemplo al
menos, solo es posible diferenciar los dos primeros programas y el ultimo de la
jerarquia. Bien es verdad, que, no obstante, podemos ir relajando las condiciones
aplicando sucesivos a-cortes, haciendo nuestra decision cada vez mas concreta.

Los tres métodos de ordenacién de alternativas comentados arrojan resultados
similares excepto hacia la mitad de la ordenacién, porque resulta muy dificil dife-
renciar entre alternativas que estan muy proximas.

El método de la concordancia comparativa difusa que hemos propuesto en este
trabajo, da resultados iguales para las dos primeras y la ultima alternativa, pero es
ligeramente diferente en el resto de la ordenacion. Esto es debido a que este
método utiliza una forma de agregacién muy distinta. La comparacion de alternati-
vas dos a dos, aunque mucho mas compleja, utiliza mas informacion y por tanto,
presenta mayores posibilidades de alcanzar resultados mas depurados. Ademas,
conjuga un adecuado manejo e interpretacion de la vaguedad y la imprecision de la
informacion inicial, con el potencial de analisis que da la teoria de grafos para el
estudio no sdélo del orden estricto entre alternativas, sino, también, para poner en
evidencia sus relaciones en un sentido mas amplio.

Por ultimo, en relacion al Plan de Medio Ambiente de Andalucia, hay que decir
que, de acuerdo con las valoraciones y ponderaciones, en forma de expresiones
linguisticas, hechas por los técnicos de la Direccion General de Planificacion de la
Consejeria de Medio Ambiente, el programa mas importante para el Plan debiera
ser el uso sostenible de recursos hidricos ( Programa 15). Un resultado bastante en
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consonancia con la situacion real y necesidades, ya no solo ambientales, sino,
también, socioeconémicas de la Comunidad Autonoma Andaluza.
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FUZZY COMPARATIVE CONCORDANCE ANALYSIS. PROPOSAL
AND EVALUATION BY A CASE STUDY.

SUMMARY

In this paper it is proposed a fuzzy multiple attribute analysis, that
we have called comparative concordance, as a help instrument to the
decision-making process in an environment of lack of precise informa-
tion as it generally is the decision-making in regional and environ-
mental planning. Through an application to the selection of proceeding
programs of the Environmental Plan of Andalusia, 1995-2000, it will be
compared to other methods.

Key Words: fuzzy numbers, fuzzy multiple attribute analysis, Environ-
ment, regional plans.
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