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RESUMEN

En la literatura sobre clasificacion, los métodos no jerarquicos han
recibido menor atencion que los métodos jerarquicos. Esta circunstan-
cia es aun mas acentuada en lo que se refiere a las técnicas de recu-
brimiento. En este articulo, presentamos dos nuevos algoritmos no je-
rarquicos que, ademas, generan intersecciones no vacias entre las
clases resultantes.
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1. INTRODUCCION

Entre las técnicas mas usadas en el andlisis de datos, fundamentalmente si se
trabaja con datos cualitativos, se encuentran las técnicas de clasificacion (Sokal y
Sneath, 1963). Estas técnicas tienen como objetivo agrupar objetos en clases o
clusters, internamente lo mas homogéneos posible, de tal forma que los objetos
pertenecientes a un cluster estén mas proximos entre si que los pertenecientes a
grupos diferentes.

Para llevar a la practica esta metodologia se hace imprescindible, en muchos
casos, disponer de una medida D de desemejanza entre los objetos.

Definicion 1. Una medida de desemejanza D es una aplicacion

1)D(0,0,)=0 Vo, €O

D: OxO — R" U {0} tal :
X0 = RTw O talque D(0,0,)=D(0.0,) Vo,0,€0

siendo O el conjunto de n objetos a agrupar.
Si ademas D verifica la denominada desigualdad métrica o triangular

D(0, 0,)<D(0,.0,) +D(0,0,), v0,0,,0, €O

se dice que D es una distancia.

Muchos son los métodos de clasificacion propuestos a lo largo de la historia de
esta metodologia. En muchos casos, se trata de métodos jerarquicos, y en otros,
menos numerosos, los métodos son no jerarquicos o de enlace unico. En los prime-
ros, el método genera, a distintos niveles de desemejanza ¢, distintas soluciones de
agrupamiento o particiones entre los objetos; por el contrario, para los segundos la
solucion se obtiene una vez fijado un nivel de desemejanza determinado (Bailey,
1994).

Los métodos jerarquicos actuan sobre la matriz de desemejanzas (o de seme-
janzas) para construir un arbol que describira, mediante uniones o divisiones suce-
sivas, las relaciones entre los objetos. Los algoritmos que han seguido la via de la
jerarquizacion se distinguen entre si en funcién del criterio adoptado para la union o
division de los grupos. Johnson (1967) realiza una profunda revision de este tipo de
métodos de clasificaciéon(2).

La principal ventaja de los métodos jerarquicos es la facilidad de interpretacion
del arbol resultante. Entre sus desventajas se suelen citar las siguientes: el algorit-

{2) Algunos de estos métodos han sido desarrollados por Sokal y Sneath (1963) —Enlace
Simple—, Sokal y Sneath (1963) —Enlace Completo—, Sokal y Michener (1958) —Enlace
Medio en el Grupo—, McQuitty (1965, 1967) —Enlace Medio Ponderado—, Sokal y Michener
(1958) y Gower (1967) —Centroide— y Ward (1963) —Método de Ward —.
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mo de clasificacion soélo pasa una vez por los datos, por lo que una particion inicial
desacertada no puede ser subsanada; en el caso del método del Enlace Simple,
aparece el efecto del encadenamiento, pueden generar soluciones diferentes
simplemente reordenando los datos en la matriz de desemejanzas o semejanzas, lo
que causa problemas de no estabilidad de las soluciones (Aldenderfer y Blashfield,
1984).

Dentro de los métodos no jerarquicos se encuentran, entre otros, los métodos
de particion iterativa o de optimizacion y las técnicas de recubrimiento.

La caracteristica esencial que distingue a los métodos de optimizacion es que
producen una unica particion de los objetos en un nimero particular k, especificado
a priori, de clusters no solapados, como resultado de la minimizaciéon o maximiza-
cion de alguna funcién objetivo (Jardine y Sibson, 1971; Anderberg, 1973).

Generalmente, estos métodos empiezan con una particion inicial del conjunto de
objetos en k clusters, para cada uno de los cuales se define un centroide; se locali-
za, entonces, cada objeto en el cluster que tenga su centroide mas cerca, para,
posteriormente, calcular los nuevos centroides y volver a relocalizar cada objeto.
Asi sucesivamente hasta que no se produzcan cambios en los clusters (MacQueen,
1966).

Por su parte, los métodos de recubrimiento conducen a clusters no disjuntos,
que permiten que un objeto cualquiera pueda aparecer en mas de una clase final a
la vez. Su objetivo basico es recubrir el conjunto de objetos O con una familia de
clusters maximales (Everitt, 1993). Estos métodos estan muy condicionados por los
objetivos del estudio, las caracteristicas intrinsecas de las variables observadas
para los objetos, asi como por la medida de desemejanza elegida para relacionar
los objetos.

La idea de formar clusters no disjuntos puede no parecer atractiva, ya que la
interpretacion de los mismos suele ser complicada. Quizas sea ésta la razon por la
que estos métodos constituyen una de las areas menos desarrolladas en el ambito
del analisis de clasificacion.

A pesar de ello, creemos que, en determinados contextos, la aplicacion de algo-
ritmos que produzcan clases no disjuntas puede ser beneficiosa. Asi puede ocurrir,
por ejemplo, si se estudia la proximidad comercial de espacios econémicos distin-
tos. Supdngase que el conjunto de objetos lo formen las islas de un archipiélago y
que se desea clasificarlas en funcién de sus semejanzas en cuanto a los problemas
de transporte que sufren sus empresas en el comercio exterior, de modo que pueda
valorarse la existencia o no de la llamada doble insularidad, derivada del hecho de
que las islas mayores econdémicamente estan mejor comunicadas con el exterior



132 ESTADISTIC N FSPANOL A

que las demas. Supdéngase, ademas, que existen dos islas mayores, Ay B, (mejor
establecidas para el comercio exterior) y que una de las restantes islas menores, C,
realice su comercio con el exterior exclusivamente a través de la isla mayor A. En
este contexto, parece acertada la aplicacion de un algoritmo de recubrimiento, ya
que tendria explicacion la aparicidon de una clase formada por las dos islas mayores
(objetos A y B) y otra clase formada por los objetos A y C, apareciendo asi el objeto
A en dos clases.

En este articulo, se presentan dos nuevos algoritmos que permiten hallar los
clusters maximales del grafo de proximidad G, = (V,E), definido en el conjunto de
objetos O por una desemejanza D a un nivel prefijado €, y en los que se acepta el
recubrimiento o las intersecciones no vacias entre los clusters resultantes.

El primero es el Algoritmo Inductivo en los Objetos, y el segundo el Algoritmo de
Busqueda de Objetos Representativos de las clases resultantes. Este ultimo pre-
senta ademas el aspecto novedoso de aportar el elemento representativo de las
clases, definido éste como el elemento cuya suma de distancias al resto de ele-
mentos de la clase es menor. Por este hecho, se puede decir que este segundo
algoritmo es un hibrido entre la filosofia que envuelve a los métodos de recubri-
miento y la propia de los métodos de particién iterativa.

2. ALGORITMO DE CLASIFICACION INDUCTIVO EN LOS OBJETOS
Definicion 2. Sea O = {0,,...,0,} el conjunto de objetos, y D una funcién de de-
semejanza definida sobre O. Entonces, dado un nivel de desemejanza & > O arbitra-

rio, una clase o cluster sobre O es un subconjunto C de O tal que:
vo,0,€C, D(o,0)<e
Definicion 3. Dado ¢ >0, sea el grafo G, = G’ {V,,A} donde
Vo ={1,2,...,n}yA={(ij) e V?/D(0,0) < ¢}

Definicion 4. Se dice que un subconjunto de objetos es maximal si no esta
contenido en ningun otro.

Segun estas definiciones, la clasificacion de los objetos O, con nivel de deseme-
janza £ >0, esta formada por los subconjuntos o cliques maximales en el grafo G,.
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Se denota con L%, los cliques maximales del grafo parcial G,*, formado por el
conjunto de vértices V, = {1,2,...,k} correspondientes a los objetos {o,,...,0.}. El
algoritmo construye L', una vez conocido L.*.

Sean:

Ui = {i< k tal que D(0;,0x.1) < €}

L~ = {C,,Ca,...,Cn} los m clusters maximales de V,
Fv={C/,,C/,....Cn’} donde C; = (C;n Uy) L {k+1}
Gk = {C1,C,,...,Ci,Cy.Cy,...,.C'}

Teorema 1. Sea H,,, la familia de elementos maximales en G, respecto de la
relacién de inclusién. Se verifica que H,,, = L.**".

Demostracion:
a) Sea Be L,*"' y k+1 un vértice del grafo. Se pueden dar dos situaciones:
i) (k+1) ¢ B= B e L*= 3 C, e Gymaximal tal que B = C, = B € Hy.s.

i) (k+1) € By sea B’ =B — {k+1}c U,. PorserBe L*'= 3C e L talque B c C,
y, por tanto, B’ ¢ C; n Ui. Pero B’ ¢ C; n U,, Vj, ya que, entonces, B no seria un
clique maximal. Por tanto, B' = C; = C; n U, para al menos un j, y, como conse-
cuencia, B € Hy,;.

b) Es claro que cualquier elemento H,,, es un clique maximal del grafo Gy,
por tanto, pertenece a L**".

El Algoritmo Inductivo en los Objetos es convergente y consta de 6 pasos:
Paso 0: Se toma k = 1, L. = {1}.

Paso 1: Se calcula U,.

Paso 2: Se calcula F,.

Paso 3: Se halla la familia F, = {D;,D,,...,D}, formada por los elementos maxi-
males de F,. Obviamente, m’< m. Sea | ,y = {D;,D,....D} y hacemos L.**' = {@}.

Paso 4: Si existe un j € {1,...,m’} tal que C; c D;, se realizan las siguientes igual-
dades: L' = L' U {D}, m’ = m’-1, Iy = {D4,D5,...,D;.1,D},1,...,Dim}, cON reordenacion
de indices. Se vuelve al paso 5. Si no existe unj e {1,...m’} tal que C; c D;, se deja
como estaba definido Iy, se toma L**' = L.**' U {C}} y se va al paso 5.

Paso 5: Se pone i = i+1. Si i<m, se va al paso 4; en otro caso, L.*"' = L' U {I};
se reordenan los nuevos clusters, y se va al paso 6.
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Paso 6: Se hace k = k+1. Si k < n, se va al paso 1. En caso contrario, el algorit-
mo finaliza.

Ejemplo 1. Aplicacion del algoritmo inductivo en los objetos sobre una matriz de
desemejanzas dada. Supongase la siguiente matriz de desemejanzas arbitraria
referida a 10 objetos:

01 02 03 04 05 05 07 08 OQ O 10

(o} 0 12 23 34 45 11 23 22 16 9
O2 12 0 13 17 12 21 47 32 19 24
O3 23 13 0 7 13 35 27 29 15 14
O4 34 17 7 0 20 18 16 39 32 27
Os 45 12 13 20 0 25 36 39 26 13
Os 11 21 35 18 25 0 11 15 17 41
Oy 23 47 27 16 36 11 0 32 23 18
Os 22 32 29 39 39 15 32 0 14 29
Qo 16 19 15 32 26 17 23 14 o) 8
O10 9 24 14 27 13 41 18 29 8 0

En esta matriz de desemejanzas, la desemejanza media es igual a 22.644, la
desemejanza mediana es 21. Sin embargo, existen tres desemejanzas modales:
13, 23 y 32. Son estas cuatro ultimas desemejanzas las elegidas para la presenta-
ciéon de las clases resultantes tras la aplicacion del Algoritmo Inductivo en los
Objetos sobre la matriz de desemejanzas. Si se toma € = 13, la secuencia de pasos
seria la siguiente:

Paso 0: k=1. L, = {1} .

Paso 1: U, = {&}.

Paso 2. F, = {2}, ya que {1} n {@} U {k+1} = {@} L {2} = {2}.
Paso 3. F, ={2}. I, ={2}. L, ={@}, i=1.

Paso 4: Como no hay algun C, < D, entonces: |,. = {2},1°, ={1}.

Paso 5: i=2. Como 2>1, entonces L, = {1}.
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Paso 6: k=2. Como 2<10, se vuelve al paso 1.

Y asi sucesivamente, hasta comparar todos los objetos. Los resultados para to-
dos los e considerados fueron:

=13 £=21 €=23 € =32
{04,032} {0,03,04,0s} {O2,03,04,05} {02,04,05,06}
{03,004} {O2,04,06} {02,04,06} {04,06,07,04}
{02,03,05} {04,06,07) {04,06,07) {04,06,07,08,00}
{01,086} {02,03,04} {01,0,,03,04} {01,02,06,08,00}
{O6,07} {O4,0,,06,04} {O01,0,,06,04} {02,03,04,05,049,010}
{Os} {O6,08,04} {04,06,07,00} {O03,04,07,09,010}
{01,010} {O3,05,010} {01,06,08,04} {04,02,03,08,04,010}
{05,010} {07,010} {03,05,010} {01,03,07,05,04,010}
{04,010} {03,00,010} {01,03,04,010}
{01,04,010} {01,07,09,010}

3. ALGORITMO DE BUSQUEDA DE OBJETOS REPRESENTATIVOS

Las técnicas algoritmicas mas usuales entre las de particion iterativa son de dos
tipos, segun se conozca o no el niumero de clusters que se desean hallar. Cuando
este numero es conocido, por ejemplo k, las técnicas mas habituales son las del
tipo k-medias. No obstante, estas técnicas no parecen haber sido desarrolladas
admitiendo la existencia de clases finales no disjuntas.

Las técnicas del tipo k-medias (Anderberg, 1973; Hartigan, 1975; Sanchez Gar-
cia, 1978) parten inicialmente de k clusters (o de k-objetos representativos de los k-
clusters), para iterativamente calcular los k-objetos representativos de los clusters
(o los k-clusters que mejor configuran los k-objetos representativos de los clusters)
hasta obtener la convergencia de este proceso.

Definicion 5. Si se denota por C; un cluster genérico, el objeto representativo de
Cies O, (O, e C) si minimiza la suma de las desemejanzas a los objetos de C,, es
decir,
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Y D(o.0)< ¥ D(o.0) VoeC,

0,-C, o‘-C

Definicion 6. Conocidos los k objetos representativos de los clusters, es decir,
0,,0,,...,0,, la clase o cluster C; se forma como
o} :C,(o;)z{o, € 0/D(o,0;)<D(o,0,), Vs, 1§s_<_k}
Por convenio, cuando la desemejanza de un objeto o, con respecto a varios

objetos O, es la misma, se asigna el objeto o; al cluster cuyo objeto representativo
presente menor subindice.

El problema que plantean este tipo de técnicas es el caracter de minimo local de
la solucién, hecho que obliga a ampliar la técnica hasta obtener una convergencia
mas general, de tipo global. Este principio es el que subyace en otras técnicas en
las que el numero de clusters no se fija a priori, por lo cual las restricciones que
operan en el procedimiento de busqueda del éptimo son mas débiles.

Ahora bien, cuando no se conoce de antemano el numero de clases o clusters,
el proceso para buscar representativos es mas complejo. Expondremos seguida-
mente una técnica de clasificacion cuyos fundamentos son similares a la tradicional
técnica ISODATA (Anderberg,1973; Sanchez Garcia, 1978), aunque admite, y en ello
radica su originalidad, la posibilidad de que un elemento pueda pertenecer a mas
de una clase.

El Algoritmo de Busqueda de Objetos Representativos en las clases resultantes
consta de 7 pasos, siendo r un parametro que permite garantizar un nimero mini-
mo (n/r) de clusters, y del que dependen las posibilidades de solapamiento.

Paso 1: Se parte de los n objetos, como representativos de los n clusters inicia-
lesyseeligee>0,2<r<n/2

Paso 2. Para cada objeto o;, se construye el cluster C,; = C;(0;) que es el conjunto de
los o; tal que D(0;,0;) < ¢, prescindiendo de los grupos que no sean maximales.

Paso 3: Si el numero de clusters hallados en el paso 2 es n, se toma ¢ = e+Ae y
se regresa al paso 2(3). Si el numero de clusters es menor que n/r, se toma ¢ = e-A¢
y se vuelve al paso 2. En otro caso, se va al paso 4.

(3) El incremento en el pardmetro ¢ debe especificarse en funcién de la magnitud de las
desemejanzas.
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Paso 4: Se asigna a cada cluster C,, el objeto o' que sea representativo, es de-
cir, el objeto o, que minimice la suma de las desemejanzas de los restantes ele-
mentos del cluster a dicho objeto.

Paso 5: Se asigna cada objeto o, a todos los clusters que tengan por objetos re-
presentativos o;, siempre que se verifique que D(0;, 0, ) < .

Los pasos 4 y 5 se repiten hasta que los clusters que se obtienen, anadiendo
objetos a los representativos, sean los mismos clusters para los que se obtuvieron
dichos representativos. Una vez alcanzada la convergencia, se va al paso 6.

Paso 6: Unir los clusters cuyos objetos representativos presenten una deseme-
janza menor o igual que € con respecto al objeto representativo del primer cluster
resultante del paso 5. A continuacion, y entre los clusters que no hayan participado
en la unidén anterior, se unen aqueéllos cuyo objeto representativo presente una
desemejanza menor o igual que £ con respecto al primero de ellos. Esta operacion
se repite hasta que no es posible realizar mas uniones. Si no se produce alguna
union entre los clusters resultantes del paso 5, el algoritmo termina; en caso contra-
rio, se va al paso 7.

Paso 7: Se hallan los objetos representativos de los nuevos clusters, y se asigna
cada objeto o; a los clusters cuyo objeto representativo presente una desemejanza
menor o igual que € con respecto a o;. Los objetos que no cumplen esta condicion
quedan sin asignar, formando cada uno de ellos un nuevo cluster. En el caso de
que todos los objetos estén asignados, el algoritmo para; en otro caso, cada uno de
los objetos no asignados forma un nuevo cluster y se vuelve al paso 4.

La convergencia del algoritmo es consecuencia de que los clusters que se han
unido alguna vez en el paso 6, no pueden volver a unirse si el algoritmo conduce a
ello cuando se repita el paso 6, y, por tanto, el numero de elementos de estos
clusters no puede disminuir, apareciendo a partir de una determinada iteracion los
mismos clusters, momento en el cual el algoritmo finaliza.

Ejemplo 2. Aplicacion del algoritmo que busca los objetos representativos en las
clases resultantes sobre la matriz de distancias dada en el ejemplo 1.

Los resultados, en este caso, para r=2, son los siguientes, teniendo en cuenta
que en el caso de que una clase posea dos objetos, el representativo es cualquiera
de los dos.
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=13 € =21
{01,02,06,010} {Os}
Representativo: O, Representativo: Os
{O2,05} {O07,04,06,010}
Representativo: O, u Os Representativo: O7
{03,04} {09,01,02,03,06,08,010}
Representativo: Oz u O Representativo: Og
{O6.07}
Representativo: Og u O7
{Os}
Representativo: Og
{O9,010}

Representativo: Ogu Oqg

€=23 £ =32
{04,02,03,05,06,07} {0g,01,02,03,04,05,06,07,08,010}
Representativo: O4 Representativo: Og

{049,01,02,03,06,08,010}
Representativo: Og

4. CONCLUSIONES

Siendo conscientes de que los métodos de clasificacién que permiten el sola-
pamiento entre las clases obtenidas no tienen demasiada presencia en la literatura
sobre clasificacion, como consecuencia, al menos en parte, de la dificultad que
plantea su interpretacién, se proponen dos nuevos algoritmos convergentes cuya
aplicacion, sin embargo, es beneficiosa en ciertos contextos.
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NEW NON-HIERARCHICAL ALGORITHMS IN CLASSIFICATION
OF DATA

SUMMARY

Unlike hierarchical methods, non-hierarchical methods of cluster
analysis have not been extensively used or examined. One kind of
non-hierarchical methods, clumping techniques, often suffers this pro-
blem. We, therefore, present in this article, two new algorithms which,
on the one hand, are non hierarchical and, on the other hand, gene-
rate non-empty intersections between final classes.

Key words: Cluster Analysis, Non-hierarchical Methods, Clumping Te-
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