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RESUMEN

En esta breve nota se establece la relacién entre distintas férmulas
utilizadas para el calculo del indice de Gini. Partiendo de la definicion
geomeétrica realizada en términos de la curva de Lorenz, proponemos
obtener el valor exacto del area bajo dicha curva en lugar de las apro-
ximaciones ofrecidas por gran parte de los libros basicos de estadisti-
ca descriptiva. Para ello describiremos un método de calculo sencilio
que ademas permite una interpretacion del indice en términos de la
covarianza entre dos variables.
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1. INTRODUCCION

El indice de Gini es muy utilizado en economia como medida del grado de con-
centracién de variables como salarios o renta, entre otras. Existen formas alternati-
vas de expresar y calcular este indice. De hecho, la formulacién original de Gini no
coincide con la definicion que utilizaremos a lo largo del trabajo (ver Pyatt, 1976).
Habitualmente, la definicion del indice de Gini que se encuentra en los libros intro-
ductorios de estadistica es geométrica, obteniéndose dicho indice como el cociente
entre el area delimitada por la curva de Lorenz junto con la diagonal representativa
de la equidad total y el area comprendida entre las representaciones respectivas de
equidad y concentracion total. A partir de esta férmula se ofrecen aproximaciones
supuestamente mas simples que este calculo geométrico (ver por ejemplo Escuder,
1982; Rodriguez y Arenales, 1988; Uriel y Mufiz, 1988; Martin Pliego, 1994).

En este articulo proponemos el uso del método exacto para el calculo del area
de concentracion bajo la curva de Lorenz descriptiva, y a partir de ella, del indice de
Gini definido en los términos anteriores. En la Secciéon 2 mostraremos que, reescri-
biendo dicha férmula adecuadamente, el coste operativo de la obtencién del valor
exacto es igual o menor que el de cualquiera de las aproximaciones propuestas en
los libros de texto. En la Seccion 3 relacionaremos la definicion del indice en colec-
tivos discretos con la aproximacién discreta del indice asociado a una variable
continua. De esta forma demostraremos que el indice, en colectivos discretos, se
puede calcular de forma exacta como una covarianza entre dos variables, al igual
que sucede con su calculo en forma continua. Esto permite su obtencién directa
usando los paquetes estadisticos habituales. En la Seccién 4 mostraremos me-
diante algunos ejemplos las diferencias entre las aproximaciones y el valor exacto,
asi como una tabla de calculo para facilitar el computo del indice. Finalmente
extraeremos algunas conclusiones.

2. EL iNDICE DE GINI EN COLECTIVOS DISCRETOS
2.1. Definicion y aproximaciones utilizadas

Consideremos un colectivo de tamano N y una variable X objeto de analisis con
la siguiente notacion.

® {X; < X2 <... < X}: k valores distintos que toma la variable estadistica X,

e {ny, ny, ..., n,}: frecuencias absolutas asociadas,
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. ) k k
® {p1,p2, ---, Px}: frecuencias relativas (p, = n;/ N, con N = zn; ). Por tanto, Z_Xini

resulta ser el total (masa salarial, renta, ...) que se reparte entre el colectivo,

e q;: masa relativa repartida entre los miembros de la clase i-ésima; es decir,
k
Q= 06n)/ Y, Oxn).

Una forma de visualizar el grado de uniformidad del reparto es mediante la re-
presentacidon de la curva de Lorenz. En ella, se representan los puntos (P, Q),
donde P=) piyQ-= z_(,Qi . Aunque no vamos a detallar la interpretacion de

<i 1<i
esta curva, para ello remitimos a cualquier libro introductorio de estadistica, si
queremos apuntar que la diagonal principal del cuadrado ([0,1] X [0,1]) representa-

ria la equidad total, un reparto totalmente uniforme, mientras que una mayor cerca-
nia a los ejes representa mayor concentracion en el reparto.

FIGURA 1
Curva de Lorenz

B = (P, Qk)

0 =(0,0) & A

Basado en la curva de Lorenz y en que la concentraciéon se puede visualizar en
términos del area que queda entre ella y la diagonal (area rayada), la definicion
habitual del indice de Gini en el campo de la Estadistica descriptiva es la siguiente:

/e = Area rayada (1]
area OAB
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donde OAB representa el triangulo bajo la diagonal principal. Sin embargo, son
habituales las férmulas aproximadas para la obtencién del indice definido como (1).

Quizd una de las aproximaciones mas utilizada es la que proporciona la si-
guiente férmula:

k-1 k-1

Y ri-a) Q,

loy= 1= L [2)

Yy P ;Pi

que aparece en la mayoria de los libros de texto. (Escuder, 1982; Uriel y Muiiz, 1988;
Escuder y Murgui, 1995; Martin Pliego, 1994; Montiel et al., 1997, entre otros).

Oftra férmula utilizada, en general de mejor aproximacién al valor (1), es:

2 (xj— xi)ninj

lgo= <l 3
¢ NN - )X 3]

(Ver Rodriguez y Arenales, 1988)(2) .

Ambas férmulas se basan en una aproximacion mediante rectangulos del area
que se quiere calcular. Sin embargo, como veremos con mas detalle a lo largo del
trabajo, la férmula (2) constituye una mala aproximacién en colectivos con pocos
valores diferentes (k pequeno) y la férmula (3) depende del tamano, N, del colectivo.

2.2. Método de céalculo exacto

A continuacién detallaremos el método que permite obtener de forma general el
valor exacto del valor del indice definido en (1).

Lema 1 Conservando la notacién del apartado anterior, el valor exacto de la ex-
presion (1) es:

P:a q
lg =1~ 2(—12—1 + pz(m +72]+...+pk[q, +q2+...+32k-n =

(2) Esta expresién coincide con la definicién original de Gini donde x; son los valores de la
va. Xy X representa la media de la variable.
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k i-1
:1—2pl[ 2qj+q;] 4]

i=1 j=1

Demostracion:

Usaremos el principio de induccién. Es claro de la representacion grafica (ver
Figura 1) que para k=2 el valor exacto del indice es:

lg =1—2(%+p2(q1 +%)J [5)

Supongamos ahora que el valor del indice para k valores distintos de X es:

Ig=1- 2(%’-+p2(q1 +522—J+...+pk(q1 +q2+...+92LD [6]
FIGURA 2
A Pe+1,Qr+1)
[ AP Q)
Pr_1,Qr-1)
(0,0)

El hecho de dividir y afiadir una nueva clase significa que en la representacion
grafica el area aumenta en el trozo rayado, tal y como se indica en la Figura 2, y por



(9]
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tanto el trozo afadido es igual al area del triangulo cuyos catetos miden (P + P11 )Y
(Qc + Q.1 ) MENOS (Py Qu /2 + Puer Qx +Pks1 Gxe1 /2) y en la férmula final el area del
rectangulo que queda por debajo se divide en dos bases, px ¥ p«.1 con lo que el
valor final del indice es:

lg =1- (pzq‘wz(q, qz’)+ AP, (Q, + G+ 4G, )+

+pk»v(qx +Qq,+...+q, ’) p"q“ +P.. G+ pkogkn ) [7]

que, reordenando términos resulta ser la férmula expresada en (4).

Con el siguiente resultado veremos la similitud existente entre la formula de cal-
culo exacto y la expresion aproximada dada ..

Lema 2 De la expresion obtenida en el Lema 1, y sustituyendo p=n;/N y
g=(nx)/(N X ), se obtiene:

2 (Xi— Xjninj Z (xi— Xj)pipi
i

g = = 8
N NZx x 6]

Demostracion:
Sin mas que sustituir en (4) los valores p; y g, en funcién de los valores x; y n;
tenemos:

i-1

k
n nx:. nx.
lg=1-y =4y 210 5o
o =1 2N 227 Nk

i=1 j=1

=1 [ZZannx +an}

i=1j=1

k i1
i

N27~{22 > ninjxi+i nfin

11 i=1

_ Kk
Como ademas N?x = Z n?x; +2 : |Z n; x; tenemos que:
I= 1=
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1 K
G = — nn X nn,xi
X
i=1 | jei j<i

Y [i Z X ‘Ek: nnX; J

i=2 j<i i=1 j<i

2_z:nn(x pr,(x x;)

|<| ]<|

con lo que el lema queda demostrado.

Es decir, la expresion aproximada lg; y la exacta Ig difieren unicamente en el de-
nominador, que en la férmula aproximada sustituye N por N-1. Es decir Ig =lg, (N-
1)/N. Esta sensible diferencia hace obligatorio el conocimiento del tamano del colecti-
vo N para la obtencién de Ig,, dato del que no depende la expresion exacta I (basta
con conocer las frecuencias relativas). La formula (8) aparece propuesta en Lambert,
1996, [2.38], como una aproximacion discreta del valor del indice en el caso continuo.
Con este lema hemos probado que con dicha férmula se obtiene el valor exacto en
colectivos discretos.

3 INTERPRETACION Y CALCULO DEL iNDICE COMO UNA COVARIANZA
ENTRE DOS VARIABLES

En el caso en el que el indice de Gini se calcule para una distribucion continua,
se puede interpretar como la covarianza entre la variable X y la variable transfor-
mada mediante su funcion de distribucion, F(X), (ver Lerman y Yitzhaki, 1984).
Concretamente, el indice de Gini para el caso continuo se puede expresar como:

|G=2cov(x,F(x)) (9]
u

donde u denota la media de X.

Un estimador de este valor, obtenido a partir de una muestra de tamano N, en la
que los datos estén agrupados en k valores diferentes x; < x5 <... <X es:

3 e -RE-F)
lg =2 % [10]
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~ i-1 .
donde F = ' p: + L} es la estimacion de F()para los distintos valores muestrales, y
' =t 2

tanto X como F representan las respectivas medias muestrales ponderadas por los
pesos p,. (Ver Lerman y Yitzhaki, 1989).

El siguiente lema justifica el uso de la expresién (10) no sélo en base al hecho
de ser una aproximacion discreta del caso continuo, si no porque se corresponde
exactamente con la definicién del indice de Gini en colectivos discretos.

Lema 3 Las expresiones del indice de Gini obtenidas mediante (4) y (10) coinciden.

Demostracion:

Partiremos de la expresion exacta obtenida en (4).

k i-1 2 k . 2 k . X
<4>=1—Zpi[22qj +qi}= 1—;inpi[1—ﬁ]=;[2xip;ﬁ —5]
i=1 =1 i=1 i=1

Como vemos, el resultado anterior se correspondera exactamente con la expresion
(10) si demostramos que la media ponderada de los valores F,, F, es siempre 1/2.

Sin mas que cambiar el orden de los sumatorios en sencillo ver que

F= Zf‘;pa = gp{Zpi +p; /2]= Zpi[Zp; +P; /2]

j<i j>i

Ahora bien,

gp{ij +p, /2}+ gp;[ij +p, /2J - ipiipi -1

j<i j>i i=1 =1

con lo que la igualdad queda demostrada.
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4 EJEMPLOS Y CONCLUSIONES

En esta seccién mostramos tres ejemplos didacticos, ver Tabla 1, utilizados en
distintos libros de texto para la ilustracién del método de calculo del indice de Gini.
En la Tabla 2 obtendremos tanto los valores exactos del indice como los aproxima-
dos. También detallaremos mediante la Tabla 3 el método de calculo en la practica
con objeto de que quede clara la facilidad de cémputo del valor exacto tanto por

medio de paquetes estadisticos como por medio del calculo manual.

Tabla 1
DESCRIPCION DE LOS EJEMPLOS
Al B’ c?
Xi ni X N Xi n;
800 20 15 1 80 10
7200 80 25 2 150 20
40 4 200 15
60 2 240 5
155 1

'Escuder (1982), pag. 91.
2Rodriguez y Arenales (1988), pag. 142
3Uriel y Mupiz (1988), pag. 45

Tabla 2
VALORES EXACTOS Y APROXIMADOS
DEL iNDICE DE GINI

|G1 IG2 IG
A 0.865  0.175  0.173
B 0.350  0.373  0.336
C 0.162  0.171 0.167
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Tabla 3
TABLA DE TRABAJO ASOCIADA AL EJEMPLO C

X, n P °] F=p+..+pi-1+pi/2
80 10 020 0.10 0.10
150 20 0.40 0.375 0.40
200 15 0.30 0.375 075
240 5 010 0.15 0.95

4
2 . 2 c
| :_E pF -—1==cov(x,F)=0.167
G X - Xpik X v(x,F)

Mediante estos ejemplos apreciamos las diferencias existentes entre las dos
aproximaciones y el valor exacto. En particular, en el ejemplo A la aproximacion /g,
resulta claramente inadecuada mientras que el valor lg, estd méas cerca del verda-
dero, dado el tamafo del colectivo. En el ejemplo B sin embargo, resulta mejor la
aproximacion obtenida por lg, cuando en el libro referenciado con este preciso
ejemplo se trata de ilustrar el calculo mediante lg,. Por ultimo, en el ejemplo C los
tres valores estan relativamente proximos. Ahora bien, como se aprecia en la Tabla
3, el numero de operaciones necesarias para obtener cualquiera de los tres valores
es similar, lo que aconseja el uso de la formula exacta en cualquier caso.

5. CONCLUSIONES

1. En esta nota se analizan las relaciones existentes entre distintas expresiones
del indice de Gini en colectivos con datos agrupados.

2. En contextos descriptivos, donde la definicion del indice es (1), proponemos
la obtencion del valor exacto siguiendo el método que se muestra en la Tabla 3, en
lugar de la expresion (2) propuesta habitualmente en los libros de texto y que
resulta una mala aproximacion.

3. De la tercera de las expresiones propuestas, (10), se deduce que el indice de
Gini se puede computar usando los paquetes estadisticos habituales a partir de la

covarianza entre dos columnas de datos, x;y F,.

4. A la vista de (9) se puede interpretar la expresion lg, como la resultante de
estimar la covarianza entre la variable X y su funcién de distribucion F(X) de forma
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insesgada; es decir, tomando p, = n, /(N-1). Asi, mediante esta interpretacion, el
valor definido en (1) es coherente con la definicion de covarianza en contextos
descriptivos.
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A NOTE ON THE CALCULATION OF THE GINI COEFFICIENT
SUMMARY

In this short note, we establish the relation between different for-
mulations to calculate the Gini index. From the geometric definition,
based on the Lorenz curve, we propose to obtain the exact value of
the area below this curve, instead of the aproximations used in basic
books of descriptive statistics. For this purpose, we will describe a
simple method for the computation that also allows us to interpret the
index as a covariance between two variables.
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