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RESUMEN

En esta breve nota se establece la relación entre distintas fórmulas
utilizadas para el cálculo del índice de Gini. Partiendo de la definición
geométrica realizada en tórrninos de la curva de Lorenz, proponemos
obtener el valor exacta del área bajo dicha curva en lugar de 1as apro-
ximaciones ofrecidas por gran parte de los libros básicos de estadísti-
ca descriptiva. Para ello describiremos un método de cálculo sencillo
que además permite una interpretación del índice en tórminos de la
covarianza entre dos variables.
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1. INTRODUGGION

EI índice de Gini es muy utilizado en economía como medida del grado de con-
centración de variables como salarios © renta, entre otras. Existen formas alternati-
vas de expresar y calcular este indice. De hecho, la farmulación original de Gini no
coincide con la definición que utilizaremos a!o largo del trabajo (ver Pyatt, 1976).
Habitualmente, la definición del índice de Gini que se encuentra en los libros intro-
ductorios de estadística es geométrica, obteniéndose dicho índice como el cociente
entre el área delimitada por la curva de Lorenz junto con la diagonal representativa
de la equidad total y el área comprendida entre las representaciones respectivas de
equidad y concentración total. A partir de esta fórmula se ofrecen aproximaciones
supuestamente más simples que este cálculo geométrico (ver por ejemplo Escuder,
1982; Rodríguez y Arenaies, 1988; Uriel y Muñiz, 1988; Martín Pliego, 1994).

En este artículo proponemos el uso del método exacto para el cálculo del área
de concentración bajo ia curva de Lorenz descriptiva, y a partir de ella, del índice de
Gini definido en los términos anteriores. En la Sección 2 mostraremos que, reescri-
biendo dicha fórmuia adecuadamente, el caste operativo de la obtención del valor
exacto es igual o menor que el de cualquiera de las apraximaciones propuestas en
los libros de texto. En la Sección 3 relacionaremos la definición del índice en colec-
tivos discretos con la aproximación discreta del indice asociado a una variable
continua. De esta forma demostraremos que el índice, en colectivos discretos, se
puede calcular de forma exacta como una cavaríanza entre dos variables, al igual
que sucede con su cálcuio en forma continua. Esto permite su obtención directa
usando los paquetes estadísticos habituales. En la Sección 4 mostraremas me-
diante algunos ejemplos las diferencias entre las aproximaciones y el valor exacto,
así como una tabla de cálculo para facilítar el córnputo del índice. Finalmente
extraeremos algunas canclusiones.

2. EL ÍNDICE DE GINI EN COLECTIVOS DISCRETOS

2.1. Definición y aproximaciones utilizadas

Considerernos un colectivo de tamaño N y una variable X objeto de análisis con
la siguiente notación.

•{x, < x2 <... < xk}: k valores distintos que tama la variable estadística X,

•{n1, n^, ..., nk}: frecuencias absolutas asociadas,
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k k
•{p,,p2, ..., pk}: frecuencias relativas (p; = n; / N, con N= .n^ ). Por tanto, x^n^

i-1 i=1

resulta ser el total ( masa salarial, renta, ...) que se reparte entre el colectivo,

• q;: masa relativa repartida entre los miembros de la clase i-ésima; es decir,
k

q^ = (X^ n^) ^ (x; ni ) •
j=1

Una forma de visualizar el grado de uniformidad del reparto es mediante la re-
presentación de la curva de Lorenz. En ella, se representan los puntos (P;, Q;),

donde P;= p; y Q; = q; . Aunque no vamos a detallar la interpretación de
1^^ 1^^

esta curva, para ello remitimos a cualquier libro introductorio de estadística, si
queremos apuntar que la diagonal principal del cuadrado ([0,1 ] x[0,1 ]) representa-
ría la equidad total, un reparto totalmente uniforme, mientras que una mayor cerca-
nía a los ejes representa mayor concentracián en el reparto.

FIGURA 1

Curva de Lorenz

c^= ^o,o)

^'k , ^^ k )

A.

Basado en la curva de Lorenz y en que la concentracián se puede visualizar en
términos del área que queda entre ella y la diagonal (área rayada), la definicián
habitual del índice de Gini en el campo de la Estadística descriptiva es la siguiente:

^^ = área rayada [1 ]

área OAB
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donde OAB representa el triángulo bajo la diagonal principal. Sin embargo, son
habituales las fórmulas aproximadas para la obtención del indice definido como (1).

4uizá una de las aproximacíones m^s utifi2ada es la que proporciona la si-
guiente fdrmula:

k-1 k-1

^ ^Pi ^ Qi^ ^ Qi

IG^ i '^1 k-1 ^^ ^k1 1

L.r Pi ^ Pi
i=1 i=1

que aparece en ia mayoría de los libros de texto. (Escuder, 1982; Uriel y Muñiz, 1988;
Escuder y Murgui, 1995; Martín Pliego, 1994; Montiel et al., 1997, entre otros).

^tra fármula utilizada, en general de mejor aprox'rmación al valor (1), es:

^G2 --

^ (xj - xi^ninj

iu< j

NtN - 1)x

(Ver Rodriguez y Arenales, 1988)(2) .

Ambas fórmulas se basan en una aproxímación mediante rectángulos del área
que se quiere calcular. Sin embargo, como veremos con más detalle a lo largo del
trabajo, !a fórmula (2) constituye una mala aproximacián en colectivos con pocos
valores diferentes (k pequeño) y ia fórmula {3) depende del tamaño, N, de! colectivo.

2.2. Método de cálculo exacto

A continuación detallaremos el método que permite obtener de forma general el
valor exacto del valor del índice definido en (1).

Lema 1 Conservando la notacíón del apartado anterior, el vaior exacto de la ex-
presibn (1) es:

I^ =1-- 2 p^q^ + pz q^ + q2 +...+pk q^ + q2 +...+ qk
2 2 2

(2) Esta expresión coincide con la definición original de Gini donde x; son los valores de la

v.a. X y.7e representa la media de la variabfe.
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k i-1

=1- P; 2q^+^
^=^ ^^^

Demostración:
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Usaremos el principio de inducción. Es claro de la representación gráfica (ver
Figura 1} que para k=2 el valor exacto del índice es:

I^ =1- P^q^ + P2 q^ + Q2
2 2

Supongamos ahora que el valor del indice para k valores distintos de X es:

iG ^ 1_ P^qi + p2 q^ + q2 +...+Pk q^ + q2 +...+ qk
2 2 2

FIGURA 2

^Q^ ^)

[sl

Ei hecho de d'rvidir y añadir una nueva clase significa que en la represent^cián
gráfiCa el área aumenta en el trozo rayado, tal y como se indica en 1a Figura 2, y por
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tanto el troZO añadido es igual al área del triángulo cuyos catetos miden (pk + pk{, ) y

(qk + qk+, ) menos (p^ qk /2 + pk+, qk +pk+, qk+, /2} y en la fórmula final el área del

rectángulo que queda por debajo se divide en dos bases, pk y pk+, con lo que el

valor final del índice es:

^c, = ^_ 2 P,q, + P2 ^q, + q2
2 2

. .+p^ ( q, + q2 +. . .+e^ , ) +

+Pk.,^q, + q2+...+qk ,) + Pkq^ + P^,,qk +
Pk^,qk,,

2 2

que, reordenando términos resulta ser la fórmula expresada en (4}.

Con el siguiente resultado veremos la simititud existente entre la fórmula de cát-

culo exacto y la expresión aproximada dada iG2.

Lema 2 De la expresión obtenida en el Lema 1, y sustituyendo p;=n; /N y
q;=(n;x;}/(N _x- ), se obtiene.

^(x i- x;)n in; ^(x i- x j)p ip j

I - i` i _ i< ^ - ^$lG ` N^X ^

Demostración:

Sin más que sustituir en (4) los valores p; y q; en función de los valores x; y n;,
tenemos:

ni

^
i-1 N

i
N^X

2 r'ix1 + nixi

NX NX
i-1

k i-1 k

2= 2^ ^ nin;x; + ^ ni^xi =
X i--1 j-1 i-=1

k i 1 k

N2x - 2^ ^ n;n1x^+^ n?x;
i::1 j. ^ i_1 1

_ k k
C^arno adernás N^x ^ n?xi +^_ n; ^y ..ny x j tenemos que:

^^̂ 1 i-1 ^^i
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1

N2x

i k

n;n^x^
l

i

1 1= N2X n^n^ (x^ _ x^ ) = X p^p^ (x^ _ x^ ^

^<i j<i

con lo que el lema queda demostrado.

Es decir, la expresión aproximada IG2 y la exacta IG difieren únicamente en el de-
nominador, que en la fórmula aproximada sustituye N por N-1. Es decir iG =1^^ (N-
1)/N. Esta sensible diferencia hace obligatorio el conocimiento del tamaño del colecti-
vo N para la obtención de 1G2, dato del que no depende la expresión exacta IG (basta
con conocer las frecuencias relativas). La fórmula (8) aparece propuesta en Lambert,
1996, [2.38], camo una aproximación discreta del valor del índice en el caso continuo.
Con este lema hemos probado que con dicha fórrnula se obtiene el valor exacto en
colectivos discretos.

, , .
3 INTERPRETACION Y CALCULO DEL INDICE COMO UNA C4VARIANZA

ENTRE DOS VARIABLES

En el caso en el que el índice de Gini se calcule para una distribución continua,
se puede interpretar como la covarianza entre la variable X y la variable transfor-
mada mediante su función de distribución, F(X), (ver Lerman y Yitzhaki, 1984).
Concretamente, el índice de Gini para el caso continuo se puede expresar como:

1^=2
cov(x, F(x))

µ
9 1

donde µ denota la media de X.

Un estimador de este valor, obtenido a partir de una muestra de tamaño IV, en la
que los datos estén agrupados en k valores diferentes x, < x2 <... ^xk es:

k .. ...._
^ p;(x;-x)(F;-F)
I^=2 ^^^^ _ [^o^

x
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donde F; _ ^^ p- + pi es la estimación de F^-1 para los distintos valores muestrales, y
,=1 ' 2

tanto x camo F representan las respectivas medias muestrales ponderadas por los
pesos p;. {Ver l.erman y Yitzhaki, 1989).

EI siguiente lema ^ustifíca ei uso de la expresián (10) no sólo en base al hecho
de ser una apraximacián discreta del caso con#inuo, si no porque se corresponde
exactamente con la definición del índice de Gini en colectívos díscretos.

L.ema 3 Las expresiones del índice de Gini obtenidas mediante {4) y(10) coinciden.

Demostración:

Partiremos de la expresión exacta obtenida en {4).

k i-1 2 k Z k X

(41=1- P; 2qj +q; =1- = XiPi 1-F - x;P;F --
x x 2i=1 j=1 i=1 i=1

Camo vemos, el resuitado anterior se corresponderá exactamente con la expresión
,. _

(10^ si demostramos que la media ponderada de los valores F, F, es siernpre 1/2.

Sin m^s que cambiar el orden de los sumatorios en sencillo ver que

k k k
_ ^

F= Fp; -- pi pj + p; / 2- p; p j+ pi / 2
i=1 i-1 j<i i-1 j>i

Ahora bien,

^P^^^p ^ + P^ ^21+ ^P^(^P ^ + P; ^21
k k

= p; pj - 1
i=1 ^ j<i ,J i=1 ^ j>i J i=1 j=1

con lo que la igualdad queda demostrada.



l!NA Nt)"1'A SONRE EL C'ÁI,C'ULO DEI_ ÍN[?ICE DE (^INI

4 EJEMPLOS Y CONCLUSIONES
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En esta sección rnostramos tres ejemplos didácticos, ver Tabla 1, utilizados en
distintos libros de texto para la ilustracián del método de cálculo del indice de Gini.
En la Tabla 2 obtendremos tanto los vaiores exactos del índice como los aproxima-
dos. También detallaremos mediante la Tabla 3 el m^todo de cálculo en la práctica
con objeto de que quede clara la facilidad de cómputo del valor exacto tanto por
medio de paquetes estadísticos como por medio del c^lculo manual.

Tabia 1
DESCRIPCIÓN DE LOS EJEMPLOS

A' B2 C3

x; n; x; n; x; n;

800 20 15 1 80 10

7200 80 25 2 150 20

40 4 200 15

60 2 240 5

155 1

'Escuder ( 1982), pág. 91.

2Rodríguez y Arenafes ( 1988), pág. 142

3Uriel y Muñiz (1988), pág. 45

Tabla 2
VALORES EXACTOS Y APROXIMADOS

DEL ÍNDICE DE GINI

IG1 IG2 IG

A 0.865 0.175 0.173

B 0.350 0.373 0.336

C 0.162 0.171 0.167
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Tabta 3
TABLA DE TRABAJO ASUCIADA AL EJEMPL.O C

^
x^ n^ P^ q^ F; = p^+...+p^ - ^+ p^ / 2

80 10 0.20 0.10 0.10

150 20 0.40 0.375 0.40

200 15 0.30 0.375 0.75

240 5 0.10 0.15 0.95

2 4 2 f
_ ! ^ x;p;F - 1= - cov(x, F) = 0.167

x xt=-^

Mediante estos ejemplos apreciamos las diferencias existentes entre las dos
aproximaciones y el valor exacto. En particular, en el ejemplo A la aproximación Icr
resulta claramente inadecuada mientras que el valor 1G2 está más cerca del verda-
dero, dada el tamaño de! colectivo. En e! ejemplo B sin embargo, resulta mejor la
aproxímacíón obtenida por I^, cuando en el libro referenciado con este preciso
ejemplo se trata de ilustrar el cálculo mediante IG2. Por último, en el ejemplo C las
tres valores están relativamente próximos. Ahora bien, como se aprecia en la Tabfa
3, el número de operaciones necesarias para obtener cualquiera de !os tres valores
es similar, lo que aconseja el uso de la fórmula exacta en cualquier caso.

5. CONCLUSIONES

1. En esta nota se analizan las relaciones existentes entre distintas expresiones
del índice de Cini en colectivos con datos agrupados.

2. En contextos descriptivos, donde la definición del índice es (1 }, proponemos
la obtención del valor exacto siguiendo el método que se muestra en !a Tabla 3, en
lugar de la expresíón (2) propuesta habitualmente en !os libros de texta y que
resulta una mala aproximación.

3. De la tercera de las expresiones propuestas, (10), se deduce que el índice de
Giní se puede computar usando [os paquetes estadísticos habituaies a partir de la

^
covarianza entre dos columnas de datos, x; y F; .

4. A la vista de (9) se puede interpretar la expresión IG2 como la resultante de
estimar la covarianza entre !a variable X y su función de distribución F(X} de farma
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insesgada; es decir, tomando p, = n, /(N-1). Así, mediante esta interpretación, el
valor definido en (1) es coherente con la definición de covarianza en contextos

descriptivos.
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A N©TE oN TNE CALCULATION oF THE GINI COEFFIC^ENT

SUMMÁRY

In this short note, we establish the relation between different for-
mulations to calculate the Gini index. From the geometric definítion,
based on the Lorenz curve, we propose to obtain the exac# value af
the area below this curve, instead of the aproximations used in basic
books of descriptive statistics. For this purpose, we will describe a
simple method for the computation that also allows us to interpret the
index as a covariance between two variables.

h^eywords: Concentration, Lorenz curve, Inequality measures
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