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RESUMEN

En este trabajo, partiendo de un modelo Sparre Andersen (1957)
modificado con la introduccion de una barrera de dividendos constan-
te, realizamos un analisis comparativo de la influencia que ejerce so-
bre la solvencia de la cartera de seguros no vida la distribucion del
tiempo de interocurrencia entre siniestros. Como al introducir la barre-
ra de dividendos constante la ruina es segura, analizamos el momento
de ruina, T. Partiendo de la definicion de modelos comparables y
mediante una aplicacién numérica, comprobamos que la distribucion
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del tiempo de interocurrencia entre los siniestros en dos modelos
comparables tiene un gran efecto sobre el momento de ruina. El re-
cargo de seguridad promedio y la funcion intensidad de ruina nos
permiten explicar las diferencias.
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1. INTRODUCCION

La solvencia en carteras de seguros no vida es el objeto de estudio de la teoria
del riesgo y de la ruina. A partir de la modelizacion del proceso de las reservas
acumuladas hasta un determinado momento se analizan diversas medidas relacio-
nadas con la solvencia como el momento de ruina, la probabilidad de ruina o la
cuantia por la que se produce la ruina.

En el modelo clasico de la teoria del riesgo, el nivel de las reservas del asegu-
rador en un determinado momento t, R(t), viene dado por

R(t)=u+ct—S(t), te [0,00), [1]

donde R (0) = u son las reservas iniciales del asegurador y ¢ la intensidad de prima
constante. S(t) representa la siniestralidad agregada, es decir el total de sinies-
tros ocurridos hasta el momento ¢,

N(t)

S(=>.2Z.

donde N (t) es el proceso estocastico del numero de siniestros ocurridos hasta el
momento t, y Z, es la cuantia individual del i-ésimo siniestro. Por hipdtesis, se
supone que todas las cuantias individuales de los siniestros siguen la misma distri-
bucion, siendo E[Z] la cuantia media de un siniestro cualquiera, y N, la variable
aleatoria numero de siniestros ocurridos hasta t.



INFLUENCIA DEL TIEMPO DE INTEROCURRENCIA ENTRE SINIESTROS EN LA SOLVENCIA... 457

El total ingresado por primas hasta el momento t es
ct=E[Z]E[N, |1 +p,) , 2]

donde p, es el coeficiente de seguridad promedio incluido en la intensidad de prima

c. Es decir, el total de las primas cobradas es la siniestralidad media (numero
medio de siniestros por cuantia media de siniestros) recargada por un coeficiente
de seguridad que busca cubrir las posibles desviaciones de la siniestralidad media.

A partir de [2], despejando obtenemos la expresion para el coeficiente de segu-
ridad,

-1. (3]

En la Figura 1 representamos una trayectoria cualquiera del proceso estocastico
R(),

Figura 1
TRAYECTORIA PARA EL PROCESO DE RESERVAS

R(t)

RI0)=u
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Se define el momento de ruina en un horizonte temporal infinito como
T =inf{t: R(t)<0}, con T=o0 si R(t)=0 paratodo t> 0, siendo por tanto el
primer instante en el que las reservas toman valores negativos. Denotamos la
probabilidad de ruina ultima con unas reservas iniciales u como \y(u)zP [‘c< 00].

En el modelo clasico de la teoria del riesgo el caso mas estudiado considera
que el numero de siniestros, N ( t ), es un proceso de Poisson, de forma que los
tiempos de interocurrencia entre dos siniestros consecutivos, a los que representa-
mos como T, ,i=>1, se distribuyen seglin una exponencial de media 1/ A . Algunos

trabajos importantes que analizan el momento de ruina en este contexto son Lin 'y

Willmot (2000) , Lin et al. (2003), Drekic y Willmot (2003) , Dickson y Waters (2002)
o Dickson y Waters (2004).

Spare Andersen (1957) propuso una generalizacion considerando la situacion
en la que los siniestros ocurren segun un proceso de renovacion mas general.

Posteriormente, entre otros, estudian el momento de ruina cuando T, , 121 sigue

una distribucion de la familia Erlang, Gerber y Shiu (1998), Dickson y Hipp (2001),
Dickson et al. (2003), Li y Garrido (2004) o Albrecher et al. (2005).

De Finetti (1957) plantea que bajo las hipédtesis clasicas del proceso de riesgo,
al asumir que el recargo de seguridad es positivo, el nivel de las reservas de aque-
llas trayectorias que no se arruinan tienden a infinito con probabilidad uno. Eviden-
temente este hecho genera una disyuntiva entre seguridad y rentabilidad, ya que
niveles altos de reservas retrasan la ruina, pero inutilizan una serie de recursos al
producirse una acumulacion excesiva de reservas. De este hecho surge la necesi-
dad de controlar ese crecimiento ilimitado de reservas, control que se realiza me-
diante la introduccién de barreras de dividendos, que se representan formalmente
comob (t).

Encontramos en este contexto la introduccion de barreras de dividendos cons-
tante, b(t)=b,0<u<b que modifican el proceso de las reservas. Asi, cuando
las reservas alcanzan el nivel b, los ingresos por primas se reparten a los accionis-
tas en forma de dividendos, y las reservas se mantienen en ese nivel b hasta la
ocurrencia del siguiente siniestro. Esta introduccion acerca mas el proceso teorico
de las reservas a la realidad en la gestion técnica de las carteras de seguro.

En este modelo modificado con la introduccion del reparto de dividendos, en el
cual [1] deja de cumplirse, la probabilidad de ruina es 1, es decir la ruina es segura,
por lo cual T< oo. En la Figura 2, se representa una trayectoria de las reservas en
un modelo modificado con la introduccién de una barrera de dividendos constante.
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Figura 2

MODELO MODIFICADO CON UNA BARRERA DE DIVIDENDOS CONSTANTE

Rt

7

AN

A lo largo del trabajo, simbolizaremos por MCEXP el modelo clasico con barrera
constante y tiempos de interocurrencia distribuidos segun una exponencial, y por
MCERL al modelo con barrera constante y tiempos de interocurrencia Erlang (2, A).

El presente trabajo contribuye al analisis del momento de ruina ultima en un
modelo con barrera de dividendos constante. Asi, en este articulo, en un modelo
Sparre Andersen (1957) modificado con la introduccién de una barrera de dividen-
dos constante, realizamos un analisis comparativo del efecto que tiene sobre la
solvencia de la cartera de seguros no vida la distribucién del tiempo de interocu-
rrencia entre los siniestros. Dado que al introducir la barrera de dividendos constan-
te la probabilidad de ruina es uno, analizamos el momento de ruina, T. A partir de
la definicion de modelos comparables y mediante una aplicacién numérica, com-
probamos que la distribucion del tiempo de interocurrencia entre los siniestros en
dos modelos comparables tiene un gran efecto sobre el momento de ruina. El
recargo de seguridad promedio y la funcién intensidad de ruina nos permiten expli-
car las diferencias.

El articulo se estructura como sigue: En el apartado 2 planteamos el analisis del
momento de ruina T mediante la obtencion de sus momentos calculados a partir
de la derivacion de su transformada de Laplace. En el apartado 3 nos preguntamos
qué modelos podemos comparar, lo que nos permitira analizar los efectos que
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sobre la solvencia de la cartera tiene un cambio en la distribucion que modeliza los
tiempos de interocurrencia entre siniestros. El apartado 4 del trabajo se centra en el
estudio de esos efectos, presentando resultados numéricos y explicaciones sobre
las causas de las diferencias obtenidas.

2. ANALISIS DEL MOMENTO DE RUINA

En este apartado nos planteamos la obtencion de la transformada de Laplace
del momento de ruina (¢(u)), si los tiempos de interocurrencia entre dos siniestros
consecutivos siguen una distribucion Erlang(n) generalizada con parametros
Ais- Ay, Y la distribucion de la cuantia individual de los siniestros tiene transforma-

da de Laplace racional. Esta expresion general nos permite obtener las correspon-
dientes a los modelos MCEXP y MCERL definidos en la introduccion.

En aras de una mayor claridad y concisién, en este apartado omitimos las de-
mostraciones que se encuentran desarrolladas en el Anexo I. En la Tabla 1 se
presentan de forma resumida los resultados obtenidos para la transformada de
Laplace del momento de ruina en ambos modelos cuando la cuantia individual de
los siniestros sigue una distribucién exponencial, Z~exp (y) ,

Tabla 1
RESULTADOS OBTENIDOS PARA q)(u) EN LOS MODELOS MCERL Y MCEXP

Transformada de Laplace de 7 Sistema para
Modelo e g
plu)=Fle -| obtener a;
3
ER
7 Z s;0;677 =10
P 5.u =1
Pplu) =) aie 3
MCERL T ~ 2 e
T, ~Erlang(2, \) : e Zs"aish =0
i ~VATIANg( 2, A) siendo s; las raices de ot
v W2 ! 2 3
(+A—cs) (v+35)—Ay=0 2
C T e 1
L (aity) —
i=1
- F]
. -] 1
_ dlu) =N et Y [P e
MCEXPF LT =
\ =1
. E (1. A . : 2
T; ~Erlang(1, A) siendo s; las raices de T b _ g
e \ : ay3e” =
—c3?+l_¢—»\—c*:.'sa-+cﬁ.=0 LT
N ' i=1




INFLUENCIA DEL TIEMPO DE INTEROCURRENCIA ENTRE SINIESTROS EN LA SOLVENCIA... 461

A partir de la transformada de Laplace del momento de ruina podemos calcular

sus momentos, es decir E|T" |, mediante derivacion sucesiva y posterior evalua-
cién de las derivadas en 0=0 , es decir,

(00 (u)
E[T ]—(—1) 375:0

3. ¢QUE MODELOS PODEMOS COMPARAR?

En este apartado establecemos las condiciones necesarias para poder compa-
rar los resultados obtenidos respecto al momento de ruina en modelos de renova-
cion con tiempos de interocurencia de la familia Erlang(n), y obtenemos, como caso
particular, las necesarias para comparar los modelos MCEXP y MCERL.

Por uno de los teoremas limites para los procesos de renovacion (Parzen,
1972), se consideran modelos comparables aquellos en los que la funcién de reno-

vacién, E [Nt ] tiene asintéticamente el mismo comportamiento promedio, es decir

_E[NJ] 1
= 5] :

Por tanto, si E[Ti] coincide, la funcion de renovacion E[Nt] tiene el mismo

comportamiento promedio cuando t—> oo,y entonces los modelos analizados son
comparables.

Si el objetivo es analizar la influencia sobre la solvencia (y en concreto el momen-
to de ruina) de estos modelos comparables, es necesario conocer, no sélo el compor-
tamiento limite de la funcion de renovacion, E [Nt ] sino también su evolucion.

Dicha evolucion nos permitira, en el apartado 4.1, explicar las diferencias obser-
vadas entre los momentos esperados de ruina en los modelos comparados. Para
ello, y siguiendo a Cox (1962), recurrimos a la expresion que, en un proceso de

renovacion ordinario, relaciona la funcion de renovacién, E [Nt], con T,,

)= (25 Pore & ) <1, /5]



462 ESTADISTICA ESPANOLA

siendo L(s) la transformada de Laplace de E[N,] y g (s) la transformada de
Laplace de la funciéon densidad de los tiempos de interocurrencia. Para el caso

particular en que T, ~ Erlang (n,?L) con g; (s)= (%) , la expresion [5]
' S

toma la forma

~ A
Lis)= , 6
© s(A+s)" =" R

Centramos a continuacion nuestro analisis en la comparacién entre el modelo
MCEXP y el modelo MCERL.

Si, T. ~ Erlang (2,7») modelo MCERL, es inmediato obtener, invirtiendo [6] pa-
ran=2,

E[Nt]:Lt—l+l e "Il 7]
E[T] 4 4
De [6], si T, ~ Erlang(1,)), es decir para MCEXP, con E[Ti]:%,f(s):l2
S
e invirtiendo, obtenemos
E[N,] __ L [8]
E[T ]

4. EFECTOS EN EL MOMENTO DE RUINA DE UN CAMBIO EN LA HIPOTESIS
SOBRE EL TIEMPO DE INTEROCURRENCIA.

Para comparar el momento de ruina obtenido en los modelos MCEXP y MCERL,
E[T;] debe coincidir. Asi, los modelos MCERL con T, ~ Erlang(2,1) y MCEXP con

T,~exp (0, 5)son comparables, ya que en ambos E[Ti] =2. Utilizamos
estas dos distribuciones concretas de los tiempos de interocurrencia, para la obten

cidn de resultados numéricos.

Para un nivel de la barrera b=10, una prima de ¢=0,6 y una distribucién de la
cuantia del siniestro exponencial, f(z)=ye ", con Yy =1, presentamos en la Tabla
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2 los resultados para E[t],c[t], y el coeficiente de variacion de 7 definido como

u[r]z%ﬁm en los dos modelos comparables,
T

Tabla 2

E[t],o[t]ycv[t] PARA f(z)=¢*,b=10 y ¢=0.6

E [1:] o [r] cv [1:]

Erl(2,1) | Exp (0,5) | Erl(2,1) | Exp (0,5) | Erl(2,1) | Exp (0,5)
u=0 93,9577 | 53,5339 217,63 132,155 | 231,625 | 246,863
u=1 157,031 | 92,3019 | 265,267 164,57 168,926 | 178,295
u=2 205,805 | 123,583 | 288,281 | 181,294 | 140,075 | 146,698
u=3 243,077 | 148,527 | 299,847 | 190,337 | 123,355 128,15
u=4 271,099 | 168,106 | 305,565 195,18 112,714 | 116,105
u=>5 291,68 183,145 | 308,253 | 197,668 | 105,682 107,93
u=6 306,277 | 194,339 | 309,411 | 198,857 | 101,023 | 102,325
u=7 316,06 202,28 309,845 | 199,362 | 98,0336 | 98,5572
u=8 321,974 | 207,467 | 309,973 | 199,538 | 96,2727 | 96,1784
u=9 324,794 | 210,322 | 309,996 | 199,581 | 95,4437 94,893
u=10 325,372 | 211,203 | 309,997 | 199,584 | 952744 | 94,4987

Podemos observar en la Tabla 2 que tanto la esperanza como la desviacion tipi-
ca del momento de ruina en ambos modelos, para un nivel fijo de la barrera, es
creciente respecto al nivel inicial de las reservas, u. En cambio, el coeficiente de
variacion es decreciente. Esto implica que la variable aleatoria momento de ruina
esta mas concentrada entorno a su esperanza para valores de las reservas iniciales
cercanas a la barrera.

El comportamiento de la esperanza del momento de ruina respecto a u se debe
a que un mayor nivel en las reservas iniciales permite una mayor acumulacién de
reservas que retrasa el momento de ruina.

Centrando nuestro analisis en la esperanza del momento de ruina, su compor-
tamiento respecto a u se debe a que un mayor nivel en las reservas iniciales permi-
te una mayor acumulacién de reservas que retrasa el momento de ruina. Por otro
lado, para cualquier valor de u, observamos que si el tiempo de interocurrencia
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sigue una distribucion Erlang(2,1) el momento esperado de ruina es sustancialmen-
te superior al obtenido en el modelo exponencial. Este resultado es sorprendente
dado que en ambos modelos la esperanza del tiempo de interocurrencia entre dos
siniestros consecutivos es la misma, E[Ti]=2. En la parte final de este apartado
justificaremos estas diferencias.

Los resultados obtenidos en la Tabla 1 corresponden a un nivel de la barrera de

b=10. Las diferencias entre E [’C] para el modelo Erlang contemplado (simboli-

zado por E, [‘C] )y para el modelo clasico (simbolizado por Eexpl [’E]) se mantie-

nen para diferentes valores de la barrera.

E[1]- B, [7]

En la Figura 3 representamos el cociente incremental para
Erl [T]

diferentes valores de b,
Figura 3
EErl [T]_ Eexp [T]

VALOR DE
EErl [T]

PARA b=5,10, 15y 20.

(Bl (7] B [2]) /B [

"
i S

Si la barrera es cero, el cociente incremental toma el valor 0 ya que
E., [’C]=Ecxp [T] La causa es que para b=0 la ruina se produce en el momento

de ocurrencia del primer siniestro, por tanto E[‘E]: E[Ti], que es la misma en
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ambos modelos. Podemos observar ademas que las diferencias se amplian al
incrementar el nivel de la barrera b.

4.1 Explicacion de las diferencias obtenidas

Una explicacion intuitiva de las diferencias observadas entre los momentos es-
perados de ruina, E[’E] en los dos modelos comparados en el epigrafe anterior,

que aunque como veremos no explica su magnitud, se basa en el analisis del
recargo de seguridad promedio cobrado hasta un determinado momento t,p, .

A partir de la expresion [3], asumiendo E [Z] =1, para el modelo MCEXP y tenien-

do en cuenta [8], obtenemos que pt=cE[Ti]—l =p, Yy para el modelo MCERL teniendo

en cuenta [7], sabemos que p, = I I Ctl 7 -1.
—t——+—e——t
E[T,] 4 4 E[1]

Observamos asi que el recargo de seguridad promedio cobrado hasta un de-
terminado momento t es menor en el modelo MCEXP que en el modelo MCERL, ya
que la intensidad de prima constante es la misma en ambos casos y la esperanza
del nimero de siniestros hasta t es superior en el modelo MCEXP.

En la Figura 4 representamos el recargo de seguridad promedio cobrado hasta t
para una intensidad de prima constante ¢ = 0,6.



466

ESTADISTICA ESPANOLA
Figura 4
RECARGOS DE SEGURIDAD PARA ¢ =0,6 CON T ~ Erlang(2,1) V.
T~ Exp(0, 5)
p(t)
175 [
s b |
1.25 I“"‘
1f \"‘-\I
0.75 \\
0.25 ) - =
- - - - - t
2 4 4] 8 10 12 14

Por tanto, en el modelo MCERL la ruina se producira mas tarde ya que el recar-
go de seguridad es mayor que en el modelo MCEXP y las primas ingresadas las
mismas.

Con el objetivo de medir la influencia que las diferencias analizadas en el recar-
go de seguridad tienen en el momento de ruina, planteamos una hipotesis distinta
que consiste en que el recargo de seguridad promedio cobrado hasta t es constan-
te en los dos modelos, de forma que la intensidad de prima, c (t), deja de ser cons-
tante. Por tanto, en este modelo, la hipotesis [2] queda sustituida por,

t

Ic(s)ds = E[Z]E[Nt](l + p),

9]
0

ya que E[NO]ZO. Para el caso de interocurrencia exponencial [9] no representa

ningun cambio, ya que resolviéndola se obtiene que c (f) = c, mientras que para
T. ~ Erlang (2,7\,) y teniendo en cuenta [7], la intensidad de prima es

4t
1 __at

c(t)=—r—| 1+e EBIE[Z](1+p)

E[1]
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La esperanza del momento de ruina calculada por simulacion con la nueva hipo-
tesis [9], b=10, p =0,2 y cuantia del siniestro exponencial f (Z) =e¢ “, serecoge en

la Tabla 3,
Tabla 3
Elt]para f(z)=¢,b=10yc=0,6.
T, ~Erl (2,]) T, ~Exp (0,5)

c=0,6 c=(t) c=0.6

Py p=0,2 p=0,2
u=0 93,9577 77,5085 53,5339
u=1 157,031 147,498 92,3019
u=2 205,805 200,885 123,583
u=3 243,077 242,779 148,527
u=4 271,099 273,812 168,106
u=5 291,68 296,262 183,145
u=6 306,277 312,161 194,339
u=7 316,06 322,885 202,28
u=8 321,974 330,014 207,467
u=9 324,794 333,024 210,322
u=10 325,372 334,706 211,203

Podemos observar como las diferencias entre los dos modelos con p =0.2, si-
guen siendo sustanciales e incluso se acentuan para valores de las reservas inicia-
les cercanos a la barrera. Por lo tanto esta primera explicaciéon basada en las
diferencias del recargo de seguridad, aunque intuitiva, no es suficiente.

Una explicacion mas solida de las diferencias podemos encontrarla en la funcion
de intensidad de ruina, Cb (r) (utilizada en un modelo sin barrera por De Vylder y

Goovaerts (1998)). Esta funcion indica, partiendo de unas reservas acumuladas r

tras la ocurrencia de un siniestro, la probabilidad de que se produzca la ruina en la

ocurrencia del siguiente siniestro, {, (r) =P [Z >r+ Ct].

Teniendo en cuenta que si no ocurre ningun otro siniestro, las reservas alcanza-

rian por primera vez la barrera b cuando r+ct” =b,{, (r)es
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& (r)=tjk(t) Tf(z) dzdt +Ik (t)If (2) dzdt .

r+ct

Para una cuantia de los siniestros exponencial de parametro 7,

6 lo)=e 7 k() e T aree ™ =R ()

0

siendo F, (t*)zjk(t)dt..
En MCEXP T~ exp (X) resolviendo la integral, obtenemos

A -ty ch —(by—*—M*)
cb’c"p(r) 7»+c1(e 7»+cye

En MCERL con T,~Erlang(2,) ,obtenemos

- 1 —(Aey)t | o* 1 by _-At" *
gberlang(r):e r{;\z [—_e Oty t —— | |te Ye (1+7\,t )
’ (A +cy) (A +cy)

Los resultados de {,.,(r) para  Ti~exp (05)y  yenang(r) para
T,~Erlang(2,1) con b =10, ¢ =0.6 y f(z)=c¢* se recogen en la Tabla 4.

La funcioén intensidad de ruina no esta definida para r = b debido a que es imposible
que tras la ocurrencia de un siniestro las reservas estén en el nivel de la barrera.
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Tabla 4
o O g 03 252 D £0) e v 10y ¢ 0
Cb,exp (r)
G, exp (1) Cb, ertang (1) Cb, erlang (T)
‘;b,exp (r)
r=0 0,454545 0,390625 0,86
r=1 0,167218 0,143703 0,86
r=2 0,0615161 0,0528653 0,86
r=3 0,226306 0,0194481 0,86
r=4 0,00832546 0,00715455 0,86
r=5 0,00306309 0,00263203 0,86
r=6 0,00112759 0,000968343 0,86
r=7 0,000416525 0,000356629 0,86
r=8 0,00015716 0,000133292 0,85
r=9 0,000668576 0,0000601315 0,90

Podemos observar que la probabilidad de arruinarnos en el siguiente siniestro
partiendo de unas reservas r es entre un 10% y un 14% inferior en MCERL con
T,~Erlang (2,1), respecto al modelo MCEXP con T,~exp (0,5). En la figura 5 pode-
mos observar como, para otros valores de la barrera, la probabilidad en el modelo
Erlang es siempre inferior.
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Figura 5

C b, erlang (I')

para f(z)=¢,¢=0,6yb=510,15.
Cb,exp (r)

gerl [r]/fem[r]

l.l'lllllllll!lllllllll
ry h By

N * [ ]
*
-t ¥ ll

Esta relacion entre las probabilidades de arruinarnos en el siguiente siniestro
explica que la esperanza del momento de ruina sea muy superior en MCERL con
T,~Erlang (2,1), respecto de MCEXP con T;~exp (0,5).

CONCLUSIONES

La distribucién que determina el tiempo transcurrido entre dos siniestros conse-
cutivos tiene una gran influencia sobre el momento de ruina en una cartera de
seguros no vida. El concepto de modelos comparables nos permite comparar
modelos siempre que tengan la misma E [Ti]. Las diferencias en los momentos de
la variable aleatoria momento de ruina entre modelos comparables son muy remar-
cables.

En el trabajo se demuestra como el recargo de seguridad promedio no nos pro-
porciona una explicacion suficiente de las diferencias. En cambio, la funcién inten-
sidad de ruina, definida como la probabilidad de que tras la ocurrencia de un sinies-
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tro partiendo de unas reservas r se produzca la ruina en la ocurrencia del siguiente
siniestro, da una explicacion solida de las mismas.

ANEXO |

Asumimos que los tiempos de interocurrencia T,, i=12... siguen una distribu-
cién Erlang(n) generalizada, es decir, que cada T, es la suma de n variables
aleatorias independientes exponenciales con parametros A,,..,A, cada uno, cau-
sando un "sub-siniestro" de cuantia 0, ocurriendo un siniestro con funcién distribu-
cion F en la ocurrencia del n-ésimo siniestro. Consideramos 7 estados del proceso
del riesgo (empezando en el momento O en el estado 1) , donde cada subsiniestro
produce una transicion al siguiente estado y en el momento de ocurrencia del n-

esimo siniestro salta al estado 1 otra vez (ver Albrecher et al. (2005)).

Definimos ¢' (u) como la transformada de Laplace del momento de ruina del
proceso de riesgo en el estado j=1, ...,n

Teorema 1. Si los tiempos de interocurrencia T, i=1,2... siguen una distribu-
cién Erlang(n) generalizada con parametros A,,...,A,, la ecuacion integro diferen-
cial para ¢ (u) es,

H(SM —c—j Hx Iq) u-z)dF (z Hx [1-F (u)=0,, [10]

=1

con las siguientes condiciones de contorno,

k-1 8+k

au a(l)(l’l)|ll:b:0> K:L"wn [11]
A du

j=1 J

Demostracion. Para 0<u< b, por un argumento diferencial, recordando que

(I—Xj dt) es la probabilidad de que no ocurra siniestro en un dt, para j=1, ..., n -1
obtenemos
09 (u)=(1-2;dt)o! (u+cdt) ™ +2; dio™ (u-+cdt) e +0 (dt), [12]

y paraj=n
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u+cdt
0" (u)=(1-2, dt) 0" (u+cdt)e "+ dt Id)l (u+cdt—z)dF (z) e +

0 [13]

oyt J' dF(z)+6 (dt)

u+cdt

Entonces, por aproximacion lineal, dividiendo entre dt, y haciendo dt — «, a
partir de [12] y [13] obtenemos,

c aq;(u) _(5+7»j)¢j (u)+7‘j o' (u)=0, para j=1,...,n—1 [14]
u
e 200 _(510)68 W)+, [o! (=) Ch,I-F (=0, pare j=n 119
u

0

A partir de [14], despejando y siguiendo un proceso recursivo,

n-1 (8+kj)— cai
0" ()= [[—2|¢'() [16]

Podemos escribir [15] como,

(6+2,)=c 20" ()=, o (a=2)aF @)-1, [-F =0 (7]
v 0

Sustituyendo [16] en [17], obtenemos [10]

Para u=b usando un proceso analogo para j =1, ..., n-1

A0 (b) = (5+2;)¢! (b)=0

y comparando con [14]

u=b=0 [18]
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y para j=n,
A, J'q) (b—2z)dF (z)+ A, TdF(z)— (6+2,)9"(b)=0

y comparando con [15]

|ucp=0 [19]

A partir de [18] [19] y [16] obtenemos la condicion de contorno [11].

Usando un método alternativo, Li y Garrido (2004) obtienen una ecuacion inte-
gro-diferencial equivalente para la funcién de Gerber-Shiu.

Aplicando transformadas de Laplace a [10], obtenemos,
= - ~NE 1-T (s)
()6 (5)+ Lo (6)-] J2i| 0 6) T (5)-——=| =0, [20]

i ®

siendo ¢ (s) la transformada de Laplace de ¢ (u) y f (s) la transformada de Lapla-
ce de la funcién densidad de la cuantia del siniestro f (z).

L, , (s) representa el polinomio de grado n-1 cuyos coeficientes incluyen las

aq)(j)(u)
Jdu

cuantias luzo »i=0,...,n=1,y0(s) y es el polinomio de grado n,

¢ (s)=- - [21]
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Restringimos a continuacion el andlisis al caso en que la funcion densidad de la
cuantia de los siniestros tiene una transformada de Laplace racional,es decir
= S . .
f (s)=QP;‘—%()) donde P, (s)y Q,_, (s) son polinomios de grado ry (al menos) r-1 res-

S
T

pectivamente sin ceros comunes. Para este tipo de distribucion para la cuantia de
los siniestros, el denominador de [21] tiene n+r ceros, a los que denominaremos
Sp,--Snirs » Y @SUMIMOS que las raices son reales y distintas. De lo comentado,
concluimos que r de estos ceros se localizan en el semiplano negativo. Entonces,
usando fracciones parciales obtenemos,

o(w)=]Jeu b)e* [22]

Observemos que los coeficientes o (b) son funcién de b, pero por comodidad
escribiremos o . Los coeficientes o; se determinan a partir de un sistema de n+r
ecuaciones, teniendo en cuenta que las primeras n ecuaciones se obtienen a partir
de [11], y las r restantes sustituyendo la estructura de solucion [22] y la transforma-
da de Laplace de la cuantia de un siniestro en la ecuacion integro-diferencial inicial.

Asumiendo el caso de un modelo Sparre Andersen con tiempos de interocurren-
cias Erlang(2,A)es decir (n=2 y A, =i, =1 ) la ecuacién integro-diferencial para
¢ (u) es

(8+ A—c ailj o (u)-22 I¢ (u—z)dF(z)-2 [1-F(u)]=0,  [23]

A partir de [21], es facil obtener

2 (“Sﬂs)} ¢ ¢ (0)+(c? s—2¢ (5+1) (0)
be)= Brhcf RT() 24

y asumiendo una distribucion de la cuantia del siniestro con transformada de Lapla-
ce racional, obtenemos

241
6 (u)=] Jou(o)e™ . [25]

i=l
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A continuacion analizamos que sucede cuando la cuantia individual de los si-
niestros sigue una distribucion exponencial. Asumiendo que f (z):ye‘yz, entonces

f (s)=—'— . Obtenemos las raices s,, i =123, a partir de
Y+s

(B+r—cs)f (y+s)-Ay=0 [26]

Entonces la solucién de ¢(u) toma la forma,
3
ou)= e . [27]
i=1

Las dos primeras ecuaciones obtenidas a partir de [11] son

3 3
Z:si e =0 y 2512 e =0
i=l

i=1

3 3
> see’ =0 y Y sae’ =0
i=1 i=l1

Para encontrar la tercera ecuacién, sustituimos [27] y f(z)=ve™™ en la ecuacién
integro-diferencial [23], y resolviendo la integral, y teniendo en cuenta [26], obtene-
3
mos entonces la tercera ecuacion, Z % =l .
i=1 (Si + Y) Y

Obtenemos entonces un sistema de tres ecuaciones que podemos resolver
usando el Mathematica para la obtencion de o;,1=1,2,3.

Si los tiempos de interocurrencia T;,i>1, siguen una distribucién exponencial,
modelo MCEXP, es decir segun una distribucién Erlang (1, 1) podemos obtener la
expresion a partir del Teorema 1 como caso particular de la distribucién generaliza-
da Erlang(n). Asi a partir de [10], para n=1, obtenemos la ecuacién integro-
diferencial para la Transformada de Laplace del momento de ruina en el MCEXP,
con su condicién de contorno
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B+1) 0 (u)- c¢'(u)—kj¢(u—z) dF(z)-A [1-F(u)]=0
0 [28]
99(u)
Jdu

u=b = 0.

Esta ecuacién se puede obtener también a partir de la ecuacioén [2.5] en Lin et al
(2003) para la funcion Gerber-Shiu function. (Ver también Dickson and Waters
(2004)).

Para obtener el sistema que nos permite hallar los coeficientes, a partir de [21],
asumiendo que f(z)=ye™, las raices se obtienen a partir de

2
—cs?+(8+A—cy)s+8y=0. Entonces ¢(u)= 20‘165‘“ . Para calcular o, sustituyen-
i=1

2 2
do ¢(u)=ZocieS‘“ y f(z)=ve"" en [28] obtenemos Z(Sﬁy) _ L Asitenemos ya
i=l1 i=l1 1

=2

las dos ecuaciones para obtener los «; .
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THE INFLUENCE OF INTEROCURRENCE TIMES IN THE SOL-
VENCY OF NON-LIFE INSURANCE PORTFOLIOS

ABSTRACT

In this paper, departing from a Sparre Andersen (1957) model
modified with the introduction of a constant dividend barrier, we ana-
lyze the influence of interocurrence times in the solvency of the non-
life insurance portfolios. With the introduction of a constant dividend
barrier the occurrence of ruin is sure. Therefore, we analyze the time
of ruin, 1. In addition, we take into account the definition of compara-
ble models and, through a numerical application, we show that the dis-
tribution of the interocurrence times between claims in two comparable
models has a great influence on the time of ruin. The average security
loading and the ruin intensity function allow us to explain the differ-
ence.

Key words: risk theory, generalized Erlang(n) distribution, constant
dividend barrier, time of ruin, Laplace transform.
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