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ELEMENTOS DE UN PROBLEMA DE DECISION

Los elementos de un problema de decision son: un espacio paramétrico &, un
conjunto A de acciones o decisiones y una funciéon de pérdida L (6, a) =0, definida
sobre @ x A. En los problemas de decision estadisticos es posible observar una
variable aleatoria X que toma valores en el espacio muestral (X, A) y cuya distri-
bucién depende del valor 6 ®@; debido a ello nos referiremos a la familia
P= 3?,; 6¢ ®2 de distribuciones de X.

Una vez observado X = x consideraremos dos formas de actuar. Una de ellas
tiene en cuenta el conjunto D de las funciones definidas en X y con valores en A,
llamadas reglas de decisiéon no aleatorizadas; una vez elegida d ¢ D, se tomar4 la
accion d (x) e A. La segunda, que comprende como caso particular la ya expuesta,
tiene en cuenta el conjunto IT de las funciones definidas en X y cuyos valores son
distribuciones de probabilidad sobre A; con este fin supondremos que hemos se-
leccionado en A una o-algebra F que contiene sus puntos individuales. En este
caso, una vez elegida n ¢ II, tomaremos una accién o un conjunto de acciones de A
mediante la distribucién = (x), que denotaremos en lo sucesivo por .

A los elementos de Il les llamaremos reglas de decision aleatorizadas. (Hace-
mos notar que en la bibliografia habitual estas reglas reciben el nombre de reglas
de comportamiento, reservandose el adjetivo aleatorizadas para aquellas obtenidas
mediante otro tipo de aleatorizacion. En nuestro estudio, al considerar un unico
método de aleatorizacién, no habré lugar a confusion.)
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Para comparar las diferentes reglas de decision consideraremos las siguientes
funciones de riesgo:

R.d)=EL[6.d®)]|{= SL|6.d(x)]dP,(x) : deD,6ec®
R(0,1r)=E,’L(B.nz)z=fL(9.rrz)dP,(x) ;i mell 5 0e®

estando definida L (f, nz) del siguiente modo:
L@ 7nz) = f L6 a)dnxz(a)

Supondremos siempre que las clases D y II estan formaaas por aquellas reglas
para las cuales las anteriores funciones existen y son finitas.

Una regla de decision 6ptima seria aquella que proporcionara el minimo riesgo,
independientemente del valor del parametro; sin embargo, esta situacién se pre-
senta en pocos casos. Para orientar el problema de modo matematico se pueden
seguir los siguientes caminos: 1) Restringir el criterio de 6ptimo, introduciendo una
cierta ordenaciéon entre las reglas de decisién (la introduccién de los principios
Bayes o minimax conduce a esta alternativa); 2) tratar de reducir el problema sin
pérdida de informacion importante, por ejemplo, mediante el criterio de dominan-
cia o la consideracién de estadisticos suficientes; 3) restringir la clase de las re-
glas a una clase menor, considerando principios como el de invariancia.

Nos proponemos considerar el principio de invariancia y estudiar, en una pri-
mera aproximacioén, sus relaciones con los caminos indicados en 1) y 2).

Recordemos lo que se entiende por principio minimax y por criterio de domi-
nancia.

Si no conocemos la distribucién a priori sobre ® podemos ordenar las reglas de
decisién basandonos en el criterio pesimista de asociar a cada regla la mayor pér-
dida que sea posible alcanzar, sup R (4, d) o s&p R, 7); de modo general, una
regla optima sera aquella n* ¢ Hg que s;p R (8, n*) = inf, sup R (4, 7); a tal regla

m
se le llama regla de decisién minimax.

Las reglas minimax proporcionan la mayor proteccién posible frente a la si-
tuaciéon mas adversa. El principio minimax no siempre es plausible, como muestra
la figura siguiente.

R‘(l’," /\

T2
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Una regla = € II se dice que es tan buena como =, ¢ IT si

R (6, 7)=R(6, 7, Voe®

Se dice que 7 € I1 es mejor que = e II o que ™ domina a w, 8i

R@6.x)=R@.r) Voe®

R@®, 7)<R(®, )

para algun 6, ¢ ®.
Una regla de decision se dice que es admisible si no estda dominada.

PRINCIPIO DE INVARIANCIA

Si un problema de decision es simétrico respecto a algunos valores del para-
metro, parece razonable exigir que se actie de modo simétrico respecto de esos
valores. La expresién matematica de la simetria es el concepto de invariancia bajo
transformaciones.

El principio de invariancia lleva asociados grupos de transformaciones en los
tres espacios sobre los que se construye la teoria de la decisidon: el espacio para-
métrico @, el espacio de acciones A, y el espacio muestral X, que suponemos es
un subconjunto del espacio euclideo n-dimensional R,.

Sea G un grupo de transformaciones medibles de X en si mismo, siendo la
operacién del grupo la composicién: Si g1 vy g:¢ G, g2g:1 es la transformacién que
a x—>g,g,(x). El que G sea grupo implica que todas las transformaciones habran
de ser inyectivas y sobre. Por otra parte, el que sean transformaciones medibles
asegura que si X es variable aleatoria, g (X) también lo sea.

Definicién 1

La familia de distribuciones 3P‘, ;i 6ec®! se dice invariante por el grupo G,
si para VgeG y VOec® existe un unico 6 ¢ @ tal que la distribucion de g (x)
viene dada por P, siempre que la distribucién de X venga dada por P,

Plantearemos 6" = g () y obtendremos la importante férmula

Pegg(X)eBs=Pow)3X€Bg VBe A

Identificabilidad.—Un parametro 6 se dice identificable para una familia de
distribuciones 3P¢, ;8¢ ®g si £ 6"=> Py,£ Py, Si en la definicién anterior el para-
metro es identificable, la unicidad de 6’ se satisface automaticamente.

Reciprocamente, si ;Pe ;0 ¢ ®$ es invariante bajo G, la unicidad de 6" implica
que @ es identificable.
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LEMA 1

Si una familia SP,; 0e @g es invariante por G, entonces G =4g;g¢ G{ es un
grupo de transformaciones de & en si mismo.

Demostracion.—Si la distribucién de X es P, la de g,(f) es Pyw; de aqui la
de g,[g, (x)] = g,g,(x) serd Py, (s, (s, pero también sera la de Py,s, ) por ser G

grupo. Por la unicidad resulta que §,(d, ()] = 9,9, (6), lo cual implica. que G esy
cerrado por la composicién. -
Si e es la identidad en G. € es la identidad en G, y tomando g, = g]‘1 tenemos

9;'g,=¢€ y, por tanto, Fl:' =g;% vy el enunciado queda probado.

Observemos que las transformaciones g son biyectivas, pues si 8¢ ® y X tiene
la distribucién P,, la distribucién de g~!(x) sera P, siendo 6 = g-!(6'); por tanto,
(6)"'(¢') = 6 de donde & = G (). Por otra parte, si g(6,) =g (4,), tendremos que

Py6) (X € B) = Pys.) (X € B) VBeA

lo que implica que

Ps, [g(x) € B] = Py, [g(x) € B]=> P4, (B) = P4, (B)

y por la identificabilidad, 6, = 6,.

Definicién 2

Diremos que un problema de decision (@, A,L) con variable aleatoria obser-
vable X, de distribuciéon perteneciente a la familia ;Po ; B¢ @f es invariante por
el grupo G, si la familia 3?9 ; 8@ ! es invariante por G y si la funcion de
pérdida L es invariante por G en el sentido de que para todo gc G y a € A existe
un Unico a’€ A tal que L(f,a) =L[g(h),a'],VOc®.

A este a’ determinado por g y a lo indicaremos por - (a).

Lema 2 ’ (I
Si un problema de decisién es invariante para G, entonces G = ;6 i g€ Gf es
un grupo de transformaciones de A en si mismo.

Demostracién.—Hemos de demostrar que gr.:gllz g,~, dentro del conjunto G.
Utilizando el resultado del lema anterior tendremos:

L@.a)=L[g, ), ~,@]=LI[g,5 @ 0.0,@)]=

=Lig, 8,0, 9,9,@)=>g,0, @ = §,8, @

~
con lo cual g,g, = g,d, por la unicidad del transformado.
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Tenemos, pues, que & es cerrado bajo la composicién. Por otra parte, si e es
la identidad en G y & es la identidad en &, tomando g, = g;' tendremos

(,l—‘) 51 =&
y, por tanto,
E) =)

Si un problema de decisién expresado en términos de X,0e¢® y ac A, es in-
variante bajo G, el problema transformado expresado en términos de x" = g (x),
0 =gB)ec® vy a =3 (a) es formalmente el mismo problema inicial, pues L (0, a) =
L (¢, a); todo ocurre como si g € G efectuara un cambio de coordenadas en los
elementos. Si al observar X = x se toma la acciéon a =d (X) y al observar X' = x’
se toma la accién a’ = d (x’), cuyo nombre en el problema inicial es g—![d (x')], al
ser la accién a tomar independiente de las coordenadas elegidas, se debe tener
d(x) = g“;d (g (x)] f' o bien, gld (x)] = d|g (x)]; este razonamiento nos justifica la
siguiente definicion:

Definicién 3

Dado un problema de decision (®, A, L) con variable aleatoria observable X de
distribucién perteneciente a la familia § P, 0 ¢ ® {, invariante bajo G, decimos que
la regla no aleatorizada d ¢ D es invariante bajo G si se tiene que:

dlgx)]=>dx] ; VxeX ; VgeG.

Analogamente, se dice que la regla aleatorizada = ¢ II es invariante bajo G si
se tiene que

Tomy =78 ;: VxeX ; VgeG

siendo 7, 7 la distribucién de GZ cuando la variable Z tiene la distribucién =,, es
decir,

78 (F)=Pr(§Ze¢F)=mn [0 (F)] VFeF

Por tanto, la condicién de invariancia de m € II se puede escribir:

7[5 (F)] = 7,00 (F) VxeX, VgeG, VFecF

o bien de un modo méas simple:

7y (F) = myy [ ()] VxeX, VgeG VFeF
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Definicién 4

Dos puntos 6,6, @ se dice que son equivalentes respecto a G si existe ge G
tal que 6, = g (6,).

Puede comprobarse que esta relaciéon es de equivalencia; a las clases de equi-
valencia en que queda dividido las llamaremos «6rbitas».

Nuestro préximo objetivo es probar que la funciéon de riesgo de una regla in-
variante es constante sobre cada orbita, resultado que permite una cierta reduc-
ciéon a la busqueda de reglas invariantes. Con este fin introducimos la siguiente
notacién: si x € II, designaremos por n¢ una regla tal que Vx¢ X, 7% es la distri-
bucién de §-'Z cuando la distribucion de Z es =, (x); manteniendo el convenio de

la definicién podemos escribir 7l = L g~!; es decir:

7 (F)=P (@ ZeF) = 48 (F)) VxeX, VgeG, VFeF (4.1]

Se tiene que 7 ¢ IT es invariante si, y sélo si, r = 7%, VgeG.

Lema 3

Si un problema de decision es invariante bajo G, entonces para cada regla
mell y cada g e G, se tiene:

R, n9) =R[g ), n], VOec®

Demostracion.—Por definicién,

RO, m=fLO,7)dP;(x)= f[fL.a)dn, (@]dP,(x) , mell

Al ser el problema invariante,

L6,a)=L[gh).G@)] VOec®

de donde se deduce, debido a
L@, x,)=fL#,a)dr, (@)= fLI[Fg,F(a)ldnm,(a) = fL[GH).ald(r,§) (@)=
=L[g#),n,F) =L (0.7, ) =L[FO6) nyz]

y por [4.1],
R, = LB, a9)dP, (x) = f LG ©6), 7, |dP,x) = fL[g ), r,]dPo, (x) =
Rlg@),n] . VO8e® , c. q. d.
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TeoreMA 1. Si un problema de decisién es invariante bajo G, entonces:

a) Para toda regla de decision invariante d ¢ D se verifica:

R(.d)=R[g(6),d] ; VO® : Vges

b) Para toda regla de decision invariante = € II se verifica:

R@.n)=R[g@).a} : VOe® ; VgeG

Demostracion.—a) Utilizando la invariancia de la funcion de pérdida de d ¢ D
y de P en este orden, se tiene:

R@,d)= fL[6,dx)|dP,x)= fL[G6),5d®)]dP,(x) =
= fLIG6),d@ NP, (x) = fL[§B).dx)]dPo, x) =RI[g®),dl

b) Utilizando el lema 3 y la caracterizacion [4.1] resulta:

R, 7) =R (6,79 = R[g (), ]

El siguiente teorema proporciona resultados relativos a reglas minimax inva-
riantes, mostrando cémo la invariancia puede proporcionar una simplificacion en
la busqueda de reglas minimax.

TeorEMA 2. Supongamos que un problema es invariante bajo el grupo finito
G = 391. ceer O 2 Si existe una regla minimax, existe una regla aleatorizada que es
minimax e invariante. Si una regla es minimax en la clase de las reglas aleato-
rizadas invariantes, es minimax.

Demostracién.—Basta probar que para cada regla = ¢ I existe una regla inva-
riante =’ ¢ II tal que sup R (6, n')ésgp R (6, n).

(7]

Definamos

1 n ) 1 n1 -
Al (F) = — S ¥ = — 3 7y g, ("] VxeX , VFeF
* n . no o

n! es invariante, pues

n

1 - 1 ~
m e [ F)] = T ‘% Togown 9,1, (F)] = T Sw,, 8, E)]=

gi(x)
= nl (F) VFeF
Tenemos, debido a las definiciones de =/ y de R (0, =’), que

R 6, n") = —-’:— 2"', R (6, n%)

i=1
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Por tanto, aplicando el lema 3 y teniendo en cuenta que §,1<i=n es biyectiva,
tenemos:

é (O.zﬂ)—s&p——ER(O n")—sép—znla.w) P
hod _ 1
=— - ElSQ%DRIO(O).N]=—n—‘§_‘.’supR(0.1r)=%DR(0.1r)

y el teorema queda probado.

La admisibilidad de reglas basada en el principio de invariancia viene dado por
el siguiente teorema.

Teorema 3. Si un problema de decisién es invariante bajo un grupo finito
G = 3g,,...,g,‘£, toda regla invariante admisible en la clase de las reglas inva-
riantes es admisible.

Demostracion.—Sea .-r'o € IT invariante y admisible en la clase de reglas inva-

riantes. Si n'(’, fuera inadmisible existiria 7 ¢ [I tal que

RO.mM=RO,7)V6c® y RB,n) <Rl 6he®

Definamos =/ como en el teorema 2; utilizando el lema 3 y el teorema 2, se
tiene:

RO ) = —— 3 R0, ) = —— 3 R[5,0), 7] < —— 3, R[5, 6), x!] =
n n n 0

$=1 f=1 i=1

1 »n
=“—ER(0.K:)=R(9.HD Ve ®
n i=
y para 6, como uno de los g, es la identidad

1 - 1 2 —
R(6 ) = - S RI[g (6,). 7)< W .-§1 R[g,(6y.xll = R (0, x]) ¥ !

no seria admisible en la clase de las reglas invariantes.

Ejemplos.—Consideremos el problema de estimar el parametro en la densidad
exponencial negativa fe—%*, x>0, § > 0.
(a—6)?
6
La accion a es hacer la inferencia de que el parametro es a, y la funcién de deci-
siéon aplica el punto muestral x en su correspondiente estimador a = d(x). Sa-
bemos que la exponencial negativa es el modelo del intervalo entre sucesos de
un Proceso de Poisson y el parametro 6 es el nimero medio de sucesos por unidad

Con una muestra aleatoria simple, y con funcién de pérdida L (¢, a) =

1
de tiempo; el reciproco -—5—- es el tiempo medio entre sucesos. Si X se mide en

minutos, § se mide en reciproco de minutos.
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Supongamos ahora que X estd en minutos, pero las medidas se hacen en se-
gundos: num. de segs. = 60 num. de min, si X’ = 60X, y entonces la densidad
de X’ es

1 6
60

ferr=Gers  @=

La accién correcta a’ si 8 es el verdadero estado, es 1/60 de la accién correcta a
para el estado 6. La funcién de pérdida puede expresarse en términos de a’ y 6":

(&~ )
(@a—6) 60 60 (@’ — @)
9° - 0 \? - 6
(%)
Entonces el problema transformado es: dadas las medidas X, ..., X,” construir

(@ — @)

@y
Pero éste, como vemos, es el mismo problema anterior con nuevos niveles. El pro-
blema vemos es invariante bajo la transformacién X’ = 60X (es decir, cambio de
escala X’ = KX).

Por esto resultara que una funcién de decisién que es buena para el problema
original sera buena para el nuevo (aplicando la transformacién a los datos X’);
esto es, d (X’) serd usada en el nuevo problema:

un estimador a’ de ¢’ para la densidad 6’ e—?* con funcién de pérdida

d(X)=d(X1 .., X,)=d (80X, .. 60X,

y a causa de que d(X’) es un estimador de # en segundos reciprocos, el corres-
pondiente estimador de 6 en reciproco de minutos sera de 60d (60 X). Una funcién
de decision que tenga esta propiedad se dice que es invariante bajo la transfor-
macion.

1

d(X) = - tiene esta propiedad.

Otro ejemplo lo tenemos con la estimacién de la variancia de una distribucién:
al ser la varianza invariante por una traslacién, esta justificado exigir que el pro-
cedimiento de decisiéon sea independiente del origen de medidas.

APLICACIONES

Estimaciéon de parametros de posicion y de escala

El problema de Estimacién puede considerarse como un problema de decisién
estadistica; en éste, la decisiobn tomada por el estadistico es la estimacién del
valor de algun parametro # que toma valores en un subconjunto @ de R. En este
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caso el espacio D de decisiones coincide con ®&. Supondremos que D =® =R,
aunque pueda ser nula la probabilidad de que 6 pertenezca a ciertos subconjuntos
de R. En este caso la pérdida L (¢,d) reflejara la discrepancia entre § y su estima-
ciéon d. Frecuentemente, la funcion de pérdida L se supone de la forma L (,d) =
= y(6) A (06—ad), siendo A una funcién no negativa de la diferencia (§ —d) y tal
que A(©) =0, y y es una funcién no negativa que indica la gravedad del error
(§ —d) segun los valores de #; muchas veces y se puede tomar como constante
sobre ®.

Nuestro prop6sito es el de exponer la aplicacion del Principio de Invariancia
al estudio de la teoria de la Estimacion, cuando se trata de problemas en los que
intervienen parédmetros de posicion y de escala.

Consideremos una variable aleatoria real X, cuya distribucién P, depende de
un parametro real § ¢ @ c R eje real. Sea Fx (x/6) la funcién de distribucion de X
cuando 6§ es el verdadero valor del parametro.

DEFINICION

Un parametro real 6 ¢ @ se dice parametro de posicion para la distribucion
de una variable aleatoria X si F,(X/6) es una funcién s6lo de (x —§6), es decir,
Fx (x/()) = F(x—6), donde F es una funcién de distribucién.

El siguiente lema da definiciones alternativas de parametro de posicién.

LeMa a) 6 es un parametro de posicién para X si, y sélo si, la distribucion de
(X —6), cuando 6 es el verdadero valor del parametro, es independiente de 6.

Lema b) Si la distribuciéon de X es absolutamente continua con funcién de
densidad 7 % (x/6), 6 es parametro de posicién si f x (x/6) = f (x — 6) para alguna den-
sidad 7 (x).

Ejemplo: Si X tiene la distribucion N (9, o) con o conocido, § es parametro de
posicion.

DEeFINICION
Un parametro real ¢ ¢ @ se dice que es un pardmetro de escala, si F,(x/6) es

x x
funcion solo de —79—— es decir, Fx (x/6) = F(T) siendo F una funcién de distri-

bucioén.
Los siguientes lemas dan definiciones alternativas de parametro de escala.

LeMa a) 6 es pardmetro de escala para X si, y solo si, la distribucién de 5
cuando 0 es el verdadero valor del parametro, es independiente de 6.

Lema b) Si la distribuciéon de X es absolutamente continua con densidad f,(x/6),

entonces # es un pardmetro de escala para X y sélo si f (x/0) = —l—f (—’;——) sien-
do f una funcién de densidad.
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Observaciones

1. Si 6 es un parametro de escala para X, log # es un parametro de posiciéon
para log X si X>0, y para log (—X) si X<o.

2. Si § es un parametro de posiciéon para X, o = e es de escala para Y = eX.

Esto permite pasar de log problemas con parametros de posicién a los proble-
mas con parametros de escala.

DEFINICION

Un parametro bidimensional (u, o) con o >0 se dice de posicién-escala para X

si Fx("//‘v o) es funcién sélo de

—u ) x —
, es decir, Fx(x/‘u, o)=F
una funcién de distribucién.

'u); siendo F
(o

Estimacién minimax de parametros de posicién

Aplicando por una parte la definicion de regla invariante no aleatorizada, y
por otra el que la funciéon de riesgo correspondiente a una regla invariante es
en este caso independiente de 6, resulta:

TeoremMa.—En el problema de estimar un parametro de posicién cuando ® = eje
real y L(f,a) =L (a—60); en cuyo caso el problema es invariante, por el grupo
de traslaciones, si E,L(x—b) (pérdida esperada correspondiente a § =0, a = b)
existe y es finita para algun b, y existe un b, tal que

E,L (x—b,) = inf E,L (x — b) (11
>

Tomando el infimo sobre el conjunto de b para los cuales existe E,L (x —b), en-
tonces d(x) = x — b, es la mejor regla invariante y tiene riesgo constante R, igual
al primer miembro de [(1].

El hecho de que la regla hallada sea una regla igualizadora sugiere la posi-
bilidad de que sea minimax. Sin embargo, esto no es siempre cierto (los resul-
tados obtenidos sobre reglas invariantes no son aqui aplicables al no ser G finito).
Vamos, pues, a dar una condicién para que la regla obtenida sea minimax.

TeoremMa.—Bajo las hipoétesis del teorema anterior, si L estda acotada inferior-
mente y para V e >0 existe N tal que

N
J_'NL(x—b)dF(x)éRo—e Vb

entonces la mejor regla invariante es minimax.

ESTADISTICA ESPANOLA.—10
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Estimacion minimax de parametros de escala

Supongamos que nos planteamos el mismo problema anterior, pero para pa-
rametros de escala.
Sea ¢ un parametro de escala de la distribucién de X y sea la funcién de

pérdida funcién de —~—; es decir: L(6,a)=L{_2_|. Este problema es invariante

bajo el grupo de cambios de escala g .(x) =Cx ; c¢>0.
Utilizando la citada equivalencia entre parametros de escala y de posicion y
aplicando los resultados del parrafo anterior llegamos a que el mejor estimador

X x \
invariante de ¢ es , donde b, es el valor de b que minimiza E [L (T ,/0 =1

o J
En el caso de la distribucion normal N (6, 5), en que es un pardmetro de posi-

cioén, y (6, o) es un parametro de posicion-escala, son aplicables los dos apartados
anteriores.

Estimador de Pitman

Un caso de estimador invariante de un parametro de posicién es el célebre
estimador de Pitman, estimador invariante de riesgo minimo respecto al grupo
de traslaciones cuando la funci6én de pérdida es cuadratica. Girshick y Savage
vieron que el estimador era no sélo de riesgo minimo, sino también minimax.

El citado estimador fue propuesto por Pitman en 1939, seis afnos antes de que
Hunt y Stein introdujeran el principio general de invariancia.

Forma del estimador:

Sea (x,, ..., x,) una variable n dimensional para la cual # es un parametro de
posicién.
Sea la funcién de densidad

(z‘.....:n)

fxnnx, =1@—0 . 2, —0) fx, .x,

y la funcién de pérdida cuadratica.
Aplicando a este caso la construccion dada para el mejor estimador inva-
riante, queda
Jofx,—0, .., x,—0)dé
Sfx,—6, .., x,—6)d6

d, (x) =

«Test» de hipb6tesis

Los problemas de decision en los que el espacio de acciones consta de dos
elementos, A = 3a,,, a, f' son los llamados problemas de contraste o «test» de hi-
potesis; esencialmente consisten en decidir si es cierta o no alguna hipé6tesis que
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ha sido formulada, estando basada nuestra decision en una variable aleatoria X
que toma valores en un espacio muestral (X, A) y cuya distribuciéon pertenece
a la familia P = %P,, e ® {-

En la version clasica del problema, a la cual nos referiremos con el fin de es-
tudiar y utilizar sus resultados, el espacio paramétrico & esta dividido en dos
subconjuntos disjuntos, &, @, y asociaremos la acciéon a, a aceptar la hipote-
sis H, inicialmente establecida, llamada -<hipétesis nula», de que el parametro
esta en @, y la accién a, ird4 asociada a rechazar la hipétesis inicial y aceptar
la «hip6tesis alternativa» de que el parametro estd en @,.

Una regla de decision para estos problemas, regla que en adelante llamaremos
«test», no aleatorizada d (x), asigna a cada valor X = x una de las posibles accio-
nes y, por tanto, divide a X en dos regiones complementarias, S, S,, de modo
que d(x) =a, si xeS; y d(x) =a, si xeS,. La regiéon S, se llama «region criticax.

Sea L (6, a) la funcién de pérdida; si hacemos L, () = L (6, a,),i = 0,1, la funcion
de riesgo para el «test» d(x) serd R (6,d) = L,(6) Pr, 3 Xe S,,% + L, (6) Pr, 3 Xe S,z =
=1L,6) + Pr, ; XeS, ‘ (L, (6) — L, (0)].

En los problemas de contraste los «test» aleatorizados juegan un papel impor-
tante. Debido a la estructura del espacio A, un «test» aleatorizado (en lo sucesivo
usaremos sélo la expresiéon «test») estara determinado conociendo la probabilidad
de una de las dos acciones. Es habitual indicar la probabilidad de la accién a;
de este modo, un <«test» es una funcion medible ® definida en X y con valores
en [0,1]; dado un valor X = x, ® (x) representa la probabilidad de tomar la ac-
cién a,. La funcién de riesgo para el «test» & sera

R6,3) =Ly f[1—B (x)]d P, (x) + L, (6) f O (x)d P, (x) =
= L, (6) + f ® (x)d P, () [L, () — L, (§)]

A la funcién E, P (x) = [ P (x)d P, (x) se le llama «funcién de potencia» o «po-
tencia» del «test» @ y la denotaremos por P, (6). Por tanto,

R (0, ®) = L, (6) + Py (6) [L, (6) — L, (6)) [2]

Es posible en estos problemas cometer dos errores: rechazar la hipotesis cuan-
do es cierta, «error de tipo I», y aceptar la hipé6tesis cuando es falsa, «error de
tipo II». El problema se centra en obtener «test» que minimicen estos errores;
esto es, en general, dificil, pues las probabilidades de los errores no se pueden
controlar simultaneamente.

Supongamos que si 6 € ®, al ser a, la decisién correcta, se tiene L,(f) =0, y
que, anédlogamente, L, () = 0 si § ¢ ®,. Entonces, de [2] obtenemos

L,(6) Py (6) si 6e®@,

R, D) = (3]
L) [1—Pg(0)] si 6e®,
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Vemos cémo, en este caso, la funcion de riesgo de un «test» depende de su
potencia y si, ademaés, L, (§) y L, () son constantes en @, y @,, respectivamente, la
funcion de riesgo depende unicamente da la potencia. A ello se debe el que la
mayor parte de la teoria clasica de contraste esté basada en la funcién de potencia
y no considere la funcién de pérdida.

A la vista de [3], un «test» 6ptimo seria aquel que minimizara P,(f) en @, y
maximizara P, (f) en ®,; esto no es posible en general, es preciso imponer ciertas
restricciones. Una restriccion habitual consiste en fijar una cota « a la probabilidad
de cometer un error de tipo I, y entonces un «test» 6ptimo seria uno de esta clase
que maximizara Pg(6) en @,

Un «test» & para contrastar H,: 6 ¢ ®, frente a H;: 0 ®,, se dice que tiene
nivel « si Py () =« V 6 € @, Un «test» se dice que tiene tamafo « si sup P (0) = a.

Un «test» ®, se dice que es uniformemente mas potente (U. M. P.) d‘:a tamafio «
para contrastar H, frente a H, si @, es de tamafo « y para cualquier otro «test» &
de nivel o se verifica Pg (0) = PP, (6), Ve ®,.

Hipétesis y alternativa simple

Supongamos que &, = ;00 % y®, = 36, f es decir, que la hipétesis y la alterna-
tiva son simples. La siguiente definicién permite concretar nuestra busqueda en
este caso.

Un «test~ @, se dice que es el méds potente de tamafio « para contrastar H,:
6 = 0, frente a H;: 6 = 0, si P®,(6,) = a, y para cualquier otro «test» de nivel « se
verifica P, (6,) < P®, (6,).

Obsérvese que si ®, es admisible, entonces &, es el mas potente de su tamaio;
el reciproco, sin embargo, no siempre es cierto (Ferguson).

Teorema: (Lema fundamental de Neyman-Pearson)—Sean P, y P, dos distri-
buciones de probabilidad sobre (X, A) con densidades respectivas p, (x) y p, (x), res-
pecto a una medida o-finita u. Entonces:

a) Existencia.—Para cada 0 ==a=1 o y para contrastar H,: p, frente a H,: p,
existen un «test» @ y constantes C, v tales que

1 si p,(x)>Cp,(x)
Px)={ vy si p(x)=Cpy(x) [4]
0 si p, (x)<Cp,(x)

b) Suficiencia.—Si un «test» es de la forma [4] para algun, C>0 es el mas
potente de su tamaifio para contrastar H, frente a H,. Correspondiente a C = >, el
«test»

si p,(x)=0

1
P (x) = . [5]
0 si p,x)>0

es el mejor de tamafio « para contrastar H, frente a H,.
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¢) Unicidad.—Si ®, es el «test» mas potente de tamafno « para contrastar H,
frente a H,, entonces ®, tiene la forma [4] o [5] excepto, a lo sumo, en un con-
junto u-nulo.

Su demostracion, que omitimos por ser bien conocida y encontrarse en todos
los textos clasicos, puede verse, por ejemplo, en Ferguson, Fraser y Lehmann.

«Test» de hipétesis invariantes

Supongamos que la funcién de pérdida para el problema de contraste H,: 6 ¢ ®,
frente a H: § e ®, es de la forma:

Ly, si 60e®,
L, (0) = .

L, si 0e®

L i 0
L6 = " sf c®,

Lll S1 0 € @1

donde
Ly<L, y L,<L,

Sea G un grupo de transformaciones sobre X que deja invariante este problema,
y sean G y G los grupos de transformaciones inducidos sobre ® y A. Debido a la
invariancia de la funcién de pérdida, se tiene L(6,a) =L[g(0), ga)l, VOec®,
VaecA, VgeG. Expresion que para este problema particular puede darse de
modo maés sencillo, pues si los L, son diferentes, la pérdida sera invariente si, y
s6lo si,

gl@=a, VaecA VHed
g (00) = 00. 5 (01) = 01, VgeG [6]
Debido a ello, en los problemas de contraste tomaremos & = {&! y reemplaza-

remos la condicién de invariancia de la funcién de pérdida por la condicién [8)].
Asi, pues, diremos que un grupo G de transformaciones sobre X deja invariante
un problema de contraste si G deja invariantes las familias de distribuciones
3Po,0 € @,g y ;PQG e®@ € es decir, si G preserva los subconjuntos @,y ®, Tenien-
do en cuenta el concepto de regla invariante, podemos dar en este caso particular
la siguiente definicion:

Un <«test» @ es invariante bajo si se verifica $[g(x) =P (x), VxecX, VGeG.
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Invariantes maximales

Para cada problema de contraste invariante el principio de invariancia per-
mite restringir nuestra atencién a los «tests invariantes; surge asi la necesidad
de caracterizar estos <tests». La principal simplificacién que proporciona la apli-
cacion del principio de invariancia a los problemas de contraste radica en el
hecho de que los «tests» invariantes pueden ser caracterizados de una forma muy
simple, mediante unos estadisticos particulares que pasamos a definir a conti-
nuacion.

Sea G un grupo de transformaciones sobre X. Se dice que un estadistico T (x)
definido sobre X es un invariante maximal (I. M.) respecto a G si T[g (x)] = T (x),
VxeX VgeGysiT(x)=T(x,) implica la existencia de g ¢ G tal que x, = g (x,).

Un invariante maximal es constante sobre cada orbita y toma valores dife-
rentes en cada una de ellas, es decir, distingue las Orbitas.

Ejemplo: Sea X = R", definamos para cada ceR, g.(x)=g.(x,....x,) =
=(x, +¢c,...x, +c), y consideremos G = ;gc, ce R{.

La funcion T (x) = (x,—x,, ...,x, ,—x,) es invariante bajo G, pues T [g (x)] =
=T(x,+¢c, ...x,+¢, ..., X, +C) = (%, —x,, ..., x, ,—X,) =T (x), Vg .eG; ademas,
T(x) =T (x') implica x,—x, =x",—x’,, 1=i=n—1, y si c=x,—x, resulta

x,=x,+¢c 1=<i=<n, es decir, g, (x’) = x. Por tanto, T (x) es 1. M. respecto a G.

Ejemplo: Sea X =R" y G el grupo de las permutaciones de n elementos. La
funcién T (x) = (xV, ..., x™), donde %" es el menor x,, x» el siguiente menor, ..., x™
el mayor x, es decir, el estadistico de orden (Rios, p. 261; Wilks, p. 234), es . M.
En efecto, cada permutacion de las coordenadas x; no cambia el orden existente
entre ellas, y dos puntos que tienen el mismo conjunto ordenado de coordenadas
pueden obtenerse uno del otro mediante una permutacién de sus coordenadas.

El siguiente teorema muestra como los «tests» invariantes quedan caracteriza-
dos mediante un 1. M.

TeoreMA.—Sea G un grupo de transformaciones sobre un espacio X y T (x)
un I. M. respecto a G; entonces, una condicién necesaria y suficiente para que &
sea invariante es que ® sea una funcién de T (x).

Demostracién.—Sea ¢ invariante y T (x,) = T (x,), existe g ¢ G tal que x, = g (x,);
por tanto, P (x,) = O [g (x,)] = P (x,), lo que prueba que ® es funcién de T (x).

Si ®(x)=h[T(x)], VxeX, se tiene d[g(x))=h 3 Tlg (x)]g = h [T (x)] = ® (x),
VxeX, VgeG y & es invariante.

Parece que podemos deducir que la clase de los «tests» invariantes esta for-
mada por los «tests» que dependen del I. M.; esta deduccion es correcta en los
casos usuales, pero es preciso hacer la siguiente observacién: Para determinar
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un estadistico es preciso especificar la clase /3 de los conjuntos medibles de su
espacio imagen. Si, en nuestro caso, 3 es la clase de los conjuntos B tales que
T-'(B)e A, todo es correcto, pues si & (x) = h [T (x)], al ser d A-medible, para
todo conjunto C de Borel se tiene ®-!(C) = T-'[h~1(C)] € A; por tanto, h=1(C) e f3;
h es (B-medible y & es un «test» basado en el estadistico T (x). En muchas apli-
caciones, T (x) es una funcién que toma valores en R™ y conviene tomar como ¢-&l-
gebra 3 la clase de los conjuntos de Borel, ya que en este caso, si X = R*A es
la clase de los conjuntos de Borel, y & (x) = h [T (x)] es una funcién medible que
depende sélo de T (x), se verifica que h es (-medible.

A la vista de lo expuesto, la. aplicacién del principio de invariancia para el
contraste de hipdtesis puede esquematizarse de la siguiente forma: en primer
lugar, considerar un grupo G de transformaciones que deje invariante el proble-
ma; a continuacién, obtener un I. M. respecto a G, calcular las distribuciones
inducidas para dicho I. M. y considerar el problema para ellas; finalmente, bus-
car el mejor «test» para este nuevo problema; este «test», expresado en términos
del problema inicial mediante el 1. M., sera el mejor «test» invariante.

El siguiente resultado muestra c6mo las distribuciones inducidas del I. M. pue-
den ser expresadas mediante un I. M. respecto al grupo G.

Teorema.—Si T (x) es invariante respecto al grupo G y si U () es 1. M. respecto
al grupo G, entonces la distribucién de T (x) depende de 6 a través de U (h).

Demostracion—Si U (6,) = U (0,), existe Ge G tal que 6, =g (f,), y entonces

ProugT(x)EBé=P","3T[0(x)]EB$=P"0 ;T(X)gB‘:Prt9 ;T(x)eB$

(62)

La invariancia reduce los datos a un estadistico 1. M. cuya distribucion de-
pende unicamente de una funcién del parametro; por tanto reduce, en cierto
sentido, el espacio paramsétrico, identificando los puntos que son equivalentes res-
pecto a G.

CONCLUSIONES

En los apartados anteriores se han desarrollado la aplicaciéon del Principio de
la Invariancia a problemas de estimacién y «test» de hipétesis. Hemos de sefialar,
no obstante, que no sdlo es en estos casos donde el citado Principio tiene apli-
cacion, es en problemas de Analisis de la varianza y Estadistica no paramétrica
donde alcanza su méaxima eficacia.

Ha sido nuestra intencién presentar y divulgar soélo algunos aspectos de la
importancia del mismo, dejando para futuras exposiciones los temas anteriormente
citados.
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