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Resumen

El presente estudio expone los resultados obtenidos al aplicar el modelo Lee-
Carter original y sus extensiones (con dos términos y con efecto cohorte) a las
probabilidades de muerte para la poblacion espafiola entre los afios 1991 y 2010.
Estos modelos se ajustaron a los datos elaborados por el INE separadamente para
varones y mujeres. Por otra parte, se calcularon los indices generales de
mortalidad y sus proyecciones a futuro por medio de series temporales ARIMA
entre los afios 2011 y 2030.

A partir de la comparacion de los modelos con medidas de bondad de ajuste se
constatd el modelo de Lee-Carter con efecto cohorte proporciona mejores
resultados de la prediccion de las probabilidades de muerte que el modelo de Lee-
Carter original o el modelo con dos términos. La comparacion muestra que, a
pesar de la mayor complejidad de los modelos extendidos, éstos pueden explicar
de mejor modo las tendencias pasadas y, por tanto, las futuras.

También se calcularon dos indicadores de mortalidad: la esperanza de vida y el
indice de Gini. La mejora de ambos refleja de modo directo el incremento en el
estandar de vida en la poblacion espafiola durante las ultimas décadas.
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Abstract

This study presents the results obtained by applying the Lee-Carter model and
its (two terms and cohort effect) on the probabilities of death for the Spanish
population between 1991 and 2010. These models were fit to the data published by
the Spanish National Statistical Institute (INE) separately for men and women.
Moreover, predicted mortality and probabilities of death were obtained using
ARIMA time series between 2011 and 2030.

From the comparison of the goodness-of-fit of models we concluded that the
Lee-Carter model with cohort effect provides better results than the Lee-Carter
model with one or with two terms, therefore it can be used to predict
probabilities of death. The comparison shows that, despite the increased
complexity of extended models, they can explain past trends and therefore
future in a better way.

Two indicators of mortality were calculated: Life expectancy and the Gini index.
The improvement of the both indicators reflects the increase in the standard of
living in the Spanish population in recent decades.

Keywords: Parametric graduation, Lee-Carter model, mortality indicators.

AMS Classification: 97K80, 91D20.

1. Introduccién

El interés en el analisis de mortalidad ha aumentado recientemente como consecuencia del
gradual envejecimiento de la poblacion que la mayor parte de las sociedades avanzadas
experimentan, entre ellas la espafiola. Este gradual pero constante envejecimiento de
poblacion tiene efectos directos sobre aspectos tan importantes como la planificacion de
sistemas sanitarios y de pensiones (Cairns, Blake y Dowd, 2008; IMF, 2012). Ademas, se
ha experimentado una mejora en la esperanza de vida al nacer que se debe a la reduccion
de la mortalidad infantil y, mas recientemente, a la reduccion de la mortalidad en las
edades mas elevadas.

El interés de conocer el nivel de mortalidad en la sociedad ha hecho que desde hace
décadas se haya intentado medir este fenomeno. Todos los indices utilizados para
medir la mortalidad han sido desarrollados con algin proposito y todos ellos han
cumplido su objetivo.

El estudio sobre los indicadores de mortalidad en Espafia de Debon, Montes y Sala
(2009) revela que, como en otros paises desarrollados, la mortalidad infantil en Espaia
ha experimentado una drastica reduccion, la mortalidad de personas de mediana edad se
ha incrementado en la ultima década y la mortalidad de los grupos de edad avanzada se
ha estabilizado. Ademas, la mejora en el tltimo tercio del siglo parece estar mucho mas
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relacionada con la mejora de la asistencia sanitaria y su extension a toda la poblacion,
beneficiando especialmente a los mayores de 65 afios (Goerlich y Pinilla, 2006).

Desde principios de los 90 una serie de modelos estocasticos se han desarrollado para
analizar estas mejoras de mortalidad, entre ellos el modelo Lee-Carter y sus extensiones.

Estos métodos han sido utilizados para predecir las tasas de mortalidad en varios paises,
incluyendo EEUU (Lee y Carter, 1992), Canada (Lee y Nault, 1993), Chile (Lee y
Rofman, 1994), Australia (Booth, Maindonald y Smith, 2002), Inglaterra y Gales
(Renshaw y Haberman, 2003) y Espafia (Debon, Montes y Puig, 2008; Debodn,
Martinez-Ruiz y Montes, 2010). Las caracteristicas mas importantes del método de Lee-
Carter son su sencillez y su robustez en situaciones donde las tasas logaritmicas de la
mortalidad por edades especificas tienen una tendencia lineal. Aunque paulatinamente
se fueron desarrollando otros métodos, el método de Lee-Carter es una referencia fija.

En diferentes trabajos se han propuesto modificaciones del método de Lee-Carter, entre
ellos Booth, Maindonald y Smith (2002) y Renshaw y Haberman (2006). La exactitud
del pronoéstico del método de Lee-Carter y sus variantes fueron primero evaluadas por
Booth, Tickle y de Jong (2006) en diferentes paises y ademds revisadas por Booth
(2006). Ademas, ha habido importantes extensiones del método de Lee-Carter,
quedandose con algo de su esencia pero afiadiendo rasgos estadisticos adicionales como
la suavizacion no paramétrica o multiples componentes principales. En el caso de
Espafia, Betzuen (2010) analiza las posibilidades de prediccion utilizando el modelo de
Lee-Carter clasico, y concluye en la necesidad de seleccionar adecuadamente el periodo
temporal y de edades.

En este trabajo se proponen tres modelos distintos para el analisis y prediccion de
mortalidad en Espafia: Lee-Carter, Lee-Carter extendido propuesto por Booth,
Maindonald y Smith (2002) y Lee-Carter con efecto cohorte propuesto por Renshaw y
Haberman (2006), utilizando las tablas de mortalidad elaboradas por el INE. La utilidad
actuarial y demografica de las tablas de mortalidad en Espana se estudié por Betzuen,
Felipe y Guillén (1997), y mas recientemente en Goerlich y Pinilla (2006). La
informacion de los datos estd estandarizada e incluye las siguientes variables:
probabilidad de muerte y poblacion en riesgo de morir. El analisis se extiende para
ambos sexos: hombres y mujeres y el colectivo al que se aplica el estudio es la
poblacion general espafiola en un rango de edades de 0 a 125 afios, con un periodo
temporal desde 1991 hasta 2010. Estos modelos tienen como objetivo final el calculo de
los indicadores de mortalidad como la esperanza de vida e indice de Gini.

El presente documento se estructura de la siguiente manera: en la Seccion 2 se presentan
la descripcion y evaluacion del modelo de Lee-Carter, modelo de Lee-Carter con dos
términos y con efecto de cohorte para la prediccion de la mortalidad. La Seccion 3
recoge los resultados de la aplicacion del modelo original de Lee-Carter y sus variantes
al estudio de la mortalidad espafiola modelando su comportamiento durante el periodo
1991-2010. En la Seccion 4 se presentan las predicciones de las tasas de mortalidad para
los afios 2011-2030 obtenidos a partir del modelo elegido. La Secciéon 5 contiene la
evolucion y la proyeccion al futuro de la esperanza de vida y el indice de Gini para los
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datos de la mortalidad espafiola de acuerdo con los modelos escogidos. El articulo
finaliza con una seccion de las conclusiones que se derivan de los resultados obtenidos.

2. Modelo de Lee-Carter y sus extensiones

2.1 Modelo original de Lee-Carter

El modelo de Lee-Carter se utiliza, preferentemente, para predecir la mortalidad futura
dependiendo de la edad y el afio de fallecimiento o nacimiento de la persona. Es por
tanto un modelo bilineal en las variables edad x y afio de calendario ¢, que supone que la
tasa de mortalidad correspondiente a la edad x en el afio ¢ verifica,

My = exp(ay + byk; + €x) (1]

o0 su equivalente:

Im(my,) = ay + bok + €4 (2]
donde,

my: describe el tanto central de mortalidad correspondiente a la edad x y tiempo de
calendario

t. ay: parametro de “forma”, representa una componente que depende de la edad de la
persona.

b, : parametro de sensibilidad, describe la “velocidad” con la que varia la mortalidad a
cada edad x, cuando varia el nivel general de mortalidad.

ks indice general de mortalidad, representa un parametro que depende del tiempo de
calendario y refleja el nivel general de declinacion de la mortalidad.

&y representa el error aleatorio, con media 0 y varianza o.%, que refleja entre otros
factores influencias historicas no capturadas por el modelo.

En Lee (2000) el autor remarca que no se garantiza que las estimaciones obtenidas de
my a partir de (2) no seran superior a 1, aunque este problema se puede evitar utilizando
el logit de las tasas de mortalidad. Por esta razén se transforma el modelo anterior
aplicando el logit a las probabilidades de muerte g,

logit(qy.) = ln( q’;;t) = ay + by Ky + €xyp [3]

1_
Hay que tener en cuenta ademas que la estructura del modelo es invariante bajo las
siguientes transformaciones:
(ay, by, ky) = (ax,bf, ckt) o (ay, by, ki) = (ay + cby, by, ks — ©), ¥, , por lo que no existe la

solucion Unica para este sistema. Para evitar este problema los autores (Lee y Carter,
1992) proponen las siguientes restricciones:
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w T
dbo=1, >k =0. (4]
X t

Originalmente la estimacioén de los parametros del modelo se ha estimado con el método
SVD (Singular Value Decomposition). En el presente trabajo la estimacion de los
parametros se lleva a cabo mediante el método de maxima verosimilitud utilizando la
libreria gnm (Turner y Firth, 2006) de R.

El paso final del método Lee-Carter es encontrar un modelo apropiado para la tendencia
de la mortalidad {I}t} Utilizando la metodologia Box-Jenkins, los autores llegan a la
siguiente ecuacion:

ki=c+ke_y+u.

donde ¢ es una constante y u, un ruido blanco. Con este modelo, la prediccion de k,
varia linealmente y cada indice de mortalidad predicho varia con indice exponencial
constante. La prediccion de las probabilidades de muerte para edades especificas se
obtiene extrapolando k;y fijando los a,y b, estimados.

El método de Lee-Carter es un método paramétrico y poco flexible. El ajuste del
modelo de Lee-Carter, estimando k; mediante la distribuciéon por edad del total de
muertes observadas tiene el inconveniente de que no es 6ptima. Unas de las ventajas a
favor del método de Lee-Carter es que se ajusta bien a los datos historicos, es simple en
uso y las predicciones a largo plazo son mejores que las obtenidas con otros métodos.
Las desventajas del modelo consisten en que los parametros a, y b, dependen sé6lo de la
edad y que la prediccion de futuros valores de la mortalidad se basa so6lo en 4, lo que
supone admitir que no existe interaccion entre la edad y el tiempo.

2.2 Modelo de Lee-Carter con dos términos

Varios autores han propuesto las modificaciones para el modelo de Lee-Carter con el
objetivo de mejorar el ajuste del modelo y eliminar la tendencia que muestran los
residuos. Por ejemplo: Booth, Maindonald y Smith (2002), Renshaw y Haberman
(2003) proponen incluir mas términos en la formula [3]. Dicha sugerencia aplicada al
logit(g.) proporciona el siguiente modelo:

logit(q,.) = a, + b} .k} + b2k? + €,,. [5]

Siguiendo el mismo desarrollo que para el modelo Lee-Carter, se deben introducir un
par de condiciones para obtener una tnica solucion.

dSbi=1y Yk =0, i=12
X t

Los parametros del modelo extendido son similares a los parametros del modelo de Lee-
Carter explicados anteriormente. El ajuste es posible mediante la extension del método
anterior incorporando el segundo grado de los componentes SVD en la estructura del
modelo. En nuestro caso lo hemos estimado por maxima verosimilitud.
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2.3 Modelo de Lee-Carter con efecto cohorte
El método de Lee-Carter con efecto cohorte es una variante del método de Lee-Carter
con un parametro adicional. En 2006 Renshaw y Haberman introdujeron uno de los
primeros modelos estocasticos para la mortalidad con un efecto de cohorte (¢ = ¢ — x).
Con esta transformacion el modelo se expresa de siguiente manera:

logit(qye) = ayx + bL ki + b21, + €. [6]
donde,
ay: perfil general de la mortalidad a lo largo de la edad.
b'.y b?\: pardmetros de sensibilidad que miden las interacciones correspondientes con la edad.
ks« un efecto periodo aleatorio.
I.: un efecto cohorte aleatorio, funcion del afio de nacimiento ¢ = ¢ — x.
&y representa el error aleatorio, con media 0 y varianza o,

Este modelo tiene los mismos problemas de identificaciéon que los modelos anteriores.
Por lo tanto se introducen las siguientes condiciones con el objetivo de obtener una
unica solucion:

2=l Y=l y fy=0 [7]
X X

Como la realizacion del ajuste es problematica debido a la relacion que existe entre los
tres efectos principales, los autores recurren a una estrategia de ajuste en dos etapas. En
una primera etapa se ajustan los valores a, segun el modelo original de Lee-Carter

ZIOgit(‘Ixt)
_t

T

ax

Los parametros restantes pueden ser estimados en la segunda etapa sujetos a las
restricciones [7]. Los valores de partida se obtienen mediante el ajuste de & y /. en un
modelo edad-periodo-cohorte donde &', = b,> = 1. También en este modelo los
parametros se obtienen mediante maxima verosimilitud.

3. Resultados de los ajustes

En el afio 2009 la metodologia de tablas de mortalidad se ha adaptado a los cambios
demograficos y poblacionales en Espafia (INE, 1946, 1997). El Instituto Nacional de
Estadistica (INE) ha mejorado la metodologia de elaboracion de tablas de mortalidad
(INE, 2009). Desde el afio 1991 se presentan las tablas de mortalidad anuales de la
poblacion residente en Espaiia, en cada una de sus comunidades autdnomas y provincias
por cada sexo independientemente. En este trabajo utilizamos datos de tablas de
mortalidad de hombres y mujeres publicadas por el INE para el periodo 1991-2010 para
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toda Espana. En el proceso de analisis preliminar de los datos se han completado los
datos brutos hasta edades de 130 afos utilizando una adaptacion de Denuit y
Goderniaux (2005) como describe Debon, Montes y Sala (2009) y Debon, Montes y
Sala (2013) aplica para el célculo de la hipoteca inversa. Para la realizacion de la del
ajuste, Gy, se han usado los casos de edad menores de 75 afios. A partir de estos datos
reales se han estimado los valores de probabilidad de muerte y poblacion en riesgo para
edades hasta 130 afios.

El conjunto de datos con el que se calcula cualquier analisis posterior esta formado por
los valores originales de gy para x = {0,1,...,85}, y por los §,; procedentes del ajuste del
modelo para x = {86,...,125}. Una vez se ha conseguido la creacion de todos los datos
ajustados se procede al siguiente paso de aplicacion de los modelos. A continuacion se
elige el modelo que mejor se ajuste a los datos. Y finalmente con el modelo escogido se
proporcionaran las proyecciones de las tasas de mortalidad para los 20 aflos siguientes,
es decir, de 2011 a 2030.

3.1 Estimacion de los parametros del modelo de Lee-Carter

Cabe sefialar que el modelo realiza una extrapolacion hacia el futuro a partir de la
tendencia de la mortalidad en el pasado. Los parametros a.y b, capturan la informacion
de la mortalidad en el pasado para la edad de la persona y el pardmetro £; la evolucion
de esta mortalidad en el transcurso del tiempo calendario. En total tenemos
272=126+126+20 parametros y dos restricciones.

Es necesario sefialar que debido a la estructura de los datos, series anuales para un
mismo rango de edades, los valores de b, presentan un patrén irregular, que se suavizo
con splines cubicos para evitar anomalias localizadas en algunos grupos de edad.

Las estimaciones para hombres y mujeres de los distintos parametros del modelo Lee-
Carter estan representadas graficamente en la Figura 1 permitiendo una interpretacion
sencilla.

Estimacioén del parametro ax

Las estimaciones para hombres y mujeres del parametro a, del caso estudiado se pueden
observarse en la Figura la. La componente a, del modelo describe el comportamiento
general promedio para cualquier afo de calendario en funcién de la edad. Estas
estimaciones representan la forma en que la mortalidad se comporta a través de las
edades, en este caso los valores para Espafia son similares a los de la mayoria de los
paises: una mortalidad alta al comienzo de la vida que disminuye rapidamente hasta un
minimo en la edad de los 10 afios, aumenta lentamente hasta los 45 afios y a partir de
aqui crece rapidamente, llegando a superar los niveles de las primeras edades.

Una diferencia clara entre los colectivos de hombres y mujeres puede verse en el
intervalo 18 a 30 afios, que presenta valores mas elevados para el colectivo de hombres.
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Figura 1
Parametros estimados con el modelo Lee-Carter
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Figura 1 (continuacion)
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Esta incidencia podria ser debida a los fallecimientos por accidentes de trafico y que algunos
autores denominan como joroba de los accidentes (Debon, Montes y Sala, 2009).
Estimacion del parametro bx

En la Figura 1b se presentan los resultados correspondientes al parametro b, para todo el
tramo de edades tanto de hombres como de mujeres. Recordemos que b, describe la
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“velocidad” con la que varia la mortalidad a cada edad x y no depende del tiempo. Se
observa en la grafica que el parametro b, es positivo para todas las edades, lo que indica
una disminucion de la mortalidad con el tiempo independientemente de la edad porque
los k; son negativos. Los resultados muestran que en el rango de edad entre 20 y 40 afios
existe una fluctuaciéon de mortalidad elevada que también aparece, aunque menos
acusada en el rango de edad comprendido entre los 60 y 80 afios.

Estimacién del parametro k:

La Figura lc permite visualizar el comportamiento de las estimaciones del indice
temporal de mortalidad para Espaifia, que presentan una clara tendencia a disminuir a
través del tiempo, mas acusadas en los hombres que en las mujeres.

Como paso previo al ajuste de la serie & mediante Box-Jenkins, se debe comprobar la
bondad del ajuste asi como el analisis de los residuos.

3.2 Bondad de ajuste del modelo Lee-Carter

Una forma de analizar la bondad de ajuste del modelo es la representacion grafica de los
residuos. Las Figuras 2 y 3 muestran el comportamiento de los residuos Deviance para
ambos colectivos en funcion de edad, afio de calendario y la cohorte.

Los resultados obtenidos manifiestan que los residuos se estabilizan en el intervalo [-2,2]
lo que supone un buen ajuste del modelo seleccionado, de cualquier modo existen ciertas
irregularidades que se deben mencionar. Se observan residuos andomalos para las cohortes
con fechas de nacimiento alrededor de 1940 tanto en mujeres como en hombres. Esto
puede ser consecuencia de la guerra civil espafiola y el periodo de posguerra, cuando se
dio una carencia nutricional en los nifios. Este hecho también puede estar influyendo en
las anomalias observadas en aquella cohorte con edades entre 55 y 85 afios, de cualquier
modo es muy posible que existan otros factores para explicar el fendmeno. El ajuste es
muy similar para hombres y mujeres, aunque ligeramente mejor para las mujeres pues los
residuos son de menor magnitud.
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Figura 2
Residuos Deviance para el modelo de los hombres
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Figura 3
Residuos Deviance para el modelo de las mujeres
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3.3 Resultados del ajuste del modelo de Lee-Carter con dos términos

Este modelo difiere basicamente del modelo anterior en que aflade un nuevo término. El
numero de parametros es 418=126+126+20+126+20, con cuatro restricciones. La
estimacion de los parametros se realiza siguiendo el mismo procedimiento que para el
modelo de Lee-Carter original. En un segundo paso se procede a realizar el suavizado
de las estimaciones de los parametros b para evitar anomalias. Como en el caso anterior

se opta por el uso de splines cubicos para el suavizado.

En este caso las restricciones han sido. k}o =0, Zb}( =1, k,f] =0y Y b2 =1.
X

X
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Estimacion del parametro ax

Figura 4
Parametros estimados con el modelo Lee-Carter con dos términos
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Figura 4 (continuacion)

Parametros estimados con el modelo Lee-Carter con dos términos
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En la Figura 4a, correspondiente al parametro a,, se muestra el perfil de la mortalidad que
con pocas diferencias respeto al mismo parametro obtenido en el ajuste anterior. Se puede
confirmar objetivamente que la mortalidad de las mujeres es inferior a la de los hombres. Por
otro lado se observa un aumento sustancial en la mortalidad, especialmente en el colectivo
de hombres, en el intervalo de edades de 18 a 30 afios. Esta sobremortalidad puede
explicarse, como ya se ha dicho anteriormente, por el efecto de los accidentes de trafico.

Estimacion del parametro b'x

En la Figura 4b, correspondiente al parametro b',, se muestra la velocidad de
decrecimiento de los ratios en respuesta a cambios en k,!. Del presente grafico se deduce
que las estimaciones de b,' y su suavizado son muy parecidos a los valores del
parametro b, del modelo de Lee-Carter original. Se confirma la disminucion de la
mortalidad con el tiempo independientemente de la edad.

Estimacion del parametro kit

La Figura 4d, correspondiente al parAmetro &', muestra la tendencia de la mortalidad en
hombres y mujeres. El grafico muestra claramente la disminucion de la mortalidad durante
el periodo observado. Cabe destacar que esta tendencia es mas pronunciada para los
hombres. Este fenomeno se puede relacionar con multitud de pequefios factores tales como
disminucion de muertes por accidentes de trafico, riesgos laborales, mejoras en la asistencia
sanitaria, pero requeriria un analisis mas detallado para poder elucidar estos parametros.

Estimacion del parametro b«

En la Figura 4c se presentan los resultados correspondientes al segundo término 57,. Este
segundo término muestra sus valores mas altos en las edades cercanas a los 20 afios, lo que
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parece indicar que el efecto de afiadir el segundo término actia mas en este grupo de edad.
Presentan valores negativos para algunas edades tanto en hombres como en mujeres.

Estimacién del parametro ki

En la Figura 4e se presentan los resultados correspondientes al segundo término k2. Los
resultados no presentan ninguna tendencia clara. Los valores estimados del parametro
k? decrecen para primeros cinco-seis afios para ambos sexos y después no siguen
ninguna pauta.

3.4 Bondad de ajuste del modelo de Lee-Carter con dos términos

En las Figuras 5 y 6 se representa el comportamiento de los residuos Deviance del
modelo de Lee-Carter con dos términos para ambos sexos en funcion de edad, afio de
calendario y la cohorte. Como en el caso del modelo de Lee-Carter original los
resultados obtenidos manifiestan que los residuos se estabilizan en el intervalo [-2,2].
También se observa una mejora del ajuste al introducir el segundo término. Aunque los
residuos siguen manifestando las mismas irregularidades que el modelo de un término,
estas desviaciones son menores en términos absolutos.

Figura 5
Residuos Deviance para el modelo Lee-Carter con dos términos para los hombres

<
o
<
¥

Residuos.

©
T

-2 0 2 4

Residuos.

|
© O | e

8 8 o ©
— o o
° : § 8 8 e © & g z
w ] 0 3 o ° °
! T T T T
1995 2000 2005 2010
Periodo
<
T - T )
o Oy
©
£ o
=
W o
g 9 g 6] : o )
w |
T

T T T T T T T
1880 1900 1920 1940 1980 1980 2000

Cohorte



Ana Debdn et dlii « Proyeccion de los indicadores de mortalidad para Espana 305

Figura 6:
Residuos Deviance para el modelo Lee-Carter con dos términos para las mujeres
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3.5 Estimacién de los pardmetros del modelo de Lee-Carter con efecto cohorte

El nimero de parametros de este modelo es 543=126+126+20+126+145, con tres
restricciones.

Figura 7
Parametros estimados con el modelo Lee-Carter con efecto cohorte
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Figura 7 (continuacion)

Parametros estimados con el modelo Lee-Carter con efecto cohorte
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Estimacién del parametro ax

El comportamiento del parametro a. se observa en la Figura 7a. Los resultados
presentan un comportamiento muy similar al ya observado en los modelos anteriores.
Este grafico confirma la apreciacion del desigual comportamiento en los diferentes
grupos de edad para hombres y para mujeres.

Estimacién del parametro by

En la Figura 7b se presenta la estimacion del parametro b,y el suavizado de éste para
ambos sexos. Al analizar el grafico se aprecian algunas diferencias entre hombres y
mujeres, no en su tendencia general pero si en la velocidad del cambio en la mortalidad
respecto a la edad, particularmente entre 20 y 40 afios. De cualquier modo, el modelo
toma valores y tendencias muy similares a los ya observados en los otros modelos. En
relacion a los intervalos de edades mas avanzadas es de esperar un comportamiento en
descenso, pero se observa en el grafico un comportamiento con un aumento en el valor
de b, en el intervalo de 100 a 110 afios en las mujeres, indicando que para este intervalo
la mortalidad varia sustancialmente cuando el indice k; cambia. Cabe ser cauto con su
interpretacion ya que los datos de partida son extrapolados de datos reales.

Estimacién del pardmetro k:

La Figura 7d, correspondiente al parametro k;, muestra la tendencia de la mortalidad en
hombres y mujeres y muestra valores y tendencias similares a los modelos
anteriormente explicados.
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Estimacién del parametro b

En la Figura 7c, que representa el comportamiento del segundo término 52, se observan
valores mas altos en el rango de edades de 0 a 20 afios para ambos sexos,
estabilizandose aproximadamente en 0 para edades mas avanzada. Esto indica que el
efecto de anadir el segundo término actia mas en este grupo de edad, no siendo tan
significativo para edades entre 40 y 100 afios. El acusado crecimiento que se observa en
las edades finales es debido al efecto de completar todas las tablas de periodo hasta 130
afios, edad que necesariamente ha de tener una probabilidad de muerte igual a 1. Por
esta razon las probabilidades para estas tltimas edades han de crecer para alcanzar
dicho valor.

Estimacion del pardmetro Ic

Respecto al término con efecto cohorte que esta representado en la Figura 7¢ se
observan fluctuaciones muy marcadas en la cohorte cuya fecha de nacimiento se situa
alrededor de 1940, tanto en mujeres como en hombres. Estas fluctuaciones se pueden
explicar debido a los efectos de guerra civil espafiola y la época de postguerra. También
es destacable la pronunciada declinacion en /. en el periodo entre 1960 y 2010 donde se
aprecia la rapida mejora en la mortalidad para la cohorte nacida en este periodo que
continua hasta la actualidad aunque a un ritmo mas pausado.

En el grafico se pueden ver los distintos aspectos historicos que influyeron
negativamente en la poblacion:

— Afos 1918-1920 de las epidemias de la gripe “espafiola” y hundimiento de la
economia espafiola a causa de la 1a guerra mundial.

— Afos 1936-1939 guerra civil espafiola.

— Afos 1940-1950 periodo de postguerra y autarquismo econdmico, imposibilitando
la correcta alimentacion y asistencia sanitaria.

— Posiblemente las irregularidades entre 1975 y 1990 se puedan asociar a los
fenomenos de accidentes de automovil y al consumo de drogas.

3.6 Bondad de ajuste del modelo de Lee-Carter con efecto cohorte

Como en los casos anteriores la representacion grafica de los residuos Deviance para
ambos colectivos en funcion de edad, afio de calendario y la cohorte permitira evaluar la
bondad de ajuste del modelo. Los resultados se muestran en las Figuras 8 y 9. A partir
de las graficas de los residuos del modelo propuesto se deduce que este modelo captura
toda la presencia de los factores incluidos en el modelo aunque se manifiesta mejor en
el colectivo de las mujeres. Cabe destacar que no hay datos atipicos ni sobre influyentes,
lo que indicaria la adecuacion del modelo.
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Figura 8
Residuos Deviance para el modelo Lee-Carter con efecto cohorte para los hombres
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Figura 9
Residuos Deviance para el modelo Lee-Carter con efecto cohorte para las mujeres
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3.7 Comparacion de los modelos

El analisis de los residuos permite deducir que los tres modelos ajustan razonablemente
los datos de la mortalidad espafiola. Para determinar cudl de ellos muestra un mejor
comportamiento se compararon sus estimaciones con los datos observados mediante las
siguientes medidas de bondad ajuste.

e Deviance, que mide la distancia en términos de log-verosimilitud entre los valores
g« observados y los valores §,; estimados por el modelo mediante la expresion,

D(Gxe) = 2logL(qyt) — 2logL(Gye)

e Error cuadratico medio (ECM), que mide las discrepancias en términos de distancia
euclidea entre los valores observados y ajustados, definido como

— A 2
ECM(8y,) = ’ZM, t=1,..,T.
X

e Error porcentual absoluto medio (EPAM), que mide la distancia relativa entre los
valores observados y ajustados y cuya expresion

z‘qxt _éxt‘

EPAM (§,,) = x uw

, t=1..,T
T

Los correspondientes valores se muestran en la Tabla 1. En general, se observa un grado
de ajuste ligeramente superior para las mujeres, lo que parece ser debido a que la
poblacion masculina ha sufrido més bruscamente los efectos de guerras, drogas o
accidentes de automovil.

Tabla 1

Estadisticos de bondad de ajuste de los modelos estimados

Modelo Deviance ECM EPAM
Hombres  Mujeres  Hombres Mujeres Hombres Mujeres

Lee-Carter 2.840,13 1.532,25 0,0149 0,0082 5,84 6,63

Lee-Carter (dos términos) 2.277,77 1.282,72 0,0127  0,0076 5,16 6,09

Lee-Carter (efecto cohorte) 1.041,52 782,48 0,4001 0,4333 4,93 6,00

Utilizando el contraste de la diferencia de Deviance respecto del modelo de Lee-Carter
mas sencillo, que se distribuye como una y? con grados de libertad la diferencia entre los
grados de libertad de los modelos, en el caso del modelo de Lee-Carter con dos términos
y para el modelo de Lee-Carter con efecto cohorte, se rechaza la hipotesis nula de
equivalencia de los modelos. Segun esto, el modelo de Lee-Carter con efecto cohorte es
el que ofrece mejor ajuste global. El estadistico EPAM corrobora este hecho. La
explicacion puede ser debida a la introduccion del efecto cohorte. El método de Lee-
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Carter con dos términos también ofrece un buen ajuste, puesto que presenta un error
cuadratico medio menor tanto para hombres como para mujeres. De acuerdo con todo
ello, seria aconsejable utilizar los modelos extendidos para las predicciones.

4. Predicciones

Las predicciones a futuro se realizaron usando la secuencia propuesta por Box y Jenkins
(1970), que consiste en identificacion, estimacion y diagnéstico para encontrar el
proceso ARIMA que represente en forma apropiada los datos. El objetivo es hallar un
mismo modelo que ajuste apropiadamente los indices estimados, para varones y
mujeres, pero teniendo en cuenta que el principal fin del modelo buscado es el de
generar pronosticos. El calculo se realizo usando las funciones auto.arima 'y forecast, de
la libreria forecast (Hyndman, 2008) de R, que proporcionan de manera automatica el
ajuste del correspondiente modelo ARIMA y la prediccion de futuros valores.

La funcion auto.arima se aplicé a los parametros £°/ del modelo de Lee-Carter con dos
términos y a los parametros &, y /. del modelo Lee-Carter con efecto cohorte. Los
resultados del diagndstico del ajuste de los modelos se muestran en las Tablas 2 y 3.

Tabla 2

Criterios de Akaike y Schwartz para los modelos ARIMA para el modelo Lee-Carter
con dos términos

Indice Hombres Mujeres
Modelo AIC BIC Modelo AlC BIC
k% ARIMA(0,1,1) 95,49 98,33 ARIMA(0,1,0) 84,42 86,31
k? ARIMA(0,1,0) 97,91 98,85 ARIMA(1,0,0) 96,62 98,61
Tabla 3

Criterios de Akaike y Schwartz para los modelos ARIMA para el modelo Lee-Carter
con efecto cohorte

Indice Hombres Mugjeres
Modelo AIC BIC Modelo AIC BIC
k ARIMA(1,1,0) 95,16 98,33 ARIMA(1,1,0) 98,57 101,40
l. ARIMA(1,1,1) 1.224,55 1.233,46 ARIMA(1,1,2) 1.268,04 1.279,92

Los resultados de las predicciones obtenidos para los hombres y las mujeres se muestran
en las Figuras 10 y 11. Se observa que la tendencia de mortalidad es decreciente en
ambos casos. Hay que sefialar que los intervalos de prediccion presentan una gran
amplitud que aumenta a medida que nos alejamos en el tiempo. Esta amplitud se aprecia
mas en el caso de los hombres para el modelo de Lee-Carter con dos términos.
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Proyecciones e intervalos de prediccion del 95% para el indice ki del modelo Lee-Cartrer
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A partir de los prondsticos generados por el modelo ARIMA y las series temporales
ajustadas para el periodo 1991-2010 se calcularon los prondsticos de probabilidades de
muerte g, para el periodo 2011-2030. Las Figuras 12 y 13 muestran la superficie de las
proyecciones de g, obtenidas por los dos modelos para hombres y mujeres.
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términos son &/ y para el modelo con efecto cohorte son k; y .. Esto permite obviar los
errores a da,y b.

Las Figuras 14 y 15 visualizan el ajuste de ambos modelos para el periodo 1991-2010 y
la prediccion de las probabilidades de muerte de 2011-2030 con ellos obtenidas. Junto a
dichos valores se han representado también los intervalos de confianza de /ogit(g./) para
las predicciones a partir del afio 2011. Analizando los gréaficos se observa que los dos
modelos presentan tendencias decrecientes razonables mas pronunciadas en las edades
cortas y medianas y mas estables a partir de los 50 afios, tanto en hombres como en
mujeres. Esto demuestra que la mortalidad ha mejorado durante los 0ltimos afios. A
destacar que los intervalos de confianza generados a partir de los modelos ARIMA para
las mujeres presentan mayor amplitud para el modelo Lee-Carter con efecto cohorte, lo
que se podria explicar por la influencia de dicho efecto.

En el caso de las edades avanzadas se han representado las edades comprendidas entre
70 y 90 afios, ambos inclusive. Se observa en las Figuras 16 y 17, que todas ellas
presentan tendencias futuras poco pronunciadas. La desaceleracion en la probabilidad
de muerte a medida que transcurren los afios puede explicarse porque de manera natural
se produce una seleccion de los individuos mas saludables en edades elevadas (Debon,
Montes y Puig, 2008).

Figural4
Predicciones de gx para algunas edades (Lee-Carter con dos términos)
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Figura 15
Predicciones de gxpara algunas edades (Lee-Carter con efecto cohorte)
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Figura 17
Predicciones de gx para edades elevadas (Lee-Carter con efecto cohorte)
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5. Indicadores de mortalidad

La utilizacion de indicadores de mortalidad que resuman el comportamiento de los
ratios de mortalidad es necesario para describir los cambios demograficos acontecidos
en los paises mas desarrollados y concretamente en Espafia (Debon, Martinez-Ruiz y
Montes, 2012).

5.1 Esperanzade vida

La esperanza de vida es uno de los indicadores mas conocidos y utilizados para conocer
la evolucion de la mortalidad a lo largo del tiempo. Su valor ha experimentado un
crecimiento espectacular durante el ultimo siglo. Cabe recordar que la esperanza de vida
a la edad x se interpreta como el niimero promedio de afios que esperan vivir las
personas que alcanzan con vida la edad exacta x.

5.2 Coeficiente de Gini

Aplicado a la mortalidad, el coeficiente de Gini permite medir las desigualdades en la
edad de la muerte y se basa en la curva de Lorenz, que en este contexto es la
representacion grafica de la proporcion acumulada de afios vividos por la poblacion
(ordenadas) frente a la proporcion acumulada de poblacion (abscisas). Cuando el
coeficiente de Gini se aproxima a cero indica que todos los individuos mueren
aproximadamente a la misma edad, mientras que si se aproxima a 1 indica que hay
grandes diferencias en la edad de muerte, una gran cantidad de individuos mueren muy
precozmente y muy pocos consiguen sobrevivir mas que la media. El estudio de Llorca,
Prieto, Alvarez y Delgado-Rodriguez (1998) muestra el diferente aporte de las edades a
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la esperanza de vida en Espafia mediante el indice de Gini. Una referencia detallada
sobre el indice de Gini puede encontrarse en Shkolnikov, Andreev y Begun (2003), y
para su calculo mediante tabla de mortalidad el trabajo de Llorca, Prieto y Delgado-
Rodriguez (2000).

5.3 Evolucion y prediccion de esperanza de vida al nacer e indice de Gini

En la Figura 18 se muestra la esperanza de vida para hombres y mujeres, estimada en el
periodo 1991-2010 y proyectada para el periodo 2011-2030, asi como los intervalos de
confianza de las ultimas. De los resultados que se muestran se desprende que la
esperanza de vida se incrementa a lo largo de tiempo tanto en los hombres como en las
mujeres. Es interesante destacar la diferencia entre las amplitudes de los intervalos de
confianza entre hombres y mujeres. También se percibe la existencia de una mayor
longevidad en las mujeres.

Figura 18
Evolucién de la esperanza de vida al nacer (Lee-Carter con dos parametros)
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La Figura 19 muestra la evolucion del coeficiente de Gini estimado a lo largo del
periodo 1991-2010 y proyectado para el periodo 2011-2030. Lo que mas destaca en este
grafico es la asimetria en los intervalos de confianza lo que es debido a la utilizacion de
residuos logit. Segun Renshaw y Haberman (2008) el problema puede superarse
parcialmente mediante residuos Deviance ya que estos residuos permiten el
cumplimiento de la hipdtesis de la distribucion inicial de la medicion de la mortalidad.
Por otro lado, se observa que el indice de Gini es mayor en los hombres que en las
mujeres, lo que muestra una menor variacion en la edad de muerte en las mujeres que en
los hombres. Se aprecia que el indice en ambos casos es relativamente bajo lo que puede
ser debido a la reduccion de la mortalidad infantil.
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Figura 19
Evolucién del indice de Gini (Lee-Carter con dos parametros)
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Tabla 4
Predicciones de indicadores de mortalidad para el periodo 2011-2030
Aiio Lee-Carter con dos parametros Lee-Carter con efecto cohorte
Esperanza de vida indice de Gini Esperanza de vida indice de Gini

Hombres  Mujeres Hombres Mujeres Hombres Mujeres Hombres Mujeres

2011 79,18 85,15 0,0562 0,0479 80,53 86,32 0,0564 0,0493
2012 79,41 85,27 0,0556 0,0474 80,82 86,59 0,0563 0,0487
2013 79,64 85,42 0,0551 0,0470 81,04 86,71 0,0562 0,0488
2014 79,86 85,59 0,0545 0,0466 81,29 86,92 0,0560 0,0485
2015 80,08 85,76 0,0540 0,0462 81,52 87,10 0,0558 0,0483
2016 80,30 85,93 0,0535 0,0459 81,76 87,27 0,0556 0,0482
2017 80,51 86,10 0,0531 0,0455 81,98 87,46 0,0554 0,0480
2018 80,73 86,28 0,0526 0,0452 82,21 87,64 0,0552 0,0478
2019 80,93 86,45 0,0522 0,0448 82,44 87,81 0,0549 0,0477
2020 81,14 86,63 0,0518 0,0445 82,66 88,00 0,0547 0,0475
2021 81,35 86,80 0,0514 0,0442 82,88 88,17 0,0545 0,0474
2022 81,55 86,97 0,0510 0,0439 83,10 88,35 0,0544 0,0472
2023 81,75 87,14 0,0506 0,0436 83,31 88,53 0,0542 0,0471
2024 81,95 87,31 0,0503 0,0433 83,52 88,70 0,0540 0,0470
2025 82,15 87,47 0,0499 0,0430 83,73 88,88 0,0538 0,0469
2026 82,34 87,64 0,0496 0,0427 83,94 89,06 0,0536 0,0467
2027 82,53 87,80 0,0493 0,0424 84,15 89,23 0,0534 0,0466
2028 82,72 87,96 0,0490 0,0422 84,35 89,40 0,0533 0,0465
2029 82,91 88,13 0,0487 0,0419 84,55 89,58 0,0531 0,0464
2030 83,10 88,28 0,0484 0,0416 84,75 89,75 0,0529 0,0463
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En la Tabla 4 se representan los indicadores de mortalidad proyectados para el periodo
2011-2030. En comparacion con estudios similares llevados a cabo utilizando datos
espafioles, nuestros resultados sobre la esperanza de vida son ligeramente superiores a
los obtenidos por Debon, Martinez-Ruiz y Montes (2011). Respecto al indice de Gini
también se observa una diferencia ligera en los resultados, lo que puede ser debido al
factor edad, ya que este estudio se ha realizado con el rango de edad de 0 hasta 125 afios
lo que podria influir en la igualdad de muerte.

6. Conclusiones

e El comportamiento del parametro estimado a, revela que la mortalidad de las mujeres
es inferior a la de los hombres. Se observa un aumento en la mortalidad especialmente
en el colectivo de hombres en el intervalo de edades de 18 a 30 afios. Esta incidencia
puede explicarse por el efecto de los accidentes de trafico mayor en hombres.

e En relacion al parametro b, se confirma la disminucion de la mortalidad con el
tiempo independientemente de la edad.

e El indice general de mortalidad k; presenta una clara tendencia a disminuir a través
del tiempo, mas acusada en hombres que en mujeres.

A partir de la comparacion de los modelos presentada en la Seccion 3.7 se constata que
el modelo de Lee-Carter con efecto cohorte presenta una mejor bondad del ajuste que el
modelo de Lee-Carter original o el modelo con dos términos. Se trata de un modelo
interesante por cuanto que proyecta los resultados histéricos de mortalidad hacia el
futuro y para ello captura la informacion disponible sobre la mortalidad, haciendo
intervenir tanto el afio de muerte como el de nacimiento, a diferencia de los otros dos en
los que solo interviene el afio de muerte. De esta manera el modelo permite predecir la
mortalidad futura para un nimero prudencial de afios de calendario. El modelo es
sensible a hechos historicos influyentes en un corto periodo de tiempo como la guerra
civil, posguerra y epidemias, o a fenomenos de largo alcance temporal como la mejora
sostenida en sanidad y alimentacion a lo largo del siglo XX.

El calculo y la prediccion de los indices de esperanza de vida y de Gini permiten afirmar:

e Las probabilidades de muerte en Espafia han mejorado durante los Gltimos afios
tanto en hombres como en mujeres, esta tendencia se puede extrapolar a los
siguientes aflos.

e Se percibe la existencia de una mayor longevidad en las mujeres que en los hombres,
mostrando la esperanza de vida mayor y menor indice de Gini, aunque la diferencia
tiende a decrecer. Las predicciones muestran que continuara en el futuro cercano.
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